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l. Fejezet. Feladatok



1. Laboratériumi munka. Gépi szamabrazolas. Hibabecslés

1.1. 8-bites szam abrazolasa 10-es szamrendszerben

Feladat

Abrézolja 8-bites szamkeént 10-es szamrendszerben a megadott szamokat! (Kupén, 5. old.)

Valtozatok

236,83571
—-147,91057
609,15668
—213,45026
678,54199
—596,34091
370,41701
779,28667
—354,24108
152,52517
—179,96096
484,42307
9. 193,15563
10. 117,90529
11.-455,79093
12. 633,98529
13.-343,12502
14. -703,84970
15.205,27973
16. 671,35509
17.-346,21852
18. 590,73548
19. -353,55829
20. 198,47818

PN R WD =R =

1.2. 64-bites szam abrazolasa 2-es szamrendszerben (IEEE-754)

Feladat

Abrazolja az 1.1. feladatban szerepld a valtozatanak megfelelé értéket 64-bites szamként

2-es szamrendszerben (IEEE-754)! (Kupéan, 6.-7. old.)



1.3. 8-bites szam abrazolasa valos szamként

Feladat

Abrazolja az alabbi nyolcbites szamot valos szamként (Kupan, 5. old.)!

Valtozatok

2)
7 8
lo[1]4]7]1][7]7]8]
3)
56 78
[1[6[6[1]7]6]6]6]
4)
1 2 6 8
l0[2[3]1]8]9]1]0]
5)
5 6 8
[1[3[1]1]6]7]9]1]
6)
3456 78
[1[4]5]5][7[8]9]9]
7)
3456 78
[1[5]9]7]6]2]6]8]
8)
1 23 4 56 8
[0[9[3[8]4]7]2]1]
9)
3 4 5 8
[1[9[4[3]2]1]1]2]
10)
1 23 456 8
l0[8]7]8]7[8]3]1]




3 6 7 8
[1[9]8]8[1]2]0]2]
12)
1 2 5 6 8
lo[o[4[1]7]5]7]1]
13)
56 78
lo[1[1][2]5]4]7]4]
14)
5 6 7 8
[1]4]1]2]2[3]4]5]
15)
1 23 456 78
[0[2]4]8]6[2]4]7]
16)
345 6 78

17)
1 56 78
lo[o[1]2]5]9]6]6|
18)
6 7 8
[1[1[1]1]4]4]7]5]
19)
4 5 8
lo[1]7]5]6[9]1]7]
20)
3456 78
[1[4]7]7]8]5]3]2]
21)
1 2 5 8
lo[s[e[1]1]1]8]1]
22)
345 6 78
[1[2][0[5]6]7]2]8]
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1.4. Hibabecslés

Feladat

Hatarozza meg az a és a b tablazatban megadott hibait (Kupéan, Holovacs), (n+m > 10,
normal Csebotarjov (n >10)). Az § 6sszegek kiszamitasdhoz vegyen n értéket a tablazat elejérol az

a szamara (ak,k=1,_n), és m értéket — a b szamara (bj,jzl,_m)! Az S, :Zak,kzl,_n Osszeg

k=1

abszolut hibajanak statisztikai hibabecslésnek, a A -nek a kiszamitdsdhoz hasznalja a tablazatbol

vett A, értéket az abszolut hibdk koriilbelil azonos nagysagrendjei szadmara (alkalmazza

Csebotarjov-féle szabalyt)! Az S, Osszeg O, relativ hibajanak statisztikai hibabecslésének a

kiszamitasdhoz pedig — a tabladzatbol vett o értéket a relativ hibak koriilbeliill azonos

nagysagrendjeiként!

Valtozatok
No a + A, n m ) b +
1. | 1,553071 | 0,041422 0,04 12 6 0,011 3,041339 | 0,037714
2. | 1,814977 | 0,024793 0,02 12 7 0,013 | 3,529256 | 0,042899
3. | 1,334035 | 0,037453 0,04 15 5 0,012 | 2,598385 | 0,014296
4. 13,121853 | 0,029003 0,03 11 9 0,011 2,868443 | 0,004762
5. |2,548067 | 0,040415 0,04 14 6 0,014 | 2,976536 | 0,049563
6. | 4,714331 | 0,043488 0,04 12 8 0,012 1,219006 | 0,038431
7. | 1,534734 | 0,024491 0,02 11 4 0,013 | 2,992226 | 0,027693
8. |2,295359 | 0,017831 0,02 14 6 0,014 | 4,153420 | 0,049937
9. [2,511150 | 0,027372 0,03 11 9 0,015 1,888115 | 0,028372
10. | 2,772458 | 0,027166 0,03 11 7 0,012 1,332234 | 0,047197
11. ] 2,817209 | 0,017683 0,02 15 5 0,013 1,881836 | 0,043621
12. ] 3,041141 | 0,033180 0,03 11 8 0,012 | 2,750445 | 0,031116
13. ] 3,185625 | 0,043009 0,04 11 9 0,011 3,918961 | 0,009736
14. | 3,150075 | 0,018468 0,02 11 7 0,012 | 2,511719 | 0,047319
15. | 2,878626 | 0,049218 0,05 12 8 0,011 2,235123 | 0,038583
16. | 2,713422 | 0,008794 0,01 12 6 0,016 | 3,782745 | 0,025892
17. | 3,238716 | 0,037182 0,04 13 5 0,017 | 4,451234 | 0,042285
18. | 4,456158 | 0,025329 0,03 11 5 0,011 1,817753 | 0,018828
19. | 3,627272 | 0,045719 0,05 14 6 0,014 | 3,612318 | 0,005979
20. | 2,345928 | 0,023915 0,02 12 6 0,011 2,562747 | 0,036834
21. | 3,142671 | 0,013718 0,01 13 7 0,012 1,263446 | 0,026781
22.12,012572 | 0,021619 0,02 12 6 0,013 | 2,062345 | 0,015612
23. | 4,256287 | 0,014267 0,04 11 5 0,012 | 4,263481 | 0,034567
24. | 2,316783 | 0,025673 0,03 12 7 0,011 2,364456 | 0,024349
25. 1 1,306082 | 0,015677 0,02 11 6 0,014 1,168498 | 0,014246
26. | 2,465011 | 0,025376 0,03 14 8 0,011 2,263447 | 0,024257
27. | 3,465067 | 0,015273 0,04 15 7 0,012 | 3,223346 | 0,014654
28. | 1,161018 | 0,025651 0,02 13 6 0,011 1,125362 | 0,024627
29. | 2,202011 | 0,015155 0,01 12 9 0,012 | 2,223461 | 0,013223

11




A meghatarozando6 hibaértékek

1) Az a abszolut hibaja Aa
2) A b abszolut hibaja Ab
3) Az a relativ hibaja 0a
4) A b relativ hibaja Ob
5) Az a + b 6sszeg abszolut hibdja Aa+bp
6) Az a + b 6sszeg relativ hibaja Oa+b
7) Az a — b kiilonbség abszolut hibdja Aa—b
8) Az a — b kiilonbség relativ hibaja Oa—b
9) Az a - b szorzat abszolut hibaja Ag b
10) | Az a - b szorzat relativ hibaja Oab
11) | Az a/b hényados abszolut hibaja Aa/b
12) | Az a/ b hanyados relativ hibaja Oa/b
13) | Az a 6sszegének abszolut hibaja (statisztikai hibabecsléssel) Aza
14) | Az a 6sszegének relativ hibaja [
15) | Az b 6sszegének abszolut hibaja Axp
16) | Az b 6sszegének relativ hibaja oxp
17) | Az a és a b szorzatai hanyadosanak r értéke r
18) | Az r relativ hib4ja (statisztikai hibabecsléssel) or
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2. Laboratériumi munka. Nemlinearis egyenletek megoldasa

2.1. Nemlinearis egyenletek megoldasa

Feladat

Oldja meg az egyenletet numerikusan a feltlintetett modszerrel és végezzen a modszernek
megfeleld hibabecslést is! Valassza kiilon a gyokoket, ¢s a mddszernek megfeleléen onalldan
hatarozza meg a megoldasi intervallumot, illetve a kezdépontokat! Abrazolja grafikusan a

fliggvényt!

Valtozatok

1. Szelo modszer; —

2sin2(b;j(lg(2 - cos(c;x + logz(sin[;Z il XJD -0.41
- X

2a+ (sin(a —x)—1.1)

2. Felez6 modszer;

3. Felezé modszer; %(\/xz + 1(2x3 + x)— arsh x): 0

4. Erintdé modszer;

- (— 45sin(2(ax + b))+ 9sin(4(ax + b)) - sin(6(ax + b))+ 60ax + 60b) = 0

xva® +b?
arctg| —————
b\ a* = x? _0
b\a’ +b?

6. Fixpont modszer; é(3x sin(3x)+ cos(3x)) =0

5. Hur modszer;

: bl b
7. Erintd és a hir egyiittes modszere; x log, [a + 2) + M =0
X a
2 1 2 1
8. Szel6 modszer; b 03g2 x_b 0g3(3ax+b)+ ZZ _ ~=0
a a a’x 2ax
3

1 _ 4

9. Felez6 modszer; Ssinx —2x =0

4,6y3+Wx —1fx* +3)

10. Erintd moédszer; %ln(x2 + 2)+ arctgx =0
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

i , 2a* + x*
Huar médszer; ———=0

Na® +x?
2(\/;+\/§)h(b(x+\/5\/;)+x—2)

2 :O
b +3b+2

Newton modszer;

2(a+bx)2" (b(n +2)x - 2a)
b*(n+2)n+4)

Huar médszer; (\/g—l)logz(xz +%(\/§—l)x+lj—(l+\/§): 0

=0

Szel6 modszer;

2xsin— X X
Felez6 modszer; — x + 2 +2 ln(— sin—— cos—j =0
.X X 2 2
sin —+ cos —
2 2

Fixpont modszer; %(x +shxch x) =0

L, —axV1—a’x* +2a’x* arccos ax + arcsin ax
Erint6 moédszer; e =0
a

Szelé médszer;%(x\/xz —1(8x* —26x7 +33)- 151n(2(\/x2 “1+ x))): 0

Newton modszer; %(3x +1log,(5-5x)—4In(5(x +2)))=0

. (a bx a bx a bx . (a bx
In| sin| —+— |4+cos| —+ — log,| cos| —+— |—sin| —+—
2 2 2 2 2 2 2 2

Hur moédszer; - =0
b b

3
\/Elog{azxj +Ja+x(b+ cx) —\/Zlogz(2\/;1/a +x(b+cx)+2a +bx)+
N blog3(2\/zw/a +x(b+cx)+b+ ZCx) B
2 )

Felez6 modszer;

440x + 8(5x +8)* In(2(5x +8))+ 583
250(5x +8)’

sin(x(a — b)) N sin(x(a +b)) _0
2(a—b) 2(a+b)

2sin — (10g4(2 sin zj —log, (2 cos D

Hur moédszer; =0
5
COS X

Erint6 és a hur egyiittes modszere; =0

Szel6 modszer;
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25. Erinté modszer; %(3 log,(5-10x)—7log,(5(2x +3)))= 0
26. Felez6 modszer; — arcsin(% (1- Zx)J =0

27. Newton médszer; %(x2 arcetg x + x —arctg x) = 0

28. Har modszer; 3i4 e’ (5sin(5x +7)+3cos(5x+7))=0

29. Szeld médszer; %((x2 +1)arctgx—x)=0

o, 1 )
30. Erinté modszer; " (— xv1—x* +2x* arccos x + arcsin x): 0

5cos(ax) N 5cos(3ax) 3 cos(5ax)
8a 48a a

31. Hur modszer; — =0

2
3c°x
3

7=0
c’+x

32. Fixpont modszer; — log, (c2 —cx+x’ )+

2

e ]

0

33. Newton médszer; 2log, (c + x)+ 23 arctg[

b+ 2cx j

2 arctg(
Vdac-b’

34, Szel6 modszer; =0

Jdac-b*

2
2 53 ¢ —
35. Erintd és a hur egyiittes modszere; 2ln(5 Ix+ SJ +2+/3 arctg 2:5°x=5 55 ); > 0

36. Hir médszer;% (a> = x*) (x* —a*J2a® +5x*)=0

37. Szel6 modszer; ﬂ -x=0

Ccosx —sinx

2ax + 2\/5 sin(2@)+ cos(a ax)

4a

38. Erinté modszer; — =0

bx
a’ arctg(j
[ .2 2.2
39. Fixpont médszer;%x\/a2 -b*x* + 22 —bx 0
2sin(ax)  1,1sin(2a — x) 3 sin(4 + ax) B

40. Newton modszer; — + =0
7(x —a) 48 +a 80—a

15



41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.
50.

51.

52.

53.

54.

55.

Felezd modszer; 24/3(a — b)arctg( 2)\(/; lj +2clog, (x3 - 1) =0

—-a-b

Erintd modszer; %x(‘ /Lz +1 + xarcsch xj =0
X

Hur mc')dsze:r;xln(\/a2 +x? +x)— a’*+x* =0

Szelé modszer; arctg(&j —~ Zx(«/a +b+ a)+ x> =0

10g7(c2 +ex+x° )— log,(x—c)— 2\/§arctg(c ’ 2xj
Ve

Szel6 modszer; =0
6¢

L . 5
Hur médszer; sin x - e>* +arctg— =0
X

Erinté modszer; cosx +10sin3x =0

3
Fixpont modszer; 3 ln(42 . ij +5x=0
Szelé modszer; tgdx-e* =0
Newton-Raphson médszer; arctg 5x - (x3 +2x° + 4) =0
cos4x

Erinté modszer; — 3 =0
smin + 6x ’

Newton-Raphson médszer; x* sin x + =0

cos4x
Fixpont modszer; cos(arctg %}x +7=0

—4x

+45x° =0

Szel6 modszer;

S x

2
, , cos3x X
Hur modszer; - + —=0
arcsinS5x x+sinx

16



3. Laboratériumi munka. Numerikus integralas

3.1. Numerikus integralas

Feladat

Hatarozza meg numerikusan az integralt a megadott modszerrel és végezze el hozza a
mddszenek megfeleld hibabecslést is! Onalldan éllapitsa meg az integralds hatarait is és a
paraméterek értékeit! Készitsen grafikont, amelyen 4dbrazolja az integralast: az integralt fiiggvény,

az integralasi hatarokat!

Valtozatok

1. Bal téglalap: j S S

3

(5—4x—x2)5

5
2. Trapéz: J-(— 2b° —x* +1)7dx

et

2 2
3. Simpson: J-a;A‘xdx
X

RS
4. Simpson 3/8:I—dx
Yx +3/x

)dx

1
Bal téglalap:
.[ (2 _ 52 (bz 452

6. Trapéz: J-e“ ch(5x +7)dx

7. Simpson: Ilg(aJr%ja’x
X
v-a® +x?

8. Simpson 3/8: j—dx
X

9. Jobb téglalap: j ! dx

1+ cos(ax)—sin(ax)

10. Kozép téglalap: .[ X arcth(ijdx
a

11. Jobb téglalap: jx(a + bx)gdx

12. Trapéz: J. al —dx

(a +bx+cx’ )5

17



13.

14.

15

16.

17.

18

19.

20.

21

22.

23.

24.

25

26.

27.

28.

29

30.

31.

. Simpson: j

Simpson: j lg(L,ZaX)dx
X

Bal téglalap: j(ﬁ + \/;)hdx

. Jobb téglalap: j 0

1 +sinx
Kozép téglalap: I X arccos(ax)dx
>
Trapéz: J-(— 1+x° )2 dx

2
X

Clex)2+a)

Simpson 3/8: jsec(a +bx )x

Na+bx+cex?

Bool médszer: J-—dx

X

(2x+1)

. Romberg moédszer: j—dx

(5x+8)°
Bal téglalap: .[ cos(ax)cos(bx Jx
Jobb téglalap: .[ xsin® (ax dx

Kozép téglalap: I e’ x’dx

. Trapéz: ;szx

e(a+x) s

Simpson: j ;dx

3
x(— a2 + x2 )2

Simpson 3/8: j(a +bx? )_l_mdx

Bool integral: J. ;dx

A1+cosx

. Romberg integral: j mdx

Bal téglalap: I x arccos xdx

Jobb téglalap: .[ sin’ axdx

18



32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

Kozép téglalap: .[ 4)dx
c + X

Trapéz: I x(a+bx)'dx

Simpson: I;dx
a+bx +cx’

Simpson 3/8: J-sinz(\/a}lx
Bool integral: j N
lg" x

Romberg integral: .[ wd

Gauss-Legendre integral: J‘\/ 2 +2sin xdx
Bal téglalap: .[ %a’x
-2+x

Jobb téglalap: .[ &d
a+bsinx

Kozép téglalap: .[ —dx
cos” ax

Trapéz Ilnaa +bix) "

Simpson: .[ x" sin axdx

Simpson 3/8: J-sin(a +bx+cex’ )dx

19



4. Laboratoriumi munka. Linearis egyenletrendszerek megoldasa

4.1. Direkt modszer

Feladat

Oldja meg numerikusan a matrix formaban megadott egyenletrendszereket! Végezzen
hibabecslést!

Alkalmazzon Gauss részleges (paros valtozat) vagy teljes (paratlan valtozat) féelem
kivalasztast modszerrel a lineéris egyenletrendszer megoldasdhoz!

Valtozatok

35,91923x, +0,814247x, + 0,560417x, = 0,40327,
1. 10,442374x, +85,20431x, +0,840056x, = 0,352024,
0,656788x, +0,079356x, + 62,05779x, = 0,724384.

5,578612x, +0,520287x, + 0,101544x, = 0,069777,
2. 70,364009x, +79,49641x, + 0,472725x, = 0,020952,
0,784662x, +0,799101x, +41,83723x, = 0,623483.

19,55251x, +0,326017x, +0,979571x, = 0,061864,
3. 10,287736x, +12,61928x, +0,702781x, =0,057810,
0,448147x, +0,997591x, +53,36999x, = 0,950638.

23,96007x, +0,119682x, + 0,822201x, = 0,947823,
4. 50,641252x, +44,23698x, +0,580313x; =0,876599,
0,432806x, +0,454799x, +93,29253x, = 0,125442.

0,245215x, +0,004942x, +0,118225x, = 0,002815,
5. 90,204149x, +0,274568x, +0,864390x, = 0,851829,
0,200361x, +0,885371x, +0,353821x; = 0,734879.

0,214658x, +0,628885x, +0,186782x, = 0,538905,
6. 10,730521x, +0,823082x, +0,799244x, = 0,153078,
0,396091x, +0,156627x, +0,796227x, = 0,102751.

0,421460x, +0,595396x, +0,724455x, = 0,209665,
7. <0,832215x, +0,946093x, + 0,209065x, = 0,794738,
0,669902x, +0,063311x, +0,866184x, = 0,654699.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

0,228828x, +0,451821x, +0,993381x, = 0,610151,
0,054431x, +0,777736x, +0,115844x, = 0,508703,
0,993420x, +0,567391x, +0,734185x; = 0,771457.

0,824384x, +0,026909x, +0,305908x, = 0,192422,
0,443365x, +0,224927x, +0,669502x, = 0,634129,
0,689703x, +0,048346x, +0,440563x, = 0,822026.

0,318013x, +0,236689x, +0,312772x, = 0,766426,
0,707226x, +0,366602x, +0,412352x, = 0,040515,
0,469668x, +0,826381x, +0,637323x, = 0,868224.

60,58577x, +83,54187x, +61,53701x, = 65,47089,
48,98789x, +51,98024x, +32,50892x, = 31,24354,
33,0855x, +10,6174x, +61,44393x, = 63,38626.

78,03662x, + 54,9015 Lx, +53,43118x, = 63,90977,
85,8458x, +34,5535x, +83,12906x, =17,53165,
40,33862x, +79,44659x, +16,78158x, = 63,01442.

87,79888x, +94,02917x, +70,31773x, = 21,56886,
14,14699x, + 62,48924x, +40,03589x, = 21,47136,
85,7935x, +40,06417x, +58,31376x, = 60,06335.

14,38169x, +52,26452x, +26,80747x, = 75,0002,
46,69315x, +14,77966x, + 24,4803 1x, = 63,45059,
68,68113x, +93,9211x, +76,15033x, = 27,7466,

54,7358 1x, + 59,95452x, +83,10172x, =14,83696,
94,42408x, +20,18205x, +66,3218x, = 23,01771,

50,00594x, +23,34483x, +22,48848x, = 65,675009.
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4.2. Iteracios modszer

Feladat

Oldja meg numerikusan a matrix formaban megadott egyenletrendszereket! Végezzen

hibabecslést!

Alkalmazzon Gauss-Seidel (paros valtozat) vagy Jacobi (paratlan valtozat) iteracios

madszert a linearis egyenletrendszer megoldasahoz!

Valtozatok

17,26877x, +0,516428x, +0,137029x, +0,559230x, = 0,847263,
0,197494x, +30,12265x, +0,421857x, +0,787856x, = 0,663992,
0,691028x, +0,462780x, +62,17704x, +0,910502x, = 0,687311,
0,311692x, +0,426234x, +0,711114x, +57,76903x, = 0,395235.

50,63783x, +0,784241x, + 0,589425x, + 0,666466x, = 0,306703,
0,414650x, +41,77486x, +0,328375x, +0,306709x, = 0,685916,
0,232464x, +0,488236x, +3,344311x; + 0,638093x, = 0,546426,
0,751963x, +0,688221x, +0,560589x, +2,506248x, = 0,227726.

70,75378x, +0,603227x, +0,744627x, + 0,346279x, = 0,290257,
0,951432x, +28,43758x, +0,869558x, +0,151911x, = 0,007223,
0,023102x, +0,962053x, +4,997622x, + 0,895940x, = 0,184494,
0,161156x, +0,869260x, +0,458158x, +17,03502x, = 0,005724.

3,991380x, +0,277404x, +0,521384x, +0,171310x, = 0,419346,
0,513077x, +34,43421x, +0,154603x, + 0,083525x, = 0,044807,
0,430859x, +0,614997x, +33,29358x; +0,615004x, = 0,925840,
0,242939x, +0,394051x, +0,735367x; +21,30425x, = 0,616630.

42,07901x, +0,827490x, +0,898131x; +0,653226x, = 0,540523,
0,529275x, +35,72780x, +0,228358x; +0,893762x, = 0,183164,
0,665165x, +0,309868x, +2,821009x, + 0,086899x, =0,540408,
0,897402x, +0,514826x, +0,423499x, +57,92929x, = 0,809877.
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10.

11.

12.

13.

28,35838x, +0,351080x, +0,805710x; +0,141813x, =0,107357,
0,901849x, +6,542138x, +0,057856x, +0,513376x, = 0,220702,
0,847080x, +0,484930x, +52,48295x, +0,802724x, = 0,051720,
0,854824x, +0,106632x, +0,809400x, +42,65716x, =0,114292.

34,58671x, +0,584654x, +0,339489x, +0,974311x, = 0,105214,
0,313785x, +85,61961x, +0,196060x, +0,131427x, = 0,002132,
0,241287x, +0,791479x, +19,63500x; +0,464695x, = 0,238716,
0,895830x, +0,612506x, +0,430208x, +15,92934x, = 0,516314.

10,039344x, +0,364774x, +0,615021x; + 0,615088x, = 0,50677,
0,207465x, +20,596358x, +0,182535x, +0,933521x, = 0,453519,
0,691243x, +0,953191x, +8,756518x; +0,612748x, = 0,587488,
0,252281x, +0,619897x, + 0,567523x; + 7,095509x, = 0,431365.

9,340983x, +0,513444x, +0,786522x, +0,5783x, = 0,29893,
0,966957x, +8,433444x, +0,516828x; +0,765944x, = 0,558664,
0,578774x, +0,64144x, +9,528194x, +0,769472x, = 0,936578,
0,881809x, +0,482363x, +0,965493x, +5,363701x, = 0,724125.

7,148301x, +0,99615x, +0,432901x, +0,625102x, = 0,327046,
0,905225x, +10,162665x, +0,761287x, +0,016371x, = 0,052359,
0,834717x, +0,145343x, +8,920756x, + 0,404883x, = 0,264852,
0,659081x, +0,034195x, + 0,628652x, +6,909797x, = 0,110583.

9,212039x, +0,376884x, +0,274295x, + 0,640731x, = 0,467997,
0,733658x, +8,730471x, +0,935117x, +0,139078x, = 0,427763,
0,859228x, +0,124463x, +9,639954x, +0,871362x, = 0,123171,

0,812222x, +0,35969x, +0,01197x, +11,285888x, = 0,214959.

11,080688x, +0,499774x, + 0,759945x, + 0,504396x, = 0,14904,
0,300308x, +12,35479x, + 0,846310x; +0,095542x, = 0,037097,
0,506042x, +0,468325x, +6,168972x, +0,893555x, = 0,345146,
0,889006x, +0,272725x, +0,758605x; + 8,808183x, = 0,449175.

7,868992x, +0,433917x, +0,527164x, +0,527578x, = 0,504202,
0,628755x, +12,342528x, +0,09707x, + 0,014307x, = 0,883196,
0,534315x, +0,869385x, +8,938104x, +0,635246x, = 0,106841,
0,039314x, +0,141100x, +0,821750x, +9,110844x, = 0,194297.
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14.

15.

16.

17.

18.

9,176534x, +0,817661x, +0,106139x, +0,732071x, = 0,807099,
0,664486x, +8,605326x, +0,820582x, +0,251427x, = 0,932132,
0,871797x, +0,086738x, +33,19418x, +0,302488x, = 0,217108,
0,247395x, +0,476393x, + 0,655719x, +83,57659x, = 0,145911.

50,0501 1x, +0,515775x, +0,976113x; +0,093033x, = 0,828738,
0,930677x, +38,02979x, +0,762059x, +0,073613x, = 0,97771,

0,725304x, +0,473308x, + 68,72043x, +0,131461x, = 0,248667,
0,304546x, +0,358602x, +0,138018x, +35,55707x, = 0,501132.

95,96441x, +0,772924x, + 0,193148x, + 0,349451x, = 0,889488,
0,768957x, +79,82903x, + 0,47539x; + 0,045464x, = 0,604161,

0,403962x, +0,670835x, +22,86719x, +0,051691x, = 0,301037,
0,248846x, + 0,043903x, +0,106487x, + 64,02906x, = 0,356797.

96,93981x, +0,486777x, +0,040894x, +0,031951x, = 0,095601,
0,78661x, +2,566508x, +0,837053x; + 0,439221x, = 0,836789,

0,843356x, +0,813573x, +62,62846x, +0,504225x, = 0,827147,
0,486959x, +0,804666x, +0,866312x; +4,082968x, = 0,787627.

24,50773x, +0,316578x, + 0,438544x, +0,859557x, = 0,53462,
0,56068x, +60,63393x, +0,057019x, +0,084134x, = 0,383907,
0,483762x, +0,189961x, +0,563362x, +0,030522x, = 0,2077,
0,763283x, +0,052505x, +0,00188x, +5,42198x, = 0,756128.
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5. Laboratdériumi munka. Differencialegyenletek numerikus
megoldasa

5.1. K6zénséges differencialegyenletek numerikus megoldasa

Feladat

Oldja meg numerikusan a differenciélis egyenletet kiilonbozd feltiintetett (Euler, Runge-
Kutta stb. modszerrel)! Végezzen hibabecslést! Ellendrizze, hogy egybeesik-e a numerikus

megoldas az analitikus megoldassal! Teljesiilnek-e a Lipsits feltételek?

Valtozatok

1. Euler modszer: xy'+2y =3x, y(— 1) =1.
2. Runge-Kutta2 modszer: yy'=3, y(6) =10.
3. Runge-Kuttad modszer: x°y = 6x%y —7,(1) = 2.

4. Adams-Bashforth-Moulton mddszer: y'-2xy—y =0, y(O) =3.

5. Euler médszer: y'= ;,y(l) =1.
x+a

6. Runge-Kutta2 modszer: y'= ;2, y(0)=1.
2+3x

7. Runge-Kutta4 modszer: y'= _1 y()=1.
S

b
mx

8. Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45) modszer: y'= i—’_—x, y(2)=2.
-Xx

2

9. Adams-Bashforth-Moulton modszer: y'= lx y(1)=1.

P
—X

10. Milne-Simpson modszer: y'= (=1 =2.

1
(x=D(x-3)

11. Médositott Euler modszer: x* + xy'= y, y(1) = 0.

12. Euler médszer: y'—ytg(x)= 00513 . ,¥(0)=0.

N | —

13. Runge-Kutta2 modszer: xy'+y = y°, y(l) =

=0.

N—"

14. Runge-Kutta4 médszer: y'= (1 +y? )ln x, (1

15. Modositott Euler modszer: y = 4x\/; (1)=1.
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16.

17.

18.

19.

20.

21

22.
23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45) modszer: xy'+2y = x* —x +1, y(l) = %

Adams-Bashforth-Moulton médszer: xy’+(x + l)y =X, y(ln 2) =1.

Milne-Simpson modszer: y'= 2x2 , y(O) =-2.
y+xy
, . 2x
Euler modszer: y'= ,y(2)=0.
+2y

Modositott Euler modszer: y'= — sin 2x , y(ﬁj .
cos3y 2

. Runge-Kutta2 modszer: (1—x)y'= y,y(0)=1.

Runge-Kutta4 modszer: ye *y'= —x, y(O) =1.

Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45) médszer: y'-2y = e**, y(O) =2.

Adams-Bashforth-Moulton modszer: y'+g y= coszx ,y(n) =0.
X

X

Milne-Simpson modszer: y'+yctgx = 4sin x, y[— gj =0.

Euler modszer: y'+y = ;2, y(O) =0.
I+x

Modositott Euler modszer: x°y'+4x*y =e™, y(~1)=0.

Runge-Kutta2 modszer: (1 -x° )y'—xy = x(l -x° ), y(O) =2.

1
Runge-Kutta4 médszer: y'= xy’ (1 +x° )fE ,p(0)=1.

2
Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45) modszer: y'= x(x—;i-l)’ y(O) = —L.
4y V2
Adams-Bashforth-Moulton modszer: y'=2(1+ x)(l +y° ), y(0)=0.
. . . 2x
Milne-Simpson modszer: y'= 5 ,y(O) =-2.
yrxy
Euler modszer: y'= 2x (2)=0
Ty '
oy . . sin(2+x)
Moédositott Euler médszer: y'=————%, y(n—2)=n-3.
cos(3 - y)

Runge-Kutta2 modszer: 2xydx + (y -x’ )dy =0, y(— 2) =4,

Runge-Kutta4 modszer: y'=2y—x+e”, y(O) =-1.
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37.

38.

39.

40.
41.

42

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51

52.

53.
54.

Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45) médszer: y'+3y = >y, y(O) =1.

Adams-Bashforth-Moulton modszer: y'+ytgx = , y(n) =5.

COSXx

1

Milne-Simpson médszer: y°dx = (x + ye; ]dy, y(O) =-3.

Euler modszer: y'~7y =e**y?,(0)=2.

Modositott Euler modszer: xdy = (e‘)c — y)dx, y(l) =1.
2

. Runge-Kutta2 modszer: y'— y -7 , y(l):—2.

x—-3 x-3

Runge-Kutta4 modszer: y'+Z =1+2Inx, y(l) =1.
x

Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45) modszer: y'+4xy = 2xe™ \/; , y(O) =0.

Adams-Bashforth-Moulton modszer: Z—y _Xt y(0)=1.

X y—x
Milne-Simpson modszer: y' = M, y(1)=0.
2x—-y+4
, dy ) T T
Euler médszer: — — yctgx =2xsinx, y| — [=—.
dx 2) 2

—sinx

Modositott Euler médszer: y' = ycosx=e ™", x, =0,y, =1.

Runge-Kutta2 médszer: '+ 2xy =2x°y*, y(0) = %
Runge-Kutta4 modszer: y' — L= Y+ Lz ,y()=1.
x x

. Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45) modszer: y' + sin al -lz_ Y —sin ¥ ; J ,(0)=1.

Adams-Bashforth-Moulton médszer: y'=(2y +1)ctgx;x, = g, Yo =

Milne-Simpson modszer: (x° +3xy”)dx + (y° +3x>y)dy =0, y(0) =1.

Moédositott Euler médszer: x(1+ y*)dx — y(1+x*)dy =0, y(0) = 2.
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6. Laboratoriumi munka. Nemlinearis egyenletrendszerek

6.1. Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa iteraciés modszerrel

Feladat

Oldja meg numerikusan a nemlineéris egyenletrendszert iteracids modszerrel! Végezzen

hibabecslést! Abrazolja grafikusan az egyenletrendszert!

Valtozatok

Iteracios modszerrel megoldandoé feladatok

) cos(x+0,5)+ y =1;
" lsiny-2x=2.

3. sin x+2) =2
x+cos 1 1.

5 sin(y+0,5)—-x=1;
| cos(x—=2)+y=0.
- sin(y-1)+x=1.3
| y-sin(x+1)=0.8.

9 cos(y+0.5)-x=2
" | sinx -2y =1.

1 cos(y+0.5)-x=2
| sinx -2y =1.

sin(y-1)+x=1.3
y-sin(x+1)=0.8.

13.

sin(x-1)=13-y

{
ey os
o
{

15.

cos(x+0.5)-y=2
siny -2x =1.

17.

sin(y +1)-x=1.2
2y +cosx =

19.

5 {sin(y +1)-x=1;

2y +cosx =2.

4 cos +x 0,8;
y—cosx =2.
6 cos(y+0,5)+x=0,8;
" |sinx -2y =1,6.

g 2x-cos(y+1)=0
" |y +sinx =-0.4.

sin(y +0.5)-x =1
cos(x-2)+y=0.

10.

1 cos(y+0.5)+x=0.8
" |sinx -2y =1.6.

14 2x-cos(y+1)=0
|y +sinx =-0.4.

"|x +siny =-0.4.

8 sin(x+2)-y=1.5
| x+cos(y-2)=0.5.

20 cos(y-1)+x=0.5

y-cosx = 3.

{
{
{
s {2y-cos(x+1) =0
{
{
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siny + 2x =
cos(x-1)+y=0.7.

21.

+1 =1.2
2. sin(x+1)-y
2x -cosy = 2.

25.
cos(y-1)+x=0.7.

sin(x +0.5) - y—l
cos(y-2)+x =

27.

{
{
{Smx +2y=2
{

5 cos(x+0.5)+y=0.8
“|siny-2x =1.6.

" {cos(x-1)+y =0.5

X -cosy = 3.

{cosx+y=1.5

" |2x -sin(y-0.5)=1.

6.2. Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa Newton moédszerrel

Feladat

Oldja meg numerikusan a nemlinearis egyenletrendszert Newton moddszerrel! Végezzen

hibabecslést! Abrazolja grafikusan az egyenletrendszert!

Valtozatok

Newton modszerrel megoldandé feladatok

{ sin(x+ y)—1,5x =0,2;
. +y=1

; {sin(x—y)+1,1x =0;

x—y=2.

tg(xy +0,1) = x;
0,9x +2y=1.

5.

7.
0.5x +2y=1

tg(x-y)-xy=0
x+2y =1

9.

{tg(xy +0.1)=x

tg(xy) = x;
0,6x +2y=1

2.

. {tg(xy +0,3)=x;

0,5x+2y=1

sin(x +y)-1.4x=0,

{

6.

sin(x +y)=1.1x-0.1,
x+y=1.

8.

0 tg(xy +0.4)=x
10.8x +2y =1
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tg(xy+0.1)=x
0.9x+2y=1

11.

13, tg(xy +0.1) =x

5. tg(x-y)-xy =0

17.

19.
0.7x +2y=1

tg(xy +0.2) =x
0.6x +2y=1

21.

tg(xy +0.4) =x
0.6x+2y=1,x>0,y>0

23.

25 tg(xy+0 1)=x

27.

{
s
{
b
{
{
{
b

12 sin(x +y)-1.4x =0,
x+y=1.
14{sin(x+y)=1.1x-o.1,
x+y=1.
6. {sm(x +y)-13x=0,
x+ty=1.
18 sin(x +y)-1.5x =0.1,
x+y=1.
20, {sin(x +y)-12x=0.1,
x+y=1.
- {sin(x +y)=1.5x-0.1,
x+y=1.
o4, sin(x +y)-1.6x =0,
x+y=1,x>0,y>0.
26, {sin(x +y)-12x=0.2,
x+y=1.
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7. Laboratoriumi munka. Lagrange interpolaciés polinom

7.1. Lagrange interpolacios polinom megszerkesztése

Feladat

Hozzon létre egy Lagrange interpolacids polinomot. Végezzen hibabecslést! Abrazolja

grafikusan az eredményt!

Adva van egy tablazattal megadott fiiggvény (x, y) szamparokkal. Hatdrozza meg a fliggvény
értékét nem azonos szakaszkozokkel (1. feladat) és azonos szakaszkozokkel (2. feladat) megadott

formaban az xy pontban! Hasznaljon Lagrange approximaciés polinomot!

Valtozatok

1. fiiggvény: f{x) = 0,3sin(10x)—0,2cos(50x) 2. fiiggvény: f{x)=0,71cos(5x)+0,11Inx

1. feladat 2. feladat
X y valtozat X0 X y valtozat X0
0,35 | 2,73951 1 0,526 0,41 | 2,57418 1 0,102
0,41 | 2,30080 2 0,453 0,46 | 2,32530 2 0,114
0,47 | 1,96864 3 0,482 0,52 | 2,09336 3 0,125
0,51 | 1,78776 4 0,552 0,60 | 1,86203 4 0,203
0,56 | 1,59502 5 0,436 0,65 | 1,74926 5 0,154
0,64 | 1,34310 0,72 | 1,62098

1. feladat 2. feladat
X y véltozat X0 X y véltozat X0
0.43 | 1.63597 6 0.702 1.375 | 5.04192 6 1.3832
0.48 | 1.73234 7 0.512 1.380 | 5.17744 7 1.3926
0.55 ] 1.87686 8 0.645 1.385 | 5.32016 8 1.3862
0.62 | 2.03345 9 0.736 1.390 | 5.47069 9 1.3934
0.70 | 2.22846 10 0.608 1.395 | 5.62968 10 1.3866
0.75 | 2.35973 11 0.671 1.400 | 5.79788 11 1.3798

1. feladat 2. feladat
X y véltozat X0 X y véltozat X0
0.02 | 1.02316 12 0.102 0.115 | 8.65729 12 0.1264
0.08 | 1.09590 13 0.114 0.120 | 8.29329 13 0.1315
0.12 | 1.14725 14 0.125 0.125 | 7.95829 14 0.1232
0.17 | 1.21483 15 0.203 0.130 | 7.64893 15 0.1334
0.23 | 1.30120 16 0.154 0.135 | 7.36235 16 0.1285
0.30 | 1.40976 17 0.162 0.140 | 7.09613 17 0.1361
036 | 1.52145 18 0.144 0.145 | 6.46318 18 0.1419
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1. feladat 2. feladat
X y valtozat X0 X y valtozat Xo
0,121 | 0,08609774 19. 0,148811 0,272 0,0053446 19. 0,137914
0,135 | 0,11411574 20. 0,130428 0,426 -0,4705278 20. 0,174106
0,138 | 0,13141104 21. 0,185204 0,58 | -0,74930029 21. 0,162272
0,141 | 0,15210514 22. 0,125057 0,734 | -0,64718098 22. 0,135798
0,154 | 0,26918298 0,888 | -0,20407969
0,189 | 0,48478207 1,042 0,34342824
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8. Laboratériumi munka. Newton interpolaciés polinom

8.1. Newton interpolaciés polinom megszerkesztése

Feladat

Hozzon létre egy Newton interpolaciés polinomot. Végezzen hibabecslést! Abrazolja

grafikusan az eredményt!

Adva van egy tablazattal megadott fiiggvény (x, y) szamparokkal. Hatarozza meg a fliggvény

értékét az xo, x;, x2, x4 pontokban! Hasznalja a Newton approximacids polinomot!

Valtozatok

fx) =tgx + x* —2cos(15,6x)

X y Az argumentum értéke
0,57 | 2,548960334 valtozat Xi X2 X3 X4
0,59 | 2,826389406 1. 0,779117 | 0,626504 | 0,720976 | 0,591213
0,61 | 2,917584171 2. 0,671055 0,74124 | 0,660871 | 0,605281
0,63 | 2,818764717 3. 0,736634 | 0,588552 | 0,602484 | 0,710981
0,65 | 2,544724699 4 0,718707 | 0,760405 | 0,645271 | 0,645832

0,67 | 2,127413972
0,69 | 1,612865248
0,71 1,05676159
0,73 | 0,519072814
0,75 | 0,058278783
0,77 | —0,27426252
0,79 —0,4392582

X y Az argumentum értéke

0,101 1,26183 valtozat X7 X2 X3 X4
0,106 1,27644 5. 0,1026 |  0,1440 0,105 0,1501
0,111 1,29122 6. 0,1035| 10,1492 0,109 | 0,1503
0,116 1,30617 7. 0,1074 | 0,1485 0,103 0,1506
0,121 1,32130 8. 0,1046 | 0,1459 0,112 | 0,1507
0,126 1,33660 9. 0,1032 | 0,1462 0,104 | 0,1402
0,131 1,35207

0,136 1,36773

0,141 1,38357

0,145 1,39959

0,151 1,41579

X y Az argumentum értéke
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1.415 0.888551 valtozat X1 X2 X3 X4
1.420 0.889599 10. 1.4161 1.4625 1.4135 1.4700
1.425 0.890637 11. 1.4179 1.4633 1.4124 1.4655
1.430 0.891667 12. 1.4263 1.4575 1.4100 1.4662
1.435 0.892687 13. 1.4273 1.4416 1.4144 1.4401
1.440 0.893698 14. 1.4379 1.4023 1.4113 1.4215
1.445 0.894700 15. 1.4563 1.4381 1.4204 1.4642
1.450 0.895693 16. 1.4261 1.4175 1.4302 1.4163
1.455 0.896677

1.460 0.897653

1.465 0.898619
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9. Laboratdériumi munka. Legkisebb négyzetek modszere

9.1. Linearis regresszi6

Feladat

Hatarozza meg a legkisebb négyzetek modszerével az egy linearis regresszioval

megkozelitett fliggvény:

1) grafikonjat,

2) egyenletét,

3) regresszios egyiitthatojat R%,

4) az X* illetve Y* becsiilt értékeket!

Esetleg mas regresszids modell jobban megkozelitené az adatsorokat?

Valtozatok
a)
Valtozat | Koordinatak Pontok X*
1. X 3 4 6 10 8
Y 7.5 7 6.5 3.5 ?
2. X 3 4 5 6 7.8
Y 9 7 5 3 ?
3. X 7 5.6 13 14.7 15
Y 7.5 7 5 3.5 ?
4, X 9 5 2 3 5.7
Y 13 9 8 7 ?
b)
Ne Y*
1 y 22,81 | 28,42 | 24,95 | 26,96 8,78 36,55 | 15,77 | 22,89 | 27,99 | 14,45 | 27,07
X1 0,06 2,36 -3,14 2,10 -4,89 0,74 -0,22 1,63 -0,13 -4,97 ?
2 y 18,31 | 21,92 | 16,93 | -8,23 10,90 | 24,18 | 38,45 | 24,11 | 36,62 | 3042 | -4,13
x2 | -1,96 | -0,76 -1,06 -2,95 -4,36 0,16 -2,66 -3,14 2,12 -0,96 ?
3 y 63,96 | 44,39 | 51,20 | 58,44 | 50,15 | 44,51 | 47,25 | 35,24 | 43,28 | 32,03 53,24
X3 3,05 2,20 0,65 1,65 1,92 1,92 0,89 0,75 2,79 0,44 ?
4 y 11,13 3,49 8,91 14,83 1,80 13,50 3,70 -2,40 10,00 | 16,04 | 12,35
xs | -0,05 | -0,04 -0,88 0,32 -0,24 -1,05 0,57 0,01 0,40 0,79 ?
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a)

Valtozat | Koordinatak Pontok X*
5. X 1 2 3 4 1,6
Y 30 7 8 1 ?
6. X 1 2 3 4 2,3
Y 25 7 7 2 ?
7. X 9 5 2 3 2,9
Y 25 7 7 2 ?
8. X 1 2 3 4 2,6
Y 15 10 7 0,5 ?
9. X 10 3 6 4 8
Y 25 7 7 2 ?
b)
Neo X*
5. y 79,31 | 57,43 | 60,66 | 92,55 | 90,12 | 71,30 | 70,50 | 91,52 | 68,31 | 58,56 | 54,01
X7 5,84 3,82 6,19 9,22 7,87 6,29 443 8,91 5,34 2,21 ?
6. y 75,46 | 57,42 | 60,65 | 92,53 | 90,11 | 71,31 | 70,51 | 91,53 | 68,33 | 58,59 | 75,09
X2 6,04 6,33 4,86 5,91 4,96 5,58 6,15 6,13 4,65 5,49 ?
7. y 78,31 | 57,41 | 61,64 | 92,54 | 90,10 | 71,32 | 70,52 | 91,50 | 68,34 | 58,57 | 64,07
X3 4,22 2,90 1,68 3,34 421 2,89 4,15 3,41 3,37 4,41 ?
8. y 81,26 | 61,02 | 44,56 | 82,52 | 99,17 | 70,24 | 63,23 | 66,48 | 48,35 | 40,24 | 48,72
X4 0,12 -3,48 -4,45 -6,19 1,81 -3,81 0,84 -2,08 -1,28 5,44 ?
9. y 82,18 | 61,01 | 44,55 | 82,51 | 99,16 | 70,23 | 63,22 | 66,47 | 48,34 | 40,23 | 87,63
Xs 2,91 2,94 6,35 6,58 3,80 6,43 0,57 5,96 3,40 4,55 ?
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10. Laboratériumi munka. Numerikus optimalizalas

10.1. Numerikus minimum keresése aranymetszés modszerrel

Feladat

Hatarozza meg a megadott fliggvények minimumat a megadott szakaszon, készitsen rajzot a

megadott fliggvényrdl! Alkalmazza az aranymetszéses minimumkeresés modszereket!

Valtozatok

1. y(x)=1-x"+ cos[ij - sin[izj, x €[0,6; 0,82];
1-x X

2

2. h(x)= sin(x3 + cos(z il D x €[0,41; 0,59];

1-x

2 3
3, u(x):cos(]f—x+tg(x2])-sin(xl+x ] x €[~0.38: 0.43];
— X
i
—arctg| —
2 X
4. v(x)=-2x ++, xe€[2,7;3,16];
xsin(6x) -1
. 4
5 f(x)=3,1+\/24+6x cos(6+251n (x)),x€[4’3; 52];
x =3 x+5
6. g(x)=7— 3eos(l—x) +2sin[ixj,xe[2,l;5,4];
=4+ 2x+x? 3
7. w(x) = x - 2x 4 3 L e29:53]:

2
2. Z(x):cos(6x +2x;8),xe
(2— x+3)
9. yx)= 55in(1+x)2
V=4+2x+x

2

J, x€[89];

[=7,59; 7,64];

+ ZSin(ng, x €[1,5; 5,5];

10. y(x) = cos( 3
X+
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10.2. Numerikus minimum keresése Fibonacci modszerrel

Feladat

Hatérozza meg a megadott fliiggvények minimumat a megadott szakaszon, készitsen rajzot a

megadott fliggvényrdl! Alkalmazza a feladatra a Fibonacci minimumkeresés modszert!

Valtozatok

—

y(x)=e" -sin(lj, x €[0,15; 2];
X
2. y(x)= (x3 +xT+x+ 1)- tanh(l + x), xe[-5;5];

i)

3. y(x)=e , x€[0,32;54];

2
4, y(x):3—cosz(1 al 3j-sin2(1 al ], x e[L8; 2,5];
+x

X
x3 xz—x
5. y(x)= €O , xe[6;11];
1+x—x x+2
4 6
6. y(x)=3%*x’—-| —— | ,xe[0,5;2.1];
y(x) (Ch(x_l)j [ ]

7. y(x)= % : (— cos(2x)+ lsin(Sx)+

j, x€[2,7;4,3];
X S5+x

2

- X

8. y(x)=5+(3 4 zj ,xe[-L1];

6—5-sin’
9. Y=L sin’(x) x e [4];53];
X x+2

3
10. y(x):[x4 —9x® —30x? —4x—zj , X €[5;10];
X
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Il. Fejezet. Feladatok megoldasai
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1. Laboratériumi munka. Gépi szamabrazolas. Hibabecslés

Gépi szamabrazolas
A szamitdgépekben elfogadott a lebegdpontos szamabrazolas a valos szamok abrazoléasara.

A lebegdpontos abrazolas kovetkezOképen néz ki:

a=(=1)-0.f-r,
ahol s — el6jel (sign), f— a szam tort része (mantissza) normalizalt alakban, » — a szamrendszer alapja,
e —a szam kitevdje (exponent).
Példaul a —1234.5= (— 1)1 -0.12345-10* szam egy 8 bites regiszteren a kdvetkezdképpen

abrazolhato:

Tehat a 8 bitbdl egy bit a szam eldjele (az elsé 1 vagyis negativ), két bit a kitevo (04), 6t bit
pedig, a mantissza (12345). Mivel a kitevot két biten abrazoljuk, az altala leirt tartomany 0 : 99.
Tovéabbi bire volna sziikség a kitevo eldjelére. Ez egyszerti eltolassal megoldhato, vagyis a kitevohoz
(04-hez) hozzdadunk 50-et, a kitevd tartoméany felét. Igy az elébbi szam a kovetkezképpen

abrazolhato:

1|54 |12 (3]4]5

A szamitdgépeken a valds szamok abrazolasa hasonloan torténik a leirtakkal, csak nem tizes-
, hanem 2-es, 8-as vagy 16-os szamrendszerben ¢és nem 8 biten, hanem (altalaban) 32-6n vagy 64-

en. Kettes szamrendszerben a szdm lebegdpontos abrazolésa a kovetkezo:
a=(-1)-1.f-2¢,
ahol az s — az eldjel, f— a mantissza, e — kitevd.

Példaul a 3.55,, =11.10001100110011...=(~1)° -1.110001100110011...-2'

Ahhoz, hogy kiilonb6zé processzorokban végzett eredmények ne térjenek el egymastol
szamottevoen, a lebegOpontos abrazolast 1985-ben szabvanyositottak (IEEE Standards 754).
A 64 bites regiszter esetében (double precision) egy bit a szam eldjelét tarolja, 11 a kitevot

¢és 53 a mantisszat:

[slelelelelelelelelelele [f[f[f][f][f][f]f|e]e]e]e]f[f[f]F[F]F]F[F[F]...]
Mivel a kitev tartomanya 0 és 2° +2' +...+2'" = 2" —1koz6tt van, a kitevd eldjele szabalyozhato,

ha eltoljuk a tartomany felével, vagyis +1023-al. A binarisan abrazolt mantisszat mindig 1-re
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normalizaljuk. Innen kovetkezik, hogy még egy bitet sporolhatunk meg, ha ezt a 1-t nem abrazoljuk

(implicitbites abrazolas).
1.1. 8-bites szam abrazolasa 10-es szamrendszerben

Feladat

Abrazolja 8-bites szamként 10-es szamrendszerben a megadott szamokat! Az abrazolandd

szam az a 374,16347.

Megoldas

1. példa
A 374,16347 szam 8-bites lebegOpontos abrazolasahoz el0szor normalakra hozzuk az értéket

0.37416347-10°,

majd a mantissza 0t jegyére vagjuk a kapott szamot

0.37416-10°,

végiil 8 bitben dbrazoljuk

2. példa
A -0.00035702468 szam 8-bites lebegdpontos abrazolasdhoz eldszor normalakra hozzuk az értéket

—0.35702468-10°,

majd a mantissza 6t jegyére vagjuk a kapott szdmot

—-0.35702-10°,

végiil 8 bitben dbrazoljuk

1.2. 64-bites szam abrazolasa 2-es szamrendszerben (IEEE-754)

Feladat

Abrazolja az 1.1. feladatban szereplé értékeket 64-bites szamként 2-es szamrendszerben

(IEEE-754)! Az 4brazoland6 szam az a 374,16347.
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Megoldas

1. példa
Az ébrazoland6 szam ismét az a 374,16347, ezattal mar egy masik, IEEE-754

szamformatumban.
A374.16347,, =101110110.00101001110110..., = (=1)° -1.0111011000101001110110...- 2* szam
eljele + (s = 0), a kitevéje 8 +1023 =1031,, =10000000111,, és a mantisszaja 011101100010...,

tehat a szam abrazolasa:

lolz7]olofolololololr]r[r]ofut]1]ui]oft]1]olofol1]ol1]oloft]1]t]o]1]...]

Egész pontosan a 374,16347 szam IEEE-754 szabvanyu alakjanak 6sszes 64 bitje binaris
alakban abrazolva a kovetkezo:

0100000001110111011000101001110110010010101101111111111000001001

Tovabba hexadecimalis alakban:
4077629D92B7FE09
2. példa
Al11.34,=1011.010101110..., = (— 1)0 -1.011010101110...-2° szam eléjele + (s = 0), a kitevdje

3+1023 =1026,, =10000000010,, és a mantisszaja 011010101110..., tehat a szam 4brazolasa:

lofz]ofofolololoolo]i]oloft|t]o[t]o|t]o|t]t]t]olofolo]1]o]1]o]o]..]

Egész pontosan a 11,34 szam IEEE-754 szabvanyu alakjanak 0sszes 64 bitje binaris alakban
abrazolva a kovetkezo:

0100000000100110101011100001010001111010111000010100011110101110

Tovabba hexadecimalis alakban:
4026AE147AE147AE
3. példa
Az 1100000001011110110111001100110011001100110011001100110011001101 (hexadecimalis
alakban COSEDCCCCCCCCCCD)

i[r]ofolololoololi]ola]i]t]u]oft]i]o]i]t]t]olo]t]t]o]o]t]1]o]o]..]

Abrazolas esetén az eléjel negativ — (s = 1), a kitevéje e = 10000000101, =2'" +2% +2° =1029,,,
amantissza 1. =1.111011011100..., tehat a szam = —1.111011011100...- 2" = 123 45.
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1.3. 8-bites szam abrazolasa valos szamként

Feladat

Abrazolja valos szamként az alabb megadott értékeket!

Megoldas

1. példa

0|8 |4 |1 |6 |3 |3 |1 |az +0.16331-10* =0.16331-10**

0|55 |54 3|21 ]az+054321-107 =54321

1|4 (8|2 |4]6]|8|0]az —0.24680-10" =-0,0024680
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1.4. Hibabecslés

A megoldashoz ismétlés képen frissitsiik fel a hibabecsérdl tanul ismereteinket. Legyen a, —az adat

pontos értéke, €s a —a a, kozelito értéke, akkor a —a, lesz az adat kozelito érétkének a hibdja. A

kozelits érték hiba-becslését (hibakorlatjat) A -val jelsljiik:

|a—a0|£ A,

Az ajadat az a kozelitd értékének a relativ hibdja:

A
d -,

a =
|a0

Az 0sszeg abszolut hibaja

Az adatok pontos értékei legyen a,, b,, a, b —pedig az adatok kozelitd értekei, és
<A, b-by|<aA,

|a —-a,
Akkor az a +b 0sszeg hiba-becslése:
A, =7, +A,
A tobbi aritmetikai miivelet esetén hasonlo képleteket kaphatunk.

a+b

A kivonds a —b abszolut hibgja:
Ay =A,—4,
A szorzat ab abszolut hibaja:
A, ~|aA, +[BlA,

Az osztds % abszolut hib4ja:

A~ lalA, +[BlA,

2
s P
Megjegyzés. Ha a b értéke kozzel van a nullahoz, akkor az osztas abszolut hibaja nagyon nagy lehet.

Tobb adat 0sszeadasa esetén

az 0sszeg hiba-becslése:

A fenti A ; hibabecslés tulzott, mivel értéke sokkal nagyabb lehet a realis eltéréstdl. Ha n > 10, akkor

célszerli alkalmazni a statisztikai hiba-becslést (Csebotarjov-féle szabaly):
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Ag=~3n-A,,

amely sokkal pontosabb eredménytad a Ag = ZA . képletnél.
k=1

Az a + b 6sszeg relativ hibgja:

Tobb adat esetén:

O, < mEx{Sk}
Kivonas a — b relativ hibaja:
A A,

- |a—b
Megjegyzés. Ha azaab szamok értékei kozel vannak egymashoz, akkor a kivondas relativ hibéja

8a—b

,a>0,b>0.

nagyon nagy lehet! Ezért, ha van lehet0ség, a kivonas miiveletet ki kell kiiszobdlni az algoritmusbol
(a kifejezések atalakitasaval)!

Szorzas abrelativ hibdja:

, a ;o 7e7 r
Osztas 3 relativ hibdja:

Tobb adat esetén a szorzasok és osztasok

relativ hibgja:

S, = ZSak + 261,'
k=1 j=1 !
Ha n+m >10, akkor lehet a statisztikai hibabecslést alkalmazni. Feltételezve, hogy a 9, 9, relativ

hibak értékei azonos nagysagrendiiek, akkor a kovetkezd hiba-becslést kapunk:

O, =3n+m)-d
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Feladat

Végezzen hibabecslést! Az alabbi tablazatban csak a feladat megoldasahoz sziikséges értékek lettek

meghagyva. E tablazatbol tobbek kozott kidertil, hogy n =12, m =6, A, = 0,04, 5 =0,011.

a + A, n ) b +
1. | 1,553071 | 0,041422 0,04 12 0,011 | 3,041339 | 0,037714
2. | 1,814977 | 0,024793 3,529256 | 0,042899
3. | 1,334035 | 0,037453 2,598385 | 0,014296
4. 13,121853 | 0,029003 2,868443 | 0,004762
5. 12,548067 | 0,040415 2,976536 | 0,049563
6. |4,714331 | 0,043488 1,219006 | 0,038431
7. | 1,534734 | 0,024491
8. |2,295359 | 0,017831
9. |2,511150 | 0,027372
10. | 2,772458 | 0,027166
11. ] 2,817209 | 0,017683
12. | 3,041141 | 0,033180
Megoldas
1) Az a abszolut hibaja:
|a - a0| <A,
a, =1,553071, A, =0,041422.
2) A b abszolut hibgja
b—by| <A,
b, =3,041339, A, =0,037714.
3) Az a relativ hibgja:
S, = 4,
|
A, 0041422, 6671,
la,|  1,553071
4) A b relativ hibgja:
5y
2
, =2 QO3TTIE_ 4 612400,
| 3,041339
5) Az a + b 6sszeg abszolut hibaja:
A, =0, +A,.
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A,.,=A,+A, =0,041422+0,037714 =0,079136.

6) Az a + b 0sszeg relativ hibaja:
8a-%—b = maX{Sa > 817 } .

8,,, =max{3,,5, } = max{0,026671; 0,012400} = 0,026671.

7) Az a — b kiilonbség abszolut hibaja:
Aa—b = Aa - Ab

A, ,=A,—A,=0,041422-0,037714 = 0,003708.
8) Az a — b kiilonbség relativ hibgja:

A +A,
a-b — |a—b

,a>0,b>0.

_ A, +A, 0,041422+0,037714

§ = =
" a-b|  |1,553071-3,041339

=0,053173.

9) Az a - b szorzat abszolut hibgja:
A, ~lalA, +[plA,
A, =1,553071-0,037714 +3,041339-0,041422 = 0,184551.

A, ~lala, + b

10) Az a - b szorzat relativ hibgja:
S, =0,+9,

8,, =8, +8, =0,026671+0,012400 = 0,039071.

11) Az a /b hanyados abszolut hibaja:

A ~|a|Ab+|bAa

b
A = la|A, +[p|A,  1,553071-0,037714+3,014339-0,041422 —0.019952
o 3,041339° o '

b

12) Az a / b hanyados relativ hibaja:
d,=0,+9,

b

d,=0,+0,=0,026671+0,012400 = 0,039071.
b

13) Az a 6sszegének abszolut hibgja (statisztikai hibabecsléssel):
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S=>a,n>10,
k=1

Ag=~3n-A, .
n=12; A, =0,04;
S = Zak =1,553071+1,814977 +1,334035+3,121853 +2,548067 + 4,714331+1,534734 +
k=1

+2,295359+2,51115+2,772458 +2,817209 + 3,041141 = 30,058385;
Ag=~3n-A, =~/3-12-0,04=0,24.

14) Az a 6sszegének relativ hibgja:

8, <max{3, |

1<k<n

O, < max{?)k } =max{0,041422;0,024793;0,037453;0,029003; 0,040415; 0,043488; 0,024491;

1<k<n

0,017831;0,027372;0,027166; 0,017683; 0,033180} = 0,043488.

15) Az b 6sszegének abszolut hibaja:

S=>b,m<10.
j=1

Ag=D A,

j=1
m=0;

m

S = Zb =3,041339+3,529256 + 2,598385 +2,868443+2,976536 +1,219006 =16,232965.
=1

J

Ag= Z A;=0,037714+0,042899 + 0,014296 + 0,004762 + 0,049563 + 0,038431=0,187665.
j=1

16) Az b 6sszegének relativ hibaja:
S=>b,
j=1

Oy < max{S_/}

1<j<n

O < max{S_/ }: max {0,037714, 0,042899; 0,014296; 0,004762; 0,049563; 0,038431} = 0,049563.

1<j<n
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17) Az a és a b szorzatai hanyadosanak r értéke:

[1a
p=Ak=L
L1
e gak _ 0,041422-0,024793-0,037453-0,029003 - 0,040415-0,043488-0,024491 y
ﬁb/ 0,037714-0,042899-0,014296
j=1
y 0,017831-0,027372-0,027166-0,017683-0,033180 —11,914606.
0,004762-0,049563-0,038431
18) Az r relativ hibaja:
S, =3 n+m)-5
n=12,m=6,6=0,011,
3, ~ P +m)-8=13012+6)-0,011=0,080833.
fme, az alabbi tablaban az sszesitett felet:
1) Az a abszolut hibaja Aa=0,041422
2) A b abszolut hibgja Ab=0,037714
3) Az a relativ hibgja 0.=0,026671
4) A b relativ hibaja op=0,012400
5) Az a + b 6sszeg abszolut hibgja Aa+5=0,079136
6) Az a + b 6sszeg relativ hibaja 04+5=0,026671
7) Az a — b kiilonbség abszolut hibaja Aa-5=0,003708
8) Az a — b kiilonbség relativ hibaja 04-5=0,053173
9) Az a - b szorzat abszolut hibdja Aa- 5=0,184551
10) | Az a - b szorzat relativ hibaja da-5=0,039071
11) | Az a/b hanyados abszolut hibaja Aa/p=0,019952
12) | Az a/b hényados relativ hibaja 04/6=0,039071
13) | Az a 6sszegének abszolut hibaja (statisztikai hibabecsléssel) | Ax,~0,24
14) | Az a 6sszegének relativ hibgja 0x,~=0,043488
15) | Az b 6sszegének abszolut hibaja Azp=0,187665
16) | Az b 6sszegének relativ hibgja 0x5=0,049563
17) | Az a és a b szorzatai hanyadoséanak r értéke r=11,914606
18) | Az rrelativ hib4ja (statisztikai hibabecsléssel) 0,~=0,080833
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2. Laboratériumi munka. Nemlinearis egyenletek megoldasa

2.1. Nemlinearis egyenletek megoldasa

Feladat

Oldja meg numerikusan felez6 modszerrel az alabbi nemlinearis egyenletet!
5-2x

91/—ix—1iix—5)

=0

Megoldas

Megoldas felez6 modszerrel.

Megoldas Java-val

package labor 2 felezo;

/**
*
* @author Beregszéaszi Istvéan
* @since 2016.04.05.
*/

public class Labor 2 felezo {

static double f (double x) {
return (5-2*x)/(9*Math.sqgrt (- (x-1)*(x-5)));
}

public static void main(String[] args) {
double a=2.0,b=3.0, c¢=0.0;
int k=0,n=10;

for (k = 0; k < n; k++) {
c=(b+a)/2.0;
System.out.println ("a= "+at+" c= "+c+" b= "+b
+" f(c)= "+f(c));
1if (f(c)*f(a)>0){
a=c;
lelse(
b=c;
}

}
System.out.println ("f (x0)="+f(c)+" x0="+cC);
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.0 c= 2.5 b= 3.0 £(c)=
.0 c= 2.25 b= 2.5 £(c)= 0.029964438331699646

.25 ¢c= 2.375 b= 2.5 f(c)= 0.014621148776883754

.375 ¢c= 2.4375 b= 2.5 f£(c)= 0.007236551211398178

4375 c= 2.46875 b= 2.5 f£(c)= 0.003601604728343075

.46875 c= 2.484375 b= 2.5 f£(c)= 0.0017968538130096752

.484375 c= 2.4921875 b= 2.5 f(c)= 8.974665824225775E-4
.4921875 c= 2.49608375 b= 2.5 f(c)= 4.4849652711580917E-4
.49609375 c= 2.498046875 b= 2.5 f(c)= 2.2418948502398714E-4
.498046875 c= 2.4990234375 b= 2.5 f(c)= 1.1208009930839766E-4

0.0

)=1.1208009930839766E-4 x0=2.4990234375

Megoldas és a grafikus abrazolas Geogebra-val

1.5 1

0.5 4

Megoldas wxMaxima-val

(

$1l) £(x) :=(5-2*x)/(9*sqgrt (- (x-1)*(x-5)));

(%o0l) f£(x):

5-&=x

9~J{~(x-1))(x~-5)

%$12) wxplot2d ([f(x)], [x,1.1,4.5])S
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R

(5-2*x)/(9*sart({1-x)*(x-5)))

T 2 25 3 35 4 45

(%13) p:find root(f(x)=0, x, 1.1, 4.5);

(%031 2.5
(%$14) a:2$ b:3% n:10$ Hiba:abs (b-a)/2”n,numer;

(307) 9.765625 107%

epsO:b-a$ eps:0.001$ nl: (log(epsO)-log(eps))/log(2),numer;
ceiling(n0) ;

(%18)

($010) 9,955784284662087
($011) 10
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3. Laboratériumi munka. Numerikus integralas

3.1. Numerikus integralas

Feladat

Trapéz modszerrel hatdrozza meg az alabbi integral numerikus értékét! Végezzen

hibabecslést!

(—p2 +x2)_%dx; p=L5.

DO Sy 0

Megoldas

Megoldas Geogebra-val

0.8
064
044

0z

T T T T T T
-0z a 0z 0.4 0.6 osg 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 28 28 3

0.2

A Geogebra-ban készitett grafikon tanulsaga szerint az integral értéke az 0,1587.

Megoldas Java-val
package labor 3trapez;
/ * %

*

* @author Beregszéaszi Istvéan
* @since 2016.04.15.
*/

public class Labor 3trapez {
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}

static double f (double x, double p) {

return Math.pow((x * x — p * p), -3.0 / 2.0);

}

public static void main(String[] args)
double a = 2.0, b = 3.0, n = 20.0,
double dx = 0.0, xi = 0, xipl = O,

dx = (b - a) / n;

for (int 1 = 0; 1 <=n - 1; i++) {
X1 = a + 1 * dx;
xipl = a + (i + 1) * dx;
int trapez =

}

{
p:

1.5;

int trapez = 0.0;

int trapez + (f(xi, p)

+ f(xipl, p)) * dx / 2;

System.out.println ("A trapéz mbddszerrel szamitott integral"
+ " értéke: " + int trapez);

A Java nyelven irt program kimenete:

A trapéz mdbdszerrel szamitott integral értéke:

Megoldas és hibabecslés wxMaxima-val

(51

il)

I, numer;

=

(302) f(x,aj::z(—a2+xzjz

rat: replaced —-2.25 by -3/4 = -2.25

rat: replaced —-2.25 by -3/4 = -2.25

rat: replaced —-2.25 by -3/4 = -2.25

rat: replaced —-2.25 by -9/4 = -2.25

rat: replaced —0.4d444444444444 by —4/9 =

rat: replaced —-2.25 by -3/4 = -2.25

rat: replaced —0.4d444444444444 by —4/9 =
5 i 1la 2
s a4f7 55/2

(%o04) 0.158373660162563
(%15) d2 (x) : :=diff(f(x,p), x, 2)$d2(x);
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p:1.5% f(x,a)::=(-a”2+x"2)"(-3/2); I:integrate(f(x,p),x, 2, 3):

-0, dddddddd4dddd

-0, ddddddddddddd



15 =% 3
742

(306)
) . 5/2
(x“-2.25) (x°-2.25)

(%17) c:2.5% b:3$ a:2$ n:20$ h: (b-a)/n$

(%112) Ef: - ((b-a)*d2(c))/12*h*h;

(8o0l2) —-1.3305664062500001 1g=4
(%$113) wxplot2d([f(x, )1, [x,1.7,3.31)$

oy

3

€

L

L

(3£13) |

<

2
X

e . 16 8 o
Mint latjuk, a pontos megoldas az x = ﬁ ——=0,15873660162563. A trapéz modszerrel

32

kapott megoldas, pedig 0.15902883294811218 husz iteraci6 utan. A hiba nagysagrendje 10™.
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4. Laboratoriumi munka. Linearis egyenletrendszerek megoldasa
4.1. Direkt modszer alkalmazasa

Feladat

Hatarozza meg részleges fOelem-kivalasztdsos Gauss modszerrel az  alabbi

egyenletrendszert! Végezzen hibabecslést (hatarozza meg a kondicidszamot)!

5,39882x, +0,200845x, +0,511270x, = 0,344772,
0,660606x, +22,96664x, +0,840209x, = 0,444710,
0,024527x, +0,989853x, +32,62751x, = 0,974125.

Megoldas

Gauss eliminacié
(k-1)
(k) _

a.
(k=1) k (k=1) _ i C i
i =4 —ﬁak’j (k—l,l’l—l,l—k+1,l’l,]—k,l’l+1)

k.k

a

b, — Zn:ai’jxj
x,=—L0— (i=n)
a;
Kondicidészam
cond(A) =[4 [[l4°|

Matrixnormak

n
], = max 3,
=l

Megoldas Java-val
public class Labor 4 {

public static void main(String[] args) {
double[][] a = {{5.39882, 0.200845, 0.51127, 0.344772}%,
{0.6600606, 22.960664, 0.840209, 0.44471},
{0.024527, 0.989853, 32.62751, 0.974125}

}s
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double[] x = {0.0, 0.0, 0.0, 0.0};
int n = 3, mf;
double s, max, temp;

//Haromszdg-alakt matrix kialakitasa
for (int k = 0; k < n; k++) {

mf = k;
max = a[mf] [mf];
for (int £ = k + 1; £ < n; f£++) {
if (a[f][k] > max) {
max = al[f] [k];
mf = £;

System.out.println ("A max. sorszam
for (int £ = 0; £ <= n; f++) {
temp = al[k][f];
alk][f] = a[mf] [f];
a[mf] [f] = temp;

for (int 1 = k + 1; i < n; 1i++) {
//Részleges féelem kivalasztés

"+ (mf + 1)),

s = alil[k];
for (int 7 = k; J < n + 1; J++) {
alil[j] = alill[3] - s / alk]l[k] * alk]lI[j];
}
// Atalakitott matrix kiiréasa
for (int i0 = 0; 1i0 < n; 1i0++)
for (int jO = 0; jO <= n; JjO++) {
System.out.format ("$10.6f", a[i0][30]);

}
System.out.println();
}
System.out.println();
}
}

//A megoldds meghatdrozédsa a haromszog matrixbdl

for (int i = n - 1; i >= 0; 1i--) {
s = 0.0;
for (int J =1 + 1; J < n; j++) {
s += ali]l([3j] * xI[3]1:
}
x[1] = (alilln] - s) / alillil;

//Eredmény kiirdsa
System.out.println ("Megoldas:");
for (int i = 0; 1 < n; i++) {

System.out.format ("x(%d) = %$10.8f%n
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A Java nyelven irt program kimenete

A megoldasi médszer: Gauss médszer részleges fdelem kivalasztassal.

A max. sorszam = 1
5,398820 0,200845 0,511270 0,344772
0,000000 22,942064 0,777649 0,402523
0,024527 0,989853 32,627510 0,974125
5,398820 0,200845 0,511270 0,344772
0,000000 22,942064 0,777649 0,402523
0,000000 0,988941 32,625187 0,972559
A max. sorszam = 2
5,398820 0,200845 0,511270 0,344772
0,000000 22,942064 0,777649 0,402523
0,000000 0,000000 32,591666 0,955208
A max. sorszam = 3
Megoldas:
x(1) = 0,06046936
x(2) = 0,01655177
x(3) = 0,02930834
Megoldas és hibabecslés Excel-lel
5,398820 0,200845 0,511270 0,344772
0,660606 22,966640 0,840209 0,444710
0,024527 0,989853 32,627510 0,974125
0,185421978 -0,001497964  -0,00286697
A= -0,005334247 0,043632888 -0,001040027
2,24435E-05 -0,001322608 0,030682691
x1= 0,06046936
X2= 0,01655177
x3= 0,02930834
Xn= 0,060469359 0,016551766 0,029308337
Xn-1= 0,060469401 0,016551793 0,029308352
Xn-Xn-1=  -0,0000000420 -0,0000000270 -0,0000000150
[[Xn-Xn41]|=  0,0000000150
sor: 0,131901971 0,065347609 0,031089715
sSor max: 0,131901971
hiba: 2,27915E-09
oszlop: 0,126904212 0,051844676 0,810452457
oszlop max: 0,810452457
hiba: 6,41358E-08
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Megoldas, hibabecslés és grafikus abrazolas wxMaxima-val

A: matrix(
[5.39882, 0.200845, 0.51127],
[0.660606, 22.96664, 0.8402097,
[0.024527, 0.989853, 32.62751]

B: transpose (matrix(

344772,

) S

0.
0.44471,
0.

)

r

(%11) [

974125]
)) S
print (A,B)$
5.3988:2 0.200845 0.511:27 0.34477:2
O.e60e06 22.9606d4 0,840209 0.44471

0.024527 0.989853 32.627Y51||0.9741z25

(%14) x: invert (A) .B;

0.060469359452462
(%04) |0.016551765950709

0.02930833652494

(%15) mat cond(A,1);

(%cb5) A.482466267885138
(%$16) xx:[x1,x2,x3]1%
eqgs:
(%17 args (map (lambda ([v],lhs(v) [1l]=rhs(v)[1l]),map("=",A.matrix(xx),B)))
) $

transpose (eqgs) ;

0.51127 x3+0.200845 x2 +5.39882 x1=0.344772
(%od) 0.540209 x3+22.96664 gz +0.660606 x1=0.44471

32.62751 x3+0.989353 x2 +0.024527 x1=0.974125

(%$19) p: linsolve (egs, xXx),numer;
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rat: replaced —0.344772 hy —86133/250000 = —0.544772
rat: replaced 5.39882 by 269941/50000 = 5.39882
rat: replaced 0.200845 by 40162/200000 0.2005845
rat: replaced 0.51127 hy 511277100000 = 0.51127
rat: replaced —0.44471 by —44471/100000 = —0. 44471
rat: replaced 0.&660606 by 330303/500000 = 0.660606
rat: rveplaced 22.96664 by 287083712500 22. %6664
rat: replaced 0.84020%9 hy 4020971000000 = 0.840209
rat: replaced —0.974125 hy —-7793/8000 = —-0.974125
rat: replaced 0.024527 by 2452771000000 = 0.024527
rat: replaced 0.289853 hy S82853/71000000 = (0. 989855
rat: replaced 32.62751 hy 3262751/7100000 = 32.82751
(309) [(x1=0.060469359452462 , x2=0.016551765950709, x3=0.02930833662494 ]
load (draw) $ wxdraw3d (
color=red, implicit(egs[l], x1,-0.5,0.5, x2,-0.5,0.5, x3,-0.5,0.5),
color=green, implicit(egs([2], x1,-0.5,0.5, x2,-0.5,0.5, x3,-0.5,0.5),
color=blue, implicit(egs[(3], x1,-0.5,0.5, x2,-0.5,0.5, x3,-0.5,0.5),
(¥110) color=black, point size = 3, point type =
filled circle,points ([map(rhs,p)]),
surfageihide=true,proportionaliaxes=xyz,enhancedBd = false,
xlabel = "x", ylabel = "y", zlabel = "z"
user preamble="set view ,,1.85,1.1 ", xyplane=0);
(&t1l1)
i
(%oll)

A kondicioszam egyes normaval a kdvetkezo:

cond(A4) =4 Hl HA*H1 = 6,482466267885138
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4.2. Iteracios modszer

Feladat

Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert iterativ modszerekkel!

89,08649x, +0,736242x, +0,459545x, +0,890248x, = 0,123714,
0,199084x, +4,421526x, +0,509364x, +0,796204x, = 0,303670,
0,029976x, +0,483555x, +79,81701x, + 0,968835x, = 0,094960,
0,959853x, +0,953567x, +0,893752x, + 67,76337x, = 0,000228.

Megoldas

Megoldas Java-val Jacobi és Gauss-Seidel modszerekkel

package labor 4 b seidel jacobi;

/**

* @Qauthor Beregszaszi Istvan
* @since 2016.04.19.

*/

public class Labor 4 b seidel jacobi {

static int n = 4;

static double eps = 0.00001;

static double af[][] = {{89.08649, 0.736242, 0.459545, 0.890248, 0.123714},
{0.199084, 4.421526, 0.509364, 0.796204, 0.30367},
{0.029976, 0.483555, 79.81701, 0.968835, 0.09496},
{0.959853, 0.953567, 0.893752, 67.76337, 0.0002281}};

static double x[] = new double[n], x0[] = new double[n];

static double inval[][] = new double[n][n];
static double m[][] = new double[n] [2*n];

public static double xnorm(double x[]) {
double max = x[0];
for (int 1 = 1; i < x.length; i++) {
if (Math.abs(x[1]) > max) {
max = x[1];

}
}

return max;

}

public static double anorm(double al[]l[]) {
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double s = 0.0;
for (int j = 0; Jj < a.length; j++)
s += Math.abs(a[0][3j]);
}
double max = s;
for (int i = 1; i < a.length; i++)
s = 0.0;
for (int j = 0; J < a.length;
s += Math.abs(al[il[3]):
}
if (s > max) {
max = S;
}
}

return max;

}

static boolean dnorm (doublel[]
double norm = 0;

{

{

xk, doublel]

Jjt+) |

xkp) {

for (int 1 = 0;

i < n;

i++)

norm +=

(xk[1]

- xkpl[1i]

{
) * (xk[1]

}

//System.out.println ("norm="+norm) ;

return Math.sqgrt (norm) < eps;

}

public static void kiir() {
System.out.println("");
for (int 1 = 0; 1 < n; 1i++) {
for (int j = 0; jJ < n + 1;
System.out.format ("%10.
}
System.out.println("");

}

public static void kiir x() {
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
System.out.format (" x%d =
}
//System.out.println () ;

}

public static void main (Stringl[]
double dxnorm 0.0;
kiir();
for (i

0.0;

//m=1 - Seidel, m=2

k++;
/ /%0

for

= x ;
(int 1
x0[1]

}

dxnorm 0
for (int 1 0;
double sum
switch (m) {

.05
= i < n; i++)

0.0;

J++)
6f",

args)

%10.7£ ",

{

0; 1 < x.length; i++) {
0

- xkp[i]);

{

alil(31):

i+ 1,

- Jacobi

{
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}

for

}

x[1]

case 1:
for (int j = 0; j < 1i; J++) |
sum += a[i][j] * x[]J];
}
case 2:
for (int J = 0; j < i; J++) {
sum += a[il[j] * x0[j];
}
(int J =1 + 1; J < n; J++) {
sum += al[il[j] * x0[j];
= (al[il[n] - sum) / a[ 1[i];

dxnorm += Math.abs (x[1

}

//System.out.println(java.util.Arrays.

]

0l

i

1);

toString(x)) ;
0)

)7

//System.out.println(java.util.Arrays.toString(x
System.out.print ("\nk="+k) ;
kiir x();
} while (dxnorm > eps);
System.out.println ("\n\nA megoldas "
+(m == 1?"Gauss-Seidel":"Jacobi") +" mbébdszerrel:");
kiir x();
//double xx[] = {5.14, 4.05, 3.67, 1.17, 1.46};
//System.out.println ("xnorm(xx)="+xnorm(xx)) ;
//System.out.println ("anorm(a)="+anorm(a)) ;
//Seidel M=-(E+L)"(-1).U g=(D.E)"(-1)b x=Mx+g,
//itt A~ (-1) az invezmatrix
//Jacobi M=-D"(-1) (A-D.E) v. -(L+U) g=D"(-1)b x=Mx+g
// 11x(k+l)-x pontos|[<=[[M||/( [ 1= IM[])*||x(k+]l)-x(k)|]|
// 11x(k+l)-x_pontos| |<=[ M| [~ (k+1)/( | 11=1IM][)*]|x(1)-x(0) ]|
//itt ||... || a norma
}
}
A Java program kimenete Gauss-Seidel modszerrel
89,086490 0,736242 0,459545 0,890248 0,123714
0,199084 4,421526 0,509364 0,796204 0,303670
0,029976 0,483555 79,817010 0,968835 0,094960
0,959853 0,953567 0,893752 67,763370 0,000228
k=1 x1 = 0,0013887 x2 = 0,0686174 x3 = 0,0007735 x4 =-0,0009921
k=2 x1 = 0,0008275 x2 = 0,0686697 x3 = 0,0003692 x4 =-0,0019750
k=3 x1 = 0,0008390 x2 = 0,0689180 x3 = 0,0003795 x4 =-0,0019663
k=4 x1 = 0,0008368 x2 = 0,0689148 x3 = 0,0003779 x4 =-0,0019699
k=5 x1 = 0,0008369 x2 = 0,0689157 x3 = 0,0003780 x4 =-0,0019699
A megoldds Gauss-Seidel mbdbdszerrel:
x1l = 0,0008369 x2 = 0,0689157 x3 = 0,0003780 x4 =-0,0019699
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A Java program kimenete Jacobi modszerrel:

89,086490
0,199084
0,029976
0,959853

x1
x1
x1
x1
x1

7\_'7\_'7'\'_'7\_'7\_'
g w N

0,0013887
0,0008149
0,0008287
0,0008264
0,0008265

0,736242
4,421526
0,483555 79,817010
0,953567

X2
X2
X2
X2
X2

0,459545
0,509364

0,893752

0,8902
0,7962
0,9688
67,7633

x3
x3
x3
x3
x3

= 0,0686799
0,0684797
0,0687340
0,0687288
= 0,0687298

A megoldids Jacobi mébdszerrel:

x1l = 0,0008265

x2 = 0,0687298

x3

Megoldas Excel-lben Cramer modszerrel

A=

AVE

As=

As=

89,08649
0,199084
0,029976
0,959853

89,08649
0,199084
0,029976
0,959853

0,123714
0,30367
0,09496

0,000228

89,08649
0,199084
0,029976
0,959853

89,08649
0,199084
0,029976
0,959853

89,08649
0,199084
0,029976
0,959853

0,736242
4,421526
0,483555
0,953567

0,736242
4,421526
0,483555
0,953567

0,736242
4,421526
0,483555
0,953567

0,123714
0,30367
0,09496

0,000228

0,736242
4,421526
0,483555
0,953567

0,736242
4,421526
0,483555
0,953567

0,459545
0,509364
79,81701
0,893752

0,890248
0,796204
0,968835
67,76337

0,459545
0,509364
79,81701
0,893752

0,890248
0,796204
0,968835
67,76337

0,459545
0,509364
79,81701
0,893752

0,890248
0,796204
0,968835
67,76337

0,459545
0,509364
79,81701
0,893752

0,890248
0,796204
0,968835
67,76337

0,123714
0,30367
0,09496

0,000228

0,890248
0,796204
0,968835
67,76337

0,459545
0,509364
79,81701
0,893752

0,123714
0,30367
0,09496

0,000228
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04
35
70

0,123714
0,303670
0,094960
0,000228

= 0,0011897

0,0007731
0,0007867
0,0007849

= 0,0007850

0,0007850

0,123714
0,303670
0,094960
0,000228

2122276,7

1754,04215

145863,635

1665,97061

-2092,2728

x4

x4 =

x4
x4
x4
x4

0,0000034

-0,0009985
-0,0009820
-0,0009860
-0,0009858

=-0,0009858



0,00082649
0,06872979
0,00078499
-0,00098586

X1=
X2=
X3=

X4=

Ellen6rzés:
0,1237140
0,3036700
0,0949600
0,0002280

Hibabecslés Excel-lel
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89,08649 0,736242 0,459545 0,890248 0,123714
Ax=Db A= 0,199084 4,421526 0,509364 0,796204 b= 0,303670
0,029976 0,483555 79,81701 0,968835 0,094960
0,959853 0,953567 0,893752 67,76337 0,000228
X
0,000826491
0,068729791
0,000784992
-0,000985862
89,08649 0 0 0
0 4,421526 0 0
0 0 79,81701 0
0 0 0 67,76337
0 0 0 0
0,045026084 0 0 0
0,000375559  0,006058295 0 0
0,014164777  0,014072013  0,013189309 0
0 0,008264351 0,005158414  0,009993075
0 0 0,115200951 0,180074481
0 0 0 0,012138202
0 0 0 0
89,08649 89,08649 89,08649 89,08649
4,421526 4,421526 4,421526 4,421526
79,81701 79,81701 79,81701 79,81701
67,76337 67,76337 67,76337 67,76337
0,011230519 -0,001837388 -5,15318E-05 -0,000125216
-0,000478292  0,226970198 -0,001416125 -0,002640317
5,29219E-07 -0,001336124  0,012539013 -0,000163582
-0,000152354 -0,003150279 -0,000144723 0,014798321



0,011225 0 0 0
D= 0 0,226166 0 0
0 0 0,012529 0
0 0 0 0,014757
1 0 0 0
E= 0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
Jacobi modszer
x=Mx+g
], = max|x|
4], =max > |x]
1 j=1
0 -0,00826 -0,00516 -0,00999 0,0014
M=—(L+U)= -0,04503 0 -0,1152 -0,18007 g=D'b 0,0687
-0,00038 -0,00606 0 -0,01214 0,0012
-0,01416 -0,01407 -0,01319 0 3E-06
0 0,008264 0,005158 0,009993 0,023416
0,045 0 0,115201 0,180074 0,340302
0,0004 0,006058 0 0,012138 0,018572
0,0142 0,014072 0,013189 0 0,041426
[IM]] = 0,340302
Jacobi
x0 x1 X2 x3 x4 x5 X6 X7
0 0,001389 0,000815 0,000829 0,000826 0,000827 0,000826 0,000826
0 0,06868 0,06848 0,068734 0,068729 0,06873 0,06873 0,06873
0 0,00119 0,000773 0,000787 0,000785 0,000785 0,000785 0,000785
0 3,36E-06 -0,001 -0,00098 -0,00099 -0,00099 -0,00099 -0,00099
Xk+1-Xk
0,001389 -0,00057 1,38E-05 -2,3E-06 9,1E-08 -1E-08 0,0000
0,06868 -0,0002 0,000254 -5,1E-06 1,02E-06 -3,6E-08 0,0000
0,00119 -0,00042 1,36E-05 -1,7E-06 8E-08 -7,8E-09 0,0000
3,36E-06 -0,001 1,64E-05 -4E-06 1,29E-07 -1,7E-08 0,0000
abs
0,001389 0,000574 1,38E-05 2,34E-06 9,1E-08 1,01E-08 0,0000
0,06868 0,0002 0,000254 5,15E-06 1,02E-06 3,65E-08 0,0000
0,00119 0,000417 1,36E-05 1,74E-06 8E-08 7,76E-09 0,0000
3,36E-06 0,001002 1,64E-05 3,95E-06 1,29E-07 1,67E-08 0,0000
[1xI| 0,06868 0,001002 0,000254 5,15E-06 1,02E-06 3,65E-08 4,35E-09
epsk
0,035428 0,000517 0,000131 2,66E-06 | 5,25E-07 | 1,88E-08 | 2,24E-09
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x8
0,000826
0,06873
0,000785
-0,00099

-4,6E-11
-2,1E-10
-3,6E-11
-7,4E-11

4,57E-11
2,09E-10
3,568E-11
7,41E-11
2,09E-10

1,08E-10

x9
0,000826
0,06873
0,000785
-0,00099

2,65E-12
1,95E-11
2,18E-12
4,06E-12

2,65E-12
1,95E-11
2,18E-12
4,06E-12
1,95E-11

1,01E-11



Gauss-Seidel modszer

(E+L)=

1 1E-17
0 1
0 0,0061
0 0,0141

1 1E-17
0 -1
0 0,0061
0 0,014

0,0083

0,0004
8E-07

0,0001

o OO O

M=—(E+L)U

x0

111

epsk

= O N -

8,13E-20
4,88E-19

1
0,013189

5,84E-20
4,85E-19

-1
0,013189

-0,00516

-0,11497
0,000698

0,001682

o O o O

1,73E-18
0
0
1

1,73E-18
-7,8E-20
-1,8E-22

-1

-0,00999

-0,17962
-0,01105

0,002815

-0,00826 -0,00516 -0,00999

0,000372 -0,11497 -0,17962
8,49E-07 0,000698 -0,01105
0,000112 0,001682 0,002815

0 0,008264 0,005158 0,009993 0,023416

0 0,000372 0,114969 0,179625 0,294965
0 8,49E-07 0,000698 0,011046 0,011746
0 0,000112 0,001682 0,002815 0,004608

x1 X2

-0,02513 0,00232
-0,1102 0,069225
-0,00985 0,001149
0,003042 -1,7E-05

-1,02513 -0,02745

-2,1102 -0,17943
-0,011
-0,99696 -0,00306
-0,00985 -0,00306

-0,00985

-0,00412 -0,00128

IM]| =

x3

x4

0,000811 0,000816
0,068577 0,068566
0,001191 0,00119

1,3E-05 1,31E-05

-0,00151 -4,8E-06
-0,00065  -1E-05
-4,2E-05  -3E-07
-3E-05 -8,2E-08
-3E-05 -8,2E-08

-1,3E-05 -3,4E-08

0,294965

x5
0,000816
0,068566
0,00119
1,31E-05

-8,7E-08
-1,6E-08
-1,1E-09
-1,4E-09
-1,1E-09

g=D"b

X6
0,000816
0,068566
0,00119
1,31E-05

-1,1E-10
-3,9E-10
-1,5E-11
-4,1E-12
-4,1E-12

0,0014

0,0687
0,0012
3E-06

X7
0,000816
0,068566
0,00119
1,31E-05

-3,3E-12
-8,5E-13
-5,7E-14
-5,8E-14
-5,7E-14

-4,7E-10| -1,7E-12| -2,4E-14
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x8
0,000816
0,068566
0,00119
1,31E-05

-6,2E-15
-1,7E-14

-6E-16
-1,6E-16
-1,6E-16

-6,8E-17

x9
0,000816
0,068566
0,00119
1,31E-05

-1,4E-16
-2,8E-17
-2,2E-18
-2,5E-18
-2,2E-18

-9,1E-19



Megoldas és wxMaxima-val

A: matrix(
[89.08649,0.736242,0.459545,0.8902487,
[0.199084,4.421526,0.509364,0.7962047,
[0.029976,0.483555,79.81701,0.9688357,
[0.959853,0.953567,0.893752,67.76337]

) S

(%$11) B: transpose (matrix (

[0.123714,

0.30367,

0.0949¢,

0.000228]

))$

print (A,B) S

_BQ.DEFE-‘}E' 0.736242 0.459545 D.BQDZQB_ 0.123714
0.1929034 4.421526 0.509364 0.726204 0.303687
0.029976 0.4533555 79.51701 0.963335 0.02436
0,959853 0,253567 0.893752 67.76337 (|2 .2z800000000000001 1|:|_4
(%$14) x: invert (A) .B;

G.2649079235572523 1I:I_4

0.0683729791420615
(%od)

7.54992151581846174 107 ¢

-90.55862406405397104 ll:l_'4
(%$15) xx:[x1,x2,x3,x41%

eqgs: args(

map (
lambda ([v],lhs (v) [1]=rhs(v) [1]),
map ("=",A.matrix (xx),B)
)

) S

transpose (egs) ;

(%07)

(318) p:

0.590248 x4 +0.459545 x3+0.736242 x2+89.05649 x1=0.123714
0.796204 x4 +0.509364 x3+4.4921526 x2+0.199054 x31=0.303a7

0.96585835 x4 +79.81701 x3+0.4583555 x2+0.029976 x1=0.09496

67.76337 x4 +0.893752 x3+0.953567 x2+0.959853 x1=2.2800000000000001 1074

linsolve (egs, xx),numer$ transpose(p);
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rat: replaced —0.123714 by —-61857/500000 = —0.123714
rat: replaced 82.086409 by S308643/7°100000 = 89, 08649
rat: replaced O.736242 by 3881217500000 Q. 7368242
rat: replaced 0.45%8545 by S1808/200000 = 0. 459545
rat: replaced 0.8530248 by 1112817125000 = 0.890248
rat: replaced —0.30367 by -30367/100000 = —-0.30367
rat: replaced O.185084 by 49771/7250000 = 0.193084
rat: replaced 4.421526 by Z2210763/500000 = 4.421526
rat: replaced 0.509364 by 127341/250000 = 0.509364
rat: replaced 0.736204 by 1350517250000 = 0.796204
rat: replaced —0.0949¢ hy 1187712500 = —-0.0949¢6
rat: replaced 0.0289%76 by 3747/125000 = 0.029978
rat: replaced O.483555 by S&711/7200000 = 0. 453555
rat: replaced 72.81701 by 7981701/7100000 = 72.81701
rat: replaced 0.968835 by 1593767/200000 0.968835
rat: replaced —-2.28E-4 by -57/250000 = —2.28E-4
rat: replaced 0.%259853 by S959853/1000000 = 0.259855
rat: replaced ©.953567 by 8953567 /1000000 = 0.953567
rat: replaced 0.5F3752 by 111713/7125000 0.8593752
rat: replaced £7.76337 by &776337/100000 = £7.76337
x1=5.264007923557251z2 10™%
x2=0.0688729791420a615
(%09

modszernél, mivel a maga a moddszer természeténél fogva a Jacobi moddszer mar az aktudlis

x3=7.8499218181846164 1074

x4=-9.8586240640897082 107

Osszevetve a megoldasokat lathatd, hogy a Jacobi modszer pontosabb a Gauss-Seidel

iteracional felhasznalja az adott iteracioban kiszamolt el6z6 x értékeket.
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5. Laboratdériumi munka. Differencialegyenletek numerikus
megoldasa

5.1. K6zénséges differencialegyenletek numerikus megoldasa

Feladat
Oldja meg az alabbi Cauchy feladatot Runge-Kutta4 modszerrel!

x*y'=5xy + 6,y(1): 1.

Megoldas

Megoldas Java-val

package labor 5 rk4;

/**
*
* @author Beregszaszi Istvéan
* @since 2016.04.24.
*/
import java.awt.Dimension;
import java.awt.Graphics;
import javax.swing.JFrame;
import javax.swing.JPanel;
import javax.swing.SwingUtilities;

public class Labor 5 rk4 ({

private static final int n = 25;
private static double t[] = new double[n + 1], y[] = new double[n +

11;

public static double f (double t, double y) {
return (5*t*y+6)/ (t*t);
}

public static void main(String[] args) {
double a = 1.0, b =2.0, h= (b -a) / n, t0 = 1.0, y0 = 1.0;

t[0] = tO0;

y[0] = y0;

System.out.println("t[0]=" + t[0] + ", yI[0]=" + yI[0]);
for (int 1 = 0; 1 < n; i++) {
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double k1 = h * f£(t([i], yI[i]):
double k2 = h * f£(t[i] + h / 2.0, y[i] + k1 / 2.0);
double k3 = h * f£(t[i] + h / 2.0, y[i] + k2 / 2.0);
double k4 = h * £(t[i] + h, y[i] + k3);
y[i + 1] = vy[i]l + 1 / 6.0 * (k1 + 2.0 * k2 + 2.0 * k3 + k4);
t[i + 1] = t[i] + h;
System.out.println("t[" + (1 + 1) + "]="
+ (L o+ 1]+, yI" o+ (L+ 1)+ "I=" o+ oy[io+ 1]);
}
SwingUtilities.invokelater (new Runnable () {
public void run() {

createAndShowGUI () ;
1
});
}

private static void createAndShowGUI () {
System.out.println ("Runge-Kuttad4 GUI létrejott? "
+ (SwingUtilities.isEventDispatchThread() °?
"igen" : "nem"));
JFrame f = new JFrame ("Runge-Kutta 4 (RK4)");
f.setDefaultCloseOperation (JFrame.EXIT ON CLOSE);
f.add (new MyPanel());
f.pack();
f.setVisible (true);

}
static class MyPanel extends JPanel {

public Dimension getPreferredSize () {
return new Dimension (400, 250);

}

public void paintComponent (Graphics g) {
super.paintComponent (g) ;

g.drawString ("x*x*y'=5*x*y+6 , y(l) =1 "
+ "megolddsa Runge-Kutta 4 mdbébdszerrel.",
30, 20);
int[] tt = new int[n + 1], yy = new int[n + 1];
for (int 1 = 0; 1 < t.length; i++) {
tt[i] = (int) (=30 + 90 * t[i]);
yy[i] = (int) (180 - 3 * y[i]);

}
g.drawPolyline (tt, vy, n);

g.drawLine (10, 190, 290, 190); //X
g.drawLine (20, 10, 20, 200); //Y
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A Java program kimenete

£t[0]=1.0, y[0]=1.0

t[1]=1.04, y[1]1=1.4717627106123872

£t[2]=1.08, y[2]=2.012719911877686

t[3]=1.12, y[3]1=2.631809059828897
£[4]=1.1600000000000001, y[4]1=3.3385890476906637
£[5]=1.2000000000000002, yI[5]1=4.143271799319225
t[6]=1.2400000000000002, y[6]1=5.056752504304806
t[7]1=1.2800000000000002, y[7]=6.090638791888685
t[8]=1.3200000000000003, y[8]1=7.257279068805477
t[9]=1.3600000000000003, y[9]1=8.569790193190848
£[10]=1.4000000000000004, y[10]=10.042084617346472
t[11]1=1.4400000000000004, y[11]=11.688897102643406
£[12]=1.4800000000000004, y[12]=13.525811087513034
£[13]=1.5200000000000005, y[13]1=15.56928477243219
£[14]=1.5600000000000005, y[14]=17.836676972699582
£[15]=1.6000000000000005, y[15]1=20.346272779640884
£[16]=1.6400000000000006, y[16]=23.117309062950472
£t[17]=1.6800000000000006, y[17]1=26.169999840647435
£[18]=1.7200000000000006, y[18]1=29.525561538197415
t[19]1=1.7600000000000007, y[19]1=33.20623815443321
£[20]=1.8000000000000007, y[20]1=37.2353263487723
t[21]1=1.8400000000000007, y[21]=41.63720046170803
t[22]=1.8800000000000008, y[22]=46.437337478512475
t[23]1=1.9200000000000008, y[23]=51.66234194443275
t[24]1=1.9600000000000009, y[24]1=57.339970838310265

£[25]=2.000000000000001, y[25]1=63.49915841044389

Runge-Kutta4 GUI létrejott? igen

B runge-Kutta 4 {RK4) [

Megoldas és wxMaxima-val
(%$11) £(x) :=(5*x*y+6)/ (x*x);

5 &
(30l) f£(:) ::K—‘PHL

H F

FREE=amE il =1 megoldasa Runge-Kutta 4 madszerrel.

=10l x|
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d:ode2 ('diff(y,x)=f(x), y, X);
(%$12) k:icl (%, x=1, y=1.0);
y(x):=rhs(k)$ y(x)$

(302) w= %C__E 3

X

rat: replaced 2.0 by 271 = 2.0

2 x" -1
[Bgs) y=——

(%$16) subst (2, x,y(x)),numer;
(30B8) 63.5

(%17) plotdf (f (x), [trajectory at,1,1.0]1)$S
a:1;b:2;n:25;h: (b-a)/n;results: rk(f(x),y,1,[x,a,b,h])$

%18 .
(% )wxplot2d ([discrete, results])s
= F
X #x BB & a K (@)
L _
T rTEEE l [ Too# BB o3 B
[ T ¥ E g g
L T B T ) [ T
EOF o
] P& 3 3 8 89 { b
A S S T A . A T
$ @ % OF & £ i Hor 5 5 o w5
i N . . 4 \ - { + b 4 ? » A
ot =5 e = = -+ f ! ¥ A A E E -
(R S I
El - = A 7 b T =) - . . - a
A p] il ! 2 { T 3 1 i ; 3 3 5
4 b ? ? by t T \ i \ 4 | N \
_: EE O N B S } N EE T
Eoae @ ¥ R 9 1:5 P
£ o 2 0t BT I BTEELTE R
2 4 F E I -l oo G 3§
-10 - - - - - - ~ - - -
-10 -5 u} 5 i0

(1.05927,1,19131)
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(%08) 1
(%097 2
{%0l0) 25
45
{201l) —
25
1.8e+008
1.6e+008
14e+008
12e+008
Te+008
=,
(3+13) Be+007
Be+007
Ae+007
Ze+007
0 1 1 L 1 1 1 1 1
0 01 02 0304 05 06 07 08 09 1
¥
($114) diffd:diff (v (x),x,4);
z4(2 x° -1
{%o0ld4) ——+192 x
P
($115) wxplot2d ([diff (y(x),x,4)]1, [x,1,21)$

R LS

24*( 2*x™B-1)x"5+192*x

200
450
400
350
300

250

200

1.2

14

o [

1.8 2
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(%1il1l6) fc:subst (2.0, x, diff4d);
i(®gole) 479,25

(%117) Hiba: ((b-a) /5760) *fc*h"4;

($017) 2.1300000000000001 1077
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6. Laboratoriumi munka. Nemlinearis egyenletrendszerek

6.1. Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa iteraciés modszerrel

Feladat

Oldja meg az alabbi nemlinedris egyenletrendszert iteraciés modszerrel!

sin(x—1)+y =15;
x—sin(y+1)=1.

Megoldas

Megoldas Java-val

public class Labor 6a it ({

public static double fx(double y) {
double xn;
xn = 1 + (Math.sin(y + 1));
return xn;

}

public static double fy(double x) {
double yn;
yn = 1.5 - Math.sin(x - 1);
return yn;

}

public static void main(String[] args) {
double x0 = 1.0, y0 = 1.0, x = 0.0, y = 0.0;
int n = 25;

for (int i = 0; i < n; i++) |
x = fx(y0);
y = fy(x0);
x0 = x;
y0 = vy;

System.out.println("x=" + x + " y=" + y);
}

System.out.println("x=" + x + " y=" + y);
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Java kimenete

XX X X X X X X X X X X X X X X XK X X X X X X X X X
PR R R RRRPRRPRRPRRERRRRPRPRPRREERERRERRRRERRER

.9092974268256817 y=1.5
.5984721441039564 y=0.7109276564271116
.990197661527404 y=0.9366191790344752
.933829728430489 y=0.6638655828560727
.9956721820638132 y=0.6960964015147028
.9921602108230645 y=0.6608752182697956
.9959456392613562 y=0.6627906872073739
.9957715022232476 y=0.6607265056202699
.995959006010235 y=0.660821198303651
.9959504972888271 y=0.6607192380671276
.9959596586756887 y=0.6607238642745701
.9959592432234041 y=0.660718883214232
.995959690542045 y=0.660719109094763
.9959596702576272 y=0.6607188658885673
.995959692097914 y=0.6607188769171586
.9959596911075308 y=0.660718865042645
.995959692173879 y=0.6607188655811139
.9959596921255236 y=0.6607188650013429
.995959692177588 y=0.6607188650276337
.995959692175227 y=0.6607188649993264
.995959692177769 y=0.6607188650006101
.995959692177654 y=0.6607188649992279
.9959596921777778 y=0.6607188649992906
.9959596921777722 y=0.6607188649992232
.9959596921777782 y=0.6607188649992262
.9959596921777782 y=0.6607188649992262

Megoldas Geogebra-val

» Algebra ablak Al » Rajzlap
Implicit gérbe
~® asinx-N+y=15 |
------ ® b:x-sinfy+1)=1 3
Font

@ A=(1.99596,0.66072)

Ellenorzés és hibabecslés Excel-lel

< X
I

1,995959692177770 1,5
0,660718864999226 1,0

77



_ |8F(x,y)| +|8F(x,y)|

! | Oox || oy
|06 (x, )| | [0G(x, )|
2 Ty |

q1 1,0898014006413400
g2 1,0898014006413400

E:M.(|xn_xn—l|+|yn_yn—l |)

[1-M|
n= 25
= 1,0898014006413400
Xn= 1,995959692177770
Yn= 0,660718864999226
Xn1= 1,995959692177770
Yn1= 0,660718864999223
hiba 0,0000000000000364
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6.2. Nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa Newton modszerrel

Feladat

Oldja meg az alabbi nemlinedris egyenletrendszert Newton modszerrel!

sin(x+ y)—1,2x = 0;
x+y=1.

Megoldas

Megoldas Java-val

package labor 6b nw;

/**
*
* @author Beregszéaszi Istvéan
* @since 2016.04.27.
*/

public class Labor 6b nw {

public static double Jx (double x, double y) {
double nx;
nx = (Math.cos(x + y) - 1.2) * 1 - (Math.cos(x + y) * 1);
return nx;

}

public static double Jlx (double x, double y) {
double nx;
nx = (Math.sin(x + y) - 1.2 * x) * 1 - (Math.cos(y + x)
*xty - 1))
return nx;

}

public static double J2x (double x, double y) {
double nx;
nx = (Math.cos(x + vy) - 1.2) * (x +y —-1) - ((x +y - 1) * 1);
return nx;

}

public static void main(String[] args) {
double x0 = 0.0, y0 = 0.0, x = 0.0, y = 0.0;
int n = 10;
System.out.println("x=" + x + " y=" + y);

for (int i = 0; 1 < n; i++) {

x = x0 - Jlx(x0, y0) / Jx(x0, y0):;:
y = y0 - J2x(x0, y0) / Jx(x0, y0);
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System.out.println ("x0="+x0+" y0="+y0) ;

}

System.out.println("x=" + x + " y=" + y);

Java kimenete

x=0.0 y=0.0

x0=0.
x0=0.
x0=0.
x0=0.
x0=0.
x0=0.
x0=0.
x0=0.
x0=0.
x0=0.

8333333333333334
9850090584221063
8074253291853304
7090041954308528
7022627765316483
7012788202286842
7012375353548139
7012274464339037
7012260667233319
7012258563791941

y0=1

.0

y0=-0.7080079580686345

y0=0.
y0=0.
y0=0.
y0=0.
y0=0.
y0=0.
y0=0.
y0=0.

037958279916730286
23593885987863547
31000012988522896
2929336699138412
3009148232423619
2979346853008152
29909303317970487
2986516206258589

x=0.7012258563791941 y=0.2986516206258589

Megoldas Geogebra-val

¥ Algebra ablal

X

¥ Rajzlap

Egyenes

Implicit gérbe

~® a:sin(x+y)-12x=0

_ Font
@ A={07,0.3)

Ellenorzés és hibabecslés Excel-lel

J(xnﬁyn) =

E

newton

OF (x,y) OF(x,y)

ox oy

0G(x,y) 0G(x,y)

ox oy

:M(|xn_xn—1 |+|yn_yn—1 |)

1-M
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J(Xn,yn)

det(J)

0,6595945986423760 0,540405

1

0,119189197

10
0,119189197

0,7012260667233310
0,2990930331797040
0,7012258563791940
0,2986516206258580

5,97593E-05

1

81



7. Laboratoriumi munka. Lagrange interpolaciés polinom
7.1. Lagrange interpolacios polinom megszerkesztése

Feladat

Szerkessze meg az alabbi f(x) fiiggvény szamdra a Lagrange interpolacios polinomot!
Hatarozza meg a kapott interpolacios polinommal a fiiggvény értékét a 0,185204 pontban! Abrazolja
grafikusan az eredményt! Végezzen hibabecslést!

f(x) = 0,3sin(10x)— 0,2 cos(50x)

X y
0,121 | 0,08609774
0,135 | 0,11411574
0,138 | 0,13141104
0,141 | 0,15210514
0,154 | 0,26918298
0,189 | 0,48478207

Megoldas

Megoldas Java-val

/%
* Fluggvények kozelitése Lagrange n—-fokl polinommal
*/

package Labor 7 Lagrange;

/**
* @author Beregszaszi Istvan
* @since 2016.04.27.
*/
public class Labor 7 Lagrange {
static int n = 6;
static double[] x = {0.121, 0.135, 0.138, 0.141, 0.154, 0.189};
static double[] y = {0.08609774, 0.1141154, 0.13141104,
0.15210514, 0.26918298, 0.48478207};

static double f (double t) {
double L = 0.0;
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
double P = 1.0;
for (int 7 = 0; J < n; j++) {
if (1 1=9) |
P *= (t - x[J]) / (x[1] - x[3]);
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L += y[i] * P;
}

return L;

}

public static void main(String[] args) {
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
System.out.println("f(" + x[i] + ")=" + f£(x[1i]));
}
double x0 = 0.185204;
System.out.println("f(" + x0 + ")=" + f(x0));

A Java program kimenete

£(0.121)=0.08609774
£(0.135)=0.1141154
£(0.138)=0.13141104
£(0.141)=0.15210514
£(0.154)=0.26918298
£(0.189)=0.48478207
£(0.185204)=0.48635563812446975

Megoldas Geogebra-val

b Algebra ablak A|» Rajzlap
- Fluggveny 0.5

@ f(x) = 410708.06 x* — 324645.14 x* 4 98536.19 x> — 14303.24 x? 4 992.48 x — 26.21
I =

Szin| Stilusl Haladol Scnpt'

If
216 |Polinom{(0.121, 0.0861), (0.135, 0.11412), (0.138, 0.13741), (0.141,0.15211}, (0.154, 0.26918), (0.189, 0 484 78]}

kzat mutatasa

irat mutatasa; |Mev v

amwonal mutatasa

alalrat ﬂ
015

0.1

0.0s8

0.05
Polinom[ {
(0.121, 0.0861), (0.135, 0.11412), (0.138, 0.13141),
(0.141, 0.15211), (0.154, 0.26918), (0.189, 0.48478)

}]
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Megoldas és hibabecslés wxMaximaval

f(x):=410708.0585964418*x"5-324645.1371865619*x"4+98536.18933587038*x"3~-
14303.24038787235*x72+4992.4760245826774*x-26.2147698051579

p:matrix([0.121,0.08609774],[0.135,0.114115747],
(%$11) [0.138,0.13141104],1[0.141,0.152105147,
[0.154,0.26918298],1[0.189,0.48478207]);

0.121 0.03603774
0.135 0.11411574
0.135 0.13141104
(%o0l)
0.141 0.15210514

0.154 0.26915295

0.159 0.43475=207

(%02) 5
(%$13) load(interpol)$
($14) P(x) :=lagrange(p);P(x);

tod) Plx):=lagrangei(p)
(%50b) 15408/4.3895105343 (x—0.154(x—-0.141)(x—-0.138)(x—-0.135)(=x-0.121)-

5.8972382880277634 lD?(X—D.189)(}{—0.141)(:{—0.lBB)(x—D.lEEj(x—D.121j+
6.7710621438747215 lEIBI::x:—EI.189)(}{—0.154)(}{—0.lBB)(x—D.lSEj(x—D.lElj—
1.05256824296834759 10° (x—0.189)(x—0.1541(x—0.141)(x—0.135)(x-0.121)+

4,.413647544787907 1DBEX—D. 189){x—0.154){x—-0.141){x—-0.138)(x—-0.121)—
8060499 ,333423198 (x—-0.189){x—-0.154)(x—-0.141)(x—-0.138)(x-0.135)
($16) m:col (p,1);

0.1:21
0.135
0.135
(%oB)
0.141
0.154

0.1s9

(%17) £(x):=0.3*sin(10*x)-0.2*cos (50*x) ;
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(%07) f(x):=0.32 =2in(l0 x)1—-0.2 cos(50 x)
($18) fakt: (n+1)!;

(%o0d3) 720
(%19) dnf (x) :=diff (f (x),x,n+1),;dnf (x);

(209) dnf(seyi=diff(f(x), s, n+l)

(%3c010) 3.125 ngt:OSKSD x)—3200000.0 sindl0 )
(%$111) k(x) :=product (x-m[i],i,1,n+1) [1];k(x);

n+l

(#0l1l) kix):i= ‘

1

(E80l2) (x—-0.189)(x-0.154)(x-0.141)ix-0.138)(x—-0.135)(x-0

($113) c:0.2;

(%o0l3) 0.2
($114) wxplot2d([dnf(x)], [x,0.121,0.189])$

121

= 4e+009

»  3e+009

L]

o 2e+009

S

o 1e+009

&

S 0

>
ALt 3 -1e+009

o -2e+009

#U

T -3e+009

L

> -4e+009 . . . . ' .

; 013 014 015 016 017 018

¥

xdmaxl:find root (diff (dnf(x),x)=0, x, 0.121, 0.18);
(%115) xdmax2:find root (diff (dnf(x),x)=0, x, 0.18, 0.189);

xdmax:max (abs (xdmaxl) , abs (xdmax2)) ;

(%o0lb) 0.12566358748063

(%o0le) 0.1884925440553535

(%o0l7) 0.18843544055353

(%$118) maxf:abs (subst (xdmax, x, dnf(x)));

85



(8c0lB) 3.1252853170098915 lEI9
($119) wxplot2d([k(x)], [x,0.121,0.189])S$S

&

c 26010

=

kol 0

S 26010

T -4e010

S -82-010

£

£ 16009

L

S -1.20-009 - - - - - -
% 013 014 015 016 017 018
= X

(%120) xkmax:find root(diff(k(x),x)=0, x, 0.121, 0.189);

PEoZ20) 0.1802307250641
(%121) maxk:abs (subst (xkmax, x,k(x)));

2021y 1.0254413170852002 lﬂ_g
(%$122) Enxmax:maxk/fakt*maxf;

(8o022) 0.0044511065163079
(%123) hp:0.12;

($023) 0.12
($124) approxhiba:abs (subst (hp, x, £ (x))-subst (hp,x,P(x)));

($024) 3.5820029229985395 1077

(%$125) Enxmax-approxhiba;

P2o0Z5) 0.0044152864870779
(%$126) Enx (x) :=dnf (x)/ (n+1) ' *k (x) ;

dnflx)
{$028) Enx(x):=—k(x)
(r+13!

(%127) wxplot2d ([Enx(x)], [x,0.121,0.189]1)%
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0.0045
0.004
0.0035
0.003
0.0025
0.002
(8£27) 0.0015
0.001
0.0005

-0.0005

013 014 015 016 017 018

X

wxplot2d ([ [discrete, args(p)l,P(x)],I[x,0.1,0.25],
(%128) [style,points,lines], [point type,diamond],
[legend, "pontok", "Lagrange approx"], [color,red,bluel]);

409
0.5
045
0.4
035
03
(#£28) 0.25
02
0.15
0.1
0.05

"pontok &
& approx

01 012 014 016 018 02 022 024

X

(#0Z8)
($129) subst (0.185204,x,P(x));

(8027) 0.4836334770647353
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8. Laboratériumi munka. Newton interpolaciés polinom

8.1. Newton interpolaciés polinom megszerkesztése

Feladat

Szerkessze meg az alabbi f(x) fliggvény szamara a Newton interpolacidos polinomot!
Hatarozza meg a kapott interpolacidos polinommal a fiiggvény értékét a 0,736634, 0,588552,
0,602484, 0,710981 pontokban! Abrazolja grafikusan az eredményt! Végezzen hibabecslést!

fx) =tgx + x> —2cos(15,6x)

X y
0,57 | 2,548960334
0,59 | 2,826389406
0,61 | 2917584171
0,63 | 2,818764717
0,65 | 2,544724699
0,67 | 2,127413972
0,69 | 1,612865248
0,71 | 1,05676159
0,73 | 0,519072814
0,75 | 0,058278783
0,77 | —0,27426252
0,79 | —0,4392582

Megoldas

Megoldas Java programmal

package labor 8 newton polinom;

/**
* @author Beregszéaszi Istvéan
* @since 2016.04.27.
*/

public class Labor 8 newton polinom {

static int n = 12;

static double x[] = {0.57, 0.59, 0.61, 0.63, 0.65, 0.67,
0.69, 0.71, 0.73, 0.75, 0.77, 0.79};

static double y[] = {2.548960334, 2.826389406, 2.917584171,
2.818764717, 2.544724699, 2.127413972,
1.612865248, 1.05676159, 0.519072814,
0.058278783, -0.27426252, -0.4392582};

public static double Newton Polinom 4 (double t) {
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double N = y[0];
double v[][] = new double[100][1007;

for (int i = 0; i < n; i++) |

for (int 7 = 0; jJ < n - 1; j++) {
if (1 == 0) {
v[il[3] = (-y[3] + y[3 + 11) / (-x[3] + x[3 + 11);
} else {
if ((L + 3 + 1) >= n) {
break;
}
v([i] [7] (-v[i - 11[3] + v[i - 11[J + 1])

}

for (int i = 0; 1 < n - 1; i++) {
double a =

for (int j = 0; j <= 1; J++) {
a = a 1)

public static void main(String[] args) {
double x0[] = {0.736634, 0.588552, 0.602484, 0.710981};
for (int i = 0; 1 < 4; i++) {

System.out.println("x" + (i + 1) + "= "
+ Newton Polinom 4 (x0[i]));

}

A Java program kimenete

x1= 0.3549803248395021
x2= 2.8123954595016953
x3= 2.905806088776457

x4= 1.0294661403771663
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Megoldas wxMaximaval

p:matrix([0.57,2.548960334],[0.59,2.826389406], [0.61, 2.917584171],
0.63,2.8187647171,[0.65, 2.544724699]1,[0.67,2.1274139727,

(%11) £0.69,1.612865248],[0.71,1.05676159],[0.73, 0.5190728147,
[0.75, 0.058278783]1,[0.77, -0.27426252],[0.79, -0.4392582]);
_D.ET 2.548960334_
0.59 2Z.8263894058
0.61 2.917584171
0.63 2.518764717
0.865 2.544724899
0.67 2Z.12741397:2
(%ol)
0.69 1.612565248
0.71 1.05678159
0.73 0.519072814
0.75 0.055278753
0.77 -0.27426252
0.79 -0.43925582
(%$12) n:li; -
(meZ): I1

($13) load(interpol) $
($14) P(x):=lagrange(p) ;P (x);

(3o0d) P({x):=lagrange(p)
(%$05) —5.37321458611298714 lDw(x—D.??)(x—D.?5)(x—D.?3)(x—D.?1)(x—D.69)(x—0.6?)

(x—-0.65)(x-0.63)(x—-0.61)(x—-0.58)(x—-0.57)+3.6204003002025275 1011(X—D.?9)
(x—0.75)(x-0.73)(x—-0.71)(x—-0.62)(x-0.67)(x—-0.65)(x-0.63)(x—-0.61)(x—-0.59)
(x—0.57)+3.9209155935458887 1011(X—D.?B)(X—D.T?)(X—D.?3)(X—D.?l)(x—ﬂ.69)
(x—0.687)(x-0.65)(x—-0.63)(x—-0.61)(x-0.59)(x—-0.57)-1.047674544034957 1013(}{—0.?9)
(x—0.77)(x—-0.75)(x—-0.71)(x-0.869)(x—-0.67)(x—-0.65)(x—-0.63)(x—-0.61)(x—-0.59)
(x—-0.57)+4.2658471405120727 1013(x—D.?Q)(x—D.??)(X—D.?5)(X—D.?3)(X—D.69)

(x—0.67)(x—0.65)(x-0.63)(x-0.61)(x-0.59)({x-0.57)-9.1149520760995734 107
(x—0.790(x—-0.77)(x—-0.75)(x—-0.73)(x-0.71)(x—-0.67)(x—-0.65)(x—-0.63)(x—-0.61)

(x—0.59)(x—-0.57)+1.2022874461956445 1qu(X—D.?B)(X—D.??)(X—D.?S)(X—D.?B)
(x=0.71){x-0.69)(x—-0.65)(x—-0.63)({x—-0.61)(x-0.59)(x—-0.57)-1.0272332646607083

1014(x—D.?Q)(x—D.??)(X—D.?S)(X—D.TE)(X—D.?1)(X—D. 69 (x—-0.867)(x-0.63)(x—-0.861)

(x—0.5%)(x—0.57)+5.6892772795661898 1027 (x-0.79)(x—-0.77)(x—-0.75)(x—-0.73)
(x—0.71)(x-0.69)(x—-0.67)(x—-0.65)(x—-0.61)(x-0.59)(x—-0.57)-1.9622101162864969

10t? (x—=0.790(x—-0.77)(x—-0.75)(x—-0.73)(x—-0.71)(x—-0.69)(x—-0.67)(x-0.65)(x-0.63)
(x—0.59)(x-0.57)+3.8031110859474=292 1012 (xx—0.79)0(x—-0.77)(x—-0.75)(x—0.73)(x—-0.71)

(x—0.689)(x-0.67)(x-0.65)(x—-0.63)(x-0.61)(x-0.57)-3.11600550456583285 101t
(x—-0.79)0(x-0.77)(x—-0.75)(x—-0.73)(x-0.71)(x-0.69)(x—-0.67)(x—-0.65)(x—-0.63)
(x—0.61)(x-0.59)
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($16) m:col (p,1);

0.57
0.59
0.61
0.63
0.65
0.67
(%5c06)
0.69
0.71
0.73

a.75

a.77

a.739

($17) £(x) :=tan(x)+x"3-2*cos (15.6*x) ;

(2071 flx):=tanix)+x° +—-2)coz(15. 6 x)
(%$18) fakt: (n+l1)!;

($o8) 472001a00
(%19) dnf (x) :=diff (f(x),x,n+l),;dnf (x);

(209) dnf(x):=diff(f(x), %, ntl)
(3010) —4,1545613440811844 10 cos(15.6 x)+2048 sec(x)® tan(x) ' +2084864 sec()?
tan(x1° +56520704 sec(x)® tan(x) +222398464 sec(x)” tan(x)” +175627264 sec(x) " tanfx)” +

22368256 secf ) tani x)
($111) k(x) :=product (x-m[i],1,1,n+1) [1];k(x);

n+1
| s |

(%01l) kix):= ‘ x-m.

pr)

i=1
1
(%30lZ) (x—-0.79)(x—-0.77)(x-0.75)(x-0.73)(x—-0.71){x-0.69)(x-0.67)(x—-0.65)(x-0.63)
(x—0.61)(x-0.52)(x-0.57)

(%$113) c:0.6;

(%20l3) 0.6
($114) wxplot2d([dnf(x)], [x,0.57,0.79])$
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He+014
de+014
2e+014
2e+014
1e+014

0
(%t14) -1e+014
-2e+014
-3e+014
-4e+014
-He+014

0B 065 0.7 0.75

X

(%$115) xdmax:find root (diff (dnf(x),x)=0, x, 0.57, 0.79);
(%o0l5) 0.60415253241578

(%116) maxf:abs (subst (xdmax, x, dnf(x)));

(3016) 4.1545687890200812 101

(%117) wxplot2d([k(x)]1, [x,0.57,0.79]1)$

0e-015

-5e-015

(%£17) -1e-014

-1.5e-014

-2e-014

086 065 0.7 0.7

(%$118) xkmax:find root (diff(k(x),x)=0, x, 0.57, 0.59);

(%o0l8) 0,575585466592011
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(%119) maxk:abs (subst (xkmax,x,k(x)));

{8019y 1.826891983668532603 1012

($120) Enxmax:maxk/fakt*maxf;

(%020) 1.58A2939229869494 10°°
($121) hp:0.5755854669201051;
(%o021) 0.5755854665:011

($122) approxhiba:abs (subst (hp, x, f (x))-subst (hp,x,P(x)));

(%022) £.431782217930504 1077

($123) Enxmax-approxhiba;
(Eo0Z23) 9.431157011938%9896 lEl_9
($124) Enx (x) :=dnf (x)/ (n+l) ! *k(x) ;

dnflx)
($024) Enx(x):=—k(x)
(r+13!

(%$125) wxplot2d ([Enx(x)], [x,0.57,0.79])$

2e-008
1.5e-008 |
1e-008 |
2e-009

($£25) 0
-5e-009

-1e-008
-1.5e-008

0B 0.65 0.7 0.75

wxplot2d ([[discrete, args(p)],P(x)1],[%x,0.56,0.8],
(%1206) [style,points,lines], [point type,diamond],
[legend, "pontok", "Newton approx"], [color,red,bluel):;
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(326 1

-05

pontok
Newton approx

*

0.7 0.75

0.8

(5026)
(%$127) subst (0.736634,x,P(x));

PEo0Z27) 0.35498032483925
(%128) subst (0.588552,x%,P(x));

PEoZ8) 2.8123254595016928
(%129) subst (0.602484,x,P(x));

(8o029) Z,905806088776457
(3130) subst (0.710981,x,P(x));

(8o30) 1.02%456140377167
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9. Laboratdériumi munka. Legkisebb négyzetek modszere

9.1. Linearis regresszi6

Feladat

Készitsen linedris regresszios egyenletet a megadott pontok alapjan!

X

7

5,6

14,7

Y

7,5

7

3,5

Megoldas

Megoldas Java programmal

package

/**

labor 9a lin regr;

* @author Beregszéaszi Istvéan
* @since 2016.04.29.

*/

public class Labor 9a lin regr {

public static double f (double x,

}

public static void main (Stringl]
13,

return a * x + b;

double x[] = {7, 5.
double y[] = (7.5,

double al = 0.0, a2 =

for (int 1 = 0

for (int 1 = 0; i < y.length;

Rl = Rl + (5.75 - f£(xI[i],
- f(x[i],
R1 / (R1 + R2);

R2 = R2 + (y[i]
R

}

for (int 1 = 0; i < x.length;

6,
7,

y.length;

S,

0.0,
= 0.0,

* y[il;

double b, double a)

args)
14.7}%};

3.5}

i+

+ O O

)

.0
0:

{

{

ad = 0.0, a,

{




System.out.println ("f (" + x[i]

}

+ ")=" + £(x[i], b,

System.out.println("R=" + R + " a=" + a + " b=" + b);

double x0 = 15.0,

fO = a * x0 + b;

System.out.println("f(" + x0 + ")=" + £0);

}

Java program altal készitett kKimenet

0)
6)=
3.0)
4.7)

=6.969858230617139
7.525240839678601
=4.589647048925162
=3.915253880779102

£(15.0)=3.7962433216945035
R=0.912414286315258 a=-0.39670186361532944 b=9.746771275924445

£(15.0)=3.7962433216945035

Megoldas Excel-lel

= 7 5,6 13 14,7
v=| 7.5 7 3,5
5,6 7 13 14,7 15
7 7,5 3,5 3,7963
Linearis regresszio
g . v = -03967% +9 7468
7 * RE=109124
B + 51
—— =
5 ® —— Linedris (s1)
) ¥
3
p
1
I:I T T
0 g 10 18 20
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Megoldas Geogebra segitségével

GorbeillesztésEgyenes[ {(7, 7.5), (5.6, 7), (13, 5), (14.7, 3.5)}]

* Algebra ablal X||» Rajzlap

Egyenes m

~® fiy=04x+975
Font

~® A=({7,75)

..... & B=(5.E,T} 5 4

..... & C=l:13,5:l

~® D=(147,35)

~® E=(15,38) 0 | | |
S7AM 0 5 10 15

Megoldas wxMaxima segitségével

load ("stats") $

s:[[(7,7.5], [5.6,7], [13,51, [14.7,3.511%
z:simple linear regression(s,conflevel=0.99);
wxplot2d ([ [discrete, s],

(
(2i1) [discrete, [[15,subst(1l5,x,take inference(model,z))]]],
take inference (model, z)],
[
[

x,-1, 20], [style,points,points,lines],
legend,

"Pontok", "Keresett pont", "Linedris regresszio"],
[xlabel, "x"], [ylabel, "y"])$
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Loading C:/Documents and Settings/bb/maxima/binary/binary-gcl
Finished loading ¢:/Documents and Settings/ bb/maxima/binarv/k
Loading C:/Documents and Settings/bkb/maxima/binary/binary—gol
Finished loading C:/Documents and Settings/bb/maxima/binarv/k
Loading C:/Documents and Settings/bb/maxima/binaryv/binary—gol
Finished loading C:/Documents and Settings/bbh/maxima/binary/k
Loading C:/Documents and Settings/bb/maxima/binary/binary-gcl
Finished loading C:/Documents and Settings/bbh/maxima/binarv/k

STIMPLE LINEAR REGRESSTON
model =9.746771275924445 -0.396701586301533 x
correlation=-0.95520379305044
v estimation=0.1155767326343
($03) |b_conf int=[-1.259270167243965, 0.46586644001333
hypotheses=H0: b = 0 ,Hi: b # 0
statistic=4.5645124558264604
distribution=[student t,2]

r value=0.0447962065159561

:]]; ' ' Pontok @
Keresett pont o
2 Linearis regresszio
rE
- 6 7
(3t 4] 5 ¢t
4 |
3t
2L
*] 1 1 1 1
0 5 10 15 20
%

R2=take inference(correlation,z)"2;
x0=take inference (model, z),x=15;

(%05) RZ2=0.912414-28631526
(%08) x0=3.7962435321654504
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10. Laboratériumi munka. Numerikus optimalizalas

10.1. Numerikus minimum keresése aranymetszés modszerrel

Feladat

Hatérozza meg a fiiggvény minimumat az adott szakaszon aranymetszés modszerrel!

/ . 4
f =31+ COS(6;2+‘°’5”1 ) ¢ crassa

Megoldas

Java megoldas
package labor 10a ar;

/**
* @author Beregszéaszi Istvéan
* @since 2016.04.30.
*/

public class Labor 10a ar {

public static double f (double x) {
return 3.1 + (Math.sgrt(2 + 6 * x) / (x * x * x * x = 3)) *
Math.cos (6 + 2 * Math.pow(Math.sin(x), 4)) / (x + 5);
}

public static void main(String[] args) {
double a = 4.3, b = 5.2, h = (b - a),
rl = (Math.sgrt(5.0) - 1.0) / 2.0, r2 = rl * rl,
va = f(a), yb = £f(b), c=a + r2 * h, d=a + rl * h,
yc = f(c), yd = £(d);
System.out.printf ("f(%8.6f, %8.6f, %8.6f, %8.6f) =",
a, ¢, d, b);
System.out.printf ("%$9.6f, $%$9.6f, %9.6f, %9.6f %n",
ya, yc, yd, yb);

int m = 1, maxIteracio = 25;
while (m <= maxIteracio) {
if (yc < yd) {

b = d;
yb = yd;
d = c;
yd = yc;
h =Db - a;
c =a + r2 * h;
yc = f£(c);
} else {
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ya = yc;
c = d;
yc = yd;
h b - a;
d =a+ rl * h;
yd = £(d);
}
System.out.printf ("f(%8.6f, %8.6f, %8.6f, %8.6f) =",

a, ¢, d, b);
System.out.printf ("%$9.6f, %$9.6f, %9.6f, %9.6f %n",
va, yc, yd, yb);
m++;
}
double p = a, yp = va;
if (yb < ya) {
p = b;
yp = yb;

System.out.println ("Minimum aranymetszéssel: yp = "
typ +"p="+4Dp);

A Java program altal készitett kimenet

4,300000, 4,643769, 4,856231, 5,200000
4,300000, 4,512461, 4,643769, 4,856231
4,512461, 4,643769, 4,724922, 4,856231
4,643769, 4,724922, 4,775078, 4,856231
4,643769, 4,693925, 4,724922, 4,775078
4,643769, 4,674767, 4,693925, 4,724922
4,674767, 4,693925, 4,705765, 4,724922
4,674767, 4,686607, 4,693925, 4,705765
4,686607, 4,693925, 4,698447, 4,705765
4,693925, 4,698447, 4,701242, 4,705765

f( ) = 3,100720, 3,099844, 3,099934, 3,100461
f( ) = 3,100720, 3,100012, 3,099844, 3,099934
f( ) = 3,100012, 3,099844, 3,099834, 3,099934
f( ) = 3,099844, 3,099834, 3,099858, 3,099934
f( ) = 3,099844, 3,099831, 3,099834, 3,099858
f( ) = 3,099844, 3,099833, 3,099831, 3,099834
f( ) = 3,099833, 3,099831, 3,099831, 3,099834
f( ) = 3,099833, 3,099831, 3,099831, 3,099831
f( ) = 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831
f( ) = 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831
£(4,693925, 4,696720, 4,698447, 4,701242) = 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831
£(4,693925, 4,695652, 4,696720, 4,698447) = 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831
f(4,695652, 4,696720, 4,697380, 4,698447) = 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831
f(4,695652, 4,696312, 4,696720, 4,697380) = 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831
f(4,696312, 4,696720, 4,696972, 4,697380) = 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831
£f(4,696312, 4,696564, 4,696720, 4,696972) = 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831
f(4,696564, 4,696720, 4,696816, 4,696972) = 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831
f(4,696564, 4,696660, 4,696720, 4,696816) = 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831
£(4,696564, 4,696623, 4,696660, 4,696720) = 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831
£(4,696623, 4,696660, 4,696683, 4,696720)

£(4,696623, 4,696646, 4,696660, 4,696683)

f(4,696646, 4,696660, 4,696669, 4,696683)

£(4,696660, 4,696669, 4,696674, 4,696683)

£( )

£y )

= 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831
= 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831
= 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831
= 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831

4,696660, 4,696666, 4,696669, 4,696674) = 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831

4,696666, 4,696669, 4,696671, 4,696674) = 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831
f(4,696666, 4,696668, 4,696669, 4,696671) = 3,099831, 3,099831, 3,099831, 3,099831
Minimum aranymetszéssel: yp = 3.099830684070096 p = 4.696670982424038
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A feladat megoldasa wxMaxima segitségével

(%11) g(x) :=3.1+sqgrt (2+6*x)/ (x"4-3) *cos (6+2*sin (x) ~4) / (x+5) ;

-'\||2 +6 x

Sosl6+2 sinfx)™
X4—3

(%0l) glx):=3.1+

Xx+5
(%12) dg(x) :=diff (g(x),x)$ dg(x);

BJEx+2 cos(x)sinlx)° sin(2 sin(X) +6) 6 x+2 coslZ sin(x) +6) 3 cos(2 sin(x) +6)
(303) x

(x5 RT-3) (x+51% (x%-3y (x+5)E x+2 (x2-3)

4536 x+2 cos(2 sinfx) 46

y 12
(x+5)(x"—3)
($14) wxplot2d([g(x)], [x,4.3,5.2]1)$

(5]
s 3.1008
2  3.1007
O 31006
= 31005
© 31004
I 3.1003
(t4) [Z  3.1002
2 31001
& 31
S 3.0999
o 30098 L0 . .., . . .
S 43 44 45 48 47 48 49 5 51 52
= X

(%15) p: find root(dg(x)=0, x, 4.3, 5.2);
(5olD) 4.69660691083266207

(%$16) minimum: g (p);
(%0B6) 3.09928330634070031
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10.2. Numerikus minimum keresése Fibonacci modszerrel

Feladat

Hatérozza meg a fiiggvény minimumat az adott szakaszon Fibonacci modszerrel!

3cos(l - x)

gx) =7~ -
V=4+2x+x

+2 sin[% xj, x €[2,1;5,4];

Megoldas

Java programmal készitett megoldas

package labor 10b fib;

/**
* @author Beregszéaszi Istvéan
* @since 2016.04.30.
*/

public class Labor 10b fib {

public static double f (double x) {
return 7 - (3 * Math.cos (1l - x))
/ (Math.sgrt(-4 + 2 * x + x * X))
+ 2 * Math.sin(4 * x / 3);
}

public static double F(int n) {

int fiml = 0, fim2 = 1, fi = 0;

for (int 1 = 2; 1 <=n + 1; 1++) {
fi = fiml + fim2;
fim2 = fiml;
fiml = fi;

}

return fi;

}

public static void main(String[] args) {
double a = 2.1, b = 5.4, eps = 0.0001;

int n = 4;

while (F(n) <= (b - a) / eps) {
n++;

}

//System.out.println("n = " + n);

int k = 1, maxIteracio = n - 3;

double ya = f(a), yb = f(b),
c a+ (1 -F(n-1) / FMmn) * (b - a),
d a+ Fn-1) / F(n) * (b - a),
yc = f(c), yd = £(d);
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System.out.printf ("f(%8.7f, %8.7f, %8.7f, %8.7f) =",
a, ¢, d, b);
System.out.printf ("%$10.7f, %01.7f, %10.7f, %10.7f %n",
ya, YC, ydr Yb);
while (k <= maxIteracio) {
if (yc < yd) {
b = 4d;
yb = yd;
d = c;
yd = yc;
c=a+ (1l -F(n-1-%k)/Fn-x%x)) * (b - a);
yc = f£(c);
} else {
a = c;
ya = yc;
c = d;
yc = yd;
d=a+Fn-1-%k)/Fn-%k) * (b - a);
yd = £(d);
}
System.out.printf ("£(%8.7£, %8.7f, %8.7f, %8.7f) =",
a, c,
System.out.printf ("%$10.7£f, %01.7f, %10.7f, %$10.7f %n",
yar, YCy
k++;
1
double p = ¢, yp = yC;
if (yb < ya) {
p = b;
yp = yb;
}
System.out.println("k = " + k + " iteracio utan");
System.out.println ("Minimum Fibonacci médszerrel: yp = "
typ +"p="+D);
}
}
A Java program kimenete
£(2,1000000, 3,3604878, 4,1395122, 5,4000000) = 7,0361940, 5,6225569, 6,2648909, 8,7410876
£(2,1000000, 2,8790243, 3,3604878, 4,1395122) = 7,0361940, 6,0031273, 5,6225569, 6,2648909
£(2,8790243, 3,3604878, 3,6580487, 4,1395122) = 6,0031273, 5,6225569, 5,6771657, 6,2648909
£(2,8790243, 3,1765851, 3,3604878, 3,6580487) = 6,0031273, 5,7074439, 5,6225569, 5,6771657
£(3,1765851, 3,3604878, 3,4741460, 3,6580487) = 5,7074439, 5,6225569, 5,6144352, 5,6771657
£(3,3604878, 3,4741460, 3,5443905, 3,6580487) = 5,6225569, 5,6144352, 5,6272323, 5,6771657
£(3,3604878, 3,4307324, 3,4741460, 3,5443905) = 5,6225569, 5,6133736, 5,6144352, 5,6272323
£(3,3604878, 3,4039014, 3,4307324, 3,4741460) = 5,6225569, 5,6153038, 5,6133736, 5,6144352
£(3,4039014, 3,4307324, 3,4473150, 3,4741460) = 5,6153038, 5,6133736, ©5,6131660, 5,6144352
£(3,4307324, 3,4473150, 3,4575634, 3,4741460) = 5,6133736, 5,6131660, 5,6134160, 5,6144352
£(3,4307324, 3,4409808, 3,4473150, 3,4575634) = 5,6133736, 5,6131561, 5,6131660, 5,6134160
£(3,4307324, 3,4370665, 3,4409808, 3,4473150) = 5,6133736, 5,6132052, 5,6131561, 5,6131660
£(3,4370665, 3,4409808, 3,4434006, 3,4473150) = 5,6132052, 5,6131561, 5,6131469, 5,6131660
£(3,4409808, 3,4434006, 3,4448952, 3,4473150) = 5,6131561, 5,6131469, 5,6131492, 5,6131660
£(3,4409808, 3,4424754, 3,4434006, 3,4448952) = 5,6131561, 5,6131485, ©5,6131469, 5,6131492
£(3,4424754, 3,4434006, 3,4439700, 3,4448952) = 5,6131485, 5,6131469, 5,6131470, 5,6131492
£(3,4424754, 3,4430448, 3,4434006, 3,4439700) = 5,6131485, 5,6131472, 5,6131469, 5,6131470
£(3,4430448, 3,4434006, 3,4436141, 3,4439700) = 5,6131472, 5,6131469, 5,6131468, 5,6131470
£(3,4434006, 3,4436141, 3,4437565, 3,4439700) = 5,6131469, 5,6131468, 5,6131469, 5,6131470
£(3,4434006, 3,4435430, 3,4436141, 3,4437565) = 5,6131469, 5,6131468, 5,6131468, 5,6131469
£(3,4435430, 3,4436141, 3,4436853, 3,4437565) = 5,6131468, 5,6131468, 5,6131468, 5,6131469
£(3,4435430, 3,4436141, 3,4436141, 3,4436853) = 5,6131468, 5,6131468, 5,6131468, 5,6131468
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k = 22 iteracio utan
Minimum Fibonacci médszerrel: yp = 5.613146826450896 p = 3.4436141304347823

Megoldas wxMaxima-val
(311) £(x):=7-(3*cos (1-x))/ (sqrt (~4+2*x+x*x))+2* (sin (4/3*x)) ;

doosil —H) . 4
(5ol) £lx):=7 +2 s1in|—x
'\II—4+2 H+HE 3

(%$12) df (x) :=diff (f(x),x);df(x);

(o2l dE(s)r=diff(Eisc), )

g x
g3 cos|— :
3 Feain(x—1) 3(Ex+Zicos{x—1)
g +

2 z 3se
Nxfi2x-4 2 x%izx-4)

(%$14) wxplot2d([f(x)], [x,2.1,5.41);

Sl

(%t 4d)

2*sin(4"3)-3"cos(x-1)/sqri(x"2+ 2" x-4 )

(Fod)
(%15) p: find root(df(x)=0, x, 2.1, 5.4);

(%05) 3.443582132569239
(516) £(p);

(%06) 5.8131468250426%2
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