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Elészo

A komplex analizis, mas néven komplex fiiggvénytan, a matematika olyan aga, amely a
komplex valtozokkal és komplex értékl fiiggvényekkel foglalkozik. A komplex fiiggvények olyan
leképezéseket jelentenek a matematikaban, amelyek értelmezési tartomanya és értékkészlete is a
komplex sik részhalmaza. A komplex analizist alkalmazzak kétdimenzios fizikai problémak
modellezésében és a szamelméletben is.

Ez a jegyzet elsdésorban matematika szakos hallgatok szamara késziilt, de hasznos lehet
mindazok szdmara, akik barmely mas szakon tanulnak matematikat.

A jegyzet fejezetekre van osztva, és minden fejezet altalaban két részbdl all. Az elso
részben roviden a fogalmak és alapelvek vannak bemutatva. A masodik rész pedig gyakorlati
feladatokbdl all, amelyek megoldéasa segit a fogalmak megértésében és elsajatitasaban, valamint
fejleszti a komplex analizis alkalmazasahoz sziikséges készségeket. Tehat ez a jegyzet egyuttal

bevezetd és onfejlesztd jellegli segédanyag.



1. A komplex szam fogalma

Re(z) a z komplex szam valos része, mig Im(z) az komplex szam képzetes része.

1.1. Addja meg z komplex szam Re(z) (valos rész) és Im(z) (képzetes rész) értékét:
a) 6i° +3i; b) @L+i)*; ®i+%; @i—%; )lil f) L-i)°;

9) 1+i+i%+ i3 h) + 13+l.i4; i) i—i% ) Xk B!

1.2. Addja meg z komplex szam Re(z) (valos rész) és Im(z) (képzetes rész) értékét:

@ljﬁ b) i+(8i+1)?; c) i'’;

d) 16i%2; &) (L+i)*: ﬂi_1+2£!

1.3. Hatarozza meg a z komplex konjugaltjat:

a)—3i° —5i?; b) (5+6i)°: ) 7;
d) i%; e) i(6i+7i%); f) —i(-i(@-i%);
0 i(-i+2);  h) i) 5 i 7

1.4. Hatarozd meg a z komplex konjugaltjat:

)ﬁ b) i+i%+i%+i* +i°; ) i+(@i+2)+(i+4);

d) —i(-i@1—i)); e)i’; f) 16 +i*)

1.5. Bizonyitsa be az aldbbi egyenldségeket:
A1+ =2""(neZ); bA+)"=(-1)"2"Mn€ETL)!

1.6. Keresse meg az x és y valos szamokat, amelyek kielégitik a kovetkez6 egyenleteket:
A Q+iDx+A+2D)y=1-4i;

by B3+2)x+(1+3i)y=4—-9i!



1.7. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszereket:

{(3—i)x+(4+2i)y=2+6i,
) (4+2i)x — (24 3i)y =5+ 4i;

b){ QR+idx+2—-Dy=6,
(B+2)x+(B-20)y=8;

x—y+2iz =20,

x + iy — 2z =10,
c){
ix+3iy—(1+1i)z=30!

1.8. Legyen a € C és va — olyan komplex szam, hogy (\/5)2 = a. Szamitsa ki:
a)Vv2i; b)V-15+8i; C) V=3 —4i; d) V=11 + 60i ;
e)¥V=1; fV8+6i; 9)V1—iV3; h) V2 —iviz2!

1.9. Oldja meg az alabbi egyenleteket:
Ax2-—Q2+D)x—1+7i=0;

b) x2 — (3 —2i)x + 5 — 5i = 0;
Q)2+ Dx*—GB—-Dx+2-2i=0;

d) (1 - )x2 — (2 — 16i)x — 23 — 39 = 0!

1.10. Bizonyitsa be, hogy:
a) a z komplex szam akkor és csakis akkor lesz valos, ha Z = z ;

b) a z komplex szam akkor és csakis akkor lesz tiszta képzetes, ha z = —z |



2. Komplex szamokkal végzett miiveletek

2.1. Végezze el az alabbi miiveleteket:
. . 1 .
a) (1—6|)(1+ 6|) , b) m(l-i- 2|) ;

d) @+i)(i° -i); e) (5+i)(15—3i):
g (1-D@+iHA -2+ 20);
) (1 — (1= 20)(1 - 30);

2.2. Végezze el az alabbi miiveleteket:

a) (L+i)(L+ 2i)(L+3i); b) rlai-(l—si);

d) (L—i)L—2i)(L—3i); &) i(L+i)1—i);

2.3. Végezze el az alabbi miiveleteket:

1+1 1-2i—-6
D ) i
Z+i| 4—|
d | , —;
) )5+i

2.4. Végezze el az alabbi miiveleteket:

5-6i i—i%+i® =i’
; b) ——7;
) 5-i ) 1—i
i+ i?
d ; e) — !
)i+i8 )1+i

c) A+i)(L+20);

f) (4—5i)(=2+3i) + (L+ 2i)(=3+ 4i) .
h) (1-103(1+0)3;

Ha+is!

) L+i)?(i-1?%;

f)z-%!
Z

(i+3)°.
R

1+i

1+5
i+




3. Komplex szam trigonometrikus alakja

A komplex szam trigonometrikus alakja a kovetkez6 z = r(cos ¢ + isin ¢), ahol r a
komplex szam abszolutértéke, ¢ pedig a komplex szam argumentuma. Ha z-t egy komplex
valtoz6 sikjan abrazoljuk egy ponttal, akkor az OZ vektor elhajlasanak szoge az OX tengelyhez
képest (6ramutatd jarasaval ellentétes iranyban) megegyezik a komplex szam argumentumaval

radianban mérve.

Hax > 0, akkor ¢ = arctg(y/x); hax = 0ésy > 0, akkorp = m/2;hax = 0¢s
y < 0, akkor ¢ = —m/2; hax < 0¢ésy > 0, akkor ¢ = ™ + arctg(y/x); hax < 0és
y < 0, akkor ¢ = —m + arctg(y/x). Az x = 0,y = 0 esetében az argumentum nem

létezik. Ha a ¢ értéke (—m, ] szakaszba esik, akkor azt f6 argumentumnak nevezik.
3.1. Hatarozza meg a z komplex szdm abszolutértékét:

a)i”,neN; b) (1+i)”,neN; C)_—,
|
d) i+i+i° i+ +i % e) 4 + 3i; f) i52 4 {1001
i3 . 5+i0 . 'L. H 1 1
g) 20 1 h) ' ! I)3+i’ J) (1-d@+i) °

3.2. Hatarozza meg a z komplex szdm abszolutértékét:

a) —i—i’% b) j?i(i+-k); C)'gi; d)i—/51

3.3. Hatarozza meg a z komplex szdm argumentumanak értékét:
a)i; b) —i?; ) 1+i°;
d) i% +i*+i®; e) 1+i/3; f) —1-i/31

3.4. Hatarozd meg a z komplex szam argumentumanak értékét:

a)1+1; b)l—_i c) z-Z; di—-i*+i®=i"; e i+i’+i®+i’; fiz-z!
i

i3’



4. Euler-formula e*” =cosgp +isin .

A komplex szam exponencialis alakja

4.1. Végezze el a miiveleteket:

a) (L+i)@-i); b) (L+i)*(L—i)%; ¢) siniz ; d) cosiz;
e) siniz +cosiz ; f) tgiz; g) ctgiz; h)e+%!

4.2. Végezze el a miiveleteket:
T . . s, T .. T T . T,
a) (COS—+I1SIn—)"; b) (cos— +isin—=)-(cos——isin—);
) (cos 2 ) ( A 4) (€05 2

. _ 17T .
c) cos(p, + @, +@,); d) e’ ; e) e%; f) e'"?

4.3. Irja fel a komplex szamot altalanos alakban (a /... jel alatt annak szamtani értékét értjiik):

_ (2+iv23)”

a) z = (17 + 34i)?; b) z TEnr
0)z=(6+i)73 ) =%;
&) z=(iV5+4); f)z=ﬁ
0) 2 = (V7 + V8" 7 =i G0
)z = (—V3+0)" hz= (1+i(«7§i;;(@i3i)8 ;
0= L V7= !

10



5. Komplex szamok miiveletei trigonometrikus és exponencialis alakban

Az = re”’ komplex szam n-edik gyoke meghatarozhaté a kdvetkezo képlettel:

o+2

. k -
Vz ="/|z|le" n ,aholn eN,k =0,n— 1.
A Moivre-formula a kovetkez6 alakban irhato fel:
(cosp+ising)" =cosng+isinng.

5.1. Emelje hatvanyra az alabbi kifejezéseket:

a) (L+1i)°; b) (1-i)°; c) (L+i)’;
d) (cosi)®; e) (sini)®; f)i+i®+i%+i%;
g) (cos%+isin%)1°; h) (sing —icos @)°!

5.2. Vonjon gyokot az alabbi komplex szamokbol:

a) Y1 b) ¥/-1; o) 4-i; d) ¥i+1; e) [3+4i[!
5.3. Moivre-formula segitségével hatarozzk meg az alabbi kifejezések értékét:

a) COS3X; b) sin3x; C) CoS2X; d) sinx+sin(x+ ) !

Bizonyitsa az alabbi azonossagokat:

2) cos(2n@) = Xp—o(— 1)K CZE (cosp)?* (sing)2M=;

b) sin(2ne) = ey (=1 CZ ™ (cos@)?** (sing)? =10+

Hasznalja a Newton-binomot!

5.4. Moivre-formula segitségével hatarozzk meg az alabbi kifejezések értékét:

a) CoS4x; b) sin4x; C) cos X+ Ccos(X + ) ; d) sin2x!

11



6. A komplex szam geometriai értelmezése

6.1. Hatarozza meg a komplex valtozoé sikjanak vonalait:
a) z=1+1i; b) z=t+it?; c) || =2;
d) |z+i|=1; e) [z+1=1 x>0; f) |2/ =3 x>0, y>0!

6.2. Hatdrozza meg a komplex valtozoé sikjanak vonalait:

L ) i
a) z=acosg+ibsing, ¢ €[0;2x]; b) z=t+3it; c) z=t+E,t>0;

d) argz:%; e) argz =|z|; f) |z =1x<0,y>0!

6.3. Hatarozza meg a komplex valtozo sikjanak tartomanyait:

a) |z|<3; b) 1<|7|<2; ¢) Imz>0;
1< <

d) Rez <0; e —1<imz<1; g t=Imz=i,
—-1<Rez<l1

6.4. Hatarozza meg a komplex valtozoé sikjanak tartomanyait:

a) [z| >3; b) |z| >R, R—x; ¢) Imz=0;

d) Rez=0; e) =t +it; f) 2] <11

12



7. Komplex valtozos fiiggvény

7.1. Fejezze ki a komlex valtozos fliggvény valos u(x,y) = Re (z) és képzetes v(x,y) = Im (2)

részet:
2 1
a) W(z) =z°; b)w=‘z ‘; c) W(z)=—;
Z+i
d) w(z) =i"™; e) w(z)=Inz; f) w(z) =e"”!

7.2. Fejezze ki a komlex valtozods fiiggvény valds u(x,y) = Re (z) és képzetes v(x,y) = Im (2)

részet:
a) W(z) =0 Z; b) w=+/z; ¢) W(z) == :
d) w(z) =2z*; e) w(z) =sinz!

7.3. Hatarozza meg f (X) = coS X + €0S 2X + C0S 3X + ...+ cos nx !
7.4. Hatarozza meg f (X) =sin X +Sin 2x+sin3x+...+sinnx!

7.5 Szamitsa ki az alabbi fiiggvények értékét a megadott pontokban:

a) cos(1 +i); b) chi; C) sh(=2 +1i); d) Ln(-1); e) Ini;

1+i,
2’

f) Ln g) Arcsini; h) Arcshi!

7.6 Hatarozza meg a hatvanyozas értékét:

a) 2¢; b) (—1)%; o) (1 + 0 d) (-1)"2; e) (3 — 4i)t*i!

13



8. Komplex szamok sorozatanak hatarértéke.

Komplex valtozos fiiggvény hatarértéke

8.1. Hatarozza meg az alabbi komplex szamsorozatok ¢és fiiggvények hatarértékét:

a) Iim(1+1] X b) Iim(l—lj : C) Iim(1+£j )
n—o n n—o n n—w 2n
. sinix . 1—cosix . sin®z

d) lim——; e) lim——-—; f) lim !
x—0 X x—0 X z—0 Z

8.2. Hatarozza meg az alabbi komplex szamsorozatok ¢s fiiggvények hatarértékét:

2 - r ==
.o X741 . I . SIniz
a) lim —; b) I|m(1+—j ; c) lim——;
x=i X +1 Z—0 z z—0 z
2
.oz -1 L
d) lim = e) limsiniz!
> 7 —| 70

8.3. Hatarozza meg az alabbi komplex fliggvények hatarértékét:

|
a) lim—;
70 Z

122
b) lim—;

z-0 Z
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9. Komplex valtozos fiiggvényének derivaltja. Cauchy-Riemann feltételek

Cauchy-Riemann feltételek: ou/ox=0ov/oy, ouloy=—ov/ox.

9.1. Ellenérizze a Cauchy-Riemann feltételeket a alabbi fliggvényekre:

a) W(z) =2°; b) w(z) =cosz; c) w(z) =%;

d) w(z)=12; e) W(z) =z|z; ) wz)=z+12!
9.2. Ellendrizze a Cauchy-Riemann feltételeket a alabbi fiiggvényekre:
a) W(z) =e’; b) w(z) =a’*; c) w(z) =e";

d) w=x*+y?+ixy; e) w(z) =sinz; f) w=x*+iy?!

9.3. Az alabbi fliggvények elemi fliggvényekhez vald Osszehasonlitasaval ellendrizze a Cauchy-
Riemann feltételek teljesiilését:

a) W(z) =sincosz; b) w=sine’; c) w=cose’;
.1

d) w=arctg z; e) w=sin—; f) w(z)=2z*!
z

9.4. Az alabbi fiiggvények elemi fiiggvényekhez vald Osszehasonlitdsaval ellendrizze a Cauchy-
Riemann feltételek teljesiilését:

1 1
a) w(z) =sinz®; b) w=——; OW=——;
sin z cos Z
d) w=|7 z; e) w=sin(z+cosz)!

9.5. Derivalhatoak e az alabbi fiiggvények:
a) W(2) = X+ y+iy; b) w(z) =iz; C) W(z) = x* +y* +iy?;
d) w(z)=zlmz; e) w(z)=zRez; f) w(z)=Rez+ilmz?

9.6. Derivalhatoak e az alabbi fiiggvények:

110, _ 1 2.
a) W(Z)=;+§, b) W(z)_cosz, c) w(z)=e’;
d) w(z) = z° +e""; e)W=\/§+i\/—; f) w(z) =xRez+iylmz?

15
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10. Az analitikus fiiggvény helyreallitisa annak valds (képzetes) része alapjan

10.1. Ha ismert az u(x; y) = Rew(z) [v(x; y) = Imw(z)], hatarozza meg az Imw(z) [Re w(z)]:

a) u=x>—-y?; b) u=cosx-chy;
) u=x>-3xy’; d) u=x*+y?
e) v=e'siny; fv=-y!

10.2. Ha ismert az u(x; y) = Rew(z) [v(x; y) = Imw(z)], hatarozza meg az Imw(z) [Re w(z)]:

Q) u=Xxy; by u=y;
c) u=x*; d) u=e*cosy;
e)u=£; lu=-y!

X

10.3. A alabbi feladatokban szamitsak ki az f(z) fiiggvény u(x,y) = Re f(z) valés és a

v(x,y) = Im f(2) képzetes részét és ellendrizze a Chouchy - Riemman feltételeket.

a) f(z) =sinz; 9) f(2) = tgz;

b) f(z) =shz; h) f(z) = thz;

c) f(z) =cosz; i) f(z) =2z", ahol neN;
d) f(2) =chgz ) f(z) =Inz;

e) f(z)=zlngz; K) f(z) =z/(1 - 22)?

f) f(a)=2z-e% ) f(2) = 2/ (2i — 2)!

17



11. Egylapu fiiggvények

Ha 2,22, viszontw(z,) # w(z,) akkor a komplex valtozos fliiggvényt egylaptinak nevezziik.
11.1. Egylapuak e az alabbi fiiggvények:
a) W(z) =3z +1,;
b) w(z) = Jz;
c) w(z) =z°?
11.2. Egylaptiak e az alabbi fliiggvények:
a) W(z) = 1 ;

z

b) w(z) =sinz;
c) w(z) =e*?

11.3. Egylapuak e az alabbi fiiggvények, valamint szamitsa ki a |f'(z)| és az arg f'(z) fuggvényt

az a pontban

a) f(z)=1/1+2), a=1i, e) f(z) =z+e%, a=—i;

b) f2)==Z-2)/(z+1i), a=1-1; f)f(z) =sin(14+2), a=1-i;
c) f@)=z-1)/2z+1), a=2i 9) f(z)=ch 3z, a=1+7i

d f@=z+i/(z+i), a=1+1, h) f(z) =tg (z/(1 +iz)), a=1i!

18



12. Komplex valtozos fiiggvény integralasa

12.1. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

a) fABzdz, ahol AB -vonal y = x%,z, = 0,z5 = 1 + i;
b) J,z Zdz, ahol 4B -vonal y = x%,z, = 0,2 = 1 + i;
¢) [,z Zdz, ahol 4B -vonal y = x,2z4 = 0,25 = 1 +§;
d) J, Zdz, ahol 4B - vonal y = Vx,z, =0,z =1+1i;
e) [, 2dz, ahol 4B -vonal y = x, z4 = 0,25 = 1 +1;
f) [,z 2dz, ahol 4B - vonal y* = x,2, = 0,25 = 1 + !
12.2. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

a) [,,xdz, ahol 4B -vonal y = x%,z, = 0,25 = 1 + i;
b) J,z ¥dz, ahol 4B -vonal y = x, z4 = 0,25 = 1+ §;
C) fABde, ahol AB -vonal y2 = x,z, = 0,z5 = 1+ i;
d) J,ze“dz, ahol 4B -vonal y = x, z4 = 0,25 = 1+ i;
e) [,;e7dz, ahol AB -vonal y = x?, z, = 0,25 = 1 +1!

12.3. Az elsé Cauchy-tétel érvényes-e: Ha f(z) szabalyos a D tartomanyban, akkor barmely zart
gorbére, amely ebben a tartomanyban helyezkedik el § f(z)dz =0:
4

dz sinz

a) J.zzdz:O; b) §—=0; C) I—dz:o;
BE! P BE!
i dz .
d) [sinzdz=0; e) j—zo, f) ferdz=07
‘Z‘:R ‘Z—Z‘:l z VyeC

12.4. Az els6 Cauchy-tétel érvényes-e: Ha f(z) szabalyos a D tartomanyban, akkor barmely zart
gorbére, amely ebben a tartoméanyban helyezkedik el§ f(z)dz=0:
4

g [E%2g 0, by [ g oo ) { jpsinasz=0;
FEN e 27 2=

d) §i23in22dz=o; e) farctgzdz =0; N §(°+2°)z=07
‘Z‘:O ‘Z‘:l VyeC
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13. Cauchy-féle integralképletek

Ha f(z) szabalyos a D tartomanyban, akkor minden y zart gorbére, ami ebben a
tartomanyban helyezkedik el, és minden olyan z-re, ami y bels6 részén talalhato, érvényes a

Cauchy-féle integralképlet: f(z) = 2—§ ; () d&. A Cauchy-féle integralképlet altalanosithatd a
7

I
komplex valtozos figgvényének derivéltjara is: ™ (z) = " :f (gf (f))m dé.
13.1. Szamitsa ki az alabbi integralokat:
2 §5|n(z+1)dz; b) j:coszlz; 0 fl-e -
EET— EEw B
d) § 52 gz, o f —% dz; N § Lar
\1'(2—/) \z\:ll(z—%) B

13.2. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

i-Inz cosz-sinz COS Z
a) dz; b) dz; c) —dz;
e N Flemy
cosz . sinz - e’
? 2 fy ® is 27(z i) “ " j_ziﬂ(z+i)d2!

13.3. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

7’ _ smz _ e? _
Y f_zi(z—i)“dz' ) foz 9 Jiz1- <z‘_i)sd2.'
CoS Z z° tgz
d ¢ ——dz; e) —dz; f) ¢ =-dz!
z§_4 I(Z_”)S j_z (Z _|)5 j_l 22

13.4. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

z

Inz 7 e 7 z .
a) z§_3 (Z_e)z 3 b) j_l (Z_Zi)5 3 C) zf_z (Z_i)ZdZ’
sinz—cos z 1 g2
d ¢ ——dz; e) ——4z; f) —dz!
j_l (ZI) z—i§_1/2 Z(Z - I) j_l z

20



14. Komplex tagu szamsorok

14.1. Kovergensek e az alabbi sorok:

3n+1 . n ). (1 1), (1 1),

2 Z(4n+1 2n +1]’ b) ;(HHFJ’ 2 ;(F“?j’

=1 .1 on+l . 1
9 ;(3_“+'2_"j; )Z(z::4 nj; f)z( 1)[ +'Hj9

14.2. Kovergensek e az alabbi sorok:

= 1" 1) = (n+1+in 1 _
2 ;[(Prﬁj HHJ’ le( 3n+1 j )z(nlnn nlnnlnnlnnj’
Sl agT) (s

14.3. Fejtse Taylor-sorba az alabbi fiiggvényeket a z, pont kdrnyezetében:

a) w=sinz, z,=i; b) w=cosz, z,=-i; ow=2z°% z,=i;

d w=e?, z,=1; e) w=e*, z,=1; e) W=(2-2)%, z,=1!
14.4. Fejtse Taylor-sorba az alabbi figgvényeket a z, pont kdrnyezetében:

a) w=sinz, z,=-i; b) w=cosz, z,=i; c) w=2z%, z,=i;

d) w=sinz, z,=1+i; e)w=e’, z,=i; flw=z-z, z,=i!

14.5. Fejtse MacLaurin-sorba az alabbi fiiggvényeket a z, = 0 pont kdrnyezetében:

a) w=sin(iz) ; b) w=cosz; c) w=(z+3)%;

d)y w=e"; e) W=shz; f)w=chz !

14.6. Fejtse MacLaurin-sorba az alabbi fiiggvényeket a z, = 0 pont kdrnyezetében:

. .1 1
a) W=12zSInz; b) w=zsin—; C) W==-C0SZ;
z z
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d) w=z-shz; &) w=e'?; f)W:ef%!

14.7. Fejtse MacLaurin-sorba az alabbi fiiggvényeket a szingularis pont kornyezetében:

a) 1i 17 <1; b) 7 <1; ) 7 <11

~2 -2 1-2)*’

14.8. Fejtse MacLaurin-sorba az alabbi fiiggvényeket a szingularis pont kérnyezetében:

2 1, [7<1; ) 22 <1 ot [f<1
1-z @-z°) @+z°)

14.9. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények zérd pontjanak rendjét:

i 2 _ Anc? ,
a)W:smz ; b)w:l cos z; o) w=e” —1:

z z

3 z _1_ 7
d)y w="9"2. &) w = z¢(e” — 1); pw=E 22

z 4
g) w=z%(e* —1); h) w=e™? -e* —1; iy w=>z"1

n=4
14.10. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények zér6 pontjanak rendjét:
2

_ 1—Z—|—cosz

a) w=e""" —sinz-1; b)w:z'—; c) w=e’;
z

d) w=2z%+16; e) W=2"+2i; f) w=(z° -1

2 2 5 - 1
g) w=e" —1; h) w=e? —1-2°; i) w=—!

z

14.11. Fejtse Laurent-sorba az alabbi fiiggvényeket a z, = 0 pont kornyezetében:

1 1 1
W=——: by w=——; c) w= !
2) z+1 ) z-3 )



14.12. Fejtse Laurent-sorba az alabbi fiiggvényeket a z, = 0 pont kornyezetében:

a)w:zsinl; b)w:izsinz; c)W:e_%;
z z

d)WziSe%; e)w=zcosl; f)W=i20052!
Z z Z

14.13. Fejtse Laurent-sorba az alabbi fiiggvényeket a 0 < z < oo tartomanyban:

1

27+= 1 . 1
a)y w=e 7; b) w=sin—sinz; C) W=C0S—C0SZ;
z z
22+4_ _ iz_ einG
d) w= T e) w=e"; f) w=siniz !
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15. Komplex valtozos fiiggvények szingularis pontjai

15.1. Hatarozza meg a komplex valtozos fliggvény szingularis pontjanak tipusat:

sin? z 1-cos®z 2
a) W= ? b) w==———; c) w=e ?;
) 2 ) 272 )
H 3
d)w:;z; e)w:izsinz; f)W:SmSZ !
(z-1(z-3) z z

15.2. Hatarozza meg a komplex valtozos fiiggvény izolalt szingularis pontjanak tipusat:

a) W=sinz; b)w:n;; c) w=1gz;

[Tk

p— 2_
d)w:2 z 252COSZ; e) w=ctg’z; f) w=tg3z!

15.3. Hatarozza meg a komplex valtozos fiiggvény végteleniil tavoli szingularis pontjanak tipusat:

. 1
a) W= L b)w:ﬁ; C) w=e?;
VA

sm%

. 1
d) w=cosz; e) w=sinz; fy w=2z3sin=!
z

15.4. Hatarozza meg a komplex valtozos fliggvény végtelentil tdvoli szingularis pontjanak tipusat:

z’ 1
1-7 z°(z+1) e’ -1
d) w=e’; e)Wzi' f) w=cosz!
’ cosz’ '
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16. Reziduumok Kiszamitasa

16.1. Szamitsa ki a kdvetkez6 fliggvények szingularis helyeihez tartozo reziduumokat:

a)w=i; b)w=;2; c)w=i;

1-z (z-D(z-2) z+1

1 1 1
W= W=D DW=

16.2. Szamitsa ki a kdvetkezd fiiggvények szingularis helyeihez tartozo6 reziduumokat:

a)w:zsinl; b)W:izsinz; c)w:zcosl;
z z z

d)W:iZCOSZ; e)er%; f)w:—se%!
z

16.3. Szamitsa ki a kdvetkezd fiiggvények szinguléris helyeihez tartozo6 reziduumokat:

. .1 1 1
a) wW=sinz-sin—; by w=—-——; C) w= ;
z (z-D(z-3) (z-D)(z-2)(z-3)
d) w= L : e)W:Z;Ll; f) w= 2"+l !
(z-D(z-2)(z—-3)(z-4) (z-5)(z-6) (z-1)(z-2)(z-3)

16.4. Szamitsa ki a kdvetkezd fliggvények polus helyeihez tartozé reziduumokat: w = L

H(x k)

16.5. Szamitsa ki a kdvetkez6 fliggvények reziduumjait az alabbi képlet szerint, ha

) P(20) #0,p(2,) = 0,'(z,) # 0, akkor res=—= 2(z) _ 9(zo) .

t(2)= 4"( :
w y(2)  vw'(z,)

1 1 1
w=—, z,=1b)w=s——"-——, 7z, =1; C) w= z,=0, z,=1;
) z-1" ° ) (z-1)(z-2)?" ° ) 2(z-1)" ° '
d)w—;z =i,2,=—1,2, = e)w—z—_4 z,=5 17,=6, z,=00;
(z-i)(z+i)"™® " T (z-5)z-6)" ° — & 7 7
f)w=&zsz, z,=0!
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17. Reziduumok alaptétele

Ha f(z) fiiggvény regularis egy Osszefliggd D tartomanyban, kivéve véges szamu
szingularis pontot {z;}, akkor az integral egy egyszer(i zart y gorbementén, ami a D hatara, a

kovetkezo képlettel hatarozodik meg

§ £)2)dz = 27zizn: resf(z,).

Y k=1

17.1. A reziduumok alaptételének segitségével szamitsa ki az alabbi integralokat:

1

1
- = dz: b dz;
Rl e reme ) e e a”
c) §Z;4dz; d) {Z;A'dz;
2 (2=5)(2-10) s (2—5)(z2-10)
224 4. nf—2=% 4
i (2=-5)(2-10)

e) —az
402 (z-5)(z-10)
17.2. A reziduumok alaptételének segitségével szamitsa ki az alabbi integralokat:

a) z+1 zZ; b) 2+l z
EEE (z-D(z-2) |73 (z-1)(z-2)

z+1

c) 2+l g, g § —2t 4.
|2-2|=0,5 (z-1)(z-2) 1705 (Z —1)(2 - 2)

e k2 S n § z" 41 dz!
|z-2]=0,5 (z-D(z-2)(z-3) 12515 (z-D(z-2)(z-3)

17.3. A reziduumok alaptételének segitségével szamitsa ki az alabbi integralokat:

a) z+1 dz b) z+1
s 2@ +i)(z+20) o5 2(Z+)(z + 20)
z+1 S ;dz'
e 2(z+i)z+2i) s 2@+ +D)
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_;dz; f) _;dz !
z(z+1)(z+1) 05 2(Z+1)(2+1)

e)jT

|2=2

17.4. A reziduumok alaptételének segitségével szamitsa ki az alabbi integralokat:

a) %dz : b) +dz ;
|2+i[=0,5 (Z"H) (Z_I) 2-1=05 (Z+|) (Z—I)
0) z+1 7° d) z+1
om0s 2 (2=0) wios 27 (2—1)
1 . 1
e) |21=05 (Z_l)ZZZdZ | f) z—ai.O,szn(Z_a)dZ |

17.5. A reziduumok alaptételének segitségével szamitsa ki az alabbi integralokat:

1 1

2205 2 (2 —2) 2052 (2—1)
o | -1 a; 0 L d;
2205 Z(Z+1) 305 (Z=D(Z-2)(z-3)(z-4)

1 1

if dz: f) ——dz!
|2|=1,5 (Z _1)(2 - 2)(Z _3)(2 - 4) |z—k|=0,5 H(Z _ k)

e)
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18. Az integralok Kiszamitasa zart gorbéken

a reziduumok segitségével a z = oo pontban

Ha f(z) regularis az Osszefiiggé D tartomanyban, kivéve a véges szdmu n szingularis
pontban {z;}, és nincsenek mas szingularis pontok a komplex valtozos sikjan, kivéve z = «,
akkor az integral a egyszerii zart y gorbementén, amely D tartomanyban talalhaté a kovetkezo

képlettel kiszamithato: {f(z)dz =-2nm-res f(o) . Ez a képlet megkonnyiti az integral
7

kiszamitasat a korabbi leirt modszerekhez képest, mert nem sziikséges megkeresni a reziduumot

az 0sszes véges pontban. Elég megkeresni a reziduumot a végtelen tavoli pontban.

18.1. Szamitsa ki az alabbi integralt a zart gérbe mentén a reziduumok segitségével a z = oo
pontban:

z+1
z(z+1)(z+2i)

a)§

|2=3

2z +1

b — = dz;

) Z§_3(z—1)(z—2) :
62° +5z2

i (2-3)%(2-)°

c)

_ 5
d) § 172> +62z 7

e (27"

iz’

f o
2 (2=D)(z+1)7(z+1)

e)

Z5 _3iZlOO

) —— o
212200 (Z+ )"
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19. Tobbértékii fiiggvények integralasa

19.1. Szamitsa ki a tobbértéki fliggvény integraljat:

V8 Jz
o § La, ) o a
iz 24 a2 (2-9)
2 2
c) f Ll_dz; d) f 24+1_dz!
Inz-27 InNz—n

|z-1|=1/2 |z+1=1/3

19.2. Szamitsa ki a megadott logaritmusos I integral értékét a C gérbe mentén!
a) I=sz"andz, aholC ={z:|z| =1}, és neNésLn1l=0.
b) I=[I|Lnz|dz, aholC={z:|z| =1}, és Lnl=0.
¢) I=[.Lnzdz, aholC={z:|z| =R}, és Ln R =InR + 2nmi.
d I= sz"andz, aholC ={z:|z| =1}, neN és Ln(-1) = im.
e) I=[l|lLnz|?dz, aholC={z:|z| =1}, és Ln1l=2mi.

Lnz

) I= chdZ' aholC ={z:|z| =1}, és Ln1l = 2mi.
9 I=["22dz, aholC={z: |z =3}

z-3
h =5
i) szcz”andz, aholC ={z:|z| =1}, neN és Lnl=0.

Lnz

dz, aholC ={z:|z| =1}, és Ln1l = 2mi.

) I=/[llnzldz, aholC ={z:|z| =1}, és Ln(-1) = 7im.

Ky I= fCLn z|dz|, aholC ={z :|z| =1}, és Ln1 = 4mi.

) I= fCILnZIZdZ, aholC={z:|z| =1}, és Ln1l=2mi.

m) I= fC%dz, aholC={z:|z| =2}, és Ln(—2)=1In2 + 3mi.
n I= fcanzl -|dz|, ahol C ={z:|z| =1}, és Ln(-1) = —mi.
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20. Improprius integralok kiszamitasa reziduumok segitségével

Az alabbi képletet fogjuk felhasznalni az integralok kiszamitésara:

Tf (x)dx =27 res f(z;),

ahol a reziduumokat a fels6é félsikban vessziik (az OX tengely felett). Az f(z) regularis fiiggvény

az Im(z) > 0 tartoméanyban, kivéve véges szamu szingularis pontokban, és nulldhoz konvergal

amikor |Z| — o , ahol a szabaly 1/|Z|n,n >2.

20.1. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

T odx
a ;
) J;O X2 +1

+00

C) J‘ dx .
e (X% +1)(x? +4)(x* +9) ’

400
) -[Ox4+1.

20.2. Szamitsa ki az alabbi integralokat:
+00
dx
a) | =
) [O (x% +1)3

° dx |
9 _[O x2+1)°%’

dx

, O<a<b<ceR;
[o (x%2 +a°)(x% +b%)(x%2 +¢?)

30

J'(x +1)(x +4)

+00

dx .
_'[O (X% +1)(x? +4)(x? +9)(x? +16) '

MLI
" _-[O(x2+1)2 -

° dx .
ke

b>a;

d
) '[O(x2+a 2)(x% +b?)’

+00

dx
" j (x? +4%)? !



21. Improprius integralok kiszamitasa a Jordan lemma segitségével

A Jordan-lemma a kovetkez6 formulakat adja az improprius integralok kiszamitasahoz:

Tf (x)cosax = -2z Im>_res(e™ f(z,)),

J f(x)sinax =27 Re)_res(e™ f(z,)),
ahol a reziduumokat a felso félsik szingularis pontjaiban van véve.

21.1. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

+00 +o0

cos x dx cos x dx “feos x dx
a) | = ; b) I = ; o l=|——7:
) _-!;x2+1 ) _-[Ox2+4 ) !:x2+a2
‘£xsin x dx ‘Exsin x dx “Fxsin2x dx
d)l=|————; e) Il =|——; Hl=|————"!
) _-[O x? +1 ) ! x> +9 ) J; X° +4
21.2. Szamitsa ki az alabbi integralokat:
‘fcos 2x dx ‘f'cos 3x dx ‘f'cos nx dx
a) | = |——; b) I = | ——; | = | ——-;
) Iw X +1 ) -([ x*+9 ) ! x*+a’
d) | _szinxdx_ )| _szin nx dx . f _szin xcosx dx |
JoxXP+a . X*+a’ . X+l

21.3. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

+00

a)I:I

—0

cosxdx b) I_T cosxdx
(X>+D(x2+4)° 2 (X +4) (x> +9)

T x?.cosx dx T xsinx dx
c) Il = : d) I = :
) I(xz +1)(x* +4) ) !(x2 +1)(x* +4)

—00

+00

x3 -sin x dx
. ) =.[

o | _T xsinxcosx dx
L (D (x2+4)

(X2 +D(x*+9)

0
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22. Trigonometriai racionalis fiiggvényektél valé

hatarozott integralok kiszamitasa

2z
Ebben az esetben a I R(cos@,sinp)de integral levezethetd a |Z| =1 zart vonalt integralhoz
0

a kovetkez6 helyettesitéssel:

sing =2 (z2-3), cosp=i(z+l), dz=—i%.
2 Z 2 Z Z

22.1. Szamitsa ki az alabbi trigonometriai racionalis fiiggvényektdl vald integralokat:

2z

a)lzj—d<” : b)I:I—d¢ :
5 COS@+2 2 COSp—2
2 2

c) | = Icos%odm d) | = ICOS4¢d¢;
0 0

2z f
e) | = ICOSZ ¢ dop , hasznélja a 2cos® ¢ = cos 2¢ +1 helyettesitést; f) 1= ICOSB @ do!
0 0

2
22.2. Vezesse ki a kovetkezd integral kiszamitasanak altalanos képletét: | = Icoszm pdp, meR!
0

22.3. Szamitsa ki az alabbi trigonometriai racionalis fiiggvényektdl vald integralokat:

2z b4 V4
a) | = [sin” g dg; b) I = [sin*p do; 0) I =[sin® pdo;
0 0 0
2 T 2”- 2m 2m
d) | =JSin2¢-COSZ¢d¢; e) |=JSin4¢-COS4¢d¢; f) I = [sin’" p-cos™ p do)
0
0 0

22.4. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

+00 +0

2 Izjsmxdx; ) I = Ismnxdx1 neR: o I=jsmxcosxdx;
% X o 0 X

d) I_+J3°sin2xdx_ 0 I_+j’°sin22xolx_ f I_T’sinznxdx HeRI
) X2 ) ) X2 ) J 2 ) !
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23. Laplace transzformacio

crer

(transzformalt fiiggvény) komplex valtozos fliggvényt nevezziik, ahol p = s + io

Hm=ff@f”ﬂ, ﬂﬂ=_fF@k“@-
0 a—ioco

Az eredeti és a transzformalt fliggvény kozotti Osszefiiggést igy jeloljiik:

f(®) =F(@) wvagy F()=/f().

A Laplace transzformacio fobb tulajdonsagai:

1

. Linearitas: af (t) + Bg(t) = aF (p) + BG(p).
Hasonlosag: = i%)
: g f(at) = ==

.Késés: f(t—1) = e P'F(p) .

. Eltolas: ePotf(t) == F(p — po) -

F®) «G(p) = [, f(x) * gt — 1)dr .

. Az eredeti derivaltja: f'(t) = pF(p) — f(0) .

. A transzformalt derivaltja: F™ (p) = (=)™ f(¢t) .

. Az eredeti integralasa: | Ot fdt = % :

. A transzformalt integralsa: %t) = fpoo F(p)dp .

23.1. Lehet e az f(t) eredeti fiiggvény, ha az f(t) folytonos, kivéve véges szamt szakadasi
pontban:
0, t<0 0, t<0
a) f(t) =t/ +t>; b) f(t)= ; c) f(t)=1si ;
) ()=t tO=11 ) tO=1sint o
sint t
0, t<0 0, t<0 0, t<0
d) f(t)=<: , ; e) f(t)= ; f(t)= ?
) 1O {€, t>0. )10 i%% t>0. 1o {@L t>0.
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23.2. Lehet e az f(t) eredeti fiiggvény, ha az f(t) folytonos, kivéve véges szamu szakadasi

pontban:
<
 t0-lt ) =1 o=l
a — ; = ; C = )
H, t>0. sine', t>0. % t>0.
0, t<0 1
d) f(t)=t+|t; e) f(t)=1," ; f) f(t)=—2x"2
) 1=t ) o-{5," 50, ) (0=
23.3. Hatarozza meg a transzformalt fliggvényt, ha az eredeti adott:
. % k t" _1. 3.
a) f(t)=1+t; b) f(t)=>t"= —E c) f(t)=5-t%;
k=0 -
d) f(t)=e'-1; e) f(t) =sint+cost; f) f(t) =sht+cht!
23.4. Hatarozza meg a transzformalt fliggvényt, ha az eredeti adott:
t —t. C kt em_l.
a) f(t)=e'+e™; b) f(t)=>e"="—;
k=0 e -1
c) f(t)=sinit+cosit ; d) f(t)=e'+e*;
e) f(t)=sint+sin2t; f) f(t)=sint+sinit!
23.5. A hasonlosag tulajdonsag segitségével hatarozza meg az eredeti fliggvényt:
a) f(t)=t, f(3); b) f()=t*, f(30);
o) f()=e*, f(t)=¢e""; d f)=et, ft)=e?;
e) f(t):sinvvt<.— 5 R f~(t):sint; f) f(t)=coswt — —; P o f~(t):cost!
. +w pr+w
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23.6. Hatarozza meg az eredti fiiggvényt, ha adott a transzformalt:

1 1

F(p) = : b) F(p) = :
Y F(p) p(p-5) ) F(P) p(p-D(p-3)

c) F(p):ﬂh; d) F(p):aﬁ);

1 1

; F = !
p?(p>-3)(p* +4) 0 FP) (p? -w?)(p? +w?)

e)F(p) =

23.7. Hatarozza meg az eredti fliggvényt, ha adott a transzformalt:

1 1

a) F(p)=—5——; b) F(p)= ;
p%(p+1) p*(p+1)

1 . p .

F(p) = ; d) F(p)=———;

& F = o p-2(r=3) )PP =)
2 2

e) F(p)= . 0 FP=——y !

(P-D(p-2(p-3)’ (0w p? + )
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24. Tétel az eredeti és transfotmalt fiiggvény derivaltjarol

Ha az f(t) az eredeti fiiggvény és derivaltjai f®(t),k = 1,2,.., akkor tetsz6leges
k=1.2..,n

fO®) = pF(p) = p* £ (0) = p*72f(0) — -+ = FED(0).

Tehat, f'(¢) = pF(p) — f(0).
t"f(t) = (D" F™®(),n=12,..

24.1. Keresse meg a transzformalt fliggvényt az eredeti derivaltjatol:
a) f(t)=sin¥t; b) f(t)=sin®t; c) f(t)=(t3)";
d) f(t)=sin“t, neN; e) f(t)=(et)(n)!
24.2. Keresse meg a transzformalt fliggvényt az eredeti derivaltjatol:
a) f(t)=(sht)’; b) f(t)=sin®wt; c) f(t)=(tcost)’;
d) f(t)=cos“Vt, neN; e) f(t)=(shwt)?”; f) f(t) = (chwt)"!

24.3. Keresse meg az eredeti fliggvényt:

) FOp) =5 ) FO(p) =T ) FOp) =P

) P = o e) F’(p):(—l)“ﬁ; f F’(p)=ﬁ!

24.4. Keresse meg az eredeti fiiggveényt:

a) F’(p)=(p_‘;)ﬁ; b) F(")(p):(p_%' c) ’(p)—(pa)%;

DFO(P) = O F(R) = s RO e
(p-a)°+w’ (p* +w?)? (p? +w?)?
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25. Tételek az eredeti és transzformalt fiiggvények integraljairol

i f@dr="2  Sf© = [7F()dq

25.1. Az eredeti fliggvény integraljarol valo tétel segitségével hatarozza meg a transzformalt

fiiggvényt:
t t t
a) [pdo; b) [¢" do; ) [singde;
0 0 0
t t t/t
d) ICOSqod(o; e) Isin Wodg f) j[fsin W(p’d(p’]d(p!
0 0 0\0

25.2. Az eredeti fiiggvény integraljarol valo tétel segitségével hatdrozza meg a transzformalt

fliggvényt:
t t t
a) [e* do; b) [pe* do; 0) [p*e* do;
0 0 0
t t t t
d) I.ﬁ.(j¢meawd¢J...d¢; e) [psingpde; f) [pcospde!
0 0 0 0
25.3. Az eredeti fliggvény integraljarol valo tétel segitségével hatdrozza meg a transzformalt
fliggvényt:
a)jd_p, p>1; b) | P psoa; c)jd—ﬁ, p>0;
s p-1 P+ A L P
[_dp pdp_. [_dp
d ; !
)-[p2+1 )Ip +1 1E)-r[pz—l

25.4. Az eredeti fliggvény integraljardl valo tétel segitségével hatdrozza meg az eredeti integraljat:

pT—w ) 2wp
a) | ———=dp; b) | ———=d
) _[[(DZ WZ)Z P ) _‘[(DZ_HNZ)Z P

d) Id?p p>0; e) T[T%Jdp;

AN Y
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26. Az eredeti késleltetésének tétele

f(t—1) =e F(p),Rep >0y, t <t

26.1. Keresse meg a transzformalt fiiggvényt a késleltetés tétel segitségével:
a) f(t)=sh(wt—1); b) f(t) = cos(wt — %) :
0 fO=sinwt-75);  d) fO=-3°"

e) f(t)=cos(t+7); f) f(t)=sin(t—17)!

26.2. Keresse meg a transzformalt fiiggvényt a késleltetés tétel segitségével:

a) f(t)=ch(wt+1); b) f(t)=e*t?;
¢) f(t) =sin(t-7/)cos(t - 7) d) ft)=01-1):
e) f(t)=e*"Ycos(t-1); f) f(t)=ch(wt—w)!
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27. A transzformalt fiiggvény eltolasanak tétele

e*f(t) = F(p— 1)

27.1. . Keresse meg a transzformalt fliggvényt az eltolas tétel segitségével:

a) f(t)=ecoswt; b) f(t) =e";
c) f(t)=esinwt; d) f@t)=e* -t
e) f(t)=e"-t; f) f(t)=e't+e”t? +e*t?!

27.2. Keresse meg a transzformalt fiiggvényt az eltolas tétel segitségével:

= nt 1 . tn_l.
a) f(t):g;e ey t>0; b) f(t)= i
¢) f(t)=e*[L+t? +t°); d) f(t)=e?-sht;
e) f(t)=e?.cht; f) f(t)=e*(sht+cht)!
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28. A konvolucio tétel

Az eredeti fiiggvények konvolucidjanak

£i(0) * fo(0) = f @t - D)dr = f fi(t - Df,@d
0 0

a transzformalt szorzata felel meg

f1(®) = f() = F1(p)F,(p)

28.1. Keresse meg a transzformalt fliggvényt a konvoluci6 tétel segitségével:

a) jr-e”dr; b) j-rz -Sin(t—r)dr;
C) j(—z”rt)dr; d) jsinr-(t—r)dr;
e) jc03W1~(t—r)dr; f) .t[ea"cos(t—r)dr!

28.2. Keresse meg a transzformalt fliggvényt a konvolucio tétel segitségével:

a) j.shz'-ch(t—r)dr; b) j.rs-ch(t—r)dr;
c) jrz (t-z)dz; d) jeaf -sh(t—z)dz;

t t
e) jCOSWT-Sin wit—z)dz; f) jr“ g7
0 0
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29. A gamma-fiiggvények és tulajdonsagaik
A gamma-fiiggvény alakja, amikor Refg > —1: T'(f + 1) =_[e‘fr/’dr.
0

Amikor 8 = {0,1,2,3,4,...},akkor T'(f + 1) = BL

Tetszéleges B-ra T'(B+ 1) = BI(B). Ezen kiviil ['(1/2) = Jz,[(=1/2) = =2z
Mivel a gamma-fiiggvény hasonlitt a Laplace-transzformaciohoz, ezért tulajdonsagait

hasznalhatjuk a transzformalt fliggvények meghatarozésara.

Példa. Tegyiik fell, hogy meg kell hatarozni a transzformalt fliggvényt, amikor f(t) = Jt. F(p) =
7 rar2y Iz

1
2p3/2 - 2p3/2 :

B 17 B
jtl’ze ptdt:WI(pt)Uze Pl (pt) =7 1'(3/2) =
0 P 0 p

29.1. Keresse meg a transzformalt fliggvényt a gamma-fiiggvények tulajdonsagainak segitségével:

a) (1) =At; b) f(t)=%; O f(t)=t92:
d) f(t)=t*; e) f(t)=t"?; f) f(t)=t>2!

29.2. Keresse meg az eredeti fliggvényt a gamma-fiiggvények tulajdonsagainak segitségével:

a) F(p)=ré§); b) F(p)=+P; c) F(p)=p},2;
1 1 1 1

d) F(p)=—; F(p)=—=+—=; F(p)=—+!

) F(p) o e) F(p) p3+p f) F(p) o
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30. Linearis differencialegyenletek és linearis differencialegyenletrendszerek

Linearis differencidlegyenlet Zak y" ™ (t) = f(t) konstans a, egyiitthatokkal, ahola, =1 ,
k=0

és a kezdeti feltételek y™(0)=y,,k=0,12,..,n—1 megoldhatdé a kovetkez8képpen. A

differencidlegyenlet bal oldalanak transzformaltjat A(p)Y (p) - B(p) az eredeti differencialés
tételével hatarozzuk meg, ahol A(p) és B(p) n-edrendii polinomok, Y (p) pedig egy ismeretlen
fiiggvény. Ezutan a differencidlegyenlet f(t) jobb oldalat is lecseréljik az F(p) transzformalt
figgvénnyel. Ennek eredményeként az differencidlegyenletbdl algebrai egyenletet kapunk
A(p)Y(p) — B(p) = F(p), amibdél meghatarozzuk a Y (p) fiiggvény explicit alakjat. Ezutan, a
Laplace inverz transzformacidval vagy a Laplace transzformacioé tablazatdval meghatarozzuk az
y = y(t) eredetet, amely a kezdeti feltételeknek megfelelden a kiinduld differencidlegyenlet
partikuldris megoldésa lesz.

Az eredeti fiiggvények tablazata

Eredeti Transzformalt Eredeti Transzformalt
1 1/p e"cos ot |(P-V/[(p - 2)° + ]
t" nl/p™t e“sinwt | wo/f(p-2)*+ o]
e Up-4) t-cos wt (0*- 0)(p* + )
cos wt p/(p° + w°) tsin wt 2po/(p”+ w°)
sin wt a)/(p2 + wz) ch wt p/(p2 - wz)
" e nl/(p - Y™ sh wt ol (p° - »°)

Példa. Oldja meg az alabbi egyenletet y +y = 0, y(0) =1.
Végrehajtjuk a Laplace-transzformaciot:
y'(t) =pY(p) - 1.
Az eredetit a transzponaltra helyettesitve kapjuk az algebrai egyenletet:
Yp)p+1D =1,
Innen
Y(p) = 1/(p + D).
A téblazat szerint
1/(p+1) =e".
Tehat a megoldas y = e".
30.1. Oldja meg az alabbi differencidlegyenleteket, ha adottak a kezdeti értékek:
a)y'+ay =b,y(0)=0;
b) ¥y —y' =6y =2,y(0) =1,y'(0) = 0;
)y +3y' =e*,y(0)=0,y'(0) =-1;
d)y"' —2y"+ 2y =sint,y(0) =0,y'(0) = 1;
e) y'"' +4y' =sin2t,y(0) = 1,y'(0) = -2;
f)y" —y" =e’y(0) = 1,y'(0) = y"(0)=0!
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30.2. Hatarozza meg a differencialegyenlet altalanos megoldasat:

a)y' +9y = cos3t ; b) y'' + 4y’ + 4y = e?t;

)y +2y =te ", d)y''+y’' — 2y = et

e)y''+y’ = e tsint!

30.3. Oldja meg az alabbi differencialegyenletet, ha adottak a nullas kezdeti értékek:

Ay +y = o), a0l (&) = {p° =0 5%

7 _ _(cost,0 =t <m,
b) y" +y = f(©).ahol f(©) = {57 S .~
e tho<t<1
no__ 14 — — ) —_ |
Ay’ =y =1 ahol &) ={ "0 T
30.4. Ha y;(t) —konstans egyiithatos differencialegyenlet megoldasa
y(n) + aly(n_l) + -+ any = 1
nullas kezdeti értékekekkel, akkor a
y® +ay® Y+t any = f(0)
differencidlegyenlet megoldasa ugyan azon nullas kezdeti értékekre az alabbi fiiggvény lesz:
t , t o
y(© = [{y' @F(t = Ddt = y1(OF(0) + [ £ @y (¢ — Ddr.
Az megadott mddszert segitségével keresse meg az alabbi differencidlegyenletek megoldasat:

! 144 14 ! 1
a)y' —y= b)y"+y = oy’ —y' = !

et+3’ 1+et’

30.5. Keresse meg a differencialegyenletrendszerek megoldasat, ha adottak a kezdeti ér%[;'rlil;:
{220 2@ =1, y© = -1

b) x’y;j/ j-xx_+yet , ¥(0) =0, y(0) = 0;

ORI =0 w0

I sm=1 v =1,

xX'+2y+5x=0"
) {Zx” +x—y' = —-3sint

= ! = = I
x+y' = —sint ,x(0) =0,x"(0) =1,y(0) = 0!
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