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Ez a jegyzet elsdsorban matematika szakos hallgatok szamara késziilt, de hasznos lehet
mindazok szdmara, akik barmely méas szakon tanulnak matematikat.

A jegyzet 6nalld6 munkara szolgéald 30 valtozatbol all, és egy tipikus valtozat megoldasat is
tartalmazza. Minden feladat részletesen leirt, és 1épésrdl 1épésre vezeti a tanuldt az eredmény
eléréséig. A moddszertani utmutatd kiilonosen hasznos a gyakorlasban €s a sajat eredmények
ellendrzésében. A tipikus példavaltozat megolddsa még inkdbb segit abban, hogy megértsiik a
feladatokkal kapcsolatos elméleti alapokat és azok alkalmazésat.
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Eloszo

A komplex analizis, amelyet mas néven komplex fiiggvénytanként is ismeriink, egy
matematika aga, amely a komplex valtozokkal és komplex értékii fliggvényekkel foglalkozik. Ez a
terlilet a matematikaban a komplex szamokon alapul, amelyek valds és képzetes részbdl allnak.

A komplex filiggvények a matematikaban olyan leképezéseket jelentenek, amelyek
értelmezési tartomanya ¢€s értékkészlete is a komplex sik részhalmaza. A komplex sikot gyakran a
valds szamok sikjanak gondoljuk el, ahol a valos szdmok a vizszintes tengelyen helyezkednek el,
mig a képzeletbeli szamok a fiiggdleges tengelyen.

A komplex analizis rendkiviil hasznos és fontos a fizikaban, kiilonosen a kétdimenzids
problémak modellezésében. Segitségével megérthetjiik és vizsgalhatjuk a villamos &aramlast,
héterjedést vagy elektromagneses jelenségeket.

Ez jegyzet els6sorban matematika szakos hallgatok szamara késziilt, de hasznos lehet
mindazok szdmara, akik barmely més szakon tanulnak matematikat.

A jegyzet 6nalld6 munkara szolgalo 30 valtozatbdl all, és egy tipikus valtozat megoldasat is
tartalmazza. Minden feladat részletesen leirt, és 1épésrdl 1épésre vezeti az tanuldt az eredmény
eléréséig. A modszertani Utmutatd kiilondsen hasznos a gyakorlasban és a sajat eredmények
ellenérzésében. A tipikus példavaltozat megoldasa még inkabb segit abban, hogy megértsiik a

feladatokkal kapcsolatos elméleti alapokat és azok alkalmazésat.



Tipikus valtozat megoldasa
1. feladat.
1) Hatdrozza meg a z3=-1+i ¢és zp =1+ J3i komplex szdmok abszolutértékét és

argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
. 5 2. VA .
2) Keresse meg: a). 1 -Z,; b). /21 ; C). ?\’/2—1!

Megoldas.

1) Abrazoljuk a komplex sikon a komplex szdmokat. A 7y =—1+1 szamnak az M 1(—1; 1)

pont felel meg, miga z, =1++/3i -nekaz M 2(1; \/§) pont.

Az abszolutérték és argumentum meghatarozasahoz a kovetkezo képleteket hasznaljuk:

arctgl, ha x>0,
X

r=z=y 2iy2 ¢sp=argz= arctglwz, ha x<0, y>0,
X

arctgl—ﬂ, ha x<0, y<0.
X

Kapjuk:
r1=|21|=m=x/§, (pl=argzlzarctg_Tl+7;:_%+,,=3_”,

4
2
I”2=|22|= 12+\/§ =2, @, =agz, :arctg?:%_

Ahhoz, hogy attérjiink a komplex szam algebrai alakjatol annak trigonometriai €s

exponencialis alakjdhoz a kovetkezd képleteket:
z=r(cosp+ising) és z=re'?.

fgy kapjuk:

7y = ﬁ(cos% +isin 37”)



.37

Ii
21 =~2e 4,
V1
Z9 =2/ cOS—+isin— |,
( 3 3)

T
[

71=2e 3.
2)a) 7122 = (—1-i)- (L+V3if =(—1—i)-(12 + 230+ 3i)2j=(—1—i)-(1+ 2./3i -3)=

= (-1-1)-(2v/3i ~ 2) = ~2/3i + 2 2/3i% + 2i = ~2/3i + 2+ 23+ 2i =
= (2+243)+ 2-243);

p 22 _L+3 f+V3i)-1-1) —1-i-v3i-+3? -1-i-+3i+3 _
7z,  —1+i  (-1+i)-1-i) (1P -7 1+1 -

_—l+\/§—(1+\/§)i_—1+\/§_1+\/§i_

- 2 ) 2

c¢) Hasznaljuk a kovetkez6 képletet

Q/E:Q/F(coswﬂsin (p+2ﬂkj, k=0,1 .., (n-1).
n n

27K 27K
%/_ J-1+i %/_[cos /+ +isin 4; J

7T 3T
ha ko:%[cos /+|sm /J (cosz+isin£j:§/§(£+£i}
3 4 4 2

2

3/ 121 37/ +2r
ha k=1: Q/E[cos AB +isin 43 =§/§(005111:+'S'n%j

37/ +Ax T +4n
ha k=2: G\/E[COSAT+iSIn / (COS]f—2ﬂ+ISIn]f—2”)=

ool ()

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam

algebrai alakjaban irja fel:

a) f(z)=cosz, z, =%+3i;



b) f(z)= Arctgz, z, :#!

Megoldas.
a) cos(£+3ij = cos Z cos 3i —sin Zsin 3i :lch3—i£sh3;
3 3 3 2 2
b) A meghatarozas szerint Arctgz = —;2 Ln E
b ey
itz 1 3 1 [ 3 -ile3),
IE_I? 2+|{1—2J
Arctgl_; 3 :-%Ln:;—i:-%Lni(2+\/§):-%(In‘i(2+\/§l+iarg(i(2+\/§))+ 27zki):
:‘i<2+\/—] 2+\/— i(ln(2+\/_) ( +27sz 1( +27zkj—iln(2+\/§)
arg(i(2+x/—))=— 2 2\2 2

3. feladat. Hatarozza meg az f (Z) =sin z2 fliggvény differencidlhatdsagi tartomanyat és
keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!
Megoldas.
Meghatarozzuk az f (z) fiiggvény valos és képzetes részét:
f(z) =sinz? =sin(x +iy)? =sin(x* — y* +i2xy) =sin(x* — y?) cos(i - 2xy) +
+cos(x? — y?)sin(i - 2xy) = sin(x* — y?)ch(2xy) +icos(x* — y?)sh(2xy).

fgy kapjuk:
u =sin(x* — y*)ch(2xy);
v = cos(x* — y?)sh(2xy).
Megkeressiik a 6_u 8—“ @ il parcidlis derivaltakat, és meghatarozzuk azon pontokat,
ox dy ox oy

melyek kornyezetében léteznek és folytonosak lesznek, és azokat melyekben teljesiilnek a
Cauchy-Riemann feltételek:

u_ovoou_ oy

ox oy oy  ox
= (sin(x® — y?)ch(2xy))’, = 2xcos(x* — y*)ch(2xy) + 2ysin(x® — y*)sh(2xy),

= (cos(x* — y*)sh(2xy)), = 2ysin(x* — y?)sh(2xy) + 2xcos(x* — y*)ch(2xy) ,

@|%> Q)|Q)



vagyis Z—u = (ol minden valés x és y értékére, és folytonosak az R? sikon.
X
%u = (sin(x® — y*)ch(2xy))!, = -2y cos(x* — y*)ch(2xy) + 2xsin(x* — y*)sh(2xy),
8\/ 2 2 i H 2 2 2 2
= = (cos(x” — y“)sh(2xy))’ =—-2xsin(x" —y“)sh(2xy) + 2y cos(x” — y“)ch(2xy),
. ou o . , g 2
vagyis 5 = o minden valos x és y értékére, €s folytonosak az R sikon.
Mivel a Cauchy-Riemann feltételek teljesiilnek minden (X,y)-ra és a a_u,a_u’@’@
OX 0Oy OX oy

parcialis derivaltak folytonosak az (X,Y) tetszéleges kornyezetében, ezért az f'(z) derivalt 1étezik

a C sik tetszéleges z = X +1y pontjaban.

Meghatarozzuk a derivaltjat:

f'(z)= Z—z +i % = 2xcos(x? — y?)ch(2xy) + 2ysin(x? — y?)sh(2xy) —

—i-2xsin(x* — y*)sh(2xy) +i - 2y cos(x* — y?)ch(2xy) =

= 2x(cos(x2 - yz)cos(i ~2xy)—sin(x2 - yzﬁin(i -2xy)) + 2iy(—sin(x2 - yz)sin(i 2%y )+
+ cos(x2 - yz)cos(i -2xy)) = 2xcos(x2 —y+ 2ixy)+ 2yi cos(x2 —y+ 2ixy):

= 2xcos (x + iy )* + 2yi cos(x + iy )* = 2(x +iy) cos(x + iy)? = 2z cos z°.
Kapjuk, f'(z)=(sinz?)' =2zcosz?, V zeC.
A derivalt valos része:

Z—i = 2xcos(x? — y?)ch(2xy) + 2ysin(x® — y?)sh(2xy),
¢és képzetes része:

% = —2xsin(x* — y*)sh(2xy) + 2y cos(x* — y*)ch(2xy) .

4. feladat. Hatarozza meg a z =5tgt —3isect gorbe tipusat!

Megoldas.
2(t)=x(t)+ iy(t)=5tgt — 3i sect.

{x =5tqt,
Innen
y =—-3sect.

t = arctg,
Kifejezziik a t-ét minden egyenletbdl: >
t= arccos(— —j.
y
9



Elhagyjuk a t-ét:

[-3)-u
arccos| —— |=arctg—.
y 5

- 3)) o )
COS| arccos| —— | |=C0s arctg— ,
y 5

3] 5 3 5
COS[ﬂ'—arCCOS— i R ———
Y) x? 452 Y x? 452
2
259" 2,05
9
y2 X2

2 ——_ =1 —hiperbola egyenlete.
9 78 p gy

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van
megadva:

1<|z-i[<3,
Y %Sarg(z—i)<2?ﬂ;
gf—qs4
b).
Rez >1!

. /4 N 21
a). A keresett tartomany a 1< |Z - || <3 gyiri és a 5 < arg(z — |)< — sz0g belsd részének

metszete lesz:

b). A ‘22 - 4‘ =4 gorbét descartes koordinatarendszerben irjuk fel:

22 —4=(x+iy) —4=x2+2ixy —y* —4 = (x> —y? —4) + 2ixy

10



‘22 _4‘:\/()(2 _y2 _4)2 +(2xy)2 =\/(X2 —y2)2 —8(X2 —y2)+16+4x2y2 =
=\/( 2+y2)2_8(x2—y2)+16;

Innen, \/(x2 + y2)2 —8(x2 — y2)+16 =4,

2
Vagy (x2 + y2) —8(x2 — yz):O,
2
(X2 + y2) = 8(X2 - y2 ) — Bernoulli lemniszkata.
Nyilvanvalé, hogy a ‘22 — 4‘ <4 azon pontokat hatdrozz meg, melyek a Bernoulli

lemniszkatdn és annak belsejében helyezkednek el. A Rez >1 egyenldtlenség azon pontokat
hatarozz meg, melyek az X =1 egyenes jobb oldalan helyezkednek el. A keresett tartomany ezen

tartomanyok metszete lesz:

o

- s
4

6. feladat. Lehet e az u=e*cos2y fiiggvény valds része valamely f(z) analitikus
fliggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f (0)=1!

Megoldas.

Meghatéarozzuk a parcialis derivaltakat:

a_ 2e** cos 2y, a_ —2e*sin 2y,
OX oy
2 2
8_121 = 4e* cos 2y, 6_[: = 4% cos 2y.
OX oy
Kapjuk, hogy
o’u  o%u

o Toyr e cos2y—de¥ cos2y =0, ¥ (x y) < R"

Tehat az u(x,y) harmonikus a C sikon, és létezik olyan f(z) analitikus fliggvény, melyre

f(z) =u(x,y)+iv(X,y).

Cauchy-Riemann feltételek szerint:
11



@:8_u22e2x cos 2y, (1)
&y ox

ov ou P

— =——=2e""sin2y. 2
> oy y )

Integraljuk az (1) egyenletet y valtozd szerint, igy a képzetes részt kapjuk a C(x)
Osszeadandd pontossagaval:
v=e*sin2y+C(x). (3)

Derivaljuk a (3)-st x szerint:
ov .
— =2e*sin2y + C'(x).
= y+C'(x)

A (2)-hez valo 6sszevetéssel, kapjuk, hogy C'(x) =0, inenn pedig C(x)=4.
Tehat, kapjuk
v=e”sin2y+4 n
f(z) =u+iv=e"cos2y+ie® sin2y +iA =e*(cos2y +isin2y) +iA =ee® +iA =
=2 LiA=e” +iA.
mivel f(0)=1, kapjuk A=0.
Végil, f(z)=e?.

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik

IRez| <1,
I

1
a W= — leképezés altal, ha D !
z Imz>0

Megoldas.

El6szor megkeressiik a D tartomany L hatarvonalat, és ezutan a D tartomany tetszdleges
pontjanak képét hatarozzuk meg.

A gorbe kép egyenlet meghatarozasanak szabadlya

Legyen a z tartomanyban az F(X,y) =0 gorbe megadva. Hogy megkeressiik a gorbe kép
egyenletét @(u,v) =0 a w tartomanyban w= f(z) =u + iv leképezés soran, ki kel vonnunk az X
¢és y valtozokat az egyenletekbdl:

u=u(xy)

V=V(X,Y) 1)
F(x,y)=0

Ha a gorbe paraméteres egyenlettel van megadva, vagyis:

{x = x(1),

vagy z=z(t)=x(t)+iy(t),
y=y(t)

12



akkor a képének paraméteres egyenlete a W= f(z) =u +iv leképezés soran a kovetkez6 lesz:
{u =u(x(t), y(®)=U (1)
v=V(x(t), y(t)) =V (t)
A megadott feladatban a D tartomany hatarvonala harom részb6l tevédik Ossze:

L :x=-1 y20, L,:x=1 y=>0, L,:y=0-1<x<1. Megkeressiik annak képét a megadott

leképezés soran.
Kiirjuk a fliggvény valos és képzetes részét.

1 1 x=iy

7 X+iy xP+4y?’

X, y

u= ) - .
x2+y2 x2+y2

Megkeressiik a hatdrvonal els6 részének képét. Ehhez dsszeallitjuk az (1) egyenletrendszert:

yo X
X2 +y?’
1
Ty
V= Zy ~,= y
X2 +y y
V=-—
1+ y?
x=-1 y=>0

Négyzetre emeljiik az egyenletrendszer els6 és a masodik egyenletét:

1+ y?

—u.

- <0
1+y?

1 1
Végiil a hatarvonal részének képe (U + 5)2 +v% = 7 hau<0, v<0.

: 1 1
Hasonléan meghatarozzuk a hatarvonal masodik részének képét L,: (u _E)z +v2 = 7 ha

u=>0, v<0.

Az L, képet az alabbi egyenletrendszerbdl hatdrozzuk meg:
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yo X
X2 +y?
y u=2
V:_x2+y2’:> X
v=0
y=0, -1<x<1

Tehét, az L,: v=0, u>1, ha 0<x<1lés u<-1ha -1<x<0; u=0. Abrazoljuk az
L,, L,, L, hatarvonal részeketa W sikon.

A D tartomany képének abrazolasahoz a W sikon vesziink egy kontroll pontot. A z =i
ponta w=—i pontba képzdidik.
¥

A
. (z) o1 &
w=f(z)
—_—
1 95 o5 1 &

4 o x b Oh 4

8. feladat. Keresse meg az alabbi fliggvények Laurent-sorba vald fejtését az f(Z)

fiiggvénynek a z — 7 hatvanyai szerint! Hatdrozza meg a f6- és szabalyos részét!

2z +1
a) f(z)=———, z,=0;
) 1) 2247-2""°
o) f)=— 21, g
(z-1D(z+2)
Megoldas.

2z +1
a) Az f(2)= 2+2 fiiggvénynek két szingularis pontja van: z, =1 és z, =—-2. Jeloljik
VANE V4

azokat a Z sikon, és két z, = 0 kozéppontu kdrvonalat abrazolunk, melyek megfeleléen z, =1 és

z, =—2 ponton haladnak at. Tehat van harom olyan tartomany, melyekben az f(z) fiiggvény
analitikus lesz:

v 4 1)z <1;

(1N

7

2) 1< 7| <2 gyiirii;




3) |z| > 2 tartoméany, mely a |z| < 2 korlap kiils6 része.

Megkeressiik az f(z) fiiggvény Laurent sorat ezen tartomanyok mindegyikében a

kovetkezd képletet hasznalva:

-

(1-t)*" = =14t +t2 +t Lt (1)

[EEN

-t
minden t| <1.

Az f(z) figgvényt elemi tortfiiggvények osszegeként irjuk fel:
2z+1 1 1

5 = + )
2°+z2-2 z-1 742

1
1) Vizsgaljuk a ‘Z‘ <1 korlapot. A 71 és > elemi tortfiiggvényeket pedig az 11'[
z- Z+ —

alakban, ahol [t/ <1 amikor |z|<1. Az f(z) fiiggvényt a kovetkezd alakban irjuk fel:

f(z)=- 11 + ; 12 Az ilyen tortfiiggvényekhez mar hasznalhatjuk az (1) képletet.
—Z
1+

. 1 i
A |z| <1 tartoméanyban, az (1) képlet szerint 1—=l+ 2+2° +72° +..+2" +.... Mivel 7| <1
A

és annal inkabb ; <1 (ha |z/<1, akkor anndl inkébb |z|<2), tehat, az (1) képlet szerint

2 3 n
12 N A ED S+
1+-— 2
Tehat,
2 3 n
—L+EL:—1—Z—ZZ—23—...—Z”—...+£—E+Z——Z—+...+(—1)n . —r =
1-z 2, 7 2 4 8 16 2"
+i
1 3. 7., 15, 2" -1 = 2™ 1 A . Z"
-———7-—1"-—70" 7 —.m== Yy ————72"=—> 27"+ (-1 =
2 4 8 16 2n+1 ; 2n+1 ; g( ) 2n+1
S (_1)“ n
=2 G Dz
2 (om

A kapott kifejtés csak a Laurent sor szabalyos részét tartalmazza.
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2) Vizsgaljuk a 1<|z|<2 gyiiriit. Ebben a tartomanyban felirjuk az f(z) fliggvényt az

alabbi alakban f(z) = li li A tortek nevezdiben az 1—-t alaku kifejezéseket irtuk

1, 12,2
z 2
fell, ahol [t/ <1.
. 1 . 1 1
Mivel |z/>1, ezért | =<1 és az (1) képlet szerint — = =1+"+ " + 4.+ "+
1_3 z 1° 1 z
z
1 z 7? 7° Lz
Mivel ‘ ‘<2 ezért az el6z6 esethez hasonldan . =1l-—+————+..+(-D" —+
LI 2 2
2
Tehait, 111+112 =
Z9_2 29,2
z 2

0

1+i+i+ +i+ PSS PO PR LI +(1)l “+...:=Z Z -
z 22 7P z" 2 4 8 16 2" ~7" = 2n+

A kapott kifejtés a fo- és szabalyos részét is tartalmazza a Laurent sornak.

<1, ezért az (1) képlet szerint

3) Vizsgaljuk a |z| > 2 tartoméanyt. Ezen tartoméanyban 1
z

1 1 1 1 1
—— =l S+ttt
11 z 7° 2 z
z
. . z |2 .
A vizsgdlt tartomanyban > >1, vagyis | <1 ezért
z
12:1—2+42 8 —+..+(=D)" 2—+
1.2 z 7* 7° z"
z
L . . . 1 11
Az f(z) figgvényt a kovetkezo alakban irjuk fel f(z)=—71 ERRTE A kapott feliras
Z1-= T14f
z z
szerint kapjuk
f(z):1(1+l+12+13+...+1n+...+1—2+42—83+..+(—1)”n+...J:
z z 7° 2 z z 7 2 z
0 _12n1 oo1+( l)nl 2nl

=2

n=1 1 n=!

A kapott kifejtés csak a Laurent sor {6 részét tartalmazza.
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b) Az f(z) figgvénynek 2 szingularis pontja van z, =1 és z, =—2, melyeket a Z sikon
jelolink meg. A z, =1 pont egybeesik a z, =1. Huzunk egy z, =1 kdzéppontu korvonalat, mely
z, = 2 ponton halad 4t.
Megfeleléen két olyan tartomany létezik, melyekben az f(z) fliggvény analitikus:
1) 1<|z-1| <3 gytri;

¥

/ /_\ Megkeressik az f(z) fiiggvény Laurent sorat
-2 1
\ J * mindegyik tartomdnyban az (1) képlet segitségével. Ehhez

felijuk az f(z) fliggvényt elemi tortfiiggvények

2) |z-1>3

Osszegeként:

2z +1 1 1
5 = + )
2°4+z-2 -1 z+42

1) Elészor kifejtsik az f(z) fiiggvényt a z—1 hatvanyai szerint a 1<|Z—]4<3

tartomanyban. Az elsd tortfiiggvény mar hatvanya a z —1-nek. A masodik tortfliggvényben pedig

1 1 1
elvégezziik a z—-1=t helyettesitést, akkor z=t+1 és = A tortfliggvény a t
z+2 t+3 t+3

hatvanyai szerint, hasonloan az el6z6 feladathoz. Amikor0 < ‘t‘ <3, akkor a kovetkezd felirast

hasznaljuk:

1 11 1(, t t* ¢t t" (<" -t"
1- +— ———+.+(-D" —+.. -
[ 3 9 27 = 3" J Z; 3™

Forditva, visszahelyettesitjiik a valtozot. Ha O<‘Z—1‘<3, akkor az f(z) figgvény a

kovetkez6 alakot olti:

2741 1 1 1 (2=
= + = 1
2°+z72-2 1-1 3,,.2- -1 741 Z(;( ) 3

3

A kapott kifejtés a Laurent sor f6- és szabalyos részét is tartalmazza.

1 o
2) Hasonléan, a z—-1=t helyettesitéskor, az 123 tortfiiggvény kifejtése |t|>3
+

tartomanyban a kovetkezd alaku lesz:

n n-1
1 :tL 1:1(1_3+9—f37+...+(—1)n:t3n+--J Z( n™- 3

2
t+31§ttt
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Forditva, visszahelyettesitjiik a valtozot, amikor [z -1 >3, akkor az f(z) fiiggvény kifejtése
a kovetkez6 alaku lesz:

2z+1 1 1 1 1
+ +

o0 3nfl 2 0 3n—1

— _1 n—l_ — + —l n—l‘ .

°+2-2 1-1 z-1,. 3 z-1 ;( ) (z-)" z-1 ;( ) (z-1)"
z-1

Az els6 esetben a Laurent sor fO része csak egy 0sszeadandot tartalmaz. A masodig esetben
pedig, a Laurent sor csak a f0 részt tartalmazza.

zZ
9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=eZ! fiiggvényt a z =1 szingularis pont

kornyezetében!

Megoldas. Hasznaljuk a mar ismert kifejtést:

z 1 o0
f(z)=ez- —e zlogezdogiet oot o, b L ey 1
z-1 2(z-1)? ni(z —1)" n-ont(z —1)"

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjai, hatarozza meg azok

tipusat €s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

el -1 2

f(z)= —:
A f2)="57+
1-cos6z

) f(z)=""

(V3 1
c) f(z)=(z-i)’sin D
Megoldas.

a) A zp =0 a fliggvény szingularis pontja. A tipusanak meghatarozasahoz kifejtsiik Laurent

sorba a fliggvényt a Z hatvanyai szerint:

Z Z 2 n! Z Z
1 1 1 1 z YA 1 2 1 1 1 z z"3 2
=+ +— =+ — ..+ +o—— == ==+ +ot ==
22 1z2 2z 3 4 n! z3 oz 1z 2z 3 4 n! z
5 1 z 73
=— Sttt +..
2z 1z 3 4 n!
fo rész szabalyosrész

A Laurent sor f6 része véges szamu sszeadandot tartalmaz, vagyis a zg =0 — polus pont lesz. A

negativ hatvany magasabb rendje (n = 2) a polus pont rendjét hatarozza meg. Tehat, a 25 =0 2.
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rendii polus pont. A reziduumot a Res f (Z) = C_; képlettel hatarozzuk meg, akkor Res f (z) =
z=7, z=0

N | o1

b) A zp =0 a fiiggvény szinguldris pontja. A tipusanak meghatarozasahoz megvizsgaljuk az
alabbi hatarértéket:

. 1-cos6z .. 2sin’3z
lim —= lim —=
z—0 Z z—0 z

18,

vagyis z, =0 kikiiszobolhet szingularis pont, és igy Res f (z) =0.
z=0

c) A zg =i a fliggvény szingularis pontja. A szingularis pont tipusanak meghatarozasdhoz a

fliggvényt Laurent sorba fejtsiik a z —i hatvanyai szerint:

-

+ j:(z—i)z L, L —+(=2) L +
Cn+12z-i)™ 2 2% so(z-if (2n+1)22 (2 —i)"?

6 rész

A Laurent sor f6 része végteleniil sok tagot tartalmaz, vagyis a zg =1 1ényeges szingularis pont.

Akkro Res f(z)=C_; =0, mivel a i mellett 1év6 egylitthato nullaval egyenld.
z=i -1

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

a) J.zsdz , ahol AB egy egyenes szakasza, z, =0, z; =1i;
AB

b) Ifdz,ahol ABC egy tort egyenes, 2, =0, z; =i, z, =1+1i;

ABC

C) Izzdz, ahol L egy koriv ‘Z‘zl, O<argz<r,;
L

d) Iefdz, ahol L azy=—x egyenes szakasza, mely az A és B pontot koti 6ssze, 2, =0
L

és 2y, =m—irx!
Megoldas.

a) Mivel az f(z)=z° fiiggvény mindeniitt analitikus, ezért Newton-Leibniz képlete

hasznalhato:

[ 4 ‘4
jz3dz:Iz3dz=Z— =|——0=£.
AB 0 4 4
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b) Az f(z) =z fiiggvény mindeniitt folytonos, az ABC tortegyenes szakaszonként sima

gorbe, akkor az adott integral kiszamitdsa két gorbementi integral kiszamitasdhoz vezethetd le az

alabbi képlet szerint: :

igaz:

I f(z)dz :.[udx —vdy+ ijvdx+ udy .
r r r

Innen kapjuk,

Iidz: '[ (x—=1y)(dx +idy) = '[ xdx + ydy +1i j—ydx+xdy.

ABC ABC ABC ABC

A gorbementi integral additiv tulajdonsaga szerint:

[ f(@dz= [ f(2)dz+ [ f(2)az.

ABC AB
2 1
. . - y 1
Az AB szakaszon x =0, vagyis dx=0, y €[0]. Kapjuk jzdz = Iydyz =,
AB AB 2 0 2
A BC szakaszon y=1, dy =0, 0<x<1. Kapjuk
x2[ 1
IZdzz J.xdx+i.|.(—1)dx=— —ix) =i
BC BC BC 2 0 ° 2
) . - , 1 1 . .
A kereset integral Izdz egyenld —+——1=1-1.
ABC 2 2
c) Legyen z =e'?, akkor dz =ie'’dep, 0< ¢ < 7. Kapjuk,
IZZdZ:IeZi"’iei"’dgozles"”r :leS‘”—lzle‘”—lzl(cowwisin;r)—l:—g.
) ) 3 b 3" 33 3 3 3 3

d) Megadjuk az L -t paraméteres alakban: x=t, y=—-t, z=t—it, 0<t<r.

Paraméteres alakban megadott z(t) = x(t) +iy(t) t, <t <t, gérbe esetében a kovetkezd képlet

t

[f@dz=]1(zt)z®)dt.

5]

Innen kapjuk:

_[ezdz:je”it @-i)dt 1l
1 5 1+i

Z = —i(e”(cos;;+isin ) —1): (e” +1)i.

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

sinzdz

2+1=22(2 +1°

a)
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zcoszdz zdz
b) §

Megoldas.

a). Az integralando fliggvénynek az integraldsi kontur belsejében két szingularis pontja van z =0

és z=—1. Bzért §L2d23=2ni(Res f(z)+Res f(z)j.
L 2(z+1) 2=0 2=-1

Meghatéarozzuk a szingularis pontok tipusat €s azokban 1év6 reziduumokat.

sinz

lim ————-=1, innen Res f(z)=0.
2-0 7(z+1) 2=0
. sin z . ,
lim ———— =0, innen z=-1 podlus pont.
2>-17(z+1)
Mivel lim 5 (Z +1)3 =1, ezért z=—-1 polus, melynek rendje n=3.
2>-17(z +1)

1 . d? sinz 1. Tsinz] 1. [z-cosz—sinz]
e 10)= g gy | (+0 2 |= [ 7] =] O

z?-sinz+2zcosz—2sinz
Z3

B 21 z>-1

. 2°(cosz - zsinz —cosz)—2z(z-cosz —sin z)
- 21 z5-1 24
_sinl-2cosl

—

Vegiil kapjuk. § sinz dz3 _ 2ﬂi(sml—Zcosl
1 2(z+1) 2

b). Az integraland6 fiiggvénynek az integralasi kontar belsejében két szingularis pontja van z=7x

J = 7i(sin1-2cos1).

és Z=—r . Tehat §M:2m(Res f(z)+Res f(z)}.

L 22 —7* =r =—1

Mivel z=7x és z=—x els6 rendi pdlus pontok, ezért a reziduumok kiszamitasara a kovetkezo

képletet hasznaljuk: Res f(Z): 60,(20) , ahol (/)(Z):ZCOSZ, l//(z)zz2 —r?, 1//’(2):22.

=1, 4 (ZO)
Resf() ZC0S Z :_1’ Res f() ZC0S Z :_1
=7 22 =1 I=—T1 22 1=—T1 2

Végiil kapjuk, hogy
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jfzcoszdz ZZﬂi(—l—ljz—Zﬂi.

L22—7Z'2 2 2

13. feladat Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:
[e] X2
a) [
o (X°+1)
xsm 5x
b) j

x+4

dx
9 J.(2+cosx) '

Megoldas.

a) A kovetkez0 szabaly van az integralok kiszamitasara:

Legyen R(X) egy raciondlis tortfiiggvény, R(X):QPk ((X)) , ahol P (x) és Q,(X)
X

n

megfeleléen K -ad és n-ed foki polinomok. Ha az R(X) folytonos a valds szamok halmazan és

n>k + 2, akkor
jR(x)dx:Zﬂia

P.(2)
Q. (2)

a fenti félsikban fekszenek.

ahol ocaz R(z) = fliggvény reziduumjainak dsszegét jeloli az dsszes polus pontban, melyek

. X
Mivel az R(x) = W integraland6 fliggvény paros, ezért
X" +

o0

J‘(x +1)°

o—38
/'\

Legyen R(z) = mely a valos halmazon (amikor z=X) egybeesik az R(X)

(22 +1)?*°
integralando fiiggvénnyel. Az R(z) szingularis pontjai a z, =i és z, =—i . Kozillik csak a z, =i
fekszik a fels6 félsikban és ez egy 2. rendii polus pont. Az R(z) fiiggvény reziduumja az i p6olus

pontban egyenld

. d so\ e df oz )_ . 2z 1
RESR(I)—lzliTi]E(R(Z)(Z—I) )_Ilrlg—z((Hi)zj Izlm 21 0)° =T
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1 .
Mivel a fels6 félsikban csak egy szingularis pont van, ezért o = i Kapjuk, hogy
|

1

I = '27r _—E.
0 (x? +1) 2 4 4

b) A kdvetkezo szabaly van az integralok kiszamitésara:

P
Legyen R(X) egy raciondlis tortfiiggvény, R(X):Qk (X)) , ahol P,(x) ésu Q,(x)
n (X

megfeleléen K -ad és N -ed foku polinomok. Ha az R(X) fiiggvény folytonos a valds szamok

halmazan, és n>K+1, A tetszéleges valos szam, akkor

I R(x) cos Ax dx = Re{2zio, }; J. R(x)sin Axdx = Im{27zio, }

ahol o, R(z)-e" fiiggvény rezidumjainak Gsszege az Gsszes polus pontban, melyek a felsé

félsikban fekszenek.

xsm 5x
Mivel f(x) = xsin 5 paros fliggvény, ezért J. Imd Legyen f(z)
x* +4 X%+ 4

= R(z)-e**, ahol a R(z) a valdés szamok halmazin (amikor z=X ) egybeesik az R(X) :

57 Leszogezziik, ha z=x, akkor Imf(z)=f(x). Az f(z) fiiggvény a felsd

X
f(z)= e
(2) X2 +4

félsikban z =21 els6 rendii polus pontja van. Az f (z)reziduumja ebben a polusban egyenld

Resf(2|)_llm( ze™ (—2|)J—;e

z-2i Z

Innen kapjuk, hogy o, :;e‘lo

n i
IXS' 5X Im{znl-;-elo}:ﬂelo

c) A kovetkezd szabaly van a komplex valtozos trigonometrikus fliggvényektdl valod

integralok kiszamitasara:

Legyen R egy racionadlis tortfiiggveny, melynek argumentuma SinX és COSX ,

E[O, 27[] és az R fiiggvény folytonos az integrdlandé szakaszon beliil. Legyen z =", innen
dz 22 +1 . 2? -1
dx="2 cosx="_"=, sinx="__~, z|=1. Akkor
iz 22 2iz

IR(cos X,sin x)dx = fF(z)dz =2rioc

7=
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ahol o az e F(2) fiiggvény rezidumjainak osszege a polus pontiokban, melyek a ‘Z‘ =1 kérvonal

belsejében fekszenek.

A vizsgalt integralban elvégezziik a kovetkezd helyettesitést: z=e'*. Az 4talakitas utan

27
. X 4 zdz .
kapjuk: I diz = - f 5 - Az origd kozépponta és 1 sugarGi korvonal
5 (24 cosx) I \;4:1(2 +4z+1)

belsejében csak a z, =2 + /3 szingularis pontja fekszik az F(z) = fiiggvénynek,

z
(2 +4z+1)°
mely masodrendii polus pont. Az F(z) fiiggvény reziduumja a z, =2+ /3 pontban egyenld

d( z(z+2—/3)? J: 1
(z+2-B)2(z+2+-3)2 ) 2./3°

[ oo gt L 4
* (2 + cos x)* i 227 3./3°

ResF(-2+-/3)= lim

— I kapjuk, h
Jim 5 nnen kapjuk, hogy
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1. Valtozat
1. feladat.
a) Hatarozza meg a 23 =1-2i és zp = 4—2i komplex szamok abszolutértékét és
argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
_3 p—
b) Keresse meg: 21 - 23, %2, Jzp—21!

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fliggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=cosz, zozgi—l;
3 .

b) f(z)=e*, z,=—+=1!

) 1(2) 0 =55

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = cos z° fliggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
4. feladat. Hatarozza mega z =3sect +i2tgt gorbe tipusat!
5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
Y {|z -1 <1, ;
lz+1>2.
Im(z-2)>1,
6) {22—(z2+2)>0,.
77 - (z + E) <3l
6. feladat. Lehet e az u=x*—y’*+x fiiggvény valds része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=0!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a
2l=1

1
W = — leképezés altal, ha D:
z O<argz<r!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

2) f(z)=— 222

— s 2, =0;
223+22—z

25



z+1

2(z-1)’

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=z cosi2 fiiggvényt a zg =2 pont kbrnyezetében!
Z —_

b) f(z)=

Zp =1+2i!

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

2 f(z)= (z+1)? ;
)f() (22—32+2)2

ZZ

b) f(z)=2_1
7 5
11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

J-szz;AB {y=x%z, =0z, =1+i}!
AB

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

sinzdz
a) 3
|z+i|=3 (Z +1)
z
b) -dz!
‘Z‘:4z—m

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

R —x+2
£ “410x2+9
5 J-xsm3x
s (X2 +4)?
dx
3 £2+\@sinx’
4, T- o !
0 10 2
(1+\Ecosx)
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2. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 73 = 4+4i és 7, = 2—2i komplex szamok abszolutértékét és
argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
b) Keresse meg: 2 .25, Z% , Yz1-11
1

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:

a) f(2)=Lnz, zozﬁ;

b) f(z):chz,zozl—%i!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = sh% fliggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
4. feladat. Hatarozza meg a z =2sect —i3tgt gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

¥Z+”ZL
a) X

7] < 2.

o) 2= <f- 2|1
2 2

6. feladat. Lehet e az u=x*-3xy+1 fliggvény valés része valamely f(z) analitikus

fliggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f (0)=1!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a

0<Rez<2;

1
w = — leképezés altal, ha D:
z Imz>0!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

72-4
a) flz)=————, 2, =0;
() 24+23—222 °

b) f(z):m, 20=2-3i!
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z):sini1 fiiggvényt a zg =1 pont kornyezetében!
Z —

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

2

z2° -1
a) flz)=—————;
() 26+225+24

/)= cos(z-1),
) 1=

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I(z +1)e*dz; L:{|7] =1 Rez > O} !
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:
a) [ztgmdz;
21

zdz

b) !
21ij=2 (2~ 2)? (22 +1)

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

T
' (x°+4)
5 I(X 1)S|nx ’
(x* +9)?
dx
3' = .
;[4+\@sinx
2
4. J'd—X2|
¢ (+/5 + cos x)
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3. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 7y=3—-4i és Zp =—4+3i komplex szamok abszolttértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! frja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
b) Keresse meg: (z1 -2, )?, 2721, Y22 !

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=shz, z, :2+%i;

b) f(z)=Inz, z, = 43 +4i!

i(z+1)

3. feladat. Hatérozza meg az f(z) = ¢' fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatdrozza meg derivalt fliggvény valos és képzetes részét!
4. feladat. Hatarozza meg a z =—sect +i3tgt gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
: 2-3-]z+3 <45,
a ,

Re z| < /5.
2 —2
b) Relz® -z |<0!
6. feladat. Lehet e az v =e”(ycosy + xsin y) fiiggvény kpézetes része valamely f(z) analitikus
figgvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=0!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzoédik a
) 7| <1
W = — leképezés altal, ha D :
z —<argz<2rx!
2
8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f (Z) fiiggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

3z-18
a) f(Z): 3 2 12020;
22° +32° -9z
z+1

b) f(z)= D’ 2o =-3-2i!
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z
9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=zeZ5 fiiggvényta zy =5 pont kérnyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatdrozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

» f(o)= 2l

(22 - 22
b) f(z)=2*sin 3 !
z
11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

J.Im 2°dz ; AB egy szakasz 7, =0;z, =2+ 2i!
AB

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

2) zdz

\z\:zl_ 2sin?z’

eZ

b) —dz!
z—JLZ 2% — 473

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

T odx
1. -
_-[O(x“+1)2
5 J~C052X y
J(xP+1)?
3 ZJi’ dx _
- 954+2./6sinx’
27
dx
4, ! : : !
1+ |- cos X
( \E )
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4. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 7p=7+1 és zp =1+7i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! frja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
b) Keresse meg: z{ ‘22, 2%2 3z + 25!

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(z)=ctgz, z, =%i+2;

b) f(z)=¢’, z, =—%—%i!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = Inz fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
4. feladat. Hatarozza meg a z =4tgt —i3sect gorbe tipusat!
5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
|z -1-i|<1,

2 |ar z|<Z
g7[<7,.

o 1+(Rez)’ > Imz,
IRez| < 2!

6. feladat. Lehet e az u=x"-y®-2y fliggvény valds része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=0!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a

W= 1_—Zleképezés altal, ha D: |Z| =11
Z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

2z -16
a) f(z)= 2, =0;
z4+223—8z2 ’

b) f(z)= Z(Z;_ll), 20 =—2+i
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=sin 2z )
z+

fiiggvényt a zg = —2 pont kornyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

Cos z

a) f(z)=———;

b) f(z)=S—

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

J(Zz +72+1)dz ; AB egy egyenes szakasza z, =1z, =1—1!
AB

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

dz
4 1
‘2_1‘212 +1

a)

b) | 22 cos 2=z 1
7=2 21

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

1. T 5 gix 5 ;
2 (X*+4)°(x° +16)
) szcosx ’
2 (x*+1)?
s %
< 6+ /35sin X
4, T ax !
¢ (2+/3 + /11 cos x)?
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5. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z;=3+1 és Z =1-3i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! frja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
b) Keresse meg: 212 .22, % 21+ 2o !
2

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

_ .

a) f(z)=tgz, z, _EI_Z;

b) f(z)=Arcsinz, z, = J31

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = 2isin z figgvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z =3tgt +i4sect gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
|lz-i|<1,

2 —%sarg(z - i)<%.’

b) 22 +2 >3(Rez)’ —4!

2X
6. feladat. Lehet e az u=

+1cosy fliggvény valos része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=0!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a
lz[>1
W= 1 leképezés altal, ha D: {Rez>0!
z
Imz>0

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

5z -50
a) f(Z): 3 2 ) 20:0;
272° +52° - 252

b) (z)= Z(Z;_ll), 20=1+3i!
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z):cosg—z_ fiiggvényt a zy =i pont kornyezetében!
z—i

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

22 +4

a) f(z)=

2
(22 +32+2)

b) (2)= z3ch§!

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I|Z|dz ; ABC egy tortegyenes z, =0;z; =-1+1i;z. =1+1i!

ABC

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

2) zdz )
7215 (2-2)%(2+2)
b) [ctgzdz!
z-1=5

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

1 T dx _
C (P —x+D?]

o0

5 I(x+1)cosx I

Ixt+5x°+6
2z
< 7 +4+/3sin x
2z
4. | ax 1
+ (3+/2 +2+/3 cos x)

34



6. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 23 = 7+24i é 7, = 24—7i komplex szamok abszolutértékét és

argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
-2 - =
b) Keresse meg: z, 22, 2%2, Yz1-125 !

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:

a) f(z)=Arctgz, z, =1;

b) f(z)=e’, 2,=~1-4Zi.

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = cosiz fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
4. feladat. Hatarozza meg a z =—4tgt —i2sect gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

{|z +i|<2,
a) ;

lz-i|]>2.

b) (2-2)3 3(2—2)2!

6. feladat. Lehet e az u =

—— figgvény valos része valamely f(z) analitikus fiiggvénynek?
X" +Yy

Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f (1) =1+1i!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a

0<Rez<l

W= 1 leképezés altal, ha D:
z 0<Imz<2!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

a) f(z)= 3236 z,=0;

z4 +3z3 —1822 ’

b) f(z)= Z(Zztll), 20 =2—i !

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=sin

fiiggvényt a zg = 2i pont kornyezetében!
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10. feladat. Keresse meg az f(Z) fiiggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:
cosZ z

a) f(z)= 2 2.
2" -1

b) f(z):(z2 — 21 +1)shzi_1!

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

j(1225 +47° +1)dz ; AB egy egyenes szakasza 2, =1,Z, =1+i!
AB

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:
e’dz
3 )

|z+2i|=2 2 (Z "’1)

o 3
cosz-1

a)

dz!
|z|=4

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

1 T dx _
L (P +A)(xP+9)%
. X
o Xsin =
2. 5 % dx ;
S (X +D(x+9)
3 T dx _
" e5-4sinx’
4 TdX.
< (4 +cos x)?
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7. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 7;=4+3i és Zp =3+4i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! frja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
b) Keresse meg: z{ ‘Z,, Z% , 25!
1

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:
a) f(z)=Arcshz, z, =i;

b) f(z)=cosz, z, :—%i—g!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) =ch— fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse
|

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z =3cosect + i3ctgt gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
lz-1-i|<1,

a) {Imz>1, :
Rez=>1.

b) z° +22 <8-4(Imz)*!

6. feladat. Lehet e az v=e’sinx+y fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

fliggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =1!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a

W=z +z leképezés altal, ha D : |Z| =1!
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

a) f(z)= 7298 z,=0;

273 4722 _ 497

b) f(z)= 1)’ Zo=—1+2i!
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z) = sin gz
z+

kornyezetében!

fliggvényt a ZO=_% pont

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

3
a) f(Z): Sin z .

V4 3
-5
8

1

b) f(z)= 23 221

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

IZZdZ ; AB egy egyenes szakasza z, =0;z; =1+1i!

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

a) I zzsinldz;

2j=05 z
dz

b !
) z—ijzl,s (23 +2]22 +4)

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

T dx _
Jx*+10x2 49
5 .[(X +3)cost

Joxt+3x?
05—35|nx
2z

PR -

< (4+3cos x)?
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8. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z1=—4—4i és zp =2+ 3i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! frja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
b) Keresse meg: 21 .23, 2721 , 37y +225

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=cosz, z, :%Jr%ri;

b) f(z)=Arcthz, z, =1i!
3. feladat. Hatirozza meg az f(z)= sin(z+i) fiiggvény differencialhatosagi tartoméanyat és

keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z = 4cosect —i2ctgt gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

‘z—\/i‘+‘z+\/§‘>4,

a) T 1 T
L —1)<Z.
, <arg(z-1)<,
b) |z-1<1+Rez
Rez<5!

6. feladat. Lehet e az v=e*cosy fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=1+1i!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a

w=z-1 leképezés altal, ha D: |z| =4!
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

47 -64
a) f(z)= , 2, =0;
z4+4z3—3222 ’

b) f(z)= Z(Zztll), 20=-2-3i!
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)= zcosi1 fiiggvényt a zy =1 pont kérnyezetében!
Z —

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

_ 22 +1 )
) fl )_(z—i)2(22+4),
6) f(z)="27%1

Z3

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

Jz3e24dz;ABC tortegyenes z, =1,z =1,z. =0!
ABC

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

e -1

dz:
3 . b
z-i|=32 —IZ

a)

b) | 2 cos 2z
Izj=1 z

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

1 ]'i dx _
S (9P +4)?

—00

» (X*=2) cos ~

2. 5 5 dx ;
S (X +D(x+9)
2r
< 8—3./7sinx
2r

4. | d 1
2 (+/5 ++/3cos )
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9. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a Z; = V2 4420 és Zy = V8 —/8i komplex szdmok abszolutértékét és

argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! {rja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
b) Keresse meg: z{ - z,, 2721, J71-125!

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fliggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:

a) f(2)=shz, z, =2—%i;

b) f(z)=Lnz, z,=2-2i!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z)=1In 23 fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z = ctgt —i2cosect gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

lz-2-i|<2,
a) 1Rez>3,
Imz<1.

) 72z>Rez+Imz,
Imz| < 2!

6. feladat. Lehet e az v=- y - fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

(x+1)%+y
fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreéllitasat tudvan, hogy f(0) =1!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a
W=z _4 leképezés altal, ha D : |Z| =41
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

9z -162

a) f(z)= , 2, =0;
) 1) 2734972817
b) f(2)=2F3 75 =2+

- -1
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=zsin Ll fiiggvényt a zy =1 pont kérnyezetében!
Z J—

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok
tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

1-cos2z
a) f(2)= m

3
b) f(z):l—e4 !
Z
11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I Reidz; ABC :{]z| =1,1mz >0}, BC egy szakasz z, =1,z, =2!
Z

ABC
12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

sin zz

2
74=v3% ~

a) dz:

ZeZz

b) j —————dz!
4 2
‘z+i\@‘=2 2" —+82° -9
13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

o 2

1. ngdx
' (x* +3)?

5 I(X —Xx)sin x ’
X +9x2 +20
dx
3' - = .
!9—4xEsinx
2z
4. | ox

< (/7 +2c0s x)?
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10. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 73 = 3+2i é Zp = —5+51 komplex szamok abszolutértékét és

argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
b) Keresse meg: z; .23, Z% Yz -
1

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=sinz, z, = %+?i;

b) f(z)=Inz, z, = 2.3 -2i!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = Arctgz fiiggvény differencialhatésagi tartomanyat és
keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z = —ctgt + i3cosect gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
lz-1-i|>1,

a) 10<Rez<2,;
O<Imz<2.
Iml<1,

b) z 4
|arg(z+i)|2%!

y

6. feladat. Lehet e az v=y— > >
X*+y

fliggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

figgvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f (1) =2!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a

W=z +§ leképezés altal, ha D : |Z| =3!
yA

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

5z -100
Q) H2)=—7— 2
z7 +52° -50z

, Z()=O;
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z+3

b) f(z)=

v 2o =3-1i!
2 -1

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z) = (Z—3)COS7Z'Z—_3 fiiggvényt a zy =0 pont
z

kornyezetében!
10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

_ (z+a)
a) f(z)‘m,
b) f(z):i+sini!

22 22

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

J'(z2 +cos z)dz; ABC tortegyenes z, =0;z; =1z, =i!
ABC

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

zdz

a)

\z+1\:4ez +3

2
b) I z +§OSZ dz 1
=1 ?

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

¢ dx

L _-L(x2 +2)(x% +3)? !
T XCOS X

2 _J;Oxz—2x+17 ’
2 4—.[Tsinx

4. T ox !
< (4+-/7 cos x)°
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11. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 73 = —3—-4i ¢és zp = —3+4i komplex szamok abszolutértekét és
argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
b) Keresse meg: (z1 -2,)?, 2%2 Nz 2y

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(z2)=chz, z, = —1+%i;

1+ 2i |
—1+2i

b) f(z)=Inz, z, =

2
z
3. feladat. Hatarozza meg az f(z)=e 4 fliggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
4. feladat. Hatarozza meg a z =3ch2t +i2sh2t gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
lz+i[<2,

a)
O<Rez<1.

b) Re*z+8Im? z < 427!

6. feladat. Lehet e az u =e™ cos x fiiggvény valos része valamely f(z) analitikus fiiggvénynek?

Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =1!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a
W=z +ﬂ leképezés altal, ha D : |Z| =21

z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

11z - 242

a) f(Z): 3 2 ! ZO =0’
2z° +11z° -121z

b) F(2)= 213 75 =—2+3i1
2 -1
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z) = z sinz 2L fiiggvényt a z5=0 pont
z

kornyezetében!
10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

o 12
ch(z+|)-
(z+i)®

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

b) f(z)=

Iidz ;ahol L a {1 <|z| < 2,Rez > 0} tartomany hatarvonala!
Y4
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

Z dz

Y 2-2/=2 (2-1P3(z+ 2);

Z -
e? —sinz
j - T dz!

2
z]=05 Z

b)

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

I(x +9)(x +1)
Ixstx sin X

2. ;
(x +4)

3 I —xfsmx

4. jd—xl

< (3+ /5 cos x)?
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12. Valtozat
1. feladat
a) Hatdrozza meg a 71 = 2/3-2i és Zp = 3-34/3i komplex szamok abszollitértékét és
argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! {rja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!

2
b) Keresse meg: z; - 25, Z%, 3z, !

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=Arctgz, z, = 2i,
b) f(z2)=e’, z, = 2+%i!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = ch 2iz fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z =2ch3t —i3sh3t gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

lz—i|<1,

a) V4
0<argz<z.

b) 4+Rez > Re(EZ +z)!

6. feladat. Lehet e az u = y — 2xy fiiggvény valos része valamely f(z) analitikus fliiggvénynek?
Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreéllitasat tudvan, hogy f(0)=0!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a
W= % leképezés altal, ha D: |z +1| =1!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

6z-144
a) f(z)= , 2y =0;
2% 1628 — 7272 ’
b) f(z):22—+3, Zg=-2-2i!
z° -1

47



9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z) = zcos 22 fiiggvényt a zy =-2i pont
zZ+

kornyezetében!
10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok
tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

a) f(z)=

sinz

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I(Chz +cosiz)dz; ABC egy tortegyenes, z, =0, 2, =-1, 2, =i!
ABC

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

00

1. jﬂdx;

(X2 +x+1)?
K cos5x
2' J- 2 2 2
2 (XT+D)°(x° +4)
2r
< 3—2-/2sin X
2r
4. | dx !
< (3+2+/2 cos x)
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13. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 2y=4—3i és Zp =1—-7i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!
Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! irja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
.35 1z
b) Keresse meg: z;’ - ,, 721 21 -2, !

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=cosz, z, :—%i—g;

b) f(z)=Inz, z, =-2-2i!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = sin 22 fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z = 5sh4t +i4ch4t gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

{|z+2|+|z—2|>4x/§,_
a) ;

O0<Imz<2
b) 47| —Rez =12!

6. feladat. Lehet e az v=x"—y*+2x+1filiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreéllitasat tudvan, hogy f(0)=i!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzoédik a

W=z _3 leképezés altal, ha D: |Z| =11
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

13z - 338

a) f(z)= 3 . , 2, =0;

2z° +13z° -169z

z .

b) (z)=—5—, 20 =2+i!

z°+1

. . 22 — 4z
9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z):cos( 7 fiiggvényt a zg =2 pont kornyezetében!
z-2
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10. feladat. Keresse meg az f(Z) fiiggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

z+2|z 1
a) f(z
D=2

b) f( ) COS422 |

z

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

j|z|2dz; L:{z| =4, Rez>(}!
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

eldz

a) _
2-i|-32°(z+9)
j cosiz -1

3
z+i=1  Z

b) dz!

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

T X% +1
x +4x+l3)
5 J~ x sin x
' (x*+9)°
dx
3' = .
!4—2\@sinx
27

4 J‘ dx
- 2(24/2 + [T cosx)?
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14. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 23 = —3+31 és Zp = 2+1 komplex szamok abszolutértékét és

argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!

2 _
b) Keresse meg: ;- 25, Z% Rz —22!
2

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fliggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(2)=thz, z, :1—%i;

b) f(z)=Lnz, z, =?!
—i

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = ArCtg(Z + i) figgvény differencialhatosagi tartomanyat és

keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!
4. feladat. Hatarozza meg a z =—4sh5t —i5ch5t gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

|z +i[>1,
2 —%gargz<0.;
b) [2-2 =[1- 27!

6. feladat. Lehet e az u=x*—y*—2x+1 fiiggvény valos része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreéllitasat tudvan, hogy f(0) =1!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a
W=z 2 leképezés altal, ha D : |Z| =3I

z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

72 -196

a) f(z)= , 2, =0;

) 1) 2417289082

b) f(z)=——, 29 =1-2i!
z°+1
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z):sinz—ﬂ fliggvényt a zg =1 pont kornyezetében!
z—1i

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

ctgz .
a) f(z)=—29° .
) 1) 1622 — 72

b) f(z)=12 smziz'

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

J'(chz +7)dz; L:{jz| =1, Imz < O}!
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

I dz
2-25-1(2—05)z - 3)°

a)

z-sinz
dz!

b) |

=2 2

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:
0 X2
L. Iﬁdx
' (X +5)
J- (x +1)sin 2x
X2 42X +2

v D—~/21sin X
T dx |
< (+/6 + cos x)?
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15. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 73 = 3+3i ¢és Zp = 4-3i komplex szamok abszolutértékét és
argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!

2
. 5 Z S
b) Keresse meg: z; - 22, (%2) Yz +22!

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(z2)=shz, z, :1+%i;

b) f(z)=Arctgz, z, = 3+ 4 !

3. feladat. Hatarozza meg az f(z)= 2% fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza mega z = hLZI +i14th2t gorbe tipusat!
C

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

N {|z +1>1,

|z +i[<1.

) |z-1<1+Rez,
|z+]j+|z—]j>2\/§!

6. feladat. Lehet e az v=3x’y—y® -y fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=0!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a
w=z+2 leképezés altal, ha D: |z| =1!

YA

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

15z — 450
a) f(z)= 3 5 , 2, =0;
277 +15z2° - 2252
b) f(z)=—5—, 29 =-3+i!
z°+1
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=sin fiiggvényt a z =3 pont kbrnyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

.3
a) f(Z): SInN~ z

ot

b) f(z):l+i2—e%!

Z 2z

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

.f|z|Re22dz; L:{z| =R, Imz >0}!
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

z+1

a) dz;

I2[=2 ef+3

5 3
b) J VA —324 +5z7 71

|z+1=15 z

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

T dx

L _-L(x2 +1)2(x* +4) ;
T oxsinx

2. _IOO(X2+1)2 X

O L
< 6—4./2sin x

4, zf dx !
< (+/6 + /5 cos x)*
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16. Valtozat
1. feladat

a) Hatdrozza meg a 77 = 2-23i és Zy = J3+2i komplex szamok abszolutértékét és

argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! {rja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
b) Keresse meg: z - 25, Z% 22!
1

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fliggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
T .
a) f(z)=cosz, z, = §|+3;
b) f(z)=Archz, z,=-2!
3. feladat. Hatarozza meg az f (z) =1In (Ej fliggvény differencialhatdsagi tartomanyat és keresse
[

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
4. feladat. Hatarozza mega z = hi4t +12th4t gorbe tipusat!
C

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
|z|<2,

a4y gz T

—-—<arglz-1)<—.
s <argz-1)<¢

0<l+Imz<|z-i]

) o-i

—2<Rez<2!

6. feladat. Lehet e az v=2xy+y fliggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

figgvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=0!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a
W= 1 leképezés altal, ha D : 1‘ 1
z

7->|==1
2| 2

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

8z — 256

a) f(z)= , 2, =0;

) 24 1873 ~12872" "

b) f(z)z%, Zo=-3-2i!
Z2°+1
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)= zshi2 fiiggvényt a zo =2 pont kérnyezetében!
Z —

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok
tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

a) f(z)=

cosz
2 1
(422 —7r2)

e22+| |

27 +i

b) f(z)=
11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I(Szz +22)dz AB:{y=x%12,=0;z, =1+i}!
AB

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

dz _
2-2-15(2-2fz-2)
2 %2
b) j z°e dz!

=1 Z

a)

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

+ 8—2./15sinx

T dx |
¢ (/7 +-/5cosx)?
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17. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z;=1+1 és zp =3—1 komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! irja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
2
b) Keresse meg: (z;-2,)", % , 71 —125 !
2

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fliggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:

a) f(z)=Lnz, z, =-1+i;

b) f(z)=Arccosz, z, =-5!

3. feladat. Hatarozza meg az f (z) = Cth(zi) fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z = th5t + % gorbe tipusat!
C

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

|z <1,
2 larg(z + i) >
3
Imz >|z|-3,
b)
Imz <3-|7|!

6. feladat. Lehet e az v=3x’y-y° fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

fliggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =1!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a

W=2z+ 2 leképezés altal, ha D: |Z| =3!
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

Z+2
a) flz)=———, 2, =0;
() z+22—223 ’

72+2

(z-1(z+3)

b) f(z)=4- , 2g=—2+2i!
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YA
9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=eZ-3 fiiggvényta zy =3 pont kdrnyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatdrozza meg azok
tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

(2-3°
(22 -5z + 6)2 |

4—2m7
47

a) f(z)=

b) f(z)=23cos
11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

J'zRezzdz; L:{z|=R, Imz>0}!
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

eldz

2(,2 ;
|2+2=3 72 (Z _9)

a)

e22

b) [ = Cdz!
RN

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

T dx

J P+
T CoS X

2 ;[(x2+1)3 X

3. T_dx;
< /3sinx -2

4. del
< (+/2 + cos x)?
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18. Valtozat
1. feladat
a) Hatdrozza meg a z; = 5-6i és z, = —2+2i komplex szamok abszolutértékét és
argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
b) Keresse meg: 21 .23, 2%2 3z +25 )

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:

a) f(z)=e’, z, =1+ %1i;

Wy

b) f(z) =chz, z, :2+%i.

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = sin? z fliggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
1 .
4. feladat. Hatarozza mega z = o ictht gorbe tipusat!
S

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

1<|z-1<2,
a) 11mz>0,
Rez<1.

larg 7| < z
b) 2

‘EZ - 3‘ <31

6. feladat. Lehet e az u=e*(xcosy— ysiny) fiiggvény valos része valamely f(z) analitikus
figgvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=0!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a

w=z-1 leképezés altal, ha D: |z| = 2!
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

Z+4
2 f2)=— 2% 4 -o0;
222+z3—z4 °
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Z2+2

) = ey

vy =1-3i!

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=sin 22

fiiggvényt a zg = 4 pont kdrnyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

2
2) f(Z): sin-z |

z3+222

b) F(z)=—!

'€

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

j(zz +1)dz ; ABC egy tortegyenes z, =0;z; =—-1+1i;zZ, =i!

ABC
12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

z+1

a) dz;

2
17[=3 1°+4

b)  [ztg2zdz.
12-0,5/=1

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

< x> +3
.[ de
x? —10x + 29)
5 J- COS X
. (x° +9)(x +16)
3.
-[ 15sin x — 4
4. j dx

< (+/5 +2cos x)?
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19. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 7y = 4—4i ¢és Zp = 3+2i komplex szamok abszolutértékét és
argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
.2 5z
b) Keresse meg: z{ - z,, %2, dz1

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=sinz, z, = %+?i;

b) f(z)=Inz, z, =1+1i!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z)= COSz(Zi) fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és

keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!

i 1
4. feladat. Hatarozza mega z = 2e' + — gorbe tipusat!
2e
5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
1<|z-i|<2,
a) {Rez<0,
Imz>1.

‘z +E‘22Im§2,
b)

7 < argz < Sy

6 2

6. feladat. Lehet e az v=2xy+2x fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus
fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=0!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a
2|21
W= 1 leképezés altal, ha D: {Rez <0;
z
Imz<0!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!
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3z +18

Y f(z)= 9z+322 - 278 =
b) f(z):4-i, Zo=-3—1i!
(z-1)z+3)
9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=cos 2 _ZL;; fiiggvényt a zg =2 pont kérnyezetében!
,_

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatdrozza meg azok
tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

a) f(z)=

shz )
[E3Ey

2z
) f(z)=E—
Z

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

J.e‘z‘2 Imzdz ; AB egy egyenes szakasza z, =1+i;z, =0!
AB

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:
I chz dz
(2, 2@

|z—7i|=7 (Z +7 )

e +1
z

a)

b) dz !

2|=4

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

K dx
L _-[O(x2 +1)%(x* +5)? !
T Xxsinx
2 _-[Oxz —2x+10
O PR
< 2:/6sinx—5
4. Zfdxl
< (3+cos x)?
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20. Valtozat
1. feladat
a) Hatdrozza meg a 7; = J3+3i és Zp = 1+ J3i komplex szamok abszolutértékét és

argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! {rja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!

_ 2 =
b) Keresse meg: z1-22, (Z%j Yz

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fliggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:

a) f(z)=shz, z, = 2+%i;

—3+i
4

b) f(z)=Arcsinz, z, = !

iz
3. feladat. Hatarozza meg az f(z) =e /2 fiiggvény differencidlhatosagi tartoméanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatdrozza mega z = 3e" — 1“
€

gorbe tipusat!
5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

|z] <2,
a)iRez>1, ;

|argz|<£.
6

b) Relz? +2°)> 4Rez—2Imz!

6. feladat. Lehet e az u=1-siny-e* fiiggvény valds része valamely f(z) analitikus

figgvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =1+i!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a
7| <1

W= 1 leképezés altal, ha D: {Rez >0;

z

Imz<0!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z -z hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!
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Y f(Z): 82° 2+22J;6— 24 w0
b) f(z):4-i, Zg=—2+i!
(z-1)z+3)
9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=ch % fiiggvényt a zy =1 pont kérnyezetében!
,_

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatdrozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

. (z +9)2 _
) 16 (z 3i) ( +4)
b) f(2)= sh3221

z

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

j(siniz+z)dz; L:{z|=1 Rez >0}!

L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

Z
2) e“dz

l2-i[=1 24 +27% 41

b) | 2sin = dz
2
Z=1 2

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

-[Ox4+7x 12’

]‘i X COS X _
X,

I x*-2x+10

J‘ dx

Oxﬁsinx—@

2z

4. | o :

o (/7 ++/2 cos x)
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21. Valtozat
1. feladat
a) Hatirozza meg a 7; = V3 +i és Zy = 2/3+2i komplex szamok abszolutértékét és

argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! {rja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!

b) Keresse meg: z7 ‘2, Z% A zo—24 !
1

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(z)=cosz, z, = %i+2;

b) f(z)=Archz, z, =3i!
3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = 2ilnz fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
. i 1 L
4. feladat. Hatarozza mega z = —2e' + — gorbe tipusat!
e
5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
1<|z-1<2,

a) 11mz>0,
Rez<1.

b) Im(z2 —E)s 2—Imz!

2x

6. feladat. Lehet e az v:e

siny fuggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=2!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a
7] <1
W= 1 leképezés altal, ha D: {Rez <0;
4
Imz>0!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

5z +50
a) f(Z): 2 3,2020;
252 +52° -2z
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Z2+2

) = ey

) =-1-2i!

z

2
9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)= 26(2=31)" figgvenyta zg = 3i pont kérnyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatdrozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

) f<z>=ﬁ;

b) f(z)=21

Z
11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

Iz Rez’dz AB egy egyenes szakasza z, =0;z, =1+2i!
AB

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

ol

a) J- dz
iea(z-7)

b) I COS 22+Z dz 1
|z+i]=1 z

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

© 2
L[ SR
2 (x°+9)
wxsini

2. J%dx;
o X°+4
27

3. IQ—X;
< 4./3sinx—7
2z

4. J'd—xz|
¢ (+/3 +cos x)
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22. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 71=—4+3i és z, =3—4i komplex szamok abszoltértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! frja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
- -\
b) Keresse meg: (21-22) : 2721, 71 +25 |

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fliggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:

a) f(z)=Lnz, z, =1-1i;
b) f(z)=Arctgz, z, :—é!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z)= sh (i — Z) fliggvény differencialhatosagi tartomanyat és
keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!
2it

e2|t

4. feladat. Hatarozza mega z =2e gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

lz-1>1,
a) 10<Rez<3,
-1<Imz<0.
z
b) L1-=|>|z-0,25!
4
6. feladat. Lehet e az v=1- Zy > fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus
X“+y

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f (1) =1+1i!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzoédik a

—-4<Rez<4;

W= 1 leképezés altal, ha D :
z 0<Imz<8!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

3z2+36
W) H2)=——— 5
18z +3z° -z

z,=0;
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Z2+2

(z-1)z+3)

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=zsh

b) f(z)=4- , 29 =3+i!

7z

fiiggvényt a zg = 7 pont kornyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

o2 _1
a) f(z)=——;
() 73 —iz?

b) f(z):g+sing!
z z

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I(2x+1)dz AB:{y=x>z,=0,z, =1+i}!
AB

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

C0s Z
a) —Adz;
|z+3=2 z° -4

Z_ f—
b) Ize—gzj'dzg
-1 2

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

Todx

L £(x2+1)5;

5 ]‘i 2sin2x L
S (XF=x+1

3. de
o 4sinx+5

4, Zj ox !
< (2+-/3cos x)?
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23. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z;=—2-2i és Zp =1+ 3i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! frja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!

- 21 4,3
b) Keresse meg: z, - z,, %2 : 1/z2 !

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(2)=tgz, z, :%+i;

b) f(z)=¢e, 20:%—%“

3. feladat. Hatarozza meg az f(z2) = Al’Ctg(iZ) figgvény differencialhatosagi tartomanyat és

keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza mega z = % +1 % gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
|lz+i[<1,

a)
-7 cargz<-Z.
4 4

|zZ|-2<Rez,
2—|z|>Rez!
6. feladat. Lehet e az u=e?cosx+x fiiggvény valoés része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreéllitasat tudvan, hogy f(0) =1!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a

-1<Rez<l1;

W= 1 leképezés altal, ha D:
z -2<Imz<0!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

7z+98
a) f(Z): 2 3 !
497 +72° -2z

z,=0;
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Z2+2

(z2-1)z+3)

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=zsinz 2

b) f(z)=4 , 29 =2-2i!

fliggvényt a zg =0 pont kérnyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

2
27 -4
a) f(z)=
() 28 +47° + 474

1 . 2-m
b) f(z)=cos—
) T(2) cos~—sin—

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

_[dez AB :{|z|=1Rez >0;Imz >0} BC egy z, =1,z =0!

ABC

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

IZdZ
a) I X
|7|= 4 )
b) J- Z +chzd |
=1 2

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

1 dx
(

(X +2)*(x* +10)*

5 J- 2S|n2x le;
2 (X +x+1)
27

5 3sinX+5
2z

4. | ox :
0 (x/ﬁ + 2\/§COS X)
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24. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z;=3-2i és Zp =1—-i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!
Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! frja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!

b) Keresse meg: (ﬁ)z, %2 3242, !

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fliggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:

a) f(2)=sinz, z, = %—Si :

b) f(z)=Lnz, z, =-1-i!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z)= ch? (iz) figgvény differencialhatosagi tartomanyat és

keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!

t—1+it
t(t-1)

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

2 {|z +1]<1,

4. feladat. Hatarozza mega z = gorbe tipusat!

|z—i|£1.
z+i[<1+1Imz,

b) 0<arg(z+i)£%,

Imz<2!

6. feladat. Lehet e az v=e"’sinx fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

fliggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =1!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a

-1<Rez<1;

W= 1 leképezés altal, ha D :
z 0<Imz<4!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

47 + 64
a) f(Z)Z , 2, =0;
3222+423—z4 °
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Z2+2

(z-1)z+3)’

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)= zcos;zii fiiggvényt a zy =1 pont kornyezetében!
Z —_

b) f(z)=4

Zp =-2—il

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

i

b) f(z)=3z cosg !

a)f

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I(cosiz +3z%)dz; L:{jz| =1 Imz > O}!
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

sin 7z
a) .[ dz:
\z—ﬂ:ﬁ(zz —1)2
b) j
=1 2

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

1 T dx _
L (XE+8x+17)

5 I(X +5x)sin x
© X +10x% +9
dx
3. -
lsxﬁsinx+8
2z
4. jdixl

< (2 +cos x)?
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25. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z1=5-"5i és zp =2 —1i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!
Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! irja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
b) Keresse meg: z, - 25, 2721, z1-125 !

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=Arccosz, z,=-3i,;
b) f(z)=¢e*, zozsfi+2!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = th(iz) fliggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
1+1 t

4. feladat. Hatarozza mega z = e + Tt (2—4i) gorbe tipusat!
— I —

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

Y {|z+]j—|z—]j>4,

Re z <5.

Rez <(Imz)* +1,

b) T
iy
larg 7| < 7

6. feladat. Lehet e az v=2xy+x fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

figgvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=0!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a
W=z _4 leképezés altal, ha D : |Z| =5!

z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

9z +162
a) f(z)= 53 20=0;
81z +9z° -2z
227 .
b) f(z)=——, 20 =-1-3i!
z°+4
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. Z2+3
2 5in

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=z fiiggvényta zg =0 pont kérnyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok
tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

CoS z

a) f(Z)Z—'

2-f
b) f(z):(z—l)chg!

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I|z|dz; L:{ =2,3r/4<argz <5z/4}
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

(z+1)dz ;

a)

|2[=4 22 +27-3

z-sinz
dz!

b) |

4
z-i|=2 22

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

N Tx2+10 1
J (X2 +4)?

5 T 4x2coszx 1
2 X" +10x° +9

3. de;
< 4:/5sinx+9

4, del
< (3+2cosX)°
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26. Valtozat
1. feladat
a) Hatdrozza meg a 71 = J3—i és Zp =1+ J3i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!
Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és exponencialis
alakjat!

b) Keresse meg: (z1 -2, ), %2, 471 1

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fliggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(z)=cosz, z, = %i+1;

b) f(z)=Arctgz, z, =2-1i!
3. feladat. Hatirozza meg az f(z)= COS(ZiZ) fliggvény differencialhatosagi tartomanyat és

keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!

2 1
4. feladat. Hatarozza mega z = 2—+t + Iﬁ gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

|z -1+i|>1,
a) {Rez<1,
Imz<-1.
lz2-2>|z+2i,
b)
lz+3 <|z-5!
6. feladat. Lehet e az u=—>+x fliggvény valds része valamely f(z) analitikus

(xX*+y°)
fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreéllitasat tudvan, hogy f (1) =2!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzoédik a

W=z +§ leképezés altal, ha D : |Z| =5!
yA

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

a) f(Z): 252 +120 s
50z +5z2° -z

z,=0;
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21
27 +4

b) f(z)=

y 20 =-3+2i!

2

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=zsin z — 222 fiiggvényt a zg =1 pont kérnyezetében!
z-1

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

2) f()ﬁ

b) f(z)="=3

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

j(zg +1)dz ; ABC egy tortegyenes z, =0;z, =1+1;z; =1!

ABC
12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

sinz

z_Lzs(z—nf’ "

a)

+32dz!

b) § S

a2
13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:
T dx

(X2 +D*
I(X +1) cos x

X +5x2 +4

dx
3. -
!’\ﬁsinx+4

2z
4. j44445?5447?!
5 (2+cos x)
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27. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 73 = 2+51 és Zp = —3—4i komplex szamok abszolutértékét és
argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
.35 2 3, _;

b) Keresse meg: z;" - z,, %2 y V21 —22 !
2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:
a) f(z)=shz, z, = 1—%i;
b) f(z)=Lnz, z, =/3+i!
3. feladat. Hatdrozza meg az f(z)= sin2(2iz) fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és
keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza mega z = t2 -2+ i(’[2 —4t + 5) gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
7 cargz<-Z,
6 6

a)

%Sarg(z +2i)< 37”

b) Re(z+1)=|!
6. feladat. Lehet e az v=x*—-y?—x fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=0!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a

w=z-3 leképezés altal, ha D: |z| =4!
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

11z + 242
a) flz)= , 2, =0;
) () 1217 +1122 =278 °

22
22 +4

b) f(z)=

L2 =2+3i]
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=z cosi3 fiiggvényt a zg = 3 pont kérnyezetében!
Z J—

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

tgz
a) f(z)= ;
0=
1 1
b) f(z)=— =1
) 1(2) 22+cosZ

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I(Sin z+2°)dz ; ABC egy tortegyenes 2, =0;z, =12, = 2i!

ABC

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

dz |
X z+J;:1(z2 +1)2 ’

s
b) [ z sin —-dz!
2]=1 z

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

T dx
1.
-[(xz +1)*(x* +15)°
) J-(x +1)S|nx
-2 x* 45x? +4 ’
dx
3. -
-([\Esinx+3
2z
4. | o

< (+/10 +3cos x)°

78



28. Valtozat
1. feladat.

a) Hatdrozza meg a 71 = 23 +2i és Zy = 3+3+/3i komplex szamok abszoliitértékét és

argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! {rja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!

_ 2 =
b) Keresse meg: z; - 22, Z%, Vz2 !

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:
Q) f(2)=tgz, 2= 7 +i;
b) f(z) = Arcshz, z, =—4i!

2
3. feladat. Hatirozza meg az f(z) =ie’ fliggvény differencialhatosagi tartomanyét és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatdrozza mega z=t? + 2t + 5+ i(t2 + 2t +1) gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

{|Re 7|22,
a)

Imz|<3.

222-2%|
b)

IRez| <1!
6. feladat. Lehet e az u=-2xy—2y fiiggvény valés része valamely f(z) analitikus
fliggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=1i!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a

W=z 2 leképezés altal, ha D : |Z| =21
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

6z +144
a) f(z)= , 2, =0;
() 7222 +62% - 74 ’
21 i
b) f(z)= , 29 =3+2i!
2 +4
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f (z)=zsinz

; fiiggvényt a 2y =2 pont kdrnyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

2
z°+4
a) f(z)=
2° +4iz% — 473

7+
e €

Z+¢€

b) f(z)=

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

J.Z Imz*dz AB egy egyenes szakasza z, =0;z, =1+i!

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

3 .4
2) I 2+325 5z dz:
|z+1=1 z
_ 42
b) jShZ dz!
|7=1 z°

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

x +2
x +7x%+12

L [ o1
5 .[COS 2x COS X
[,

(x? +1)
3.
2\fsmx+3
4. j dx .
< (\/3+/2cosx)
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29. Valtozat
1. feladat.
a) Hatarozza meg a 23 = 5-3i és zp = —2+1 komplex szamok abszolutértékét és
argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
b) Keresse meg: z{ - z,, 2721, 47, -22 |

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(z)=sinz, z, = 377Z+i;
b) f(z)=Inz, z, =1++/3i!

3. feladat. Hatdrozza meg az f(z)= In(Z2 - i) fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és
keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!
4. feladat. Hatdrozza mega z=2t> + 2t +1— i(t2 +t+ 4) gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

2 {|z—1—i|22,

Rez+Imz<2.
38+ 7| <[3-17|,
) larg 7| < iy
3
6. feladat. Lehet e az v=2xy—-2y fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus
fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreéllitasat tudvan, hogy f(0) =1!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a

W=z +1 leképezés altal, ha D : |Z| =5!
yA

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

a) f(Z): 132-%—3238 3 ZO :0;
169z +13z° -2z

) f(2)=—22—, 2 =-1+3i!
1 -4
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=zeZ—4 fiiggvényta zy = 4 pont kérnyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatdrozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

z

a) f(2)=—
(22 + 22f
b) f(z)=z coszzzﬂzl

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

J'(z3 +sinz)dz; L:{z| =1, Rez > O}!
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

2) I sin z dz-
\z+i\:222(z_%)
N
b) [(z+1ezdz!

|z+i[=2

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

T dx
| (X2 —10x + 29)?

5 I (x* +x)sin x
© I x*+13x% +36
dx
3. _—
lzxﬁsinx+4
4 Zf dx
2 (7T +/3cosx)?
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30. Valtozat
1. feladat.
a) Hatarozza meg a 2;=5+6i és Zp =1—-3i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! irja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
_2 —
b) Keresse meg: z; -2, %2, Jzy-21 !

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:
a) f(z)=chz, z,=2-ri;

b) f(z)=Arctgz, z, =2+1i!
3. feladat. Hatarozza meg az f (z) = th(i] fliggvény differencialhatdsagi tartomanyat és keresse
i

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
4. feladat. Hatdrozza mega z=t? — 2t + 3+ i(t2 —2t +1) gorbe tipusat!
5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

Z+2i
3-4j

<1

a)

larg z|<£.
3

b) 22z +(z+i)z+(2-i)z < 2!
6. feladat. Lehet e az u=x®-3xy’—x fliggvény valés része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=0!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a

W=z +ﬂ leképezés altal, ha D : |Z| =5!
yA

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

7z +196

a) f(z)= ,Z,=0;
) () 9822+7z3—z4 °
b) F(2)=—22—, z9=2+2i!

z° -4
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=z cosi5 fiiggvényt a z, =5 pont kornyezetében!
Z J—

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok

tipusat és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

2
) f(z)= 0L,

VAR

b) f(z):(z—2)sh%!

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

jz|z|dz; L:{z|=1 Imz>0}!

L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

b) | 3sinLdz1
g
13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:
0 2

o™
(x* +11)°

—00

5 T(x2+x)cosx
© I x* +13x% +36

—00

2

3. Iq—x;
< +[21sinx +5
27

4. jd—le
< (/7 +cos x)
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