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ПОЯСНЮВАЛЬНА ЗАПИСКА 

 
Методичний вказівник розроблений для студентів Закарпатського Угорського 

Інституту ім. Ференца Ракоці ІІ., які згідно навчального плану вивчають дисципліну 

«Елементарна математика» на другому курсі спеціальності 014 Середня освіта 

(Математика). 

 

Мета видання: Підвищити загальну математичну культуру студентів, навчити їх 

розв’язувати завдання шкільного курсу математики поглибленого і підвищеного рівнів; 

поглибити, систематизувати знання, отримані в школі; розвинути творчий підхід до 

розв’язання нестандартних завдань. 

 

Вивчення елементарної математики сприяє розвитку передусім таких програмних 

компетентностей: 

 Загальних: 

o ЗК 1. Здатність розвивати учнів критичного мислення 

o ЗК 3. Здатність до абстрактного мислення, аналізу та синтезу. 

o ЗК 4. Здатність вчитися і оволодівати сучасними знаннями, застосовувати 

знання у практичних ситуаціях. 

o ЗК 8. Навички використання інформаційний і комунікаційних технологій. 

o ЗК 15. Здатність до адаптації та дії в новій ситуації 

 Фахових: 

o ФК 1. Здатність до використання математичних методів і моделей в 

освіті/педагогіці 

o ФК 2. Здатність до самоосвіти, самовдосконалення, самореалізації в 

професійній діяльності та до конкурентної спроможності на ринку праці. 

 

 

Вивчення кліматичних класифікацій сприяє досягненню передусім таких програмних 

результатів навчання: 

 ПР2. Здійснювати перетворення даних з різних джерел за допомогою 

інформаційних процесів, використовувати цифрові технології в освітньому 

процесі в галузі освіти/педагогіки. 

 ПР3. Застосувати методологію і методику, цифрові технології наукових 

досліджень в галузі освіти/педагогіки, предметних спеціальностях середньої 

освіти-інформатиці та математиці. 

 ПР5. Képes megérteni az információ biztonság a jogi információk, valamint az 

adatvédelmi és szellemi tulajdonjogoknak tartalmát és alapvető tulajdonságait 
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RÖVID ISMERTETŐ 

 

A módszertani útmutató a II. Rákóczi Ferenc Kárpátaljai Magyar Főiskola második 

évfolyamos 014 Középiskolai oktatás (Matematika) szakos hallgatói számára készült, akik a 

tantervnek megfelelően előadásokon és gyakorlati foglalkozások keretében tanulják az Elemi 

Matematika című tantárgyat. 

A módszertani segédlet célja a hallgatók általános matematikai kultúrájának növelése, 

megtanítani az iskolai matematika tantárgy emelt színtű feladatainak megoldására, összefoglalni 

és rendszerezni a hallgatók számára az „Elemi matematika” című tantárgy keretein belül 

elsajátítandó ismereteket. 
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1. TRIGONOMETRIKUS KIFEJEZÉSEK EGYSZERŰSÍTÉSE 

 

A trigonometrikus azonosságok szögfüggvények között fennálló matematikai összefüggések 

(egyenlőségek, azonosságok). Ezek az azonosságok hasznosak szögfüggvényeket tartalmazó 

kifejezések egyszerűbb alakra hozásakor. 

 

Jelölések 

Az alábbi jelöléseket használjuk a hat szögfüggvényre: 

szinusz (sin), koszinusz (cos), tangens (tg), kotangens (ctg), szekáns (sec) és koszekáns (csc). 

Egyszerűség kedvéért csak a szinusz esetét mutatja az alábbi táblázat. 

 

Jelölések Olvasd Leírás Definíció 

sin²(x) Szinusz négyzet x 
a szinusz négyzete; szinusz a 

második hatványon 
sin²(x) = (sin(x))² 

arcsin(x) Arkszinusz x a szinusz inverz függvénye 

arcsin(x) = y  akkor és 

csak akkor, ha sin(y) = x 

és  

(sin(x))
-1

 
szinusz x a -1-ik 

hatványon 
a szinusz reciproka 

(sin(x))
-1

 =  

1 / sin(x) = cosec(x) 

 

arcsin(x) így is írható: sin
−1

(x); ezt nem szabad összetéveszteni a (sin(x))
–1

-nel. 

 

1.1. TRIGONOMETRIKUS KÉPLETEK 

 

1. 1cossin 22    

2. 



2

2

cos

1
1tg   

3. 



2

2

sin

1
1ctg   

4. 1ctgtg 22    

5.  cossincossin)sin(   

6.  cossincossin)sin(   

7.  sinsincoscos)cos(   

8.  sinsincoscos)cos(   

9. 





tgtg1

tgtg
)tg(




  

10. 





tgtg1

tgtg
)tg(




  

11. 





ctgctg1

1ctgctg
)ctg(




  

12. 
2

2cos1
sin2 




  

13. 
2

2cos1
cos2 




  
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14. ))cos((2sin  = )sin(2   

15.  22 sincos)2cos(   

16. 





2tg1

tg2
)2tg(  

17. 
2

tgctg
)2(ctg


  

18. 
2

cos
2

sin2sinsin








  

19. 
2

cos
2

sin2sinsin








  

20. 
2

cos
2

cos2coscos








  

21. 
2

sin
2

sin2coscos








  

22. ))cos()(cos(
2

1
sinsin    

23. ))sin()(sin(
2

1
cossin    

24. ))cos()(cos(
2

1
coscos    

25. 

2
tg1

2
tg2

sin
2 







  

26. 

2
tg1

2
tg1

cos
2

2







  
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1.2. SZÖGFÜGGVÉNYEK 

 

A trigonometrikus függvények vagy szögfüggvények eredetileg egy derékszögű háromszög egy 

szöge és két oldalának hányadosa közötti összefüggést írják le (innen nyerték magyar és latin 

nevüket is). 

A szögfüggvényeknek a derékszögű háromszög két oldalának hányadosa és a szög összefüggésén 

kívül az egységsugarú körben tekintett forgásszög-végpontok metszeteivel (vetületeivel, 

koordinátáival) is definiálhatók. Ez utóbbi definíció már 90°, azaz π/2-nél nagyobb, sőt, negatív 

(mindent összevéve, tetszőleges valós) argumentumokra is működik. 

Hagyományosan hat fontos szögfüggvény alakult ki (ezek közül négyet használnak gyakrabban, de 

csak kettő tekinthető igazán alapvetőnek, a többi ezekből racionális műveletekkel kapható), 

melyeket az alábbi táblázat tartalmaz: 

 

Függvény Rövidítés Összefüggés 

Szinusz sin 
 

Koszinusz cos 
 

Tangens 
tg 

vagy (tan) 
 

Kotangens 
ctg 

vagy (cot) 
 

Szekáns sec 
 

Koszekáns Csc vagy (cosec) 
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1.3. KIDOLGOZOTT FELADATOK 

 
1.Bizonyítsuk be, hogy a következő trigonometrikus kifejezések egyenlők! 

;
sinsin

coscos
ctgctg

22

22
22




  

Megoldás: 

Legelőször ki kell választani, hogy melyik oldalt alakítjuk át, és egyszerűsítjük, hogy megkapjuk a 

másik oldalt. Itt a baloldalt érdemes átalakítani, hogy megkapjuk a jobboldalt. Ezért rögtön át is át 

is írjuk a kifejezést: 










2

2

2

2

sin

cos

sin

cos
 

Ezután közös nevezőre hozzuk a tagokat: 





22

2222

sinsin

sincossincos
 

Majd a számlálóját ismét átalakítjuk: 





22

2222

sinsin

)cos1(cos)cos1(cos
 

Itt összeszorozzuk a számlálót: 





22

222222

sinsin

coscoscoscoscoscos
 

Egyszerűsítjük a számlálót, és kapjuk, hogy igaz az egyenlőség: 

;
sinsin

coscos

sinsin

coscos
22

22

22

22









 

Felelet: az azonosság be van bizonyítva. 

2. Egyszerűsítsük a következő trigonometrikus kifejezést! 

;
ctgtg

ctg2ctg1




 

Megoldás: 

Első lépésként átírjuk a kifejezést egy egyszerűbb alakra: 





















sin

cos

cos

sin
sin

cos

2sin

2cos
1

 

Ezt követően közös nevezőre hozzuk a számlálót, és a nevezőt is: 
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









cossin

cossin

sin2sin

cos2cossin2sin

22
 

A 8. képlet alapján a számlálóban felírhatjuk a kifejezést a következő alakra, és a nevezőt is 

egyszerűsíthetjük: 









cossin

1
sin2sin

)2cos(

 

Átírjuk a törtet egy szorzattá: 









1

cossin

sin2sin

cos
 

Egyszerűsítjük a kifejezést, majd a nevezőt a 14. képlet alapján felírjuk: 






cossin2

cos2

 

Újabb egyszerűsítés után kapjuk, hogy: 






sin2

cos
 

Visszaalakítjuk a kifejezést, és kapjuk: 

;ctg
2

1
  

Felelet: a kifejezés egyszerűsítése után kaptuk: ;ctg
2

1
  
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1.4. BEGYAKORLÓ FELADATOK 

 

Bizonyítsuk be a következő trigonometrikus kifejezések azonosságát! 

 

1. ;2tg2)2tg2cos1()2tg2cos1( 11  
 

2. ;1
4

5
ctg2

2

5
ctg2cos 1 

























   

3. ;
4

5
tg

4

5
sin2

)23cos(

2



























 

4. ;
3tg

2tg

3tg2ctg

3ctg2tg









 

5. ;4cos
2

5
cos

2
cos47cos6cos2coscos 





  

6. ;
2

21
sincos

2
cos412sin11sin10sin9sin





  

7. ;
2

7
cossin

2
sin45cos4cos3cos2cos





  

8. ;
2

11
sinsin

2
sin47sin6sin5sin4sin





  

9. ;2
4

sincos223sin3cossincos 







 


  

10. ;
6sin

2cos8
3ctg3tgctgtg

2




  

11. ;
2

ctg)(tg)(sin 11 
   

12. ;
2

3

4

5
ctg

)3sin(1

2
2

sin





























 

13. ;3tg
4cos3cos2cos

4sin3sin2sin





 

14.     ;8
2

5
sin

4

1

4

1
25cos23sin2 22









   

15. ;2
12sin

4cos1

12cos

4cos1
22











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16. ;costg
ctgcos

costg 1
1




 


 

17. ;2sin)275sin(75cos)60(cos)45cos( 2  
 

18. ;
4sin1

4cos
)245ctg(




  

19. ;
tg31

tg3

tg

3tg
2

2









 

20. ;1cossin3cossin 2266   

21.   ;
2

sin
2

sinsinsin 22 xx
x 








   

22. );sin()sin(sinsin 22   

23. ;
2sin2cos

2sin2cos
4cos4tg 1




   

24. ;cos2tg2
)(tg

tgtg

)(tg

tgtg 22 







   

25. ;coscos2cos2sin
4

1
1 422   

 

Egyszerűsítsük a következő trigonometrikus kifejezéseket! 

 

26. ;
4

sin
4

cos3
2

sin1 22 












  

27. ;cos

4

5
ctg)22cos(

2sin1 2 

















 

28. ;

2

7

4

3
tg

42

5
tg

22

9
sin

2

3

4

3
tg1

4
cos

221

22
































































 












 

29. ;
2ctg2tg

)38cos(1




 

30. );tgcos1)(tgcos1(cos 11  
 

31. );ctgsin1)(ctgsin1(sin 112   
 



 

15 

32. ;
2

sin
23

sin
26

cos



















  

33. ;2
2

sin2
2

sin 22

















 





 

34. ;1)2(sin)2(cos 22   

35. ;1)2(sin)2(sin 22   

36. ;
msinnsin

ncosmcos




 

37. ;

2

3
2sin1

1
1

1











 

 

38. ;1
2

ctg
2

tg1 22




















 

39. ;

2
ctg

2
tg

2
ctg

2
tg











 

40. ;
1tgsin

1ctgcos
22

22




 

41. ;
8

17
sin

8

9
sin 22


















   

42. ;

sin44)
2

3
2(cos

)2(sin)5(sin4

22

22




 

43. ;2
3

2
cos

3

8
2cos

2

3
2sin 


























   

44. ;
)1sin4(cos

)(sinsin4cos

)4(cos

)(sin2cos 22

3

22









 

45. ;

2

3
sin

2

3
ctg2

1

2sin

)4cos(1

2
cos

2

3
tg2

1

2
3

2









































 








 

46. ;

2
2

3
tg2

2

3
ctg

2
4sin2


































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47. ;
)180(ctg

1)360(ctg

)180(tg1

)270(ctg 2

2 















 

48. ;

2
cos

2
ctg

2
cos

2
ctg

22

22



















































 

49. ;

tg
2

3
tg

tg)2tg(1

















 

50. ;
14sin10sin6sin2sin

14cos10cos6cos2cos




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2. TRIGONOMETRIKUS EGYENLETEK MEGOLDÁSA 

 

Azokat az egyenleteket, amelyekben az ismeretlen valamely szögfüggvénye szerepel, 

trigonometrikus egyenleteknek nevezzük. (Hasonlóan trigonometrikus egyenlőtlenségekről, 

trigonometrikus egyenletrendszerekről is beszélünk.) 

A szögfüggvények értelmezésekor már említettük, hogy egy adott szöghöz egyetlen szinusz-

, egyetlen koszinusz-, egyetlen tangens-, egyetlen kotangens érték tartozik (ha a szög olyan, hogy 

tangense is, kotangense is létezik). Fordítva azonban nincs meg az egyértelműség. Ha meg adunk 

egy szinusz értéket (vagy egy más szögfüggvényértéket), ahhoz nem egyetlen szög tartozik.  

A ax sin , ahol 1a , egyenlet megoldási képlete:   Znnax
n

 ,arcsin1  , vagy az 

Zkkaxkax  ,2arcsinés,2arcsin 21  . 

A ax cos , ahol 1a , egyenlet megoldási képlete: Znnax  ,2arccos  . 

A ax tg  egyenlet megoldási képlete: Znnax  ,arctg  . 

A   5,0sin x   Rx  egyenlet megoldását úgy is tekinthetjük, hogy az    xxf sin  

függvénynél megkeressük mindazokat az x értékeket, amelyekre   5,0xf  Ezt szemléletessé is 

tesszük. Az egyenlet megoldása:  




11 2
6

kx   




22 2
6

5
kx  , ahol Zk 2,1  
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2.1. KIDOLGOZOTT FELADATOK 

 

1. feladat:  

xx 3sin29sin   

xxx 3sin3sin9sin   

03sin
2

39
cos*

2

39
sin2 


x

xxxx
 

0)16cos2(3sin xx   

03sin x  vagy 016cos2 x  

kx 3  

Zkkx  ,
3


 

 

 

 

 

 

 
  

016cos2 x

16cos2 x

2

1
6cos x

nx 2
2

1
arccos6 

Znnx  ,
318


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2. feladat: 

05
2

5

2

5
6

2

5
cos:/0

2

5
cos5

2

5
sin

2

5
cos

2

5
sin6

2

5
sin2

2

5
cos2

2

5
cos3

2

5
sin3

2

5
cos

2

5
sin6

5cos2)15(sin3

35cos25sin3

2

222

2222











z
tg

z
tg

zzzzz

zzzzzz

zz

zz

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

  

Zkkz

k
z

z
tg

t

t

D

tt

t
z

tg




















,
5

2

10

42

5

1
2

5

5

1
2

46

162036

056

2

5

2

1

2





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3. feladat: 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Znnx

nx

n
x

n
x

x

xxxx

xx

xx

Zkkx

Zkkx

x

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx























































































,
5

2

10

2
2

5

42

5

2

5

4

0
2

5

4
sin

0
2

23
2cos

2

23
2sin2

02sin3
2

sin

02sin3cos

,
5

,5

05sin

0)2sin3(cos5sin2

5sin2sin23cos5sin2

5sin*)2sin(23cos*5sin2

7cos3cos2sin8sin

2sin3cos8sin7cos





















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2.2. BEGYAKORLÓ FELADATOK 
1. xx 3tg6cos1   

2. 04cos2coscos2  xxx  

3. 5,02sincossin 44  xxx  

4. 5tg22cos2 2  xx  

5. xxxx 3coscos6sin2sin   

6. xxxx 2cos2sin2cos2sin 44   

7. 




210cos2

1
30tg)303sin()303cos(  xx  

8. 4cossin4  xx  

9. 2tgsin2 22  zz  

10. 1sin26cos2cos 2  xxx  

11. xxxx 7cos4cos6cos3cos   

12. 05cos
2

1
5sin

2

3
3sin  xxx  

13. 04ctg3sinctg 23   xxx  

14. 
2

3
5cos4cos3cos 222  xxx  

15. xxxx
2

3
cos27sin5cossin1 2  

16. z
z

z
ctg2

cos1

sin



 

17. 0
2

1
)45cos()15sin(  xx   

18. xxx cossin2sin1   

19. ttt 44 cos1sin)sin1(3   

20. xxxtgx 22 cos)12(cos3
2

5
tg 











 

21. 04sin2sin
2

3
cos

2
cos 2222  xxx

x
 

22. 
2

tg

2
cos4sin

2sin 2

22

2 x

x
x

x





 

23. 02cossin43sin  xxx  
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24. xxx 4cos2ctgtg 1  

25. )3sin5(cos3)5sin(3
2

sin xxxx 







 


 

26. 07sin5sin3sinsin  xxxx  

27. xxx 2sin37sin3sin   

28. 







 xx

3
tgtg3


 

29. 42cos42sin  zz  

30. 
3

1
)15ctg()15tg(   xx  

31. )1(4sin)1(3cos)1(2sin)1cos(  xxxx  

32. 2)12sin(3)24cos(  xx  

33. 1cos24cos 2  xx  

34. xxx 3sin2coscos   

35.  70tg50gtg70tg50tgtg xtx   

36. xxxx 2sincos4sincos   

37. 02cos2ctg332sin2tg  xxxx  

38. xxx 2sin3coscos   

39. xx 3cos33sin 22   

40. xxx 3sin4sin3sin   

41. xxx 2tg
2

1
2sin6sin   

42. 
2

3

)cos(
2

3
cos

2

3
cos5)cos(2























xx

xx





 

43. 1tg40tg40tg20tg20ttg  xgx 
 

44. x
x

3sin1
2

cos2 2   

45. 
16

9
sin2sin 22  xx  

46. xxx 2sinsincos3 22   

47. xx tg3)2cos1(2   
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48. 89cos100sin25 2  xx  

49. 23sinsin  xx  

50. xx 2sin12cos   
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