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HOACHIOBAJIBHA 3AITMCKA

MeToauuHUN BKa3iBHUK PO3POOJICHUH JUIsl CTYAEHTIB 3akapnaTchbKoro YTOpPCHKOTO
Iactutyry im. @epenna Pakomi II., ki 3TilHO HABYAIBHOTO IUTAHY BHUBYAIOTH JUCIHUILIIHY
«Enemenmapua mamemamuxa» Ha ApyroMmy Kypci cnemianbHocTi 014 Cepeous ocsima

(Mamemamuxka).

Mema euodanns: IlinBUIIMTH 3arajbHy MaTEMAaTU4YHY KYJIbTYPY CTYICHTIB, HaBUHTH IX
PO3B’A3yBaTH 3aBIaHHS LIKIJIBHOTO KypCy MAaTeMaTHKH IOTJIUOJICHOTO 1 MiBHINEHOrO pPiBHIB;
MOTJIMOUTH, CHUCTEMATHW3yBaTH 3HAHHsS, OTPUMaHI B IIKOJI; PO3BUHYTH TBOPYMMA MIAXIT [0
PO3B’sI3aHHS HECTAHIAPTHUX 3aBJ/IaHb.

BuBUeHHSI elleMEHTapHOI MaTEMAaTHKH CIPUSE PO3BHTKY IEPEIyCIM TaKUX HPOZPAMHUX
KomnemenmHuocmeit.
e 3arajpHUX:

@)
®)
@)

o)
o)

o daxoBux:
o)

3K 1. 31aTHICTh pO3BHBATH YYHIB KPUTUIHOT'O MUCIICHHS

3K 3. 3naTHICTH 10 a0CTPAaKTHOTO MUCIICHHS, aHAIII3Yy Ta CUHTE3Y.

3K 4. 31atHicTh BUUTHUCS 1 OBOJIOIBATH CyYaCHUMH 3HAHHSIMH, 3aCTOCOBYBATH
3HAHHS Y MPAKTUIHUX CUTYAI[isX.

3K 8. HaBuuku BuKopucTaHHs iHGOpMaIiiHUIN 1 KOMYHIKAIIHHUX TEXHOJOTIH.
3K 15. 3maTHicTs 10 aganTanii Ta Aii B HOBIH cuTyarii

@K 1. 3pmaTHiCTh 1O BHKOPHCTAaHHS MaTEMAaTHUYHHX METOMIB 1 MOJEICH B
OCBiTi/mIemaroriii

@K 2. 3partHICTh 10 CaMOOCBITH, CaMOBJIOCKOHAJICHHS, camopeai3ailii B
npodeciiiHiii JiSTBHOCTI Ta JO KOHKYPEHTHOT CIIPOMOXKHOCTI HA PUHKY Mpalli.

BuBuennst kiaiMaTHYHUX Kiacuikaiiid crpusie JOCATHEHHIO MEPEAyCIM TaKUX HPOZPAMHUX
pe3ynomamie HAGUAHHA'
e [IP2. 3nuilicHIOBaTH NEPETBOPEHHS JaHUX 3 PIZHUX JKEpea 3a JO0MOMOIOH0
1H(pOopMaLIHHUX MPOLECIB, BUKOPUCTOBYBATH LM(PPOBI TEXHOJOTi B OCBITHBOMY
MPOIIEC] B Tally31 OCBITH/TIEArOTIKH.
e [IP3. 3acrocyBatu METOAOJNOrI0 1 METOAMKY, LU(POBI TEXHOJIOTl HAYKOBUX
JOCTIPKEHb B Tajly3l OCBITH/NENAroriky, MPEAMETHUX CHELialbHOCTAX CEepeaHbOL

OCBITH-

1H(pOopMaTHUIll Ta MaTeMaTHII].

e [IP5. Képes megérteni az informdci6 biztonsdg a jogi informaciok, valamint az
adatvédelmi és szellemi tulajdonjogoknak tartalmat €s alapveto tulajdonsagait



ROVID ISMERTETO

A modszertani Utmutaté a II. Rékoczi Ferenc Karpataljai Magyar Fdiskola madsodik
évfolyamos 014 Kozépiskolai oktatas (Matematika) szakos hallgatéi szamara késziilt, akik a
tantervnek megfelelden eléadasokon és gyakorlati foglalkozasok keretében tanuljak az Elemi
Matematika cim tantargyat.

A modszertani segédlet célja a hallgatok altalanos matematikai kultirdjanak novelése,
megtanitani az iskolai matematika tantargy emelt szintl feladatainak megoldésara, dsszefoglalni
¢s rendszerezni a hallgatok szamara az ,,Elemi matematika” cimi tantargy keretein beliil
elsajatitand6 ismereteket.



1. TERMERTANI SZAMITASOK

A hasab olyan poliéder, amelynek két parhuzamos lapja egymassal egybevagéd sokszog, a tobbi lapja
pedig paralelogramma. Ugy is felfoghato, hogy a hasab az alapsokszog parhuzamos eltolésa soran
keletkezik, ha az eltolast egy olyan egyenes mentén végezziik, amely nem a sokszdg sikjaban fekszik.
Ha a parhuzamos eltolas az alapsokszog sikjara merdleges egyenes mentén torténik, akkor a hasab
egyenes hasab lesz, mas esetben pedig ferde hasab. Az egyenes hasab oldallapjai téglalapok.
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o — - —————1 — -8
’

Oldalfelszin: az oldallapok tertileteinek dsszege.

Teljes felszine: S, =2S_ + S,

Térfogata: V =S, -h=S,,, - EE;

A téglatest téglalap alapu egyenes hasdb. Hat téglalap hatdrolja. A téglatest egy derékszogl
paralelepipedon. A téglatest élszdgei €s lapszogei egyarant derékszogek.

Oldalfelszin: S, = 2(ac+bc)=2(a+b)c.
Teljes felszine: S, =25, +S, =2ab+2(a+b)c=2(ab+ac+bc).
Térfogata: V =abc.

A gila vagy piramis olyan geometriai test, amelynek alaplapja n oldalt sokszog, palastja pedig olyan
haromszogekbdl all, amelyeknek egy kozos, nem az alaplap sikjaba esd csticsuk van, €s az ezzel a
csticesal szemben levd oldalaik egyben az alapsokszog oldalai.

A gula lapjainak és csticsainak szama egyarant n+1, ahol n az alap oldalainak szama. Eleinek szama
2n.
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Oldalfelszin: az oldallapok tertileteinek dsszege.
Teljes felszine: S; =S, +S, .
Térfogata: V :%Sa -h :%SABCA -ED.

Hengernek (pontosabban korhengernek) nevezziikk azt a testet, amely két, parhuzamos
eltolassal egymasba vihetd korlapbol és mindazokbol a szakaszokbdl all, amelyek a korlapok
megfeleld pontjait sszekatik.

A korlapokat a henger alapjainak, a korlapokat hatarold korvonalak pontjait Osszekotd
szakaszokat pedig a henger alkotoinak nevezzik. Ugyanigy bizonyithatd, mint a hasab esetében,
hogy a henger alapjai egybevigok és parhuzamos sikokban fekszenek. Mint a hasabra, tigy a hengerre
is érvényes, hogy alkotdi parhuzamosak és egyenlok. A henger feliilete a henger alapjaibdl, valamint
oldalfeliiletébdl (palastjabol) all. Az oldalfeliilete pedig alkotokbol all.

A hengert egyenesnek mondjuk, ha alkotoi mer6legesek az alaplapok sikjara. A tovabbiakban
csak egyenes hengerrel fogunk foglalkozni, €s egyszeriien hengernek fogjuk nevezni.

Az egyenes hengert olyan testnek tekinthetjiik, amelyet egy téglalapnak az egyik oldalat
tartalmazo tengely koriili forgatasaval kapunk.(2. dbra)

<
=

VIRV




Oldalfelszin: S, = 27RH .
Teljes felszine: S, =25, +S, = 27R? + 272RH = 27R(R+ H).
Térfogata: V =S, -H = 2R°H .
Kupnak (pontosabban korkupnak) nevezziik azt a testet, amely a kup alapjat képezd korlapbol,

e korlap sikjan kiviil esé pontbol, azaz a kip csiicsabol, tovabba a csucsot az alap pontjaival 6sszekoto
szakaszok Osszességébdl all.

iy
A kup csucsat az alapkor pontjaival 6sszekotd szakaszokat a kup alkotoinak nevezziik. A kip
feliilete az alapbdl és az oldalfeliiletbdl (palastbodl) tevodik Gssze.
A kupot egyenesnek, nevezziik, ha a kip csticsat az alaplap kézéppontjaval 6sszekotd egyenes
merdleges az alaplap sikjara. A tovabbiakban csak egyenes kuprol lesz szd, amelyet egyszerlien
kapnak fogunk nevezni.

Az egyenes kupot olyan testnek tekintjiilk, amelyet akkor kapunk, ha egy derékszogi
haromszoget tengelyként vett befogoja koriilforgatunk.

>

Y

A kup magassaganak a csucsabol az alaplap sikjara bocsatott merdlegest nevezziik. Az egyenes
kap magassaganak talppontja egybeesik alaplapja kozéppontjaval. A klp tengelyének a magassagat
tartalmazo egyenest nevezzilk. A kupnak a tengelyén atmend sikkal valé metszetét a kup
tengelymetszetének nevezziik Azt a sikot, amely 4tmegy a kip alkot6jan és merdleges az ezen alkotot
tartalmazoé tengelymetszetre, a kap érintdsikjanak mondjuk.

Oldalfelszin: S, = 7RI , ahol |— az alkoto.

Teljes felszine: S, =S, +S, =R + 2Rl = R(R+1).

Térfogata: V =§sa ‘H =%7zR2H :

10



Gombnek nevezziik a tér mindazon pontjaibol allo testet, amelyek tavolsaga egy adott ponttol
az adott tdvolsagnal nem nagyobb. Ezt a pontot a gomb kozéppontjanak, az adott tavolsagot pedig a
gomb sugaranak nevezzik. A gombot hatarolo feliiletet gombfeliiletnek vagy szféranak mondjuk. A
gombfeliilet pontjai tehat a gdomb azon pontjai, amelyeknek a kozépponttol valo tavolsaga a sugarral
egyenld. Barmely szakaszt, amely a gdbmb kézéppontjat a gombfeliilet pontjaval koti 6ssze, szintén
sugarnak nevezziik. A gdmbfeliilet két pontjat 6sszekotd és a gdbmb kdzéppontjan atmend szakaszt
atmeronek mondjuk. Barmely atméro6 két végpontjat a gémb atellenes pontjainak nevezziik.

A gomb a hengerhez és a kiiphoz hasonldéan forgéastest. Gombot akkor kapunk, ha egy
félkorlapot az a&tmérdjét tartalmazo tengely koriil forgatunk.

<

Felszine: S =47R”.
Térfogata: V :%ﬂR3.
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1.1. KIDOLGOZOTT FELADATOK

1. Egy gula ABCD alaplapja téglalap: AB = 21, BC = 18 egység.
Oldalélei koziil AE = DE és BE = CE. Az ADE oldallapjanak az oldalmagassaga 13, a BCE oldallapé 20
egység. Szamitsuk ki a glla felszinét, térfogatat, oldaléleinek hosszat.
Megoldas:
Mivel AE = DE és BE = CE, a gula E csucspontja illeszkedik az AD, valamint a BC szakaszt felez6 és ezekre
merdleges sikra.

E
13 m 20
X 21-x
F a 21 A

A gula EQ magassaga az EF{F, haromszog FiF, oldalahoz tartoz6 magassaga. Els6ként ennek hosszat
szamitjuk ki:
m? +x* =13
m? + (21— x)* = 20
441—-42x =400-169,
X =5.
QF, =21-x =16,

m=EQ =+169-25=12.

A gula ABE ¢és DCE oldallapja egybevagd. Ezért oldalmagassaguk:

EP =92 +122 =15,

A gula felszine:

21-15 . .
Sy =S, +Sppe + Speg +2S 5 =21-184+9-13+2- — = 990 teriiletegység.
A gtila térfogata:
V= SaéH = 21-18-12 =1512 térfogategység.
Az oldalélek hossza:

AE = DE =+/13? + 9% =/250 =510 hosszusagegység,
BC = CE =+/20% + 9 = /481 hosszusagegység.

12



2. Egy egyenes kup alapkorének atmérdje 10 egység, minden alkotdja 13 egység. Simitsuk ki annak a
gombnek a sugarat, amely a kiip belsejében van és érinti a kiip alaplapjat és minden alkotojat. Mekkora a gomb
felszine, térfogata?

13 [ 12tr 13

12

Megoldas:
A kup tengelyére illeszked6 sikmetszet az ABC egyenld szard haromszog, ennek beirt kdre a klpba irt

goémb fékore.

A CVB derékszdgli haromszégben CV =+/13* —52 =12. A BC alkotéra az érintési pontban emelt
gdémbsugarral létrehozzuk a CEO derékszogl haromszoget.
Ebben OC = 12 —r. Mivel CVB,,0CEQ,, , a megfelels oldalak aranya egyenlé:
r:(12-r)=5:13
13r =60-5r,
8010
18 3
(Ezt meghatarozhatjuk a VBC derékszogli haromszog B-nél 1évs szbgfelezGjének a segitségével is. Ez a
12 egységnyi magassagot 5:13 aranyban osztja.)

hsz

Ezért:
2
A= 4(9j 2=3007 13963
3 9
V= A% _ 40007 1eeiy

A gomb felszine, térfogata kozelitSleg 140 teriiletegység, illetve 155 térfogategység.
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3. A kdpba félgdmb van irva ugy, hogy alapjaik egy sikban fekszenek és a gdmb feliilete érinti a kup
feltletét. Taldlja meg a félgomb térfogatat, ha a kip alkotdja I és az alappal a széget zar be.

Megoldas:

30. abra
Az ABC derékszogli haromszogbol
AB =lcosa
Az ABD derékszogli haromszdgbol
. R R
SN =———= ,
AB lcosa

innen
. I .
R=1I-sina-cosa =—sin2«a.
o 4 s
A félgdémb térfogata V = 5 7R,

3 3 - 3
Tehat V :ﬂﬂl sin® ZQZM
6 8 12
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4. A gombbe kup van irva. A kip tengelymetszetének teriilete S, a magassag és az alkotd kozotti szog
a. Hatdrozza meg a gomb térfogatat.

Megoldas:

Adott, hogy S,sc =S és ACD/ =« . Legyen AC = CB = |. Az ABC egyenld szara haromszog
tertiletébol meghatarozzuk az AC oldalt:

S=1I23in2a.
2

Innen

o_ 28
sin2a

Tudjuk az AC oldal hosszat, a koszinusz tétel alapjan az ACE egyenld szaru haromszogbol:

I = 2R* —2R?c0s(180—2ar) = 2R?*(1— cos2a)

|2 |2

R? = = ,
2(1-cos2a) 4sin*a
innen
I
R=— )
2sina
A gomb térfogata
7Z|3
V =— 3
6sin”

Behelyettesitve az I-t:

) 2S  75+/2S-sin2a

~Bsindasin2a Vsin2a  3sin®a-sin? 2a

\Y
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5. A gula alapja egy derékszogii haromszog, melynek hegyes szdge a. A haromszog a kip alapjaban
fekszik. A gala magassaganak csucspontja az alkotd felén van. Hatarozza meg a kip és a gula térfogatanak
aranyat.

Megoldas:

P

Az F pont felébe osztja az AB szakaszt. Mivel a glila magassaganak a csucspontja az alkoto felén fekszik,
ez azt jelenti, hogy az FE szakaszt tartalmazo sik parhuzamos az alap sikjaval.
Ebbdl kovetkezik, hogy az AOD derékszogii haromszdgnek az FE szakasz a kdzépvonala.
A gula magassaga fele a kip magassaganak.
1, 1
VKUP :éﬂR H, VGULA = E
Megjeldljiik OC-t R-el. OC =0OA=0B =R
CA=2Rcosa

S, H

alap

Az ABC haromszdog teriilete

S —%2R-2Rcosa-sina= R?sin2a

alap —

A kup és a gtila térfogatanak aranya:

Ve . 62R°H 27
V 3R%sin2aH  sin2a

GULA
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

1.2. BEGYAKORLO FELADATOK

Az egyenes hasab alapja parallelogramma, melynek oldalai 3 m és 4 m. A hasab egyik testatld
5 m, a masik 7 m. Hatarozz meg a hasab oldalfelszinének a teriiletét!

A kip magassaga 4 cm. Az alappal parhuzamos sikmetszet tertilete fele a kiip alapteriiletének.
Hatarozza meg a kup csucsa és a metszet sikja kdzotti tavolsagot!

A gdmbot kozéppontjahoz képest egy oldalban, egymastol 2 cm tavolsagra 1évo parhuzamos
sikokkal metszették. A metszetek teriiletei 367 cm? és 64x cm?. Hatarozza meg a gdmb
felszinének a teriiletét!

Az egyenes hasab alapja a tompaszogl egyenld szara trapéz, melybe korvonal irhato. A szarat
tartalmazo6 oldallap b hosszusagu atloja az alaplap sikjaval f§ zar be. Hatarozza meg a hasab
teljes felszinének a tertiletét!

A henger alapjanak a teriilete S. A henger tengelyével parhuzamos metszet az alapot annak
kozéppontjabol a szog alatt lathatd hurban metszi. A keletkezett metszet atldja és az alaplap
kozotti szog . Hatdrozza meg a metszet tertiletét!

Az egyenes paralelepipedon alapja rombusz. A paralelepipedon oldalfel-szinének teriilete 10
m? és egyik atlometszetének teriilete 4 m?. Hatarozza meg a paralelepipedon masik
atlometszetének a teriiletét!

A szabalyos hatoldali hasab legnagyobb atloja d és az oldaléllel a szoget alkot. Hatarozza
meg a hasab térfogatat!

A henger oldalfelszinének a teriilete S. Az alaplap htrja a szog alatt 1athato az alap
kozéppontjabol. Hatarozza meg annak a metszetnek a teriiletét, amely athalad e haron és
parhuzamos a henger tengelyével!

A gdmbot parhuzamos sikokkal metszették, amelyek kdzéppontjahoz képest egy oldalon
vannak. A metszetek teriiletei 367 cm? és 64 cm?. Hatarozza meg a metszetek tavolsagat, ha a
gdmb felszine 4007 cm?!

. A kuap két alkotojan, melyek kozotti sz6g a, olyan sik halad 4t, amely a kup alapjaval
szoget zar be. Hatarozza meg a kap térfogatat, ha magassaga h!

A gula alapja derékszogii haromszog, melynek egyik befogoja b s a vele szemben fekvé szog
B. A gila minden éle a szdg alatt hajlik az alaplap sikjahoz. Hatdrozza meg a gula térfogatat!
A gula alapja négyzet. A gula két oldallapja merdleges az alaplap sikjara. és a legnagyobb
oldaléle ¢ szbget zar be a magassaggal. A magassag talppontja ezen oldalél felez6pontjatol d
tavolsagra van. Hatdrozza meg a gula alapélének hosszat!

Az egyenes hasab alapja rombusz. A nagyobbik alap atlojan és a fels6 alap tompaszogének
csticsan athalad6 metszet az alaplap sikjaval 45°-0s szoget alkot. A metszet olyan haromszog,
melynek a felsd alap cstcsanal 16v6 szoge 60° és teriilete 36 cm?. Szamitsa ki a hasab
térfogatat!

Az egyenes hasab alapja a hegyesszogli derékszoglh haromszog, melynek atfogoja c. A
hegyesszoggel szemben fekvo befogdt tartalmazoé oldallap atloja az alaplap sikjaval § szoget
zar be. Hatarozza meg a hasab térfogatat!

Az egyenes hasab alapja rombusz, melynek oldala a. A hasab két oldallapja altal bezart szog
¢. A nagyobbik testatlo S sz0g alatt hajlik az alaplap sikjdhoz. Hatarozzatok meg a hasab
térfogatat!

A henger tengelyével parhuzamos metszet az alapot annak kdzéppontjabol a szdg alatt lathato
huarban metszi. A metszet teriilete S és az atldi altal bezart szog . Hatarozza meg a henger
teljes felszinének a tertiletét!

A kup alkotdja az alaplap sikjdhoz [ sz6g alatt hajlik. Az alapba irt haromszdg egyik oldala a
¢és a vele szemben fekvo szog . Hatarozza meg a ktp teljes felszinének a tertiletét!

A gula alapja szabélyos haromszog, melynek teriilete 36v/3 cm?. Az egyik oldallap meréleges
az alaplap sikjara, a masik kettd pedig 45°-os szog alatt hajlik az alaplap sikjahoz. Hatarozza
meg a gula oldalfelszinének a teriiletét!
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

A szabalyos négyoldala hasab alapéle kétszer kisebb az oldalélnél. Az alap-élen és a szemben
fekvo oldalél felezdpontjan sik halad at. Hatarozza meg a hasab oldalfelszinének a tertiletét,
ha a hasab metszete koré irt korvonal sugara 2v/3 cm!

Az egyenes hasab alapja rombusz. Az atlometszetek teriilete 36m? és 48m?2. A hasab kisebbik
testatloja az alaplap sikjaval 45°-os szoget alkot. Hatarozza meg a hasab teljes felszinének a
teriiletét!

A gula alapja rombusz, melynek tompaszdge [ és kisebbik atloja d. Mindegyik oldallap az
alaplap sikjaval a szoget alkot. Hatdrozza meg a gula térfogatat!

A szabdlyos négyoldalu gula oldalélei ¢ szog alatt hajlanak az alaplap sikjahoz. A gula
magassaganak talppontja | tavolsagra van az oldalélt6l. Hatarozza meg a gtila térfogatat!

A szabdlyos négyoldalu hasab alaplapjanak atlojan és a fels6 lap szemkozti csucsan
sikmetszetet szerkesztettek, amely az alaplap sikjahoz 60° -os szog alatt hajlik. Hatdrozza meg
a hasab térfogatit, ha a metszet teriilete 8 m?!

A derékszogl paralelepipedon testatldja az egyik oldallap sikjaval a, a masik oldallap sikjaval
B szoget alkot. Hatarozza meg a paralelepipedon oldalfelszinének a teriiletét, ha testatloja d!
Az egyenes hasab alaplapja egyenldszaru haromszog. A széarakat tartalmazo kozos cstcesal
rendelkez6 oldallapok atloi d-vel egyenldk és a szoget alkotnak egymassal. Ezen atlokat
tartalmazo sik az alaplap sikjahoz f szog alatt hajlik. Hatarozza meg a hasab térfogatat!

A szakasz végpontjai két egymasra merdleges sikhoz tartoznak. A szakasz vetiilete e sikokra
v/369 cm és 20 cm. A szakasz végpontjaibol a sikokra bocsatott merdlegesek talppontjai
kozotti tavolsag 12 cm. Hatarozza meg a szakasz hosszat!

A kup alapja kdzéppontja és az alkotdja kdzotti tavolsag d. Az alkotd és magassag kozotti
sz0g a. Hatarozza meg a kup teljes felszinének a teriiletét!

A henger alaplapjanak hurja 2a nagysagt korivre tdmaszkodik. A felsé lap kozéppontjat a hir
felezopontjaval 0sszekotd szakasz [ szOg alatt hajlik az alaplap sikjahoz. Hatdrozza meg a
henger térfogatat, ha az also alaplap k6zéppontja e szakasztol | tavolsagra van!

A gula alapja egyenlészaru haromszog, melynek alapjan fekvo szoge 3, s a koré irt korvonal
sugara R. Hatarozzatok meg a gula teljes felszinének a teriiletét, ha mindegyik oldallap a szog
alatt hajlik az alaplap sikjdhoz!

A gula alapja szabalyos haromszog. A gula két oldallapja merdleges az alaplap sikjara, a
harmadik S szog alatt hajlik az alaplap sikjahoz. A gula magassaga H. Hatarozza meg a gula
oldalfelszinének a tertiletét!

Szamitsad ki a szabalyos haromoldala ghilaba irt gomb sugarat, ha a gila magassaga h,
oldaléle és az alaplap sikja kozotti szog pedig o !

A szabdlyos haromoldalu galdba gomb van irva. A gomb kozéppontja €s a gula cstucsa kozotti
tavolsag a. A gula oldaléle az alaplap sikjahoz a szog alatt hajlik. Szamitsa ki a gdmb
térfogatat!

Az egyenes hasab alapja egyenld oldalt haromszog. A hdromszog egyik oldalara illeszkedd
sik o szog alatt hajlik a hasab alapjahoz. Ez a sik a hasabbol egy haromoldalu gulat metsz le,
melynek térfogata V. Szamitsa ki a metszet teriiletét!

A szabdlyos négyoldalu guldban az oldalél és az alapél hosszénak aranya V2. A gulat az
alaplap atlojara illeszkedo €s az oldaléllel parhuzamos sikkal metszettiik. Milyen aranyban
osztja ez a sik a gula térfogatat?

Az R sugartu gdmbbe szabalyos négyoldala gala van irva. A gémb kozéppontja illeszkedik a
gula magassagara. Szamitsa ki a gila térfogatat, ha az alaplapja koré irt korvonal sugara r!

A kupba, melynek alkotoja az alaplap sikjaval a szoget alkot, gdmb van irva. Ebbe a gombbe
egy kockat irtunk. Hatdrozza meg a kup és a kocka térfogatanak aranyat!

A szabdlyos négyoldalu gulaba henger van irva ugy, hogy annak als6 alapja a gula alaplapjan
fekszik, a felsd alapja pedig érinti a giila minden oldallapjat. A henger alaplapjanak sugara R,
a magassaga pedig kétszer kisebb a gula magassaganal. A gula oldallapja az alaplap sikjaval
a szoget alkot. Hatdrozza meg a gula térfogatat!
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

Két szabalyos négyoldalu gula alaplapja kozos és az egyik a masik belsejében talalhato. A
nagyobbik gula oldaléle « , a kisebbiké pedig S szOg alatt hajlik az alaplap sikjahoz. A k6zos
alaplap koré irt korvonal sugara R. Hatdrozza meg a tér azon részének a térfogatat, amelyet a
gulak oldalfeliilete hatarol!

Az egyenes hasab alapja egyenlészart haromszog, melynek szara b, csticsnal 1év6 szoge « .
Ebbdl a csucsbol az oldallapokban meg vannak huzva az atlok. A meghuzott atlok kozotti
szO0g [ . Hatdrozza meg a hasab koreé irt henger térfogatat!

A hengerbe paralelepipedon van irva. A paralelepipedonban a nagyobbik oldallaphoz tartozd
alapél a. A paralelepipedon atloja az alaplap sikjaval o , a nagyobbik oldallappal pedig S
szoget zar be. Hatarozza meg a henger térfogatat!

A gombbe kup van irva. A kip tengelymetszetének teriilete S, magassaga az alkotoval o
szoget alkot. Hatdrozza meg a gomb felszinét!

A csonkakupba, melynek alkotdja a nagyobbik alaphoz o szog alatt hajlik, egy r sugart

gdmb van irva. Hatdrozza meg annak a vonalnak a hosszat, amely mentén a gomb érinti a
csonkakup oldalfelszinét!

A gula koré, melynek alapja a oldali szabdlyos haromszog, egy gdomb van irva. Ismeretes,
hogy a gula egyik oldaléle merdleges az alaplap sikjara és b-vel egyenld. Hatarozza meg a
gémb sugarat!

A szabalyos négyoldalu gula alaplapja €s oldallapja kozotti szog « . A gulaba irt gdomb
felszine S. Hatarozza meg a gula oldalfelszinét!

A szabalyos haromoldalu gula apothémadja (oldallapjanak a magassaga) a. Az oldalél a gula
magassagaval o szoget alkot. Hatdrozza meg a gula koré irt gomb térfogatat!

A kup alkotdja | és az alaplap sikjaval o szoget alkot. Ebbe a klipba egy félgomb van irva
ugy, hogy a félgdmb kozéppontja a kip alaplapjdhoz illeszkedik, a félgémb feliilete pedig
érinti a kup oldalfeliiletét. Hatarozza meg a félgomb térfogatat!

A szabalyos haromoldalu gula csticsanal 1év6 sikszoge o . A glla koré R sugara gdbmb van
irva. Hatarozza meg a gula térfogatat!

A szabalyos haromoldalu gulaban a koré irt gomb kozéppontjatol az oldalélig mért tavolsag a.
A gula oldalélei az alaplap sikjaval a szoget alkotnak. Hatdrozza meg a gula teljes
felszinének a teriiletét!

A kup koré, melynek alkotoja az alaplappal a szdget alkot, gdmb van irva. Hatarozza meg a
kap és a gdmb térfogatanak aranyat!

A csonkakupba r sugarti gomb van irva. A csonkakup nagyobbik alaplapjanak 4tmérdje a
gomb kozéppontjabdl a szog alatt 1athatd. Szamitsa ki a csonkakup térfogatat!

Egy 6 cm ¢éli kocka minden csucsat levagjuk egy-egy olyan sikkal, amely a csticsbol éleket a
cstestol 2 cm tavolsagra metszi. Allapitsa meg az igy keletkezett test csticsainak, éleinek és
lapjainak szamat, valamint szdmitsa ki felszinét és térfogatat!

Az a és B sikok merdlegesek egymasra; az A pont az o, a B pont a 3 sik egy-egy pontja.
Jeloljiik A" -vel, illetve B' —vel az A, illetve a B pont merdleges vetiiletét a két sik
metszésvonalara; legyen tovabba F az AB szakasz felezOpontja. Bizonyitsa be, hogy
FA'=FB'!

Egy a ¢li kocka egyik alapélén 4t fektessiink olyan sikot, amely az alaplappal 30°-o0s szoget zar
be. Mekkora tertiletli sikidomot metsz ki a kockabolez a sik, és mekkora térfogat részekre
vagja a kockat?

Az a élti kocka egyik testatlojara illeszkedd sikok koziil melyikbdl metsz ki a kocka legnagyobb
tertiletli sikidomot, és melyikbdl a legkisebb teriilettit? Mekkorak ezek a tertiletek?

Egy haromszog alapt egyenes haséab alapélei: 4, 5 és 7 cm. A hasdb magassaga megegyezik az
alapharomszog leghosszabb magassagéaval. Szamitsa ki a hasab térfogatat!

Egy egyenes hasab alaplapja olyan derékszogli haromszog, amelynek egyik hegyesszoge 30°-
0s, az ezzel szemkozti befogoja 2 hosszegység. Tudjuk, hogy a hasdbba goémb irhat6. Szamitsa
ki a hasab térfogatat!
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64.

65.
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67.

68.

69.

70.

Egy haromoldalu gila mind a hat ¢le egyenld hosszusagi; a gula magassaga egységnyi.
Szamitsa ki a térfogatat!

Szabalyos haromoldali gula magassaga m, oldallapja az alaplap sikjaval a szoget zar be.
Fejezze ki a gula térfogatat és felszinét m-mel és a-val!

Az MABCD gula alaplapja ABCD téglalap, melynek oldalai AB =1, AD = V3 egység. Az MC

oldalél merdleges az alaplap sikjara, az MC oldalél 60°-0s szoget zar be az alaplap sikjaval.
Mekkora annak a sikmetszetnek a teriilete, amelyben a BD atlora illeszkedd és az MA ¢éllel
parhuzamos sik metszi a gulat?

Egy haromoldalu gila mind a hat éle egyenld hosszi. A gulaba irt gomb térfogata hany
szazaléka a gula térfogatanak?

Egy négyzetes gula alapéle 6 cm, oldalélei pedig 5 cm hosszuak. A benne elhelyezkedd
maximalis gdmb térfogata hany szézaléka a gula térfogatanak?

Egy négyoldalu szabalyos guléba forgashengert helyeziink el ugy, hogy a henger tengelyének
egyenese egybeessen a giila magassaganak egyenesével. A gula alapéle €s a magassaga egyarant
6 egység. Mekkora a hengerpalast felszinének maximuma?

Egy négyoldalu szabalyos csonkagula alapéleinek hossza 10, az oldalélek az alaplappal 60°-0s
szOget zarnak be. A csonkagtla testatloja merdleges az egyik oldalélre. Mekkora a csonkagula
térfogata?

Egy 6 literes egyenes henger alapkorének teriilete az egész felillet 20%-a. Mekkora a henger
sugara €s magassaga?

Egy forgashenger alapkore egybevagd egy forgaskap alapkorével; a két test egyenld
magassagu, felszinlik ardnya 7 : 4. Mekkora a kap félnyilasszoge?

Egyenes korkap magassaga a koré irt gomb magassaganak c-szerese. Mekkora e testek
térfogatanak az aranya? Milyen c értékekre oldhaté meg a feladat?

Egy rombusz egyik szoge 50°-0s. Forgassuk meg el0szor a rovidebb, majd a hosszabb atloja
koriil! Mekkora lesz az igy keletkezett testek térfogatanak aranya és felszinének aranya?

Az ABCD trapéz két parhuzamos oldala? AB = 30, CD = 15; szarai: BC = 12, DA = 9. Igazolja,
hogy AD merdleges a BC egyenesre! Forgassa meg a trapézt BC egyenes koriil! Mekkora a
keletkezett forgastest felszine?

Egy 10 cm sugart gdmbbe olyan haromszdg alapt hasabot irtunk, melynek oldallapja négyzet.
Mekkora a hasab térfogata?

Az egységsugari gomb koré olyan kupot irtak, melynek teljes felszine kétszerese a gdmb
felszinének. Mekkora a kup térfogata?
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2. FUGGVENYEGYENLETEK

Példa Az f (X) fiiggvényre tetszdleges X valds szam esetén teljesiil, hogy:
1) 2-x°

M@—z{;

X

Megoldas: Végezziik el a kdvetkezd helyettesitést: x = 1 . Ekkor f(x):= f (lj
X X

, 1 2x° -1
1 T 2d -1
fﬂq 2f(x)= ==
X

X 1
X

2
Innen f(lj =2f (X)+ 2x 1 . Behelyettesitve ezt az eredeti fliggvényegyenletbe, megkapjuk a

kovetkezO egyenldséget:

2x°-1) 2-x°
f(x)-2 2f =
(- 2r000 222

2 2
—3f(X)—2'2X —1=2—X

X X

2 2 2
(x)=2'2X —1+2—x :3x 3y

—3f
X X X

f(x)=—x
Konnyen ellendrizhetd, hogy ez a fiiggvény megfelel a feltételnek. Tehat: f ( )= —X.
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2.1. BEGYAKORLO FELADATOK

Hatarozzuk meg a kovetkez6 fliggvényegyenletek folytonos megoldasait!

1.
2.
3.

4.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

2f(x)+3f(1-x)=4x-1

f(x)- f(-x)=x

f(x-1)— f(1-x)=x

. Hatarozzuk meg az f :R\{~112} >R fiiggvényt, ha f(x+;j+2f(x_2j:x

X+1

Az f (X) fliggvényre tetsz6leges X valds szam esetén teljesiil, hogy 2 f (X)+ f (1— X) =x°.

Milyen pozitiv egész n szamra igaz, hogy f(1)+ f(2)+---+ f(n)=19-n?

Hatarozzuk meg az 0sszes f :R — R fliggvényt, amelyre barmilyen X € R teljesiil az
X(f(x)+ f(=x)+2)+2f(~x)=0 egyenléség.

Hatarozzuk meg az dsszes f :R — R fliggvényt, amelyre barmilyen X,y € R teljesiil az
f (X —f (y)) =1-Xx—-Yy egyenléség.

Hatarozzuk meg az osszes f :R— R fliggvényt, amelyre barmilyen X € R teljesiil az
X(f (X)— f (— X)+ 2)+ 2f (— X) =0 egyenldség.

Hatarozzuk meg az 6sszes f :R — R fliggvényt, amelyre barmilyen X,y € R teljesiil az
f(x+y)=f(X)+y egyenléség.

Hatarozzuk meg az 6sszes f : R — R fliggvényt, amelyre barmilyen X,y € R teljesiil az
f (X — y) =f (X)+ y egyenldség.

Létezik-€, olyan az egész szamegyenesen folytonos fiiggvény, olyan, hogy

a) f(f(x))=3x;b) f(f(x))=-3x?

Létezik-e, olyan az egész szamegyenesen folytonos fiiggvény, olyan, hogy

a) f(f(x)=2x;b) f(f(x))=-2x?

Létezik-e, olyan az egész szamegyenesen folytonos fliggvény, olyan, hogy

a) f(f(x))=4x;b) f(f(x))=-4x?

Létezik-e, olyan az egész szamegyenesen folytonos fiiggvény, olyan, hogy

a) f(f(x))=x;b) f(f(x)=-x?

Hatarozzuk meg az 6sszes f : R — R fliggvényt, amelyre teljesiil az

(f(x)+ f(=x))x*+2f(x)=0 egyenlSség.

Hatarozzuk meg az 6sszes f : R — R fliggvényt, amelyre teljesiil az

(f(x)+ f(=x))x* = f(x)=0 egyenlbség.
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26. Hatarozzuk meg az 0sszes f : R — R fliggvényt, amelyre barmilyen
xf(y)+2yf(x)= f(x)’ + f(yf egyenldség.

27. Hatarozzuk meg az 0sszes f :R — R fliggvényt, amelyre barmilyen
2xf (y)+ yf(x)= f(x)’ + f(y)f egyenldség.

28. Hatarozzuk meg az 0sszes f : R — R fliggvényt, amelyre barmilyen

f(x)+ f(=x)+ f (%j =X egyenldség.

29. Hatarozzuk meg az 6sszes f : R — R fliggvényt, amelyre barmilyen
f (X)+ f (y) =X+2y -1 egyenlGség.

30. Hatarozzuk meg az 6sszes f :R — R fliggvényt, amelyre barmilyen
f(x)+ f(y)=2x+y+1 egyenldség.
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MetoauyHi BKa3iBKH 10 ejieMeHTapHoI MatemaTuku 4dactuna Ill. / Modszertani utmutato
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3100yBaviB mepiioro (6akaxaBpChKOTrO) PIiBHSI BUINOI OCBITH, JPYTrOro Kypcy JEHHOI Ta 3a04HOI
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PO3BUHYTH TBOPYUH MiX11 10 PO3B’I3aHHS HECTAHIAPTHHUX 3aBaHb.
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