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A kiadvány a Matematikai analízis első fejezeteit öleli fel. A halmazokkal, 

számsorozatokkal, ill. függvények folytonosságával és differenciálhatóságával 

ismerkedhet meg az olvasó. Minden fejezet elején meg található egy rövid 

elméleti áttekintés, majd típus feladatok megoldása segíti a tananyag elsajátítását. 

Ezt követően feladatokat találunk, majd a fejezet végén az elméleti ismeret 

felmérésére szolgáló kérdésekkel találkozhatunk. 

A 014. Középfokú Oktatás (Matematika) képzési program hallgatóinak 

ajánljuk. 
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ТЕОРІЯ МНОЖИН 

HALMAZELMÉLET 
 

Alapfogalmak és jelölésük 

 

A halmaz, az elem, egy elem eleme egy halmaznak és a tulajdonság fogalmakat 

alapfogalomnak tekintjük.  

A halmazokat általában latin ábécé nagybetűivel, az elemeket általában latin kisbetűkkel 

jelöljük: 

Aa  (olv. az a eleme az A halmaznak); Aa  (olv. az a nem eleme az A halmaznak). 

 Ha A egy halmaz, akkor bármely x elemre vagy az igaz, hogy x eleme A-nak, vagy az, hogy 

x nem eleme A-nak. 

 

Főbb meghatározások 

 

1. Az A és B halmaz egyenlő, ha az A és a B elemei ugyanazok: A = B. 

2. Az A halmaz a B halmaz részhalmaza, ha az A halmaz minden eleme a B halmaznak is 

eleme: BA . 

3. Az A halmaz a B halmaz valódi részhalmaza, ha az A halmaz minden eleme a B halmaznak 

is eleme, de a két halmaz nem egyenlő: BABA  és . 

4. Az üres halmaz az a halmaz, melynek egyetlen eleme sincs: Ø. 

 

Műveletek halmazokkal 

 

1. Az A és B halmaz egyesítésén vagy unióján mindazon elemek halmazát értjük, amelyek 

vagy A-nak, vagy B-nek (vagy mindkettőnek) az elemei: 

 BxAxxBA  vagy . 

2. Az A és B halmaz metszetén mindazon elemek halmazát értjük, amelyek elemei A-nak és 

B-nek is: 

 BxAxxBA  és . 

3. Az A és B halmaz különbségén mindazon elemek halmazát értjük, amelyek az A-nak elemei, 

és nem elemi B-nek: 

 BxAxxBA  és\ . 

4. Ha az HA  (H alaphalmaz), akkor az A halmaz H-ra vonatkozó kiegészítő vagy 

komplementer halmazán azt a halmazt értjük, amely a H halmaz azon elemit tartalmazza, 

amelyek nem elemei az A – nak: 

 HxAxxAHAA c  és\ . 

5. Az A és B halmaz diszjunkt, ha a metszetük üres halmaz:  

Ø BA . 

6. Az A halmaz összes részhalmazainak halmazát az A halmaz hatványhalmazának 

nevezzük: 

   AXXAP  . 

Alapazonosságok: 

 

Ha HCBA ,,  tetszőleges halmazok, akkor: 

1.  AAAAAA  ;     (idempotencia); 

2. ABBAABBA  ;   (kommutativitás); 



3.     CBACBA  ; 

     CBACBA      (asszociatitivitás); 

4.      CABACBA  ; 

      CABACBA     (disztributivitás); 

5. Ø;Ø;  HHAA ; 

6. Ø;  AAHAA ; 

7. ØØ;  AHHA ; 

8. AH;Ø  AAA ; 

9. BABABABA  ;   (de Morgan-azonosság); 

10.     ABAAABAA  ;   (beolvasztási szabály). 

Típus feladatok megoldása: 

1. Legyen  A = {3 pozitív többszörösei } és   B  ={2-vel osztható pozitív számok}. Adja 

meg a halmazokat másképpen is! Határozza meg a halmazok metszetét, egyesítését és  

különbségéit ! 

Megoldás: 

elemei felsorolásával: A = {3; 6; 9; 12; … }, B  ={2; 4; 6; 8; … }. 

közös tulajdonság megadásával:  NkkxxA  ,3 ,  NkkxxB  ,2 . 

BA {2-vel is és 3-mal is osztható pozitív számok}= {6 pozitív többszörösei}=

 Nkkxx  ,6 . 

BA {2-vel vagy 3-mal  osztható pozitív számok}=  Nkkxvagykxx  ,3,2 . 

AB { 3-mal  osztható, de 2-vel nem osztható pozitív számok}= {3 páratlan többszörösei 

pozitív többszörösei}= Nkkxx  ,36 . 

BA {2-vel osztható, de  3-mal nem osztható pozitív számok}= {minden páros szám 

kivéve 6 többszöröseit}= Nnknkkxx  ,,3,2 . 

2. Bizonyítsa be, hogy ha A, B és C tetszőleges halmazok, akkor 

     CABACBA  ! 

Bizonyítás: 

Igazoljuk, hogy a két oldalon álló halmazok elemei megegyeznek.. 

Ha  CBAx  , akkor a metszett meghatározása értelmében Ax  és CBx   

halmaznak is. Az unió meghatározása miatt  viszont, Bx  vagy Cx .  Tehát Ax  és 

( Bx  vagy Cx ).  Vagyis ( Ax  és Bx ) vagy ( Ax  és Cx ). Ami azt jelenti, 

hogy    CABAx  .  Ezzel igazoltuk, hogy a két halmaz elemei megegyeznek. 

3. Hozza egyszerűbb alakra a   ABABA //  ! 

1. megoldás: 

De Morgan –féle azonosságot alkalmazva 

         

           
A

ABAABAABAHABAABA

ABABAABABAABABA















///

////

 

 

2. megoldás. 



Alkalmazzuk az BABA /  azonosságot: 

          
A

ABABAABABAABABA




 

4. Igazolja, hogy 7  irracionális szám! 

Alkalmazzunk indirekt bizonyítási eljárást. Tehát tegyük fel, hogy 7  racionális szám, 

vagyis felírható két relatív prímszám hányadosaként: 
b

a
7 , ahol 

1);(lnkoés,,  baNba . Akkor viszont 
22 7ba  , tehát egy négyzetszámnak osztódnia 

kell 7-tel, ez csak abban az esetben lehetséges, ha a 7 többszöröse, viszont akkor az 

egyszerűsítés után b-nek is osztódnia kell 7-tel. 

   722222 7777 bdbdba  . 

Ami ellentmond annak, hogy a és b relatív prím. Tehát, nem helytálló a feltételezésünk, 

vagyis 7  irracionális szám. 

 

Вправи для самостійного розв’язання: 

Feladatok 

 

1. Adja meg az A halmazt elemei felsorolásával: 

1)  35mint nagyobbak  nem és , héttel oszthatóakmelyek  számok, szetesAzon terméA ; 

2)  0122  xxZxB ; 3)  prímszámok kisebb tól20 C ; 

4) 








 52
4

1 xZxD ;  5) 








 103
9

1 xZxE ; 

6) 








 1
1

log
3

1
x

NxF ;  7)  20,12cos2  xxRxG ! 

2. Legyen HCBA és, . Írja fel, a halmazokra értelmezet műveletek segítségével a H azon 

elemeinek halmazát, amelyek 

1) csak a B halmaznak elemei; 

2) pontosan két halmaznak elemei; 

3) nem elemei mindhárom halmaznak; 

4) legfeljebb egy halmaznak elemei; 

5) legalább egy halmaznak elemei; 

6) legalább két halmaznak elemei; 

7) mind a három halmaznak elemei! 

3. Legyen HBA , ,  ZxxxH  ,101 ,  9;5;4;3;2;1A ,  8;3;2;1;0B . A 

következő halmazokat adja meg elemeik felsorolásával: 

1) BAC 1 ; 2) BAC 2 ; 3) BAC 3 ; 4) BAC 4 ; 

5) AC 5 ;  6) BC 6 ;  7) HAC 7 ; 8) HAC 8  

9) ; 10) ABC 10 ; 11) BAC 11 ; 12) BAC 11 ! 

4. Legyen  6;5;4;3;2;1M . Az A, B és C halmazok az M halmaz részhalmazai, melyekről 

tudjuk, hogy  2 BA ;    6;5 CBA , A\C =  4;3;2 ; C\B =  5;1 . Határozza 

meg az A, B és C halmazokat! 

BAC 9



5. Határozza meg A és B halmazok metszetét, ha:  

1) 
  












 0
65102

,
2

2

x

xxx
ZxxA ,  3)366(log, 5  xNxxB ; 

2) 












 0

4

65
,

2

x

xx
RxxA , 













 1

2

1
,

x

x
RxxB ; 

3)  xxRxxA  2, ; 












xx

RxxB
1

2

1
, ; 

4)  5,0cos,  xRxxA ;   5,0sin,  xRxxB ; 

5)  08262, 2  xxRxxA ;   15,1log, 5,0  xRxxB ! 

6. Határozza meg az A és B halmazokat, ha tudja, hogy    ,5;3,5;4;3;2;1  BABA  

A\B =  1 , B\A =  4;2 ! 

7. Legyen  könyve összeskönyvtár Egy H ,  könyvek udományiTermészettB , 

 könyveknyelvűyMagyar C ,  könyvek MatematikaD . Milyen könyvek lesznek az 

alábbi halmazokban: 

1) D\B ;  2) BC  ;  3) DB ;  4) DB ; 

5) DB ;  6) CB ;  7) D\C ;  8) DC  ? 

8. Jelentse a H alaphalmaz a főiskola hallgatóinak összességét, A a felsőfokú nyelvvizsgával 

rendelkező diákokat, B a líceumot végzetteket, C pedig a lányokat, D a kékszemű 

diákokat. Kik tartoznak a következő halmazokba: 

1)   AC D\ ;  2) ACB  ; 3)     DCACB  ; 

4)     CA\A\  DB ;   5) DBBAA  ; 

6)      D\CB\ CBA  ? 

9. Jelentse H, mint alaphalmaz, a valós számok halmazát, N a természetes számokat, P a 

páros számokat, T a tízzel osztható számokat, R a racionális számokat. Adja meg 

szavakkal a következő kifejezések jelentését: 

1)   P\TN  ; 2)  PNR \ ; 3)  NHTP \ ; 4)   TRH  ! 

10. Jelentse H, mint alaphalmaz, a valós számok halmazát, N a természetes számokat, P a 

páros számokat, T a tízzel osztható számokat, R a racionális számokat. Írja fel 

halmazműveleti jelekkel a következőket: 

1) a páratlan és a nullára végződő páros számok; 

2) az irracionális számok és a páros természetes számok; 

3) a negatív egész számok; 

4) a két egész szám hányadosaként felírható számok, a nulla és a pozitív egészek 

kivételével! 

11. Legyenek A, B és C a H halmaz tetszőleges részhalmazai. A következő összefüggések 

közül melyek igazak és melyek nem: 

1)     C;\C\ BABA   

2)  CBBACBA  ; 

3)    BABB\A\ A ; 

4)   BA\  BA ; 

5)      C\C\AC\ BBA  ? 

12. Hozza egyszerűbb alakra a következő kifejezéseket, ha A, B és C a H halmaz tetszőleges 

részhalmazai: 

1)    BABA  ;   2)    CBBA  ; 



3)      .BABABA  ;  4)   A\A\B\BA ;  

5)  BCA  AC\ ;   6)  B\B\ ABAA  ; 

7)        BABABABA  ; 8)     BAA  C\B\ ; 

9)        BABABA  A\B\ ; 

10)    BAABABA B\ ! 

13. Legyen  NnnxxA  ,2 ,  4,  xNxxB ,  2,  xNxxC . Adja meg az 

     C\B\CB\ AAX   halmaz elemeit! 

14. Állapítsa meg, hogy A és B diszjunkt halmazok-e: 

1.  moknégyzetszá kisebb tól100 A ; 

 NkkxNxB  ,10 ; 

2.  ammákparalelogrA ; 

 téglalapokB ; 

3.  63  xRxA ; 

 53  xZxB ; 

4.  63  xRxA ; 

 53  xZxB ; 

5.  04  xxNxA ; 

 012  xZxB  

15. Adja meg az  054  xxNxA  halmaz hatványhalmazát! 

16. Adja meg az  421  xxxNxA  halmaz hatványhalmazát! 

17. Bizonyítsa be, hogy a metszet jobbról disztributív a kivonásra! 

18. Bizonyítsa be, hogy az unió jobbról disztributív a kivonásra! 

19. Bizonyítsa be, a de Morgan azonosságokat! 

20. Határozza meg az A és B halmaz metszetét, egyesítését és különbségeit: 

1)    034,0 22  xxNxBxxNxA ; 

2) 
 



























 1

2

1
,0

4

652

x

x
RxB

x

xx
RxA ; 

3)    34,2  xNxBxxNxA ; 

4)    








 15,1log,08264
2

1 xRxBRxA xx
! 

21. Hány se öttel, se héttel nem osztható háromjegyű szám van? 

22. Egy osztály 30 tanulója közül 13-an felvételiznek matematikából, 8-an fizikából, 5 tanuló 

matematikából és fizikából is. Hányan nem felvételiznek egyik említett tárgyból sem? 

23. Egy érettségiző osztályban 14 tanuló ukrán nyelvből, 18 tanuló magyar nyelvből és 15 

tanuló matematikából is fog vizsgázni. Ukrán nyelvből és matematikából 9 tanuló, 

matematikából és magyar nyelvből 11, magyar nyelvből és ukrán nyelvből 7 tanuló fog 

vizsgázni. Mindhárom tárgyat 5 tanuló választotta. 9 tanuló csak történelem vizsgát 

választott. Hány tanulója van az osztálynak?  

24. A főiskola földrajzszakos hallgatónak 3 terepgyakorlatott szerveztek. 64-en a 

Kárpátokban, 40-en a Krímen és 88-an Magyarországon voltak. Akik pontosan két 

terepgyakorlaton vettek részt, pontosan háromszor annyian voltak, mint akik mind a 



három gyakorlaton ott voltak. Hány olyan hallgató van, aki pontosan egy gyakorlaton vett 

részt, ha a főiskolán 137 földrajzszakos hallgató tanul. 

Теоретичні питання  

Elméleti kérdések 

1. Legyen X egy nemüres halmaz, A, B ⊂ X. Definiálja az A és a B halmazok unióját .  

2. Legyen X egy nemüres halmaz, A, B ⊂ X.  

3. Definiálja az A és a B halmazok metszetét Fogalmazza meg a de Morgan azonosságokat 



ЗАГАЛЬНЕ ПОНЯТТЯ ФУНКЦІЇ (ВІДОРАЖЕННЯ) 

RELÁCIÓ 
Alapfogalmak és jelölésük 

1. Az A és B két nem üres halmaz elemeiből készíthető (a;b) alakú szimbólum rendezett párt 

jelöl, ha a az A halmaz eleme és b a B halmaz eleme, és (a;b) =(c;d) pontosan akkor, ha a 

= c és b = d. 

2. Az   Fyx ; vagy xFy az x F relációban áll az y-nal, vagy F x-hez hozzárendeli y-t 

kijelentést jelöli.. 

 

 

Főbb meghatározások 

 

1. Az A és B nem üres halmazok elemeiből készíthető rendezett párok halmazát A és B 

Descartes-féle szorzatának nevezzük: 

  BbAabaBA  ,; . 

2. Az BA  halmaz egy F részhalmazát A és B közötti (binér) relációnak, vagy A-ból B-be 

való leképzésnek nevezzük: 

BAF  . 

3. Az BAF   reláció inverze alatt az ABF 1
 relációt értjük. 

    FyxABxyF  ;;1
. 

4. Az F reláció értelmezési tartománya az A halmaz azon elemeinek halmaza, melyek 

mindegyikéhez létezik a B halmaznak olyan eleme, mellyel relációban áll: 

  FyxAxxDF  ;amelyre B,yés . 

5. Az F reláció értékkészlete a B halmaz azon elemeinek halmáza, melyek mindegyikéhez 

létezik az A halmaznak olyan eleme, mellyel relációban áll: 

  FyxxByyRF  ;amelyre A,és . 

6. Az A halmazon értelmezett AAF   reláció ekvivalencia reláció, ha minden 

Azyx ,,  esetén a reláció reflexív, szimmetrikus és tranzitív: 

a) xFx ; 

b) yFxxFy akkor,ha  

c) xFzyFzxFy akkor,ésha . 

7. Az A halmazon értelmezett AAF   reláció -- rendezési reláció, ha minden Azyx ,,  

esetén a reláció reflexív, antiszimmetrikus, tranzitív és lineáris: 

a) xFx ; 

b) yxyFxsxFy akkor,é,ha ; 

c) xFzyFzxFy akkor,ésha ; 

d) yFxxFy vagy . 

8. Az A halmazon értelmezett AAF   reláció félig rendezés (részben rendezésnek), ha 

minden Azyx ,,   esetén a reláció reflexív, antiszimmetrikus és tranzitív:  

a) xFx ; 

b) yxyFxsxFy akkor,é,ha ; 

c) xFyyFzxFy akkor,ésha ; 

9. Az A, B, C és D halmazokon értelmezett BAF   és DCG   relációk 

kompozíciójának nevezzük a DAFG   relációt: 

  yGzxFyCByDzAxzxFG éshogyteljesül,,és,;  . 



Típus feladatok megoldása: 

1.  Adja meg az 












 Nx

x

x
xA ,0

12

15
és B =  egyjegyű prímszámok halmazok 

Descartes szorzatait! 

Adjuk meg a halmazokat elemeik felsorolásával: 

 15;14;13A ,  7;5;3;2B

                        7;15,5;15,3;15,2;15,7;14,5;14,3;14,2;14,7;13,5;13,3;13,2;13BA

                        15;7,15;5,15;3,15;2,14;7,14;5,14;3,14;2,13;7,13;5,13;3,13;2 AB . 

2. Igazolja, hogy      CBCACBA  , ha A, B és C tetszőleges halmazok! 

 

Igazoljuk, hogy az  két halmaz elemei azonosak: 

       

       
     .;

;;

;

CBCAyx

CByxésCAyxCyBxésCyésAx

CyésBxésAxCyésBAxCBAyx







 

3. Ábrázolja BA halmaz elemeit, ha   22; xyRyxA  és 

  4; 2  yxRyxB ! 

Ábrázoljuk a két halmaz elemeit, közös koordináta síkon: 

 

4. Adjon meg egy az  ZxxxA  ,092  és   339log 2

4  xxB  halmazokon 

értelmezett relációt! Határozza meg a reláció értelmezési tartományát, értékkészletét! 

Adja meg a reláció inverzét! 

 

Adjuk meg a halmazokat elemeik felsorolásával: 

 3;2;1;0;1;2;3 A ; 

 5;5 B . 

BAF  , ezért               5;3,5;2,5;1,5;1,5;1,5;2,5;3 F . 

FD  3;2;1;0;1;2;3 A . 

FR =  5;5 B . 

              3;5,2;5,1;5,1;5,1;5,2;5,3;51 F . 

5. Határozza meg az 











 Nn
n

n
xxA ,

3
halmaz suprémumát és infimumát! 

Igazoljuk, hogy az A halmaz korlátos. Mivel  Nn , ezért a halmaz minden eleme 

pozitív, és mert 3 nn  ezért az a halmaz a pozitív valódi törtek halmaza, vagyis  

1
3

0, 



n

n
Nn . Tehát az A halmaz korlátos.  

Vegyük figyelembe az 
3

3
1

3

33

3 







 nn

n

n

n
átalakítást! 

Ebből láthatjuk, hogy Asup 1,
4

1

31

1
mininf 


 AA . 

Alkalmazhatjuk a következő azonosságokat is: 



 

 
 
  .supinf

;infsup

;infinfinf

;supsupsup

BB

BB

BABA

BABA









 

1B ,  











 Nn
n

xxC ,
3

3
. 

1maxmininfsup  BBBB , mert a B halmaz egyelemű. 

4

3

31

3
maxsup 


 CC . 

  101infsupsupsup  CBCBA ; 

 
4

1

4

3
1supinfinfinf  CBCBA . 

6. Bizonyítsa be, hogy az egész együtthatós egyváltozós polinomok halmaza 

megszámlálható! 

Legyen 0,... 0

1

10   aaxaxa n

nn
 n-ed fokú polinom. Rendeljük minden polinomhoz 

az együtthatókból képezhető szám (n + 1) –eseket.:  naaa ....,; 10 , 00 a . Ez egy 

bijektív leképezés az n-ed fokú polinom és az egész számok megszámolhatóan véges 

részhalmaza között. Így az n-ed fokú polinomok halmaza megszámolható. De ez azt 

jelenti, hogy a nulladfokú, első fokú, stb polinomok halmazai is megszámolhatók. És 

megszámolható halmazok egyesítése megszámolható.  
 

Вправи для самостійного розв’язання: 

Feladatok 

1. Adja meg az  RxxxxA  x,01223
 és  Z x,022  xxB  Descartes-féle 

szorzatát! 

2. Adja meg 
2A -et, ha  5;3;1 A ! 

3. Adja meg 
2B -et, ha  331 232  xxxxRxB ! 

4. Az alábbi halmazokból képezze az 22,,, BAABBA   Descartes-féle szorzatokat: 

1.  04  nZnA  és  2 nZnB ; 

2.  310  nNnA  és  22  nZnB ! 

5. Legyen  baA , ,  abcB ,, . Írja fel az    ABBA   és az  BA \  AB  

halmazok elemeit. 

6. . Szemléltesse az XY sík pontjaival az R2 következő részhalmazait: 

1)   05, 2  yxRyxA ; 

2)   05, 2  yxRyxB ; 

3)   4, 222  yxRyxC ; 

4)   4, 222  yxRyxD ; 

5)   332, yyxxRyxE  ; 

6)   0, 442  yxRyxF ; 



7)   4,0,0, 2  yxyxRyxG ; 

8)   xyRyxH 2, 2  ! 

7. Szemléltesse az XY sík pontjaival az A\BB,\,, ABABA   halmazokat: 

1)   02, 2  yxRyxA ,  








 0
2

1
, 2 yxRyxB ; 

2)   0, 2  yxRyxA ,   2, 2  yxRyxB ; 

3)   xyRyxA  2, ,       442,
222  yxRyxB ; 

4)   33, 22  xyRyxA ,   33, 22  xyRyxB ; 

5.       yxyxRyxA  2lglg, 2 ,      044, 2  yxRyxB ! 

8. Ábrázolja a RZ   és ZR  halmazokat a síkon! 

9. Legyen   baxyRyxA  2,  és   dcxyRyxB  2, . Mit mondhatunk 

az a, b, c és d paraméterekről, ha tudjuk, hogy  

1) A\B = A;    2) A\B = Ø; 

3)   0;0BA ;   4)      .1,0,0,1 BA ? 

10. Szemléltesse egy koordinátarendszerben az   CBA   és az  CBA   halmaz 

elemeit, ha   01688, 222  yxxyRyxA ,   44, 2  xyRyxB  

és   44, 2  xyRyxC ! 

11. Legyenek A, B, C és D adott halmazok. Bizonyítsa be, hogy: 

1)      CBCACBA  ; 

2)      CBCACBA  \\ ; 

3)        DBCADCBA  ! 

12. Határozza meg az alábbi F reláció értelmezési tartományát, értékkészletét és inverzét: 

1)  8;6;4;2;3A ,  6;5;4;1;0B , BAF  , és xFy akkor és csak akkor, ha x + y = 

6; 

2)  9;7;0A ,  6;5;0B , BAF  , és xFy akkor és csak akkor, ha xy = 0! 

13. Döntse el, hogy az alábbi relációk közül melyek ekvivalencia relációk, félig rendezések, 

rendezési relációk: 

1) NNF  , és xFy akkor és csak akkor , ha y osztója x-nek; 

2) ZZF  , és xFy akkor és csak akkor , ha y osztója x-nek; 

3) NNF  , és xFy akkor és csak akkor , ha y – x osztható 3-mal; 

4) A egy adott sík egyeneseinek halmaza, AAF  , és xFy akkor és csak akkor ha x 

párhuzamos y-nal; 

5) A egy adott sík háromszögeinek halmaza, AAF  , és xFy akkor és csak akkor ha x 

hasonló y-nal; 

6) A egy adott sík köreinek halmaza, AAF  , és xFy akkor és csak akkor ha x és y 

koncentrikusak, és x sugarának hossza nem nagyobb, mint y sugarának hossza; 

7) A egy adott sík egyeneseinek halmaza, AAF  , és xFy akkor és csak akkor, ha x 

párhuzamos y-nal! 

14.  Adjon meg egy rendezési relációt az N2 halmazon! 

15.  Adjon meg egy ekvivalencia relációt az  zyxA ;;  halmazon! 



Теоретичні питання  

Elméleti kérdések 
1. Definiálja a következő fogalmakat: reláció, reláció értelmezési tartománya és 

értékkészlete  

2. Adja meg a függvény definícióját.  

3. Hogyan értelmezzük halmaz függvény által létesített képét? 

4.  Mikor nevezünk egy függvényt invertálhatónak?  

5. Mi a bijekció definíciója? 



Числові множини 

SZÁMHALMAZOK 
Alapfogalmak és jelölésük: 

 

R -- valós számok halmaza 

N -- természetes számok halmaza 

Z – egész számok halmaza 

Q -- racionális számok halmaza 

I – irracionális számok halmaza 

C – komplex számok halmaza 

 

Főbb meghatározások: 

 

A valós számok halmaza rendezett teljes test, tehát a következő axiómákkal jellemezhető: 

1. Értelmezve van rajta az összeadás művelete, mely kielégíti a következő axiómákat 

kommutatív: xyyx  , Ryx  , ; 

asszociatív:    zyxzyx  , Rzyx  ,, ; 

létezik nullelem: R0 , úgy hogy Rx , xx 0 ; 

létezik additív inverz, ellentett elem: Rx esetén   Rx  , úgy hogy,   0 xx . 

2. Értelmezve van rajta a szorzás művelete, mely kielégíti a következő axiómákat 

kommutatív: xyyx  , Ryx  , ; 

asszociatív:    zyxzyx  , Rzyx  ,, ; 

létezik egységelem: 01,1  R , úgy hogy Rx , xx 1 ; 

létezik multiplikatív inverz, reciprok elem : Rx , 0x , R
x


1
, úgy hogy, 1

1


x
x . 

disztributív:   zyzxzyx  , Rzyx  ,, . 

3. Értelmezve van egy rendezési reláció, mely: 

reflexív: xx  , Rx ; 

antiszimmetrukus: ha Ryx , , yx   és xy  , akkor yx  ; 

tranzitív: ha Rzyx ,, , yx   és zy  , akkor zx  ; 

trichotóm: Ryx  , , yx  , vagy yx  , vagy xy  .  

4. A rendezést a műveletekkel az alábbi szabályok kapcsolják össze: 

ha Rzyx ,,  és yx  , akkor zyzx  ; 

ha Rzyx ,, , yx   és 0z , akkor zyzx  . 

5. Dedekind folytonossági elv (teljességi axióma): a rendezett test teljes ha bármely nem 

üres , felülről korlátos részhalmazának létezik pontos felső korlátja, tehát ha A és B a 

valós számok nem üres részhalmazai, akkor Aa  és Bb  elemekre, melyekre ba 

, R , úgy hogy ba  . 

 

A valós számok részhalmazai: 

Természetes számok halmazának nevezzük a valós számok halmazának azon RN 

részhalmazát, melyre: 

1. N1 ; 

2. Nn  esetén Nn 1 . 

Egész számoknak halmazának nevezzük a valós számok halmazának azon RZ  , 

részhalmazát, melyre:  

1. Z0 ; 



2. Zz  esetén Nz  vagy Nz . 

Racionális számoknak halmazának  nevezzük a valós számok halmazának azon részhalmazát, 

RQ , melyre ha ,Qx  akkor 
q

p
x  , ahol Zp  és Nq .  

A racionális számok halmaza rendezett test. 

Az QRI \  halmazt az irracionális számok halmazának nevezzük.  

Minden valós szám felírható végtelen tizedes tört alakban: a racionális számok végtelen 

szakaszos tizedes tört alakban, az irracionálisak végtelen nem szakaszos tizedes tört alakban. 

 A plusz végtelen   és a mínusz végtelen    olyan valós számok melyekre igaz, 

hogy: 

1.   x , Rx ; 

2.    x , Rx ; 

3.    ; 

4.   x , 
 Rx ; 

5.    x ; 

6.    ; 

7.     ; 

8. 0


x
, Rx . 

 Az Rx  valós szám abszolút értékének nevezzük, az 









0,

0,

xhax

xhax
x összefüggéssel 

értelmezett számot.  

A teljes indukció módszere: 

1. lépés: Keressen olyan természetes számot melyre az állítás teljesül. 

2. lépés: Feltételezze, hogy n-re igaz az állítás, majd bizonyítsa be, hogy ebből (n + 1)-re is 

következik (öröklődik) az állítás érvényessége.  

Az abszolút érték tulajdonságai: 

 1. 0x ; 

 2. 00  xx ; 

 3. xx  ; 

3. yxyxyx  (háromszög egyenlőtlenség); 

4. yxyx  ; 

5. 
y

x

y

x
 . 

Az M (m) számot az RA  halmaz maximumának (minimumának) nevezzük, ha bármely 

Ax  elemre igaz, hogy  mxMx  ,  és M (m) elemei az A halmaznak: M = max A; m = min 

A. 

A k (K) valós számot az RA  halmaz alsó (felső) korlátjának nevezzük, ha bármely 

Ax  elemre igaz, hogy  Kxkx  , . 

Egy halmazt korlátos, ha létezik alsó és felső korlátja is. 

Az N (n) számot az RA  halmaz szuprémimának (infimumának) nevezzük, ha bármely 

Ax  elemre igaz, hogy  nxNx  ,  és N (n) bármely környezetében van A-beli elem: N = 

sup A; n = inf A. inf A a legnagyobb alsó korlát, sup A a legkisebb felső korlát. 

Az a számot az RA  halmaz torlódási helyének nevezzük, ha az a szám bármelyik 

környezete az A halmaz végtelen sok elemét tartalmazza. 



.infinfinf

.1mininf

.supsupsupsup







RQZ

NN

RQZN

 

 

Végesnek nevezzük azokat a halmazokat, melyek elemszáma véges, vagyis kölcsönösen 

egyértelműen leképezhetők a természetes számok  n;...;3;2,1  részhalmazára. 

 Megszámlálhatók azok a halmazok, melyek kölcsönösen egyértelműen leképezhetők a 

természetes számok halmazára. 

 Kontinium számoságúak azok a halmazok melyek nem képezhetők le a teremészetes 

számok halmazára, nem ekvivalensek vele. 

Típus feladatok megoldása: 

1. Igazolja  az 
  

6

121
...321 2222 


nnn

n  állítást a teljes indukció módszerével! 

 

Ellenőrizzük n = 1 esetre: 

  
6

112111
12 

 . Ez igaz, mert 1 = 1. 

Feltételezzük, hogy az állítás igaz n = k-ra is:
  

6

121
...321 2222 


kkk

k . 

Igazoljuk, hogy n = k + 1 esetben is igaz állítást kapunk, vagyis 

 
   

6

3221
1...321

22222 


kkk
kk . 

 
  

 
      

         
6

3221

6

8721

6

6621

6

16121
1

6

121
1...321

22

222222
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Az állítást igazoltuk. 

2. Bizonyítsa be, hogy 1325 1  nn  osztható 8-cal, bármilyen természetes szám is az n! 

Ellenőrizzük n = 1 esetre: 

81325 111   . Ez igaz, mert8 osztható 8-cal. 

Feltételezzük, hogy az állítás igaz n = k-ra is: 1325 1  kk  is osztható 8-cal. 

Igazoljuk, hogy n = k + 1 esetben is igaz állítást kapunk, vagyis 1325 1  kk  is 

többszöröse a 8 –nak. 

     1341325543413255

13655132551325

1111

1111









kkkkkk

kkkkkk

. 

A kapott különbség osztható 8-cal, mivel a kisebbítendő olyan szorzat melynek egyik 

tényezője az indukciós feltétel alapján osztható 8-cal, a kivonandó egyik tényezője négy a 

másik viszont k bármely értékére páros, így ez a szorzat is osztható 8-cal. 

3.  Igazolja, hogy 
bd

bcad

d

c

b

a 
 ! 

Alkalmazzuk  a valós számok tulajdonságait: 

           

          .11 111111

1111111

b

c

d

a
cbadddcbbbad

dbcddbabbdcbbdabbdcdab
bd

cdab










 



Вправи для самостійного розв’язування: 

Feladatok 

 

 

1. Igazolja, hogy az RX  ,  QbaRbaX  ,3  halmaz a szokásos R-beli 

összeadással és szorzással testet alkot! Mutassa meg, hogy RXQ  ! 

2. Az alábbi számok közül melyek racionálisak? A racionális számokat írja fel közönséges 

tört alakban: 

1) 10 ; 2) 1,025; 3) 3,(6); 4) 2,(13); 5) 3, 020020002…; 6) 

5,4(23); 7) 12,123(9); 8) 3,341565656…;  

9) 
625

144
; 10) 3102831028  ; 11) 3102831028  ! 

3. Igaz-e, hogy két irracionális szám összege irracionális? 

4. Igaz-e, hogy két irracionális szám szorzata irracionális szám? 

5. Igaz-e, hogy két irracionális szám összege racionális szám? 

6. Igaz-e, hogy két irracionális szám szorzata racionális szám? 

7. Igazolja, hogy 5  irracionális szám! 

8. Igazolja, hogy 53   irracionális szám! 

9. Igazolja, hogy 625  és 625  egymás reciprokai! 

10. Igazolja, hogy 347   és 347   egymás reciprokai! 

11. Határozza meg az alábbi halmazok maximumát, minimumát, szuprémumát, 

infimumát. Állapítsa meg, korlátosak-e! 

1)  4;8A ; 

2)  ;...4;3;2;1;0;1D ; 

3) 






 

 ;
1

;...;
4

5
;

3

4
;

2

3
;2

n

n
B ; 

4) 








 .....;
5

4
;

4

3
;

3

2
E ; 

5)  0652  xxQxF ; 

6)  423  xQxM ; 

7)  02cossin  xxRxN  

8) 
 







 




n

n

NnG
5

215 1

; 

9) 


















4
cos

n
NnH


. 

12. Igaz-e a válós számok bármely két A és B korlátos részhalmazára, hogy: 

1)   ,supsupsup BABA   ha  BbAabaBA  és ; 

2)   ,supsupsup BABA   ha  BbAabaBA  és ; 

3)   ,infsupsup BABA   ha  BbAabaBA  és ; 

4)   ,infinfinf BABA   ha  BbAabaBA  és ; 



5)   ,infinfinf BABA   ha  BbAabaBA  és ; 

6)    BABA inf;infmininf  ; 

7)    BABA sup;supmaxsup  ; 

8)   ,infinfinf BABA   ha  0,,és  baBbAabaBA ;  

9)   ,infinfsup BABA   ha  0,,és  babAabaBA . 

13. Oldja meg az alábbi egyenleteket: 

1) 2645 x ;  2) 1342  xx ;  

3) 844  xx ; 4) 94162  xxx ; 

5)   xx 5335
2

 ; 6) 16420252  xx  

7) 8
1

962






x

xx
 8) 1

3

64162






x

xx
! 

14. Oldja meg a következő egyenlőtlenségeket: 

1) 2645 x ;  2) 0252 x ; 

3) 0273 2 x ;  4) 0122  xx ; 

5) xxx 2 ;  6) xxxx 33322  ; 

7) 0852  xx ; 8) xxxx 6232  ; 

9) 441244 222  xxxxxx ; 

10). 129644 222  xxxxxx ! 

15. Határozza meg az alábbi halmazok számosságát: 

1) a racionális számok halmaza; 

2) az egész számok halmaza; 

3)  NnnxxA  ,2 ; 

4)  NnxxB n  ,5 ; 

6)   1;0 xxC ; 

7)   ZyZxyxA  és;  

16. Igazolja a következő állításokat: 

1) nnn 212...53 2  ; 

2) 
   141434

1
...

139

1

95

1

51

1













 n

n

nn
; 

3) 
  

;
6

121
...321 2222 


nnn

n  

4)   ;...321...321
23333 nn   

5) 
 

;
4

1
...321

22
3333 


nn
n  

6)     ;21
3

1
1...433221  nnnnn  

7) ;122..2221 132   nn  

8) ;
!

1

!

1
...

!3

2

!2

1
1

nn

n



  

9)   1!1!...2!21!1  nnn ; 



10)   



n

k

kknk

n

n
baCba

0

; 

11)  



n

k

kknnn bababa
1

1 ! 

17.  Bizonyítsa be, hogy nn 53   osztható 6-tal, bármilyen természetes szám is az n! 

18.  Bizonyítsa be, hogy 1325 1  nn  osztható 8-cal, bármilyen természetes szám is az 

n! 

19. Igazolja, hogy 
137  nn
, osztható 4-gyel! 

20. Igazolja, hogy 137  nn
, osztható 9-cel! 

21. Igazolja, hogy 
1312 257   nn
, osztható 17-tel! 

22. Igazolja, hogy 
341 295   nn
, osztható 7-tel! 

23. Igazolja, hogy 
12 2196  nnn
, osztható 17-tel! 

24. Igazolja az alábbi egyenlőtlenségeket: 

1) 2ha,1
1

...
1

11
2




 n
nnn

; 

2) 2ha,
1

...
3

1

2

1

1

1
 nn

n
; 

3) 
 

 
2ha,

1

4

!

!2
2




 n
nn

n n

; 4)   1ha,11  xnxx
n

; 

5) n
n

n aaa
n

aaa



...

...
21

21 , ha renRan   , ; 

6)   2

21

21

1
...

11
... n

aaa
aaa

n

n 









 , ha renRan   , ! 

25.  Adja meg képletettel a következő összegeket! 

1)  12..531  n ; 

2) 
 1

1
...

43

1

32

1

21

1










 nn
; 

3) 
  1212

1
...

75

1

53

1

31

1










 nn
; 

4)  nsin..2sinsin  ; 

5)  ncos..2coscos  ! 

26. Bizonyítsa be a halmazműveletek disztributív tulajdonságát kettőnél több halmazra. 

27. Bizonyítsa be a de Morgan azonosságot tetszőleges számú halmaz esetében! 

28. Igazolja, hogy egy n elemű halmaz részhalmazainak a száma 2n! 

Теоретичні питання  

Elméleti kérdések 

1. Ismertesse a teljességi axiómát  

2. Definiálja az egész számok halmazát.  

3. Definiálja a racionális számok halmazát  

4. Definiálja az irracionális számok halmazát  

5. Fogalmazza meg a Bernoulli–egyenlőtlenséget. 

6.  Ismertesse a valós számok axióma rendszerét. 

7. A szám abszolút rétéke és az abszolút érték tulajdonságai. 

8.  Adja meg a teljes matematikai indukció fogalmát. 



9. Mondja ki a végtelen halmazok részhalmazának számosságéról szóló tételt. 

10. Milyen a racionális számok halmazának számossága? 

11. Milyen a valós számok halmazának számossága? 

12. Mondja ki a megszámlálható számosságú vagy véges halmazok uniójának 

számosságáról szóló tételt 

13. Adja meg a halmaz korlátosságának szükséges és elégséges feltétele. 

14. Mondja ki az egymásba skatulyázott szakaszokról szóló tételt.   

15. Egy korlátos halmaznak hány legkisebb felső ( legnagyobb alsó) korlátja létezik? 

 



ГРАНИЦЯ ЧИСЛОВОЇ ПОСЛІДОВНОСТІ 

SZÁMSOROZATOK HATÁRÉRTÉKE 
 

Főbb meghatározások: 

1. Sorozatnak nevezzük a természetes számok halmazán vagy annak egyik részhalmazán 

értelmezett egyértelmű leképzést, függvényt: RNF  ; f: RN  .Jelölések: 

     .;;: nn aanana   

2. A sorozat megadható: 

általános tagjának képletével; 

tagjai felsorolásával; 

rekurzív képlettel. 

3. A sorozatok tulajdonságai: 

Az  na  számsorozat alulról korlátos, ha létezik olyan K valós szám, amelynél a 

sorozat minden tagja nagyobb vagy egyenlő: .,, KaNnK n   

4. Az  na  számsorozat felülről korlátos, ha létezik olyan k valós szám, amelynél a 

sorozat minden tagja kisebb vagy egyenlő: .,, kaNnk n   

5. Az  na  számsorozat korlátos, ha létezik alsó és felső korlátja is: 

.,, MaNnM n   

6. Az  na  számsorozat monoton növekvő, ha Nn -re 1 nn aa . 

7. Az  na  számsorozat monoton csökkenő, ha Nn -re 1 nn aa . 

8. A sorozat konvergens, és az A-hoz konvergál, ha bármilyen  > 0 értékre a sorozatnak 

véges sok tagja van az A szám   környezetén kívül: 

  AannNn n,,,0 00 . 

9. Az n0 küszöbszámnak nevezzük. 

10. A nem konvergens sorozatot divergens sorozatnak nevezzük. 

11. Nullsorozatnak nevezzük azokat a sorozatokat, melyek határértéke 0. 

 

Főbb tételek: 

 

1. Két konvergens sorozat összege, különbsége, szorzata és hányadosa is konvergens 

sorozat. 

2. Ha akkorBBbésAa n
n

n
n

,0,limlim 


: 

1)   BAba nn
n




lim ; 

2)   BAba nn
n




lim ; 

3)   BAba nn
n




lim ; 

4) 
B

A

b

a

n

n

n



lim ; 

5) cAac n
n




lim ; 

6) kk
n

n
Aa 


lim . 

3. A sorozat konvergens, ha korlátos és monoton. 

4. Ha 0lim 


n
n

a , akkor 


n
n a

1
lim . 



5. Ha 


n
n

alim , akkor 0
1

lim 


n
n a

. 

6. Rendőr elv: Ha )()(),( nnn césba  olyan sorozat, amelyre nnn cba   és )()( nn césa

konvergens és Aca n
n

n
n




limlim , akkor a  nb sorozat is konvergens és Abn
n




lim . 

7. Ha )()( nn bésa  olyan sorozat, amelyre nn ba  , akkor 
n

n
n

n
ba


 limlim . 

8. Ha )()( nn bésa  olyan sorozat, amelyre nn ba  , akkor 
n

n
n

n
ba


 limlim . 

 

Nevezetes sorozatok határértékei: 

1) 0
1

lim 
 nn

; 

2) e
n

n

n













1
1lim ; 

3) 1lim 


n

n
a ; 

4) 1lim 


n

n
n ; 

5) 0
!

lim 
 n

an

n
; 

6) 
























.1ha,léteziknem

,1ha,

,1ha,0

,1ha,1

lim

q

q

q

q

q n

n
 

 

 

Típus feladatok megoldása: 

 

а) 
3 3

5 103

18

1
lim





 n

nnn

n

; 

b) 
n

nnnn

n 2

64)4(
lim

2422 



; 

c) 














n

n

n

n 3

2...42
lim ; 

d) 

n

n nn

nn
32

2

2

54

74
lim
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а) Mivel 



, ezért a nevezőben kiviszünk 2n  szorzót a zárójel elé, а számlálóból pedig  n  
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1
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1
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5
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n
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b)  , a számlálót és a nevezőt is megszorozzuk a konjugáltjával: 
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c) Alakalmazzuk n
aa

S n
n 




2

1 , mivel 2, 4, … , 2n számok számtani sorozatot alkotnak, ahol 

naa n 2,21  , akkor 
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1

2
lim
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lim
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d) vizsgáljuk a kifejezés alapját: 
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Így,   
















1

54

74
lim

32

2

2
n

n nn

nn
. 

.

32

2

32

2

22

32

2

2

54

2
1lim

54

5474
1lim

1
54

74
1lim

nn

n

n

n

nnnnn

nnnn

nn

nn
A
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Тут 
54

2
2 


nn

 ,   0
54

2
limlim

2





 nnnn
 . 

Vagyis, e
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2
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Вправи для самостійного розв’язання: 

Feladatok 

1. Adja meg a következő sorozatok első öt tagját! 

1)
n

an

24
 ;   2) ;

1

1
1




n
an  3) ;

4
sin nan


  

4) 
2

sin

2
cos

n

n

n
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 ; 5); ;

1
1

2n
an   6) ;

1
1

2

n

n
n
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7) 
 

;
1

1

n
a

n

n




   8)   ;
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1
11

1

n

n
a

n
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9)  nan  ; 

10) 
n

n na  ;  11) 
 







n

k

k

n
k

a
1 !

1
;   12) 

 


n

í

i

k

n ka
1 1
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13) 









;,ahol,12ha,1

,ahol,2ha,5

Nkknn

Nkkn
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14) 




















 









 




;páratlanha,
1

,párosha,
1

n
n

n
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n
n

n
n

an  

15) 













!,ahol,12ha,

3

1

,ahol,2ha,3

Nkkn

Nkkn

a

n

n

n Adja meg a következő sorozatokat általános 

tagjával: 

1) ;.....
4

3
;

3

2
;

2

1
; 2) ;.....

7

3
;

6

2
;

5

1
; 3) 1; -1, 1; -1; … ; 

4) ...,1,;1, ii  ; 5) 0,7; 0,77; 0,777; 0,7777; … ; 

6) ...,53,52,51 2 n ;7) ...;
4

27
;

3

9
;

2

3
;   8) ;...

7

1
;

5

1
;

3

1
;1

22 2  

9) ...;
25

6
3;

16

1
3;

9

7
2;

4

1
2;1 ;  10) ...;

13

321
;

12

21
;

11

1
32 








.!Írja fel az alábbi 

sorozatokat rekurzívan: 

1) 3; 6; 9; 12; …; 2) 1; 2; 3; 5; 8; 13;…;3) ......;222;22;2  ! 

4. Vizsgálja a következő sorozatokat monotonitás és korlátosság szempontjából: 

1) ;
24

n
an    2) ;

15
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n

n
an  3) ;

15
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n
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4) ;
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510

n
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7

17 1
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9)   nn

na  71 ; 10) ;
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n
a

n

n   11) ;
!
nn

n

n
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12) ;
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...321
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n
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n
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;
21....432321

...21 333






nnn

n
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15) ;
2

cos1 n
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   16) 
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...21
2222 







n

n

n
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5. Az a, b, c és d mely értékeinél lesz az 
dcn

ban
an




  sorozat növekvő? 

6. Igazolja a következő sorozatok határértékét, és határozza meg az  =0,01 értékhez tartozó 

küszöbszámot: 

1) ;0
24

lim 
 nn

 2) ;9
25

318
lim 





 n

n

n
  3) ;

6

5

612

305
lim 
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n
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7. Határozza meg a következő sorozatok határértékét: 
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8. Határozza meg a következő sorozatok határértékét: 
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9. Határozza meg a következő sorozatok határértékét: 
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Теоретичні питання  

Elméleti kérdések 

 

1. Legyen (xn) n∈N egy valós számsorozat. Mit értünk azon, hogy az (xn) n∈N sorozat 

konvergens?  
2. Legyen (xn) n∈N egy valós számsorozat. Mit értünk azon, hogy az (xn) n∈N sorozat 

Cauchy–sorozat? 
3.  Ismertesse a valós számsorozatokra vonatkozó Cauchy–féle konvergenciakritériumot.  
4. Ismertesse a Bolzano–Weierstrass–féle kiválasztási tételt. 
5.  Fogalmazza meg a Rendőr–elvet.  

6. A számsorozatok fogalma és megadási módjai 

7. Mit nevezünk korlátos sorozatnak? 

8. Milyen összefüggéséket ismer s sorozat korlátossága és konvergenciája között? 

9.  0 sorozatok, műveletek 0-sorozatokkal és konvergens sorozatokkal 

10.  Vizsgálja az alábbi sorozatokat! Ha konvergens, akkor mi akkor számítsa ki a 

határértékét! 

a) lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 

b) lim
𝑛→∞

√𝑎
𝑛

 

c) lim
𝑛→∞

𝑛𝑎 



11.  Az e szám. Következmények. 

12. Részsorozatok. Bolzano-Weietsrass-féle kiválasztási tétel 

 



ГРАНИЦЯ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 
 

VALÓS FÜGGVÉNYEK HATÁRÉRTÉKE 
 

Főbb meghatározások: 

 

Heine-féle meghatározás: 

Az RMRMf  ,:  függvény határértéke az ax   helyén az A szám, ha bármely 

ax  -hoz konvergáló   Mxx nn ,  abszcissza sorozathoz tartózó függvényértékek   nxf  

sorozata az A-hoz tart:   Axf
ax




lim . 

Az RMRMf  ,:  függvény határértéke az ax   helyén végtelen, ha bármely 

ax  -hoz konvergáló   Mxx nn ,  abszcissza sorozathoz tartózó függvényértékek   nxf  

sorozata a végtelenhez tart:   


xf
ax

lim ;   


xf
ax

lim . 

Az RMRMf  ,:  függvény határértéke az A szám, ha bármely végtelenbe tartó 

  Mxx nn ,  abszcissza sorozathoz tartózó függvényértékek   nxf sorozata az A-hoz tart: 

  Axf
x




lim . 

Az RMRMf  ,:  függvény határértéke végtelen, ha bármely végtelenbe tartó 

  Mxx nn ,  abszcissza sorozathoz tartózó függvényértékek   nxf sorozata az  végtelenhez 

tart:   


xf
x
lim ;   


xf

x
lim . 

 

Cauchy szerinti meghatározások: 

Az RMRMf  ,:  függvény határértéke az ax   helyén az A szám, ha bármely 

0  számhoz létezik olyan 0  hogy bármely az a szám   környezetéből vett abszcisszához 

tartózó függvényérték az A szám   környezetéhez tartozik:   Axf
ax




lim , ha 

    Axfax akkor, 0hahogy ,0,0 . 

Az RMRMf  ,:  függvény határértéke az ax   helyén plusz végtelen, ha bármely 

K számhoz létezik olyan 0  hogy bármely az a szám   környezetéből vett abszcisszához 

tartózó függvényérték nagyobb mint K:   


xf
ax

lim , ha 

  KxfaxK  akkor ,0 hahogy ,0,  . 

Az RMRMf  ,:  függvény határértéke az ax   helyén minusz végtelen, ha 

bármely K számhoz létezik olyan 0  hogy bármely az a szám   környezetéből vett 

abszcisszához tartózó függvényérték kisebb, mint K:   


xf
ax

lim , ha 

  KxfaxK  akkor ,0 hahogy ,0,  . 

 

Az RMRMf  ,:  függvény határértéke a plusz végtelenben A, ha bármely 0  

számhoz létezik olyan K szám, hogy bármely az x > K abszcisszánál a függvényérték az A szám 

  környezetéhez tartozik:   Axf
x




lim , ha     AxfKxK akkor , hahogy ,,0 . 

 



Az RMRMf  ,:  függvény határértéke a plusz végtelenben plusz végtelen, ha 

bármely K számhoz létezik olyan N szám, hogy bármely az x > K abszcisszánál a függvényérték 

nagyobb, mint N:   


xf
x
lim , ha   KxfNxNK  akkor , hahogy ,, . 

Az RMRMf  ,:  függvény bal oldali határértéke az ax   helyén az A szám, ha 

bármely ax  -hoz konvergáló   Mxx nn ,  és ,axn  abszcissza sorozathoz tartózó 

függvényértékek   nxf  sorozata az A-hoz tart:   Axf
ax


 0

lim . 

Az RMRMf  ,:  függvény jobb oldali határértéke az ax   helyén az A szám, ha 

bármely ax  -hoz konvergáló   Mxx nn ,  és ,axn  abszcissza sorozathoz tartózó 

függvényértékek   nxf  sorozata az A-hoz tart:   Axf
ax


 0

lim . 

Az RMRMf  ,:  függvény bal oldali határértéke az ax   helyén az A szám, ha 

bármely 0  számhoz létezik olyan 0  hogy bármely az a szám   környezetéből vett 

abszcisszához tartózó függvényérték az A szám   környezetéhez tartozik:   Axf
ax
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lim , ha 

    Axfxa akkor,0hahogy ,0,0 . 

Az RMRMf  ,:  függvény jobb oldali határértéke az ax   helyén az A szám, ha 

bármely 0  számhoz létezik olyan 0  hogy bármely az a szám   környezetéből vett 

abszcisszához tartózó függvényérték az A szám   környezetéhez tartozik: Az 

RMRMf  ,:  függvény az ax   pontjában, ha 

    Axfax akkor,0hahogy ,0,0 . 
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Nevezetes határértékek: 

 

1) 0
1

lim 
 xx

; 

2)   ex
x

x
x

x

x













1

0
1lim

1
1lim ; 

3) 1
sin

lim
0


 x

x

x
. 

4) a
x

a x

x
ln

1
lim

0





;  5) 1

1
lim

0




 x

e x

x
 



6) 
 

1
1ln

lim
0




 x

x

x
; 

7) 
 

;
11

lim
0







 x

x

x
 

Típus feladatok megoldása: 

 

1. Igazolja a definíció alapján, hogy a következő függvény határértékét 
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2. Határozza meg a következő határértékeket! 
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ha a számlálót és nevezőt felcseréljük ekvivalens kifejezésekkel, akkor a következőt kapjuk 
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c)  Könnyen belátjató  
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Jelöljük A –val a keresett határértéket, ekkor : 
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Most használjunk ekvivalens kifejezést az arctgx kifejezés helyett  
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Вправи для самостійного розв’язування: 

 

Feladatok 

 

1. Igazolja a következő függvények határértékét! 
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2. Határozza meg a következő függvények határértékét a Heine meghatározás alapján! 
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függvényértékek sorozatának határértékét. Értelmezze az eredményt! 

4. Határozza meg a következő határértékeket! 
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 5. Adja meg a következő végtelenben vett határértékeket! 
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 6) Határozza meg a következő határértékeket! Alkalmazza a nevezetes határértékeket! 
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7. Határozza meg a következő határértékeket! 
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Теоретичні питання  

Elméleti kérdések 

1. Adja meg a függvény meghatározását.  

2. Ábrázolja 6 elemi függvény grafikonját! 

3. Definiálja a függvény határértékét.  

4. Mondja ki  a a határértékre vonatkozó átviteli elvet.. 

5. Definiálja a függvény egyoldali határértékét (jobb és bal oldali).  

6. Az egyoldali és kétoldali határérték közötti kapcsolat (tétel) 

7. Függvények összegének, szorzatának és hányadosának határétéke. 

8. Rendezési tételek. Rendőr-elv. 

9. Első nevezetes határérték . Következmények. 

10.  Második nevezetes határérték  és következményei. 

11. Mit lehet mondani monoton növekedő függvény határértékéről? 

12. Mit lehet mondani monoton csökkenő függvény határértékéről? 

 



НЕПЕРЕРВНІСТЬ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 

A FÜGGVÉNYEK FOLYTONOSSÁGA 
Alapfogalmak és jelölésük: 

1. fD -- értelmezési tartomány;  

2. fR -- értékkészlet;  

3.  xf -- az x argumentumhoz tartozó helyettesítési érték, függvényérték. 

4.  RxxxR  ,0 . 

5.  RxxxR  ,0 . 

6.  ZxxxZ  ,0 . 

Főbb meghatározások 

 

1. Az A és B nem üres halmazok között megadott egyértelmű leképezést függvénynek 

nevezzük: az BAF   reláció függvény, ha   Fyx ; és   Fzx ; esetén zy   teljesül. 

2. Az BAF  reláció függvény, ha FDx  esetén létezik pontosan egy By , úgy hogy 

  Fyx ; .  

3. Invertálható függvénynek nevezzük a kölcsönösen egyértelmű hozzárendelést. Az 

BAF   reláció invertálható, ha az 
1F  reláció is függvény.  

4. Az 1f  függvényt az f függvény inverz függvényének (inverzének) nevezzük. 

5. Egyváltozós valós függvénynek nevezzük azt a függvényt, melynek az értelmezési 

tartománya és értékkészlete is a valós számok egy részhalmaza.  

6. A függvény grafikonjának (gráfjának, görbéjének, ábrájának) nevezzük a kétdimenziós 

koordináta-rendszer    fDxxfx ,;  pontjainak halmazát. 

7. Összetett függvénynek (függvények kompozíciójának) nevezzük az gf   függvényt: 

  xgf  =   xgf , ha fg DR  . A g függvényt belső függvénynek az f függvényt külső 

függvénynek nevezzük.  

8. Függvényt megadása annyit jelent, hogy meghatározzuk az értelmezési tartományát és az 

értékkészletét tartalmazó halmazt, valamint a leképzést (hozzárendelési szabályt) az alábbi 

módok valamelyikén: y = f(x) (explicit alak); f(x;y) = 0 (implicit alak); 
 

 







ty
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(paraméteres alak);  r (polárkoordinátás alak). 

9. Bármely valós szám felírható egy tőle nem nagyobb egész szám (egészrész) és egy tört 

szám (törtrész) összegeként:    xxx   

10. Elemi függvények: 

a) Hatványfüggvények: 
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NxxfRRf
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b) Exponenciális függvény:  

  1,0,,:   aaaxfRRf x . 

c) Logaritmus függvény:  

  1,0,log,:  xxfRRf a . 

d) Trigonometrikus függvények: 
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e) Árkuszfüggvények (a trigonometrikus függvények inverzei):  
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d) Hiperbolikus függvények: 
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f) Polinomfüggvények: 
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g) Racionális törtfüggvény (két polinom hányadosa): 

     
 
 

.,0\:
xQ

xP
xfRxQxRf   

h) Szakaszonként lineáris függvények: 
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11. Függvénytranszformációk: 

 

A függvényérték transzformációi Az argumentum transzformációi 



f(x) + c, a függvény képe az y tengellyel 

párhuzamosan c egységgel eltolódik 

f(x- c), a függvény képe az x tengellyel 

párhuzamosan c egységgel eltolódik 

-f(x), a függvény képe az x tengelyre 

tükröződik 

f(-x), a függvényképe az y tengelyre 

tükröződik 

cf(x), a függvény képe az y tengellyel 

párhuzamosan c-szeresére megnyúlik, ha c > 

1; zsugorodik, ha 0 < c < 1 

f(cx), a függvény képe az x tengellyel 

párhuzamosan 
c

1
-szeresére megnyúlik, ha 0 

< c < 1; zsugorodik, ha c > 1 

 

 

Főbb meghatározások 

 

Az RMRMf  ,:  függvény az Maax  ,  pontjában folytonos, ha bármely 

ax  -hoz konvergáló   Mxx nn ,  abszcissza sorozathoz tartózó függvényértékek   nxf  

sorozata az  af -hoz tart:    afxf
ax




lim . 

Az RMRMf  ,:  függvény az Maax  ,  pontjában folytonos, ha bármely 

0  számhoz létezik olyan 0  hogy bármely az a szám   környezetéből vett abszcisszához 

tartózó függvényérték az  af    környezetéhez tartozik:    afxf
ax




lim , ha 

      afxfMxésax akkor 0hahogy ,0,0 . 

Egy függvény értelmezési tartományának egy pontjában folytonos, ha a függvény pontbeli 

határértéke megegyezik helyettesítési értékével. 

A függvényt folytonos függvénynek nevezzük, ha értelmezési tartományának minden 

pontjában folytonos. 

Az RMRMf  ,:  függvény az Maax  , pontban nem folytonos, akkor az a 

pontot a függvény szakadási helyének nevezzük. 

 Az RMRMf  ,:  függvénynek az ax   pontjában nem folytonos, de létezik 

véges jobb és bal oldali határértéke, akkor a szakadás elsőfajú, ha     Axfxf
axax


 00

limlim , 

akkor a szakadás megszüntethető. 

Az RMRMf  ,:  függvénynek az ax   pontjában nem folytonos és 

    


xfésxf
axax 00

limlim , akkor a szakadás másodfajú. 

Az RMRMf  ,:  függvény az Maax  ,  pontjában egyenletesen  folytonos, 

ha bármely 0  számhoz létezik olyan 0  hogy bármely az Mba ,  

      bfafMxésba akkor 0ha . 

Főbb tételek: 

 

Ha az f(x) és g(x) függvény folytonos az a pontban, akkor    xgxf  ,    xgxf  és 
 
 xg

xf
 

(   0ag ) is folytonos az a pontban. 

Ha az f(x) és g(x) függvény folytonos az a pontban és f(x) folytonos a g(a) helyen, akkor 

.az   xgf  összetett függvény is folytonos az a pontban. 

Minden elemi függvény folytonos függvény az értelmezési tartományán. 

Weierstrass tétel: Egy adott zárt intervallumon folytonos függvény, ezen az intervallumon 

korlátos, és felveszi maximumát és minimumát. 



Bolzano tétel: Ha az  xf függvény folytonos az  ba;  intervallumon    bfaf ,  különböző 

előjelűek, akkor létezik olyan c pont, melyre   0cf , tehát a függvény    bfaf  és  közé eső 

minden értéket felvesz. 

A folytonos bijektív függvény szigorúan monoton és inverz függvénye is folytonos.  

Típus feladatok megoldása: 

 

Vizsgálja a függvény folytonosságát és szerkessze meg a grafikonját: 

 

















.31,3

,10,2

,02,2

xx

xx

xx

y
 

Az xyxyxy  3,2,2  függvények folytonosak, tehát szakadása csak két folytonos 

függvény metszéspontjában lehet. Ezért vizsgáljuk az 0x  és 1x  pontokban a folytonosságot 

а) 
00

02limlim


 
xx

xyA , 

2)2(limlim
00




 xyA
xx

, 

02)0(
0


x
xf . 

Mivel 
  AA , de mindkét egyoldali határérték véges, ezért az 0x  pont ugrás 

2  AAh . 

б) 2)3(limlim
0101




 xyA
xx

. 

   22limlim
0101




 xyA
xx

. 

  AA , az 1x pontban a függvény nincs értelmezve, ezért ez megszüntethető szakadási 

pont lesz 

 
 

Вправи для самостійного розв’язання: 

Feladatok: 

 

1. Határozza meg  2f  és  2f  értéket, ha: 

1)       31,20,  ffbaxxf ; 

2)         32,21,11,2  fffcbxaxxf ; 

3)           52,31,01,20,23  ffffdcxbxaxxf ; 

4)         904,302,150,  fffbcaxf x ! 



2. Igazolja, hogy: 

1)         013233  xfxfxfxf , ha   cbxaxxf  2 ; 

2)        yfxfyxfyxf 2 , ha    xxxf  55
2

1
! 

3. Legyen f, g: RR,   RRh 0/: , f(x) = 2x, g(x) = 
2x , h(x) = 

x

1
, továbbá  1,0,1A , 

 1,0B ,  1,1C ,  1,0D ,  0,2E . 

Határozza meg  Af ,  Bf ,  Bg ,  Cg ,  Dh ,  Eh ,  Af 1 ,  Cf 1 ,  Cg 1 ,  Ag 1

,  Eg 1 ,  Ch 1  és  Eh 1 értékeinek halmazát!  

4. Az alábbi függvények közül melyek invertálhatók: 

1.)   12  xxh ; 2)   12 2  xxf ; 3)  
x

xg
1

 ; 4)  
x

x
xh






1

1
? 

Abban az esetben, ha a függvény invertálható, adja meg az inverz függvény képletét! 

5. Határozza meg az alábbi függvények értelmezési tartományát: 

1)  
169

3
2 


x

xf ;   2)  
  2016

5
4 


xx

xf ; 

3)   14 2  xxf ;   4)  
  65

1




xx
xf ; 

5)   6
249

1

x
xf


 ;   6)  

2

23
2 




xx

x
xg ; 

7)  
x

x
xh

25

2




 ;   8)  

9

122






x

xx
xf ; 

9)    121log 2

5  xxf ;  10)  
1

3
lg






x

x
xg ; 

11)    7log 2  xxh ;  12)   xxf 29 ; 

13)    4 2

4log xxxf  ;  14)  
53

1
log

2

1





x

x
xf ; 

15)  
  

5
7 5

31262

7
log 




 x

xx

x
xf ; 16)  

632

lg

2 


xx

x
xh ; 

17)  
x

x

x
xf

2
arcsin

9

1

2





 ; 18)     2163sinlg xxxf  ; 

19)  
3

1

2

1












x

xf ;   20)   xxf 432 logloglog ; 

21)  
xxx

x
xf

232

sin
23 

 ;  22)  
x

x

x

x
xf











1

2

3

3
; 

23)  
x

x
xf

sin

sin
 ;   24)   xxf cos ; 

25)  
4

3
arcsin




x
xf ;  26)   








 1

4
arccos

x
xf ; 

27)    
3

4
arcsin1010lg




x
xxf ; 28)  

x

x

x
xf

2
arccos

4

1

2





 ; 



29)    1arcsin13  xxf ;  30)    xxf lgarccos ! 

 

6. Az alábbi f és g függvényekre adja meg az gf  és fg  függvényeket, ha léteznek: 

1)   xxf 5log  és   3 xxg ; 

2)   xxf lg  és   6 xxg ; 

3)   xxf lg  és   15  xxg ; 

4)   xxxxf 54 23   és   8cos2  xxg ; 

5)   xxf 5  és   xxg sin ; 

6)   tgxxf  és  
x

xg
1

 ; 

7)   17  xxf  és   xxg arcsin ; 

8)   xxf lg  és   42  xxxg ! 

7. Az alábbi f, g és h függvényekre adja meg az hgf  , fff  és fgh 

függvényeket: 

1)   xxf ln ,   xxg sin és  
2

1

x
xh  ; 

2)   6 xxf ,   xxg 10 és  
x

xh
sin

1
 ; 

8. Adja meg az  
21 x

x
xf


 függvény n kompozícióját!  

9. Adja meg az alábbi függvények inverzét: 

1)   64  xxf ;  2)    xxf 243  ; 

3)   31 xxf  ;  4)  
82

62






x

x
xf ; 

5)   1
1

1
2















x

x
xg ; 6)   433 23  xxxxf ; 

7)   235  xxf ;  8)   12  x

x

xf ; 

9)    xthxf  ;  10)    xchxf  ! 

10. Az a, b, c és d paraméterek mely értékeinél lesz az  
dcx

bax
xf




  függvény inverze 

 
dcx

bax
xf




1

? 

11. Határozza meg az alábbi függvények értékkészletét: 

1)  
2

23






x

x
xf   2)  

57

95






x

x
xf ; 

3)   ;
1 2x

x
xf


   4)  

291 x

x
xf


 ; 

5)   ;
2

2
2

2

xx

xx
xf




   6)  

4

4
2

2






x

x
xf ; 

7)   22  xxxf ; 8)   3072  xxxf ; 

9)   ;42 xxxf    10)   ;22 xxxf   



11)   ;
3cos2

1

x
xf


  12)   ;

4sin5

1

x
xf


  

13)   shxxf  ;  14)   cthxxf  ! 

12. Alkalmazza a transzformációs lépéseket és ábrázolja a következő függvényeket: 

1)   34  xxf ;  2)   43  xxf ; 

3)   3
2

1





x
xf ;  4)   34  xxf ; 

5)   552  xxf ;  6)   424  xxf ; 

7)   ;22sin2  xxf   8)   3
3

cos3 
x

xf ; 

9)   33
2

3 









x

xf ; 10)    3log3  xxf ! 

Ábrázolja a következő függvényeket: 

1)   342  xxxf ;  2)    2
3 xxf ; 

3)   xxf sin ;   4)   xxf sin ; 

5)   1cos 


x
xxf ;  6)  

1

1
2

2






x

x
xf ; 

7)    xxh cos ;   8)   xx
xf




1
2 ; 

9)     2222 41 xxxxxf  ; 

10)   













2

3
sgn

x

x
xf ;  11)   










4
cos


xxf ; 

12)   xxf 2sin1 ;  13)     ;11ln
2

 xxf  

14)        32,2
2

 xxMxxxf ;   15)  
 

 33,
1sgn 2

2




 xxM
x

x
xh ; 

16) 








21

1

ty

tx
;   17) 














2

1

1

t
ty

t
tx

; 

18) 








ty

tx

cos5

sin5
, ;  19) 









ty

tx

sin

cos10
; 

20) 








shty

chtx
;   21) 

 
 








ty

ttx

cos12

sin2
; 

22) r ;   23)  cos12 r ; 

 

13. Állapítsa meg, folytonosak-e az alábbi függvények az a helyen! 

1)   ;
1

2




x

x
xf  1;3  aa ; 

2)   ;tgxxf   
2

;
3


 aa ; 

3)   ;
1

12






x

x
xf  1;1  aa ; 



4)  
x

x
xf

2cos1

sin1




 ; 

2
;

3


 aa ; 

5)   4;8;

33

2

8

4








aaxf

x

; 

6)   10;3;910 56 3  aaxxxf ! 

14. Folytonos –e az  























2.xha,2

,20ha,

,21ha,

,1ha,

2

xx

xx

xx

xf függvény. Készítsen vázlatos ábrát! 

15. A p paraméter mely étékénél lesz az alábbi függvény folytonos? Készítsen vázlatos ábrát: 

 1)  
















2
ha,

,
2

ha,sin





xxp

xx

xf ; 

 2)  
















2ha,

2

4

;2ha,

2

x
x

x

xp

xf ; 

 3)  
















1ha,

1

1

;1ha,

3
x

x

x

xp

xf ; 

 4)  














6
0ha,

23

5sin

;0ha,


x

xtg

x

xp

xf ! 

16. Határozza meg az A és B értéket úgy, hogy az  

 















0ha,1

,0ha,cos

,0ha,3

2
xx

xBxA

xx

xf



  

függvény, folytonos legyen. Készítsen vázlatos ábrát! 

17. Állapítsa meg, milyen szakadása van az alábbi függvényeknek: 

 1)  
5

5




x
xf ; 2)  

xx

x
xf




2

3
; 

 3)   tgxxf  ; 3)  
55

10
2 


x

xf ; 

 5)  
 

65

3
2

2






xx

x
xf ; 6)  

27

81
3

4






x

x
xf ; 

 7)   7

7

7  xxf   8)  
x

xf
1

55

5



 ; 

 9)  
162

12
23 


x

xf ;  10)  

42

2

6

14





x

xf ; 

 11)  
25

5
2 




x

x
xf ;  12)  

x

x
xf

sin

sin
 ; 



 13)    sngxxxf 12  ; 14)   xxf sec ; 

 15)  
 x

xf
1

 ;  16)  
x

xg
ln

1
 ; 

 17)  














1ha,

2

1

1 ha,54

x
x

xx

xf ; 18)  















1ha,

1 ha,
42

4

1

xe

x
xxf

x
x

! 

18. Létezik-e valós gyöke az alábbi egyenletnek az adott intervallumon: 

1)  2;1,0623  xx ;  2)  2;0,0615 23  xx ; 

3)  2;1,0334  xx ;  4)  0;1,0144  xx ; 

5)  0;1,03  xex ;  6) 









4
;0;0cos


xtgx ? 

19. Oldja meg az alábbi egyenlőtlenségeket: 

1)     0551162  xxxx ; 

2)      03453011
22  xxxx ; 

3) 1
98

46
2

2






xx

xx
; 4) 

1

2

3

4
1











x

x

x

x
; 

5) 02cos2sin  xx ; 6)        12lg1lg12lg1lg  xxxx ! 

20. Igazolja, hogy minden páratlan fokszámú többtagnak, legalább egy valós gyöke van! 

21. Igazolja, hogy az 0
23

10

8

1

5

2








 xxx
 két valós gyöke van, melyek hozzá tartoznak 

az (5;8) és (8;23) intervallumokhoz! 

Теоретичні питання  

Elméleti kérdések 

1. Mit nevezünk 0-függvénynek? 

2. Mit nevezünk növekedési rendnek? 

3. Definiálja a függvény pontbeli folytonosságát! 

4. Szakadási pontok és osztályozásuk 

5. Soroljon fel 5 nevezetes határértékek következményt (pl: 
x

x

x

a )1(log

0
lim




 ) 

6.  Mondja ki a Bolzano-Cauchy két tételt. 

7. Mondja ki aWeierstrass tételt és következnényét. 

8. Milyen függvény nevezünk egyenletesen folytonos függvénynek? 

9. Mondja ki a Cantor tételt 

10. Inverz függvények. (2 lemma és 1 tétel) 

 

  



ПОХІДНА ФУНКЦІЇ 

A DERIVÁLTFÜGGVÉNY 
Főbb jelölések: 

f.-- RMRMf  ,: . 

f -- az RMRMf  ,:  függvény növekménye; 

x -- az argumentum növekménye. 

Főbb meghatározások: 

 

Az 
       

  aDx
ax

afxf

x

xfxxf

x

f
f \, 














az f(x) függvény fDa  pontjához tartozó 

differenciahányados-függvényének (különbségi hányados-függvényének) nevezzük. 

A függvény differenciálható az értelmezési tartományának egyik belső pontjában, ha 

létezik az ehhez a ponthoz tartozó differenciahányados függvény véges határértéke, ha nem 

létezik, akkor a függvény nem differenciálható. 

 A 
   

ax

afxf

x

f

axx 









limlim

0
 számot az f függvény a ponthoz tartozó deriváltjának 

nevezzük. 

Deriválási szabályok: 

 

1. Ha az f = f(x) és g = g(x) függvények deriválhatók, akkor: 

a) bármely RC esetén Cf is deriválható az a pontban és  

  xCCx 


; 

b) gf  is deriválható az a pontban és  

  gfgf 


 ; 

c) fg is deriválható az a pontban és  

  gfgffg 


; 

d) a   0ag esetben a 
g

f
is deriválható az a pontban és  

2g

fggf

g

f 












; 

2. Ha g függvény deriválható az x pontban és az f deriválható a  xg pontban, akkor az gf 

összetett függvény is deriválható és 

          xgxgfxgfgf 





 . 

3. Ha az f függvény deriválható az x pontban és   0xf és 1f  folytonos az  xf pontban, akkor 
1f  is deriválható és 

  
  xff

xf
1

1 1








. 

4. Ha az f és g függvények deriválhatók, akkor gf is deriválható és 

  






 




f

fg
fgff gg ln . 

Paraméteres alakban adott függvény deriválása: 



 
 
 t
t

xf







 . 

Polárkoordinátás alakban adott függvény deriválása: 

 
   
    



sincos

cossin

rr

rr
xf




 . 

 

 

Elemi függvények deriváltfüggvényei: 

 

 xf   xf   

C 0 

Rnxn ,  Rnnxn  ,1  

xsin  xcos  

xcos  xsin  
tgx  

x2cos

1
 

ctgx  

x2sin

1
  

xe  
xe  

Raa x ,  Raaa x ,ln  

xln  

x

1
 

1/,log Raxa  

ax ln

1
 

xarcsin  

21

1

x
 

xarccos  

21

1

x
  

arctgx  

21

1

x
 

shx  chx  

chx  shx  

thx  

xch 2

1
 

cthx  

xsh2

1
  

Típus feladatok megoldása: 

1. A definíció alapján határozza meg az   3 2 1 xxf  függvény derivált függvényét! 

Először határozzuk meg az 0xx   helyen. 



   

        

        

 

        

        3
22

0

2

0

3
22

0
3 2

0

23 22

0

3
22

0
3 2

0

23 22

0

2

0

2

3
22

0
3 2

0

23 22

0

3
22

0
3 2

0

23 223 2

0

3 2

0

3 2

0

3 2

0

0

13

2

1111

lim

1111

lim

1111

111111

lim

11
limlim

0

0

0

00












































































x

x

xxxx

xx

xxxxxx

xx

xxxxxx

xxxxxx

xx

xx

xx

xfxf

xx

xx

xx

xxxx

 

Így az értelmezési tartomány tetszőleges pontjában az   3 2 1 xxf  függvény derivált 

függvénye  
 3 22 13

2





x

x
xf . 

2. A definíció alapján határozza meg az   xxf cos  függvény derivált függvényét! 

 
 

xx
xx

x

x

x

xxx

x

xxxxxx

x

xxx

x

f
xf

xxx

xxx

coscos1
2

2
coslim

2

2
sin

lim2

2
cos

2
sin2

lim

2
cos

2
sin2

lim
sinsin

limlim

000

000










































. 

3. Differenciálható-e az   xxf   függvény? 

A meghatározás értelmében: 

 
   

1limlimlim
0

0

0
0

0

0
0

0

0 000

















 xx

xx

xx

xx

xx

xfxf
xf

xxxxxx
; 

Viszont  
   

1limlimlim
0

0

0
0

0

0
0

0

0 000

















 xx

xx

xx

xx

xx

xfxf
xf

xxxxxx
. 

Mivel a jobb és a bal oldali határértékek nem egyenlők, így az   xxf   nem differenciálható 

az x = 0 helyen. 

3. Határozza meg az alábbi függvények deriváltjait: 

a)   77 2011sin4 xarctgxxxxf  ; b)   tgxxxf  6
; c)  

44

62
2 




x

x
xf , 

d)   5ln 3  xxf ;e)   xxxf  . 

a) 

           

7 62

6

7777

7

20

1

11
7cos4

2011sin42011sin4

xx
xx

xarctgxxxxarctgxxxxf
























; 

b)        
x

x
tgxxtgxxtgxxtgxxxf

2

6
5666

cos
6 








 ; 



c) 

 
       

 
   

 

   22

2

22

22

2

2

22

22

2

44

8568

44

561688

44

728442

44

72444472

44

72

































x

xx

x

xxx

x

xxx

x

xxxx

x

x
xf

; 

d)    
 52

3
3

52

1

5

1
5ln

3

2
2

33

3













x

x
x

xx
xxf ; 

e) Ahhoz meg határozzuk a függvény deriváltját, vegyük mind a két oldal természetes alapú 

logaritmusát: 

  xxxxf x lnlnln  . 

    
 

 

   .1ln

;
1

ln1
1

lnln









xxxf

x
xxxf

xf
xxxf

x

 

Вправи для самостійного розв’язання: 

 

Feladatok 

1.  A definíció alapján határozza meg az alábbi függvények derivált függvényét: 

1)   25xxf  ;   2)   xxxf 33  ; 

3)  
2

1

x
xf  ;   4)  

3

3

x
xf  ; 

5)   xxf  ;   6)   3 xxf  ; 

7)   xxf 5sin ;   8)   xxf 3cos ; 

9)   4 2 95  xxxf ;  10)    533  xtgxf ! 

2.  Deriválja az alábbi függvényeket: 

1)   xxxxf 35 97  ;  2)   56259 2411  xxxxf ; 

3)   81log5,1
5

1
3

2
5

3
 x

x

x
xf ;  4)   3

2

2

2

2

a
x

a

a

x

x

a

a

x
xf  ; 

5)   6sin54  xxxf ;   6)   20075610 5 247  xxxxf

; 

7)   59 4 373 16  xxxxxf ;  8)   116

53
4

17
xx

xxx
xf 


 ; 

9)     73 1253 xxxxf  ;   10)      223 15 xxxf  ; 

11)  
x

x
xf






10

85
;    12)  

cdx

bax
xf




 ; 

13)  
6

53 2






x

x
xf ;     14)  

 2

2

1

7




x

x
xf ; 

15)     615 2  xxxf ;   16)  
 

x

x
xf






3

52
2

; 

17)    4 36 23 xxxf  ;   18)  
 53 24

1




x
xf ; 

19)   xxxf 5sin  ;    20)   arctgxxxf  5log ; 



21)    shxxexf x  54 ;   22)   xx
x

xf 2cosln
1









 ; 

23)    654  xtgxf ;    24)      xxthxf 5sin86 5 ; 

25)    434 4ln xxxf  ;   26)  
3

3
lnln






x

x
xf ; 

27)    xe
x

arctgxf 24
1  ;   28)  

4

4
2

2






x

x
arctgxf ; 

29)  
x

x
xf

sin1

sin1
ln




 ;    30)   xtgxf 32cossin ; 

31)   3 83 24 xctgxctgxf     32)   5

4

3
sinln




x
xf ; 

33)     1036522 222  xxxxshxf shxx ; 

34)  
a

x
axaxxf arccos222  ; 

35)   ;xxxf       36)    53cos  xxxf ; 

37)  
53

1
1













x

x
xf ;    38)    

2

ln
x

xxf  ; 

39)  
x

xe

x
xf 














32ln

45
;   40)    42 xtgxxf ; 

41)  
6

65
cosln






x

x
arctgxf ;   42)   5

42

42

4

4

exx

exx
shxf




 ; 

43)     
3

12

3

1
20lg10arcsin

1

1 3
3

2









x
arctgx

x

x
xf ; 

44)    
x

shx

xx

x
shxxf

2sin

2

2

2

1

cos

sin











 ; 

45)      xxxchxxch
xx

e
xf

x
2222

3

arcsin

cossinsin
2




 ; 

46) 








;3cos2cos3

,3sin2sin3

tty

ttx
 47) 









ty

tx

sin5

cos4
; 

48) 










tty

tx

sin

arccos 2

;  49) 














t
tarctgy

x t

21

3

2
32cos

; 

50) 










tey

tex

t

t

22

22

sin

cos
;  51) 



















2

2

1

1
arccos

1
arcsin

t
y

t

t
x

; 

52) 6r ;  53)  cos1 ar ;  54) 



22r ! 

3.  Határozza meg a deriváltfüggvény helyettesítési értékét a megadott pontban: 

 1)   1;
7

1
5

1 72  axx
x

xf ; 



 2)  
4

;cos 2 
 atgxxxf ; 

3)   0;
1 2




 a
x

x
xf ; 

4)     0;1ln 2  axxxf ; 

5)   0;arccos  aexf x ; 

6)   1;
ln

 a
x

x
xf ; 

7)   2;
1

2
2




 a
x

x
arctgxf ; 

8)   1;1sin 2  axexf x
; 

9)         0;52313)(
332

 axxxxxxf ; 

10)      axarctgxxxf ;cossin2sin1ln 2 ! 

4. Oldja meg az    xgxf ''  , ha  
x

xf
2

  és   3xxxg  ! 

5. Oldja meg az    xgxf ''  , ha   5ln45  xxf  és   125
2

1  xxg ! 

6. Oldja meg az    xgxf   egyenlőtlenséget, ha    
2

2
xés

5

5
2

2











x

x
g

x

x
xf ! 

7. Oldja meg az    xgxf   egyenlőtlenséget, ha    
25

34
xés

52

72











x

x
g

x

x
xf ! 

8. Oldja meg az    xgxf   egyenletet, ha          92xés52  xxgxxxf

! 

9. Oldja meg az    xgxf   egyenletet, ha     xgxxf cos4xés2sin  ! 

10. Oldja meg az    xgxf   egyenlőtlenséget, ha     125
2

1
xés5ln45  xx gxxf

! 

11. Oldja meg az 
 
 

0




xg

xf
 egyenlőtlenséget, ha 

    4sin3
3

2
xés104

2ln

2 3  xxgxxf
x

! 

12. Mutassa meg, hogy az  
x

x
xf

sin
  függvény esetén fenn áll az     xxfxxf cos  

egyenlőség! 

13. Mutassa meg, hogy az   2

x
tg

exf   függvény esetén fenn áll az 

      0sinln  xxfxfxf  egyenlőség! 

14. Igazolja, hogy     0
11

' 









xx
fxfxf , ha   xxf ln ! 

15. Páros vagy páratlan az alábbi függvény deriváltfüggvénye: 

 1)   9
1

45 57 
x

xxxf ;  2)   xx
x

xf cos3
6

8
6

 ; 

3)   xxxtgxf sin2  ;   4)  
x

x
xxf

sin
5 11  ? 



 

Теоретичні питання  

Elméleti kérdések 

1. Legyen D   R nemüres, nyílt halmaz, x0  D és f : D   R függvény. Mit értünk azon, 

hogy az f függvény differenciálható az x0 pontban? 

2.  Ismertesse az összeg differenciálási szabályát.  

3. Ismertesse a szorzat differenciálási szabályát. 

4.  Ismertesse a hányados differenciálási szabályát.  

5. Ismertesse az összetett függvény differenciálási szabályát. 



ЗАСТОСУВАННЯ ПОХІДНОЇ 

Застосування похідної 

A DERIVÁLT ALKALMAZÁSA 
 

Az érintő egyenlete 

 

1. Az f függvény a helyen vett deriváltja az a helyen a függvény görbéjéhez húzott érintő 

meredekségével egyenlő:Hiba! Érvénytelen beágyazott objektum. 

2. A függvény görbéjéhez a   afaP ;  ponton átmenő érintő egyenlete: 

    afaxafy  . 

3. A függvény görbéjéhez a   afaP ;  pontba húzott normális egyenlete: 

 
   afax

af
y 




1
. 

4. Két f(x) és g(x), a P pontban egymást metsző síkgörbe hajlásszöge a két görbéhez a 

metszéspontba húzott érintők által bezárt, derékszögnél nem nagyobb szög, melyet az alábbi 

képlettel határozhatunk meg: 

   
   afag

agaf
tg






1
 . 

Differenciál 

 

1. Ha az f(x) függvény differenciálható, az ax  pontban, akkor az       dxafaxafadf   

számot a függvény differenciáljának nevezzük. 

2. A differenciál nem más, mint a függvény lineáris korrekciója, tehát: 

          axafafadfafxaf  . 

3. A differenciál mértani értelmezése: a differenciál mutatja az ordináta érték változását az 

xax  pontban a függvény   afaP ;  pontba húzott érintőjéig. 

 

l’Hospitál szabály 

 

Főbb tételek: 

 Legyenek az f és g függvények az a hely valamely környezetében differenciálhatók (nem 

feltétlenül az a-ban) és folytonosak az adott pontban, melyekre     0 agaf és ha 
 
 xg

xf

ax 




lim

határérték létezik és véges , akkor a 
 
 xg

xf

ax
lim határérték is létezik és: 

 
 

 
 xg

xf

xg

xf

axax 





limlim . 

 Legyenek az f és g függvények az a hely valamely környezetében differenciálhatóak (nem 

feltétlenül az a-ban) és folytonosak az adott pontban, melyekre     


xgxf
axax

limlim és ha 

 
 xg

xf

ax 




lim határérték létezik és véges , akkor a 

 
 xg

xf

ax
lim határérték is létezik és: 

 
 

 
 xg

xf

xg

xf

axax 





limlim . 

 



 Legyenek az f és g függvények az  ;a  intervallumon differenciálhatóak, melyekre 

     


vagy0limlim xgxf
xx

valamint a 
 
 xg

xf

x 




lim határérték létezik és véges , akkor a 

 
 xg

xf

x 
lim határérték is létezik és: 

 
 

 
 xg

xf

xg

xf

xx 





limlim . 

Az l’Hospitály szabály alkalmazása „ 0 ”, „  ”, „
00 ”, „

0 ”, „
1 ” típusú határozatlan 

kifejezésekre: 

1. „ 0 ” típus: 

Ha     


xgxf
axax

limés0lim , akkor 

    
 

 xg

xf
xgxf

axax 1
limlim


 . 

2. „  ” típus: 

Ha     


xgxf
axax

liméslim , akkor 

    
   

   xfxg

xfxg
xgxf

axax 1

11

limlim






. 

3. „
00 ” típus:  

Ha        0limés0,0lim 


xgxfxf
axax

, akkor 

        

 

 
 

 xg

xf

xg

xf

ax

xfxg

ax

xg

ax

axeeexf
1

ln
lim

1

ln

ln limlimlim 


. 

4. „
0 ” típus: 

Ha     0liméslim 


xgxf
axax

, akkor 

        

 

 
 

 xf

xg

xf

xg

ax

xfxg

ax

xg

ax

axeeexf
ln

1lim
ln

1

ln limlimlim 


. 

5. „
1 ” típus: 

Ha     


xgxf
axax

limés1lim , akkor 

        

 

 
 

 xg

xf

xg

xf

ax

xfxg

ax

xg

ax

axeeexf
1

ln
lim

1

ln

ln limlimlim 


. 

KÖZÉPÉRTÉKTÉTELEK 

 

 

Rolle-tétel (olv.: Roll): Ha az f függvény az  ba;  intervallumban folytonos és belsejében 

differenciálható és    bfaf  , akkor van az intervallumnak legalább egy olyan belső c pontja, 

amelyben   0 cf . 

Lagrange-féle középértéktétel (olv. Lagránzs): Ha az f függvény az  ba;  intervallumban 

folytonos és belsejében differenciálható, akkor van az intervallumnak legalább egy olyan belső c 

pontja, amelyre  
   

ab

afbf
cf




 . 



Cauchy-féle középértéktétel: Ha az f és g függvény az  ba;  intervallumban folytonos és 

belsejében differenciálható, és   0 xg  akkor van az intervallumnak legalább egy olyan belső c 

pontja, amelyben 
 
 

   
   agbg

afbf

cg

cf









. 

 

Típus feladatok megoldása: 
Határozza meg az alábbi határértékeket: 

1)  . 

2)  

Megoláds  

1)  Mivel a   és  függvények folytonosak és differenciálhatóak az  pontban és 

, ezért, alkalmazhatjuk a l’Hospitály szabályt: 

. 

Vannak olyan esetek is, amikor többször szükséges a l’Hospitály szabályt alkalmazni 
 

3) . 

 

=

. 

 

 

Вправи для самостійного розв’язування: 

 

Feladatok 

 

 

1. Határozza meg az alábbi függvények grafikonjához a megadott abszcisszájú pontban 

húzható érintőjének és normálisának egyenletét! 

1.   6105 34  xxxxf ,  a = 1; 

2.   5lg574 47  xxxxf ,  a = 0; 

3.    3 71 xxxf  ,  a = -1; 

4.  
24

8

x
xf


 ,  a = 2; 

x

x

x 3

5sin
lim
0

xx

xee xx

x sin

2
lim
0 

 



x5sin x3 0x

03lim,05sinlim
00




xx
xx

   

 

  3

5

3

5cos5
lim

3

5sin
lim

3

5sin
lim

000









x

x

x

x

x

xxx

xx

xee xx

x sin

2
lim
0 

 



 
 





















 





 xx

xee

xx

xee xx

x

xx

x sin

2
lim

0

0

sin

2
lim

00




 

 x

ee xx

x cos1

2
lim

0

 
 


































 0

0

sin
lim

cos1

2
lim

0

0

00 x

ee

x

ee xx

x

xx

x

 
 










 x

ee xx

x sin
lim

0

2
1

2

cos
lim

0


 

 x

ee xx

x



5)  
112

3






x

x
xf ,  a = -2; 

6)   32  xxf ,  a = 3; 

7)   xxxf ln ,  a = e2; 

8)   xxxf 3cos2sin  ,  a = π; 

9) 

 

 











3
,cos1

sin


ttry

ttrx

; 

10) 








)3;32(,2sin2

,cos4

Aty

tx
; 

11) 
 









1;1,33

,22

2

23

Atty

ttx
; 

12) 


















1,
1

3

,
1

3

3

3

t
t

t
y

t

t
x

. 

2. Határozza meg azt a ponton, amelyben az   532  xxxf  parabolához húzott érintő 

párhuzamos a 2x + 2y - 5 = 0 egyenessel! 

3. Határozza meg azt a ponton, amelyben az  
x

xf
3

  hiperbolához húzott érintő merőleges 

az x - 3y - 4 = 0 egyenesre! 

4. Határozza meg azt a ponton, amelyben az  
2

4






x

x
xf  függvény grafikonjához húzott 

érintő párhuzamos a 6x + 5y - 5 = 0 egyenessel! 

5. Határozza meg azt a ponton, amelyben az  
2

4






x

x
xf  függvény grafikonjához húzott 

érintő merőleges a x - 2y + 5 = 0 egyenesre! 

6. Határozza meg az  
x

xf
2

  függvény grafikonjához az 11 x  és 22 x abszcisszájú 

pontjait összekötő húrral párhuzamos érintőjét! 

7. Határozza meg az   542  xxxf  függvény grafikonjához az 11 x  és 22 x

abszcisszájú pontjait összekötő húrral párhuzamos érintőjét! 

8. Határozza meg azt a pontot, melyben az   7
3

1 3  xxxf  és az   532 2  xxxf

függvények grafikonjaihoz húzott érintők párhuzamosak! 

9. Milyen szög alatt metszi az   xxf ln  függvény grafikonja az abszcissza tengelyt; az y = 

1 egyenest? 

10. Milyen szög alatt metszik egymást az   323  xxxf és az   342  xxxf

függvények grafikonjai? 

11. Milyen szög alatt metszik egymást az  
x

xf
1

 és az   xxf   függvények grafikonjai? 

12. Milyen szög alatt metszik egymást az   2xxf  és az   22 xxf  függvények 

grafikonjai? 



13. Határozza meg az a paraméter értékét úgy, hogy az   axxxf  483 függvény 

grafikonja érintse az abszcissza tengelyt! 

14. Határozza meg az p paraméter értékét úgy, hogy az y = px + 9 egyenes érintse az 

  22 xxxf  függvény grafikonját! 

15. Határozza meg az  
1

32
2

3






x

xx
xf  aszimptótájával párhuzamos érintőjét! 

16. Határozza meg az  
1

1
2 


x

xf  aszimptótájával párhuzamos érintőjét! 

17. Igazolja, hogy az   5432 35  xxxxf függvény bármelyik pontjába húzott érintője 

hegyes szöget zár be az abszcissza tengellyel! 

18. Határozza meg a p paraméter értékét úgy, hogy az   742  xpxxf függvény 

grafikonjához x = 2 pontba húzott érintő 45°-os szöget zárjon be az abszcissza tengellyel! 

19. Mutassa meg, hogy az  
3

31
2

2






x

x
xf függvény grafikonjához az egységnyi pontba húzott 

érintők az origóban metszik egymást! 

20. Igazolja, hogy a   cos15   és a   cos15  görbék derékszögben metszik 

egymást! 

21. Határozza meg a b és a c paraméter értékét, úgy hogy az   cbxxxf  22 függvény 

grafikonja az x = 3 abszcisszájú pontban érintse az y = 2x + 8 egyenest! 

22. Határozza meg az a, b és a c paraméter értékét, úgy hogy az   cbxaxxf  2 függvény 

grafikonja az x = 4 abszcisszájú pontban érintse az y = 17x - 45 egyenest és áthaladjon a 

M(2;1)  koordinátájú ponton! 

23. Határozza meg az alábbi függvények közelítő értékét a megadott helyen: 

1)   6xxf  , 96,0x ; 2)   10xxf  , 002,1x ; 

3)   xxf  , 001,4x ; 4)   3 xxf  , 002,27x ; 

5)   xxf cos , 260 x ; 6)   xxf sin , 2130 x ; 

7)   xxf sin , '2045x ; 8)   xxf ln , 02,1x ! 

24. Határozza meg a következő kifejezések közelítő értékét: 

1) 3 0001,8 ; 2) '160cos  ; 3) ln 1,2; 4) arctg 1,05; 

5) 101 ; 6) 5 33 ; 7) arcsin 0,707; 8) 
 
  7046,3

8046,3
2

2




! 

25. Mennyivel növekszik a 
53 kifejezés értéke, ha az alapot 0,002-del növeljük? 

26. Mennyivel növekszik a 
42 kifejezés értéke, ha az alapot 0,003-del növeljük? 

27.  Határozza meg az alábbi határértékeket: 

1) 
xxx

xxxx

x 253

134
lim

24

245

1 




;  2) 

223

5324
lim

2

34

1
5





 xxx

xxx

x
; 

3) 
x

e x

x

1
lim

0




;   4) 

20

24
lim

x

xx

x




; 

5) 
20

5cos1
lim

x

x

x




;   6) 

x

xx

x 2cos1

3cos7cos
lim

0 




; 

7) 
2

2

0 sinln

2sinln
lim

x

x

x
;   8) 

nx

mx

x cosln

coslog
lim 2

0
; 

9) 
x

x

x ln
lim


;   10) 

x

x

x

ln
lim


; 



11) 
2

24
lim

x

xx

x




;  12) 

x

x

x ex

ex
23

2

2
lim






; 

13) 

1

1
ln

2

1

2
lim









x

x

arctgx

x



;  14) 
arctgx

x

x 2

1
1ln

lim
2













 
; 

15) 









 xxx ln

1

1

1
lim

1
;  16) 










 xxx

1

sin

1
lim

0
; 

17) 









 20

1

sin

1
lim

xxxx
;  18) 











xctg

xx

2

20

1
lim ; 

19) x

x
xsin

0
lim


;   20)  x
x

xsinlim
0

; 

21)   x

x

tgx
2sin

2

lim




;   22)  tgx

x

xsinlim

2




; 

23)   x

x
x

ln

0
1lim 


;   24) x

x
x 



1

1

1
lim ; 

25) 
 

 axax ee

axx
22ln

lnsin
lim






;  26) 

xx

xxe x

x 32

3

0 sin

2cos2
lim

2






; 

27) 
 x

ee xx

x 

 

 1ln
lim

0
;   28) x

x
ex 


2lim ; 

29) 
xx

ee xx

x sin
lim

sin

0 




;   30)    11lim

1



xctgx

x
  

31) 
   

30

121
lim

x

eex xx

x




; 32). 

xtgx

xx

x 66

2sin2
lim

0 




; 

33) 






























1lim

1

x

x
ex ;  34) 

















2

1

2

0
lim x

x
ex ; 

35)   1lnlnlim
1




xx
x

;  36)  xtgx
x

lnlim
0

; 

37) 
xx

xtgx

x sin
lim

0 




;   38) 

x

xe x

x 2sin

1
lim

4

1




; 

39) 
30

lim
x

arctgxx

x




;  40) 

xx

x

x 3cos5cos

sin
lim

2

0 
; 

41) 
  mxx

x
m

x

x 



 11

2ln12
lim

0
;  42) 

1

1
lim

1 



 n

m

x x

x
! 

28. Ellenőrizze le a Roll-tétel érvényességét a megadott intervallumon: 

1)   1147 23  xxxxf , ha  1;2x ; 

2)   xxf cosln , ha 









3
;

3


x ; 

3)   45 24  xxxf , ha  1;1x ; 

4)   222  xxexf , ha  2;0x ; 

5)  
4

28

x

x
xf


 , ha  2;2x ; 

6)   tgxxf  , ha  ;0x ! 



29. Igazolja, hogy az 0123  axx  egyenletnek nincsen két különböző gyöke a  2;1  

intervallumon! 

30. Igazolja, hogy az 01355  xx  egyenletnek csak egy valós gyöke van! 

31. Igazolja, hogy az 021  xex
 egyenletnek csak egy valós gyöke van! Oldja meg az 

egyenletet grafikusan. 

32. Igazolja, hogy az   1293 23  xxxxf  egyenletnek csak egy valós gyöke van! 

33. Igazolja, hogy az   qpxxxf n  2  egyenletnek nem lehet kettőnél több valós gyöke! 

34. Ellenőrizze le a Lagrange-tétel érvényességét a megadott intervallumon: 

1)   1105 2  xxxf , ha  1;1x ; 

2)   133  xxxf , ha  3;0x ; 

3)   2272 23  xxxxf , ha  1;0x ; 

4)   xxxf cos , ha 









2
;0


x ; 

5)   xxf ln , ha  eex ; ; 

6)   52  xxf , ha  2;2x ! 

35. Lágrange-tétel alapján bizonyítsa be az alábbi egyenlőtlenségeket: 

1)  sinsin ; 

2) yxyarctgxarctg  , bármely x > y esetén! 

36. Ellenőrizze le a Couchy-tétel érvényességét a megadott intervallumon: 

1)     1, 23  xxxxf  , ha  2;1x ; 

2)     32 , xxxxf   , ha  1;1x ; 

3)     xxxxf cos1,sin   , ha 









2
;0


x ; 

4)    
2

2

1
,

x

x
xexf x


  , ha  2;2x ; 

5)        1ln,1ln 22  xxxxxf  , ha  4;1x ; 

6)     xxxxf sin,cos   , ha 









3
;

4


x . 

37. Írja fel az     42és65 23  xxxxxf  függvényekre Couchy-tételét a  1;0  

intervallumon! Határozza meg a c értékét! 

38. Írja fel az     334és43 2435  xxxxxxf  függvényekre Couchy-tételét a  1;0  

intervallumon! Határozza meg a c értékét! 

 

Теоретичні питання  

Elméleti kérdések 

1.  Mondja ki a L'Hospital szabályt 

2. Írja fel a függvény adott pontjába szerkesztett az érintőjének egyenletét! 

3. Írja fel a függvény adott pontjába szerkesztett az normális egyenletét! 

4. Mondja ki a Fermat tételt! 

5. Mondja ki a Rolle tételt! 

6. Mondja ki a Lagrange tétel! 

7. Mondja ki a Cauchy tétel 

https://hu.wikipedia.org/wiki/L%E2%80%99Hospital-szab%C3%A1ly


FÜGGVÉNYVIZSGÁLAT 

Повне дослідження функції 
Főbb meghatározások: 

Az f függvény értelmezési tartományának azon a  pontjait, melyekre   0af , a függvény 

zérushelyeinek nevezzük. 

Az f függvény értelmezési tartományának egy intervallumában korlátos felülről ha van 

olyan K szám, hogy az intervallum minden x pontjában   Kxf   teljesül. 

Az f függvény értelmezési tartományának egy intervallumában korlátos alulról ha van 

olyan K szám, hogy az intervallum minden x pontjában   Kxf   teljesül. 

Az f függvény értelmezési tartományának egy intervallumában korlátos ha van olyan K 

szám, hogy az intervallum minden x pontjában   Kxf   teljesül. 

Az f függvény értelmezési tartományának egy intervallumában monoton 

növekvő,(szigorúan monoton növekvő), ha az intervallum bármely 21 és xx  helyén, amelyre 

21 xx  ,         2121 , xfxfxfxf   teljesül. 

Az f függvény értelmezési tartományának egy intervallumában monoton csökkenő, 

(szigorúan monoton csökkenő), ha az intervallum bármely 21 és xx  helyén, amelyre 21 xx  , 

        2121 , xfxfxfxf   teljesül. 

Az f függvény értelmezési tartományának egy intervallumában konvex, ha az intervallum 

bármely 21 és xx  helyén teljesül az 
   

22

2121 xfxfxx
f










 
 egyenlőtlenség. 

Az f függvény értelmezési tartományának egy intervallumában konkáv, ha az intervallum 

bármely 21 és xx  helyén teljesül az 
   

22

2121 xfxfxx
f










 
 egyenlőtlenség. 

Az f függvény értelmezési tartományának a  helyén helyi (lokális) maximuma van, ha a -

nak van olyan környezete, amelynek minden x pontjában    afxf  . 

Az f függvény értelmezési tartományának a  helyén helyi (lokális) minimuma van, ha a -

nak van olyan környezete, amelynek minden x pontjában    afxf  . 

Az f függvény értelmezési tartományának a  pontját, a függvény kritikus pontjának 

nevezzük, ha   0 xf vagy a függvény nem differenciálható az adott pontban. 

Az f függvényt periodikusnak nevezzük, ha létezik olyan 0p , hogy az értelmezési 

tartomány bármely x pontjára x + p is az értelmezési tartományba tartozik és    xfpxf  . A 

p számot a függvény periodusának nevezzük. 

Az f függvényt párosnak nevezzük, ha az értelmezési tartomány bármely a  pontjára, 

fDa  és    afaf  . 

Az f függvényt páratlannak nevezzük, ha az értelmezési tartomány bármely a  pontjára, 

fDa  és    afaf  . 

A függvénygörbe azon pontját, amelynél a görbe alakot vált inflexiós pontnak nevezzük. 

A függvény aszimptótájának nevezzük azt az egyenest, amelyet a grafikon tetszőleges 

pontossággal megközelíti:    .0lim 


yxf
x

 

Főbb tételek: 

Ha az f függvény az  ba;  intervallumon differenciálható, és az intervallum minden x 

pontjára teljesül, hogy 

a)   0 xf , akkor f szigorúan monoton növekvő; 

b)   0 xf , akkor f monoton növekvő; 



c)   0 xf , akkor f szigorúan monoton csökkenő; 

d)   0 xf , akkor f monoton csökkenő. 

Ha az  ba; intervallum bármely pontjába húzott érintő a görbe alatt (fölött) van, akkor az 

adott intervallumon a függvény konvex (konkáv). 

Ha az f függvény az  ba;  intervallumon kétszer differenciálható, és az intervallum minden 

x pontjára teljesül, hogy 

a)   0 xf , akkor f függvény az adott intervallumon konvex; 

b)   0 xf , akkor f függvény az adott intervallumon konkáv. 

Az f differenciálható függvény a kritikus pontja a függvény lokális szélsőértékhelye, ha az 

a  pont környezetében a deriváltfüggvény előjelet vált: 

a) ha a deriváltfüggvény pozitívből negatívba megy át, akkor maximuma van; 

b) ha a deriváltfüggvény negatívból pozitívba megy át, akkor minimuma van. 

Ha az f függvény kétszer differenciálható, akkor inflexiós pontja van ott ahol   0 xf és 

f  előjelet vált. 

Az ax   függőleges aszimptota, ha a  xf
ax 

lim vagy  xf
ax 

lim végtelen. 

Az ay   vízszintes aszimptota, ha a   axf
x




lim vagy   axf
x




lim . 

Az bkxy   ferde aszimptota, ha a következő határértékek léteznek: 

 

 
k

x

xf

x
x






lim  és 

 

   bkxxf

x
x






lim . 

Típus feladatok megoldása: 

Vizsgálja a következő függvényt: f(x) =
2x3

x2−1
 

Megoldás: 

1. Értelmezési tartomány: 1x  vagy       ;11;11; . 

2. Metszéspontok a koordináta tengelyekkel: 

Ha 0x , akkor 0y , 

ha 0y , akkor 03 x , vagyis 0x . 

Tehát a koordináta tengyelyekkel való metszéspont: )0,0(O . 

3. A függvény páratlan, mivel 

f(−x) =
2(−x)3

(−x)2 − 1
= −

2x3

x2 − 1
= −𝑓(𝑥) 

4. Nem periodikus 

5. Folytonosság 

A 2x3 és x2 − 1 függvények folytonosak, ezért szakadási helyet a nevező zérus pontjaiban 

keressük: 





 0

2

1

2
lim

2

3

01 x

x

x
, 





 0

2

12

32
lim

01 x

x

x
. 

Vagyis az x=1 és x=-1 pontok a függvény másod fajú szakadási pontjai; 
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6. A monotonitás vizsgálatához vizsgáljuk az 𝑦 = 𝑓(𝑥) függvény deriváltját: 
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A függvény kritikus pontjai  01 x , ,33,2 x  .15,4 x  Mivel a függvény nincs 

értelmezve az  1x  pontokban, ezért az 15,4 x  pontokban nincs a függvénynek szélsőérétéke.  

Határozzuk meg a függvény első rendű deriváltjának előjel tartási intervallumait 

   
Innen kapjuk a szélső érétkeket: 

 33
2

36

1)3(

)3(2
)3(

2

3

max 



 yy , 

33
2

36

1)3(

)3(2
)3(

2

3

min 


 yy . 

7.  Az alaki tulajdonság vizsgálatához keressük meg a függvény másodrendű deriváltját: 
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x

xx

x

xxxxx
. 

A lehetséges inflexiós pontok: 01 x , 13,2 x , de 1x  nem tartozik az értelmezési 

tartományhoz. Vizsgáljuk az 01 x  pontot. 

Vizsgáljuk a második derivált előjel tartási intervallumait 

 

 
𝑦 = 𝑓(0) = 0 inflexiós pont;  

a (−∞;−1) ∪ (0; 1) a függvény konkáv; 

a (−1; 0) ∪ (1;∞) a függvény konvex. 

8. Aszimptota 

Függőleges aszimptota 1x , mivel 1x  pontok az 
1

2
2

3




x

x
y  függvény másodfajú szakadási 

pontjai. 

 

Meghatározzuk a ferde aszimptotákat 
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ferde aszipmtota egyenlete xy 2 (ha x , és ha x  is). 

: 

 
 

Вправи для самостійного розв’язування: 

 

Feladatok 

1. Határozza meg az alábbi függvények szélsőértékeit az adott intervallumon: 

1.    ;2;1;8
4

2
4

 xx
x

xf    2.    ;1;2;82 4  xxxxf  

3.    ;2;2;153 35  xxxxf    4.    ;1;1;320 25  xxxxf  

5.    ;2;4;282 23  xxxxxf   6. 

   ;0;3;92464 23  xxxxxf  

7.    ;8;6;100 2  xxxf    8.    ;4;0;2  xxxxf  



9.    ;5;1;3 12

  xxf x
    10.      ;2;;ln 2 eexexxf  ; 

11.    ;;0;6sincos 2  xxxxf   12.   .
2

;0;2 2











xxtgtgxxf  

2. Határozza meg a következő függvények szélsőértékét: 

1.   ;73 23 xxxxf   2.   ;723 23  xxxxf  3.   ;2323 23  xxxxf  

4.   ;
25

2x
xxf    5.   ;

9

4 2

2

x

x
xf    6.   ;

1

443
2

2






xx

xx
xf  

7.   ;3 3xxxf    8.   ;
54

31

2x

x
xf




   9.   ;1 xxxf  

10.   ;1233 23  xxxxf 11.   ;6433 23  xxxf  12.       ;15 3 22
 xxxf  

13.   ;
1

4
2arcsin

2x
xxf


  12.   ;

1
arccos

2 


x

x
xxf  15. 

 
 

;
2

1ln 2x
arctgxxf


  

16.   ;shxxf    17.   ;chxxf    18.   ;xxexf   

19.   ;
2

2cos

2

2sin xx
xf   20.   ;cos xexf x   21. 

  ;7sin
7

1
4sin

4

1
sin xxxxf   

22.        .125log8653 5 xxxxxf  

3. Határozza meg a következő függvények aszimptotáinak egyenletét: 

1.   ;
54

2






x

x
xf   2.   ;

15

42
2

2






xx

xx
xf  3.   ;

23

23 2






x

x
xf  

4.   ;2arctgxxxf   5.   ;
1

2

3

x

x
xf


   6.  

x

x
xf

ln
 ; 

7.   ;352  xxxf  8.   ;23 3  xxf   9.  
3

52
2

4






x

x
xf ! 

4. Vizsgálja a következő függvényeket az alábbi szempontok szerint és ábrázolja őket: 

1. Értelmezési tartomány 

2. Értékkészlet 

3. Metszéspontok a koordináta tengelyekkel 

4. Paritás 

5. Periodicitás 

6. Folytonosság (a függvény határértéke a szakadási helyeken és a végtelenben) 

7. Monotonitás (szélsőértékhely, a függvény növekedésének és fogyásának intervallumai) 

8. Alaki tulajdonság (inflexiós pont, milyen intervallumokon konkáv illetve konvex a 

függvény) 

9. Aszimptota 

10. Grafikon! 

1   ;2 32 xxxf    2.   ;32 xxxf     3.   ;
10

93 xx
xf


  

4.   ;
3

4

3

1 23  xxxf  5.   ;
3

4

3

2 23  xxxf   6.   ;23 xxxf   

7.   ;233  xxxf  8.   ;43 23  xxxf   9. 

  ;532 23  xxxf  



10.   ;12 24  xxxf  11.   ;225,0 24 xxxf    12.     ;1
22 xxxf   

13.   ;
9 2x

x
xf


   14.   ;

4 2

3

x

x
xf


    15.   ;

1

1
2

2






x

x
xf  

16)  
 2

3

1


x

x
xf ;  17)  

12

3




x

x
xf ;   18)  

12

3




x

x
xf ; 

19)  
8

2
3 


x

x
xf ;  20)  

4

5
2 


x

x
xf ;   21)  

4

4
2

2






x

x
xf ; 

22)  
x

x
xf

4

4
 ;  23)  

12

3




x

x
xf ;   24)  

xx
xf

2

2
2 

 ; 

25)  
 21


x

x
xf ;  26)  

1

1
2 


x

xf ;   27)  
 

xx

x
xf

2

1
2

2




 ; 

28)   ;3 xxxf    29)   ;42 xxxf     30)    ;12 xxxf   

31)   ;2 xexxf    32)   ;2 xexxf     33)  
 

;
1

2x

xe
xf

x 
  

34)   ;

1

2 xexxf    35)   ;thxxf     36)   ;cthxxf   

37)    ;1ln 2  xxxf  38)   ;ln xxxf     39)   ;
ln1

x

x
xf


  

40)   ;cos xxxf   41)   ;cos xxxf    42)   xxxf cos22sin  ; 

43)   112154 23  xxxxf ;44)   1193 23  xxxxf  45) 

  496 23  xxxxf . 

5. Milyen p érték mellet lesz az      323 36  pxpxpxxf  fogyó az egész szám 

egyenesen? 

6. Milyen k érték mellet lesz az   xxkxkxxf 3sin2sin3sin36   növekedő az egész 

szám egyenesen? 

7. Oldja meg a következő feladatokat! 

1. Ossza a 48-at két részre úgy, hogy szorzatuk maximális legyen! 

2. Ossza a 16-ot két részre úgy, hogy a részek négyzeteinek összege minimális legyen! 

3. Egy láda térfogata 31764 cmV  , alapéleinek aránya 3 : 4. Milyen méretek mellett 

készíthető el egy ilyen láda a legkevesebb anyag felhasználásával? 

4. Egy felül nyitott, négyzet alapú doboz készítéséhez 1 m2 területű lemezt használhatunk 

fel. Hogyan válasszuk meg a doboz méreteit, hogy térfogata a legnagyobb legyen? 

5. A nyitott medence térfogata 288 m3, szélessége kétszer nagyobb a hosszánál. Milyen 

méretek mellett lesz a legkisebb az anyagszükséglet a medence kicsempézéséhez? 

6. Egy téglalap kerülete 2c. Mikor lesz a területe maximális? 

7. Milyennek kell lennie a 2p kerületű egyenlő oldalú háromszög oldalainak, ahhoz, hogy 

az alapra húzott magasság körüli forgatás által a legnagyobb térfogatú kúpot kapjuk? 

8. Mennyi az R sugarú gömbbe írható, legnagyobb térfogatú kúp magassága? 

9. A szabályos háromoldalú hasáb térfogata V. Milyennek kell lennie az alapélnek ahhoz, 

hogy a teljes felszíne minimális legyen? 

10. Az R sugarú gömbbe írjunk maximális térfogatú hengert! 

11. Igazolja, hogy adott átfogójú derékszögű háromszögek közül legnagyobb területű az 

egyenlő szárú! 

12. Az R sugarú gömbbe írjunk hengert úgy, hogy a teljes felszíne a lehető legnagyobb 

legyen? 

13. Az R sugarú gömb köré írjunk minimális térfogatú kúpot! 



14. Az R sugarú gömbbe írjunk maximális térfogatú kúpot! 

15. Határozza meg az 42  xy  parabola azon pontját, amelyik legközelebb van az 

origóhoz! 

 

Теоретичні питання  

Elméleti kérdések 

13. Adja meg a függvény pontbeli növekedésének fogyásának feltételeitSzélsőérték 

létezésének feltételeit! 

14. A függvény alaki tulajdonságai (Konvexitás) 

15. Aszipmtota 

16. Teljes függvényelemzés 

 

 


