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Eloszo

A Projektiv geometria cimii jegyzet a II. Rakoczi Ferenc
Karpataljai Magyar Foiskola matematika szakos els6éves hallgatoi
szamara késziilt. Célja a projektiv geometria elsajatitdsahoz sziikséges
elméleti és gyakorlati tudnivalok dsszefoglalasa.

A projektiv geometria a miiszaki rajz alaptorvényeit tanitja, a
térbeli alakzatok sikban vald abrazolasaval foglalkozik. A
haromdimenzi6s alakzatokat a rajzlap kétdimenzids sikjaban kell
abrazolni. Ehhez sziikséges ismerni a miiszaki abrazolas szabdlyait.

A jegyzet minden fejezete tartalmazza a legfontosabb
tudnivalokat, melyek ismerete elengedhetetlen a kitlizott feladatok
megoldasdhoz. Minden témakort egy feladatsor zar, melyek
kiilonbozo szerkesztésekre és transzformaciokra adnak utasitast.

Az 6sszeallitas soran felhasznaltuk az ajanlott szakirodalmakat.



A miszaki rajzok betiii és szamjegyei

A miiszaki rajzok abrainak fontos kiegészitését jelentik a
rajzok feliratai, ezért a rajzon talalhato szoveget és méretszamokat
ugy kell irni, hogy azokat kénnyen ¢€s félreérthetetlentil lehessen
olvasni. Célszerli tehat a betlik és szdmok alakjat eldird szabalyok
bevezetése.

A muszaki rajz felirataira vonatkozé szabvany mind az allo,
mind a 75°-0s szogben dol6 iras alkalmazasat megengedi. Ezen
tulmenden mindkét valtozatban “A” tipust és “B” tipust betiiket
¢s szamokat rogzit. Mi a rajzainkon a “B” tipust betliket fogjuk
alkalmazni, ezért az ,,A” tipust betiik aranyainak ill. méreteinek
ismertetésétdl eltekintiink.

A betlik és szamok relativ méretei vagy az irasnagysag (h) —
amely alatt a nagybeti magassagi méretét kell érteni — vagy pedig a
vonalvastagsag (d) fliggvényében fejezhetok ki.
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1. abra. Betik méretezése

A nagybetiik és az arab szamok belsé magassaga 0,5h (5d). A
kisbetiik magassaga () 0,7h (7d), fels6 és alsé elemei a sork6zok
felhasznalasaval késziilnek és 0,3h-val (3d) 1éphetik til a sort alul és
feliil. A vonalvastagsag 0,1h-val egyenld. A betli (Q) szélességét ugy
kell megvalasztani, hogy 0,6h-val vagy 6d-vel legyen egyenld, bar ez
egyes betlik esetében 0,1h — 0,9h (d — 9d) kozott valtozik. A betiik és
szamok kozotti tavolsag (a) a szavakban 0,2h -val (2d), a szavak és
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szamok kozott 0,6h-val (6d) egyenlének tekinthetd. A sorok alsod
vonalai kozotti tavolsagot 1,7h-nak (17d) vessziik.

Kozepes nagybetlik magassaga 10 egység, nagybetiik és az arab
szamok belsd magassagai 5 egységnyiek, kisbetliké 7 egység, folfelé
¢s lefelé nyulasa 3 egység, vonalvastagsag 1 egység, betiik szélessége
1-9 egység kozott valtozo, legkisebb betiikoz 2 egység, legkisebb
sz0k0z 6 egység. sortavolsag 17 egység.

A betiik alakjat, valamint az ékezetek elhelyezését a 2. és 3.
abran (dolt irds) lathatjuk. Ugyanitt leolvashatok a betlik szélességi
méretének ardnyai a vonalvastagsag fliggvényében.

2. abra. Magyar ABC betul
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3. abra. Ukran ABC bettii

Az arab ¢ m szamok 1 k] at és szélességi aranyait a 4. abra
tartalmazza, a romai szamok irasahoz b tiik irdsa szolgaltatja az
alapot.
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4. abra. Arab és rOmai szamok

Feladat
Szabvanybetiik elkészitése!
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A projektiv tér €s tulajdonsagai.

1. Térelemek és kbélcsé6nbs helyzeteik.
Térelemek hajlasszége és tavolsaga

1.1.Térelemek

PONT:
P ,
™ e a pont alapfogalom és alapelem,;
e a pont a sik legegyszeriibb, kiterjedés nélkiili eleme.
EGYENES:
e e cgy bizonyos irdnyban elhelyezkedd
egydimenzids végtelen

végtelen sok pont,
kiterjedésii alakzat;

é; P e, e az egyenest barmely pontja két
o félegyenesre 0sztja;

A ‘B e e az egyenes két pontja altal hatarolt,

—e véges hosszisdgh  részét  szakasznak

nevezziik, a szakasz hosszat a két pont tavolsagaadja.

SIK:

e kiemelkedések, bemélyedések ¢és gorbiiletek

nélkiil elhelyezkedd végtelen sok pont, kétdimenzios
végtelen kiterjedésti alakzat;

%
77

/ /

[ %2/

P

/s,
p

¢ a sikot barmely egyenese két félsikra osztja.
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1.2. Térelemek kolcsonos helyzete
1. Pont és pont:
(@) akét pont egybeesik
(b) akét pont kiilonb6zo
2. Pont és egyenes:
(@) apontilleszkedik az egyenesre
(b) apont nem illeszkedik az egyenesre
3. Pont és sik:
(@) apont illeszkedik a sikra
(b) apont nem illeszkedik a sikra
4. Egyenes és egyenes:
(@) akét egyenes egybeesik (minden pontjuk k6z6s)
(b) a két egyenes parhuzamos (egyetlen k6z6s pontjuk sincs,
de van k6z6s sikjuk)
(c) akétegyenes metsz6 (van pontosan egy kozos pontjuk)
(d) akét egyenes kitér6 (nincsenek egy sikban)
5. Egyenes és sik:
(@) az egyenes illeszkedik a sikra (az egyenesnek minden
pontja a siknak is pontja)
(b) az egyenes parhuzamos a sikkal (az egyenesnek a sikkal
nincs kdzos pontja)
(c) az egyenes metszi a sikot (pontosan egy kozds pont
1étezik)
6. Sik és sik:
(@) a két sik egybeesik (minden pont és minden egyenes
ko6z06s)
(b) akét sik parhuzamos (egyetlen k6zos pontjuk sincs)
(c) a két sik metszi egymast (pontosan egy egyenes a k6zos
pontok halmaza)
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1.3.Térelemek tavolsaga
(Barmilyen illeszkedés esetén a tavolsag trivialisan nulla.)

Pont és pont: A két pont altal meghatarozott szakasz hossza.

Pont és egyenes: Tekintve a pont és az egyenes sikjat,

htzzunk merdlegest a pontbol az egyenesre. Az egyenes és a

merdleges metszéspontjanak az eredeti ponttol valdtavolsaga

a keresett tavolsag.

Pont és sik: Allitsunk mer6legest a pontbél a sikra. A sik és a

merdleges metszéspontjanak az eredeti ponttdl valo tavolsaga

a keresett tavolsag.

Egyenes és egyenes:

(@) Metsz6 egyenesek tavolsaga 0.

(b) Parhuzamos egyenesek tavolsaga: Valasszunk ki egy
pontot valamely egyenesrdl. A keresett tdvolsag ezen
pont és a masik egyenes tavolsaga.

(c) Kitéré egyenesek tavolsaga: Vegyiik azt az egyenest,
amely mindkét egyenestmetszi és mindkét egyenesre
merdleges. Ez az egyenes mindig létezik, és
normaltranszverzalisnak nevezzik. A
normaltranszverzalisnak az egyik, illetve amasik
egyenessel alkotott metszéspontjat tekintve (1-1 db), a
keresett tavolsag e két pont tavolsaga.

Egyenes és sik:

(@) Ha az egyenes és a sik metsz6, a tavolsaguk 0.

(b) Ha az egyenes a sikkal parhuzamos, tekintsiink egy
tetszOleges pontot az egyenesrdl. A keresett tavolsag a
pont és a sik tdvolsaga.

Sik és sik:

(a) Metsz6 sikok tavolsaga 0.

(b) Ha a két sik parhuzamos, tekintsiink egy tetszbleges
pontot az egyik sikrol. Akeresett tavolsag a pont és a
masik sik tadvolsaga.
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1.4. Térelemek hajlasszoge
Megjegyzés: Két térelem szoge megallapodas szerint kisebb
vagy egyenld, mint 90°.

// Ce
R Két egyenes szogén az iranyvektoraik

@ &4 e
- szOgét értjiik.
S
v Egyenes ¢és sik szoge a sik
P '_|'_"‘ pormélvektorénak €s az  egyenes
o iranyvektordnak szogének potszoge.
{__7'/ O
el B
Lm % ';:ﬂ\ ) Két sik szoge a normalvektoraik
gt N szoge.
N (3

Két merdleges tétele: Egy egyenes pontosan akkor merdleges egy
sikra, ha annakkét, az egyenes ¢€s a sik metszéspontjan athalado
egyenesére merdleges

Végtelenben fekvo térelemek:

Logikailag egységet teremthetiink, ha elfogadjuk, hogy
minden egyenesnek egyetlenegy végtelenben fekvOpontja van.

Parhuzamos egyenesek végtelenben 1€év6 pontja k6zos. Ez a
k6z0s pont a parhuzamos egyenesek metszéspontja.

A sik végtelenben 1év6 pontjai a sikra illeszked6 egyenesek
végtelenben 1évé pontjai.

E végtelenben 1év0 pontok halmaza a sik egyetlen
végtelenben 1év egyenese.

Parhuzamos sikok végtelenben fekvo egyenese kozos.
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A tér végtelenben 1év6 pontjai, illetve egyenesei egy sikra
illeszkednek, a tér egyetlen végtelenben 1évo sikjara.

Meértani hely fogalma:
Meértani helynek nevezziik azoknak a pontoknak a halmazat,
amelyek bizonyos feltételeket kielégitve helyezkednek el a térben.
A mértani hely pontja a feltételeket kielégitd elhelyezkedésti
Osszes pont, de nem pontja egyetlenegy olyan pont sem, amely
nem tesz eleget a feltételeknek
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2. Vetitési modok, elvek. Térelemek abrazolasa,
Monge-féle képsikrendszer

2.1.Vetitési modok, elvek

Nézziik meg, hogyan keletkezik szemiinkben a kép?

A valésag formadit szemiink ideghartydjara a szemlencse
optikai uton vetiti. Ez a vetitddoképkétdimenziés sikképa
valésag haromdimenzios térformairdl.

A targyakrol visszaverdddéfénysugarak vetitik a szem
ideghartyajara a képet ugy, hogy a sugarak a szemlencsében
metszik egymast.

A fénysugarak metszéspontja a vetitési kozéppont.
Ugyanigy keletkezik a fényképezdgéppel készitett kép is.

A szemiink és a fényképezdgép a kiilvilag formadirdl
ugynevezett perspektivikusképet készit. A kép keletkezéséhez
(egy pontban metsz6dd) vetitésugarakkellenek, melyek a képet
egy képfelfogo feliiletre (rendszerint sik feliiletre) a KEPSIK-ra
vetitik.

Az alakzat sikbeli képéhez a vetités
(projekcié)modszerével jutunk.

A kép keletkezésének harom elengedhetetlen feltétele:

a.) a targy

b.) a vetitésugar (vetitdegyenes)

c.) és egy rendszerint sik feliilet = a képsik

A targy és a képsik pontjait a VETITO-EGYENESEK
rendelik egymashoz. A targy egy pontjanak a képe ott van, ahol a
rajta atmendvetitésugar dofi a képsikot.

A vetitésnek két alapvetdmodja:

Parhuzamos vetitések:
A térbeli pontokat egy

irannyal parhuzamosan
vetitjiik asikra/sikokra.
Tulajdonsagai:

* egyenestarto
* parhuzamossagtarto
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* aranytarto

Centralis  vetitések: A
térbeli pontokat a tér egy
pontjab6l (a  centrumbol)

\ vetitjik asikra/sikokra.
Tulajdonségai:
. \ * egyenestartod

,,,,,,,,,,, i kettOsviszony-tartd

Fa pb‘ P Megjegyzés: Az

egyenestartds azt jelenti,

hogy kollinearis  pontok

képei kollinearisak. Ebbe
beleértjilk azt is, hogy egy egyenes képe specialisan pontta is
fajulhat.

Meroleges, parhuzamos sugaru vetités

A merdleges sugart vetités két, harom, sokszor tobb
képsikot haszndl egy vetitési rendszerben. A képsikok paronként
merdlegesek egymdsra. A vetiiletek torvényszerligeometriai
rendben kapcsolddnak egymashoz. Ezek a sikok merdleges sugarti
vetitési rendszer alap-képsikjai. A képsikok egymast un. képsik-
tengelyekbenmetszik. A tengelyeket ,X”betiivel jeloljik. A
képsikoknak szama van. A képsikok szamat a tengelyek mellé
irjuk. A képsikokat a tengelyek kettészelik, igy beszéliink pozitiv
ésnegativ képsikfeliiletekrol. A fiiggdleges, veliink szemben allo
képsik a masodik képsik. A vizszintes az elsoképsik. A masodik
képsik pozitiv fele a tengely felett van, az elsOpozitiv fele felénk
all. Ugyanigy felénk all a harmadik— mindkettére merdleges —
képsikpozitiv fele.
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3. képsik:
OLDALNEZET

2. keépsik:
ELOLNEZET

X 112

A téglatest képsikbeli nézete:

1. képsikban
FELULNEZET

2. képsikban
ELOLNEZET

% 3. Képsikban

OLDALNEZET

1. képsik:
FELULNEZET

1. Pont vetiilete: pont

A pont vetillete, a pontota
kozépponttal (szemmel) 0Osszekotd
egyenesnek a képsikkal alkotott
metszéspontja (doféspontja).

¥o

2. Egyenes vetiilete: pont, egyenes

centralis vetités parhuzamos,
merdleges irdnyl vetités
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3. Sik abrazolasa

Egy sik képe a parhuzamos, merdleges iranyu vetités soran
az egész képsikotadna. Ezért nem minden pontjanak a képét adjuk
meg, hanem a kovetkezé (elemitérgeometriabdl jol ismert)
lehetdségek koziil valasztunk: a sikot megadhatjuk

— 3 kiilonb6z6 pontjaval,

— 1 pontjaval és egy arra nem illeszkedd egyenesével,
— 2 metsz0 egyenesével,

— 2 parhuzamos egyenesével.

A gyakorlatban foként két specidlis parhuzamos
egyenesével adjuk meg a sikot.

1. Nyomvonal: a sik és a képsik metszésvonala.

A nyomvonal (n) a siknak olyan
. bks| egyenese, amely valamelyik
-~ képsikban fekvdegyenes, tehat egyik
i képe a képtengelyre esik. A
sl / nyomvonalak a képtengelyen
metszik egymast. A metszéspont a
e siknak ¢és a képsiknak (tehat 3
siknak) a  kozés pontja. A
képtengelyen lévOpontot a sik tengelypontjanak nevezziik és a
jele: N. Ez nem mas, mint az egyenes nyompontja (az egyenesnek
a képsikkal alkotott metszéspontja = doféspontja), ebbdl
kovetkezik, hogy a sik valamennyi egyenesének nyompontja rajta
van a sik nyomvonalan.

2. Fovonal: (féegyenes) a siknak olyan egyenesei,

amelyek valamelyik sikkal parhuzamosak.

Az elsOképsikkal parhuzamos foévonal elsé (horizontalis)
févonala masodik képsikkal parhuzamos a masodik (vertikalis)
févonal.

Mivel a févonal a képsikkal és a nyomvonallal parhuzamos
egyenes, ezért egyik vetiilete a képtengellyel, masik vetiilete a
nyomvonallal ~ parhuzamos  képegyenes. @A  nyomvonal
tulajdonképpen a képsikra illeszkedd fovonalnak is tekinthetd.
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Kivétel a vetitdsik, melynek egyik févonala a képsikra
merdleges egyenes, illetve a profilsik, melynek mind az elsd,

mind a masodik fdvonala merdleges az ellenkezéneviiképsikra.

ks. |

3. Esésvonal:a sik f6-, és nyomvonalara merdleges
egyenest esésvonalnak nevezziik

l.ks

"o

Az esésvonal lehet els6és masodik esésvonal. A sik
els6esésvonalai a sik els6févonalaira ¢és nyomvonalaira
merdlegesek. A masodik esésvonalak ennek megfeleléen a sik
masodik fédvonalaira és nyomvonalaira merdlegesek.

Mivel az esésvonal képsikkal parhuzamos egyenesre
merdleges, ezért egyik képe a févonallal parhuzamos képsikon a
févonal/nyomvonal képére merdlegesen vehetdfel. A hianyzo
masik képe szerkeszthetd.
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2.3.Monge-féle képsikrendszer
A Monge-projekcio egy kétképsikos, parhuzamos vetitési
eljaras. Megalkotoja Gaspard Monge (1746-1818) francia
matematikus.

Rogzitsink a  térben  két
egymasra merdleges  sikot.
Legyen az egyik a Kj elsé
képsik, a masik a Ky mdsodik
keépsik. A két  képsik
metszésvonala az X;p Un.
képsiktengely. A képsikok a
teret 4 térnegyedre osztjak,
amelyeket I, IL, IHI. és IV.
térnegyednek hivunk.(Az L
térnegyedet mindkét képsik
pozitiv félsikja hatéarolja.)

Vetitsiik a tér pontjait merdlegesen ezekre a képsikokra.
Igy egy tetsz6leges P pont Ki-re es6 merdleges vetiiletét a P pont
elsé képének nevezziik és P'-vel jeloljiik, hasonloan a Ky-re es6

merdleges vetiilet a P'' masodik kép. A PP'és PP'"egyenes rendre
egy elsé és egy masodik vetitdegyenes. (Az elsé képet szokés
feliilnézetnek, mig a masodikképet eldlnézetnek is nevezni.)

s

|

|

N

2. rendezd,
|

|

/
~ —

et
|

2. tavolsag
~20P

1. tavolsag

p*

1. tavolsag 2. rendezb

y 4

X1.2

|
2. tavolsag I 1. rendezd
|

| B
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A cél azonban az, hogy egyetlen sikban (a rajz sikjaban)
abrazolhassuk a tér pontjait. Ezért ,hajtsuk O6ssze” a két sikot:
fektessiik a Ky pozitiv félsikjat K; negativ félsikjaba, és K, negativ
félsikjat a Kypozitiv félsikjaba, igy a két képsikot (é¢s minden pont
kétképét) mar egyetlen sikban latjuk.

Mivel mindkét képsikra a vetités iranya mer6leges, ezért a
képsikok ,,0sszehajtasa” utdn egy P pont P'és P"képei egy
egyenesen (P'P"") helyezkednek el, ez a P ponthoz tartozé rendezd
(egyenes). — Vegylik észre, hogy a P pont tavolsaga a K; képsiktol
a PP"'szakasz hossza, mig a P K,-t6l valé tavolsagat a PP’'szakasz
hossza.

Pont abrazolasa
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Az ,A” pont a II. térnegyedben talalhatd. A vetitéseket elvégezve
a képsikokon megkapjuk az A’ és A” pontokat. Mivel most a K5
képsik mogott vagyunk, és A’ rajta fekszik az X1, egyenesen, a
képsikok egyesitése utan is az X » —re és ,,f6l€” keriil. A ,,B” pont
a IV. térmegyedben taldlhatd, igy hasonloképpen végezziik a
vetitést.

Egyenes abrazolasa

Egy egyenest a térben két pontja egyértelmiien
meghatdrozza. Ennek felhasznalasaval fogjuk az egyenest
abrazolni. Ha az egyenes két pontjat vessziik, akkor a pontok elsé
képeinek 0sszekotd egyenese lesz az egyenes elsd képe és a
pontok masodik képeinek egyenese lesz az egyenes masodik képe.
(Mindezeket egy altalanos helyzetii egyenesre mondhatjuk.)

A képsikokhoz képest specialisan elhelyezkedd egyenesek:

a) Képsikra merdleges egyenes

Vetitéegyenes:

merdleges valamelyik
képsikra, ez a tulajdonsag
magaban hordozza azt, hogy
a masik képsikkal
parhuzamos. Azon a
képsikon, amelyre
merdleges, a vetiilete egyetlen pont, a masik képe pedig az x,,-re
merdleges egyenes. A vetitdegyenes csupa egymashoz képest
fedépontbol all.
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yr A vetitbegyenesek  azért is

Al kiilonlegesek, mert csak egy vetitosikjuk

I van. A v, els6 vetitdegyenesnek csak a

X,, masodik vetitésikja adhaté meg. Ha a v1

i : pontjaira elso vetitbegyeneseket

v, 2 illesztiink, akkor ezek egybeesnek, és

nem tudnak sikot meghatirozni. A v,’

kép emiatt egy pont lesz. Hasonldan lathato, hogy v,” is egy pont
lesz a megfeleld képsikon.

b) Képsikkal parhuzamos egyenes
Féegyenes:

Olyan  egyenes, amely
parhuzamos valamelyik képsikkal.
Az egyik képeparhuzamos az x;, —
vel, a masik tetszéleges helyzetii
lehet, csak az X, —re merdleges
nem. Van olyan egyenes is, amely
egyszerre elsd ¢és masodik féegyenes, ennek mindkét képe
parhuzamos az x1;2-vel.

Az fi mindig Ki-gyel parhuzamos
egyenest jelent. Ennek az egyenesnek
minden pontja egyenld tavolsdgra van
a Ki-t6l, emiatt az f1” az xy,-vel
parhuzamos lesz.

£

Az f2 mindig K2-vel parhuzamos egyenest jelent. Ennek az
egyenesnek minden pontja egyenld tavolsagra van a Ko-t6l, emiatt
az f2” az x,,-vel parhuzamos lesz.
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C) Képtengelyre merdleges egyenes

" K,

/] S—

Sik dbrazolasa
a) Képsikra merdleges sik
1.

K,

Profilegyenes:

Olyan egyenes, melynek a két
vetitdsikja ugyanaz a mindkét képsikra
merdleges sik.

Ezért a profilegyenest mindig két
pontjaval, pontosabban azok képeivel
fogjuk megadni.
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b) Altaldnos helyzetii, délt sik

FELADATOK

Feladat: Adott egy tetszOleges e egyenes a térben. Vetitdsik
segitségével forgassuk le ezt az egyenest!

Megoldas:

Az egyenes leforgatasa
egy térbeli, tengely koriili
forgatds, ahol a forgatés
szdoge +90°tengelye az e'.
Nyilvanval6, hogy ekkor az
egyenes nyompontja
fixpontja a forgatasnak.

Az abréan a P pont az egyenes 1-es kotaji pontja. Ez a pont a
forgatas soran egy e'-remeréleges sikban mozog egy olyan koron,
amelyek kozéppontja P'(1), sugara pedig legység. A P pont
leforgatottjat P°-tal jeloljiik, az e forgatott képe e°.

1. Legyen adott két sik két-két szintvonaldval ugy, hogy a
szintvonalak parhuzamosakegymassal (de a két sik nem
parhuzamos). Szerkessziik meg a két sik metszésvonalat!
Segitség: Tekintsiink egy olyan vetitésikot, amely mindkét
sikbol 1-1 esésvonalattartalmaz és forgassuk azt le. Igy a két
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esésvonal metszéspontja a keresett metszésvonal egy pontja. A
metszésvonal pedig parhuzamos a sikok szintvonalaival.

2. Adott egy egyenes két pontjaval. Szerkessziik az egyenesre
(tetsz6leges helyre) egyS cm hosszsagh szakaszt!

3. Adott egy egyenes e'vetiilete és nyompontja. Hatarozzuk meg
az egyenest (egyujabb pontjaval) gy, hogy képsikszoge
30°legyen!

Segitség: ,Forgassuk le” az egyenes vetitdsikjat, és
szerkessziink olyan derékszdgiiharomszoget, amelynek egy
szoge 30°¢s az azzal szemkoztes oldal 1 egység.

4. Legyen adott egy egyenes e'vetiilete és tetszéleges P pontja.
Hatdrozzuk meg azegyenes nyompontjat Ugy, hogy
képsikszoge 30°legyen!

5. Legyen adott egy sik szintvonalaival és egy ra nem illeszkedd
P pont. Allitsunkmerdlegest P-bl a sikra!

6. (Osszetett feladat) Szerkessziink adott sikon all6 egyenes
gulat, melynek alapja 4cm oldali négyzet, magassaga 5 cm!

Feladat: Legyen adott egy sik nyomvonalaival. Szerkessziik meg
egy tetszOlegessikbeli P pont képét!
Megoldas:

Feladat:Legyen adott egy sik nyomvonalaival. Szerkessziik
meg egy tetszdlegessikbeli ABC haromszog képét!
Megoldas:
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10.

11.

12.

Adott egy sik nyomvonalaival és egy P pont P" masodik képe.
Hatarozzuk meg aP'els6 képet tigy, hogy P sikbeli legyen!
Adott egy sik nyomvonalaival és egy e egyenes e’ elsé képe.
Hatarozzuk meg e'’-tigy, hogy e a sikkal parhuzamos legyen!
Szerkessziink ABCD sikbeli(!) négyszoget!

Szerkesszik meg egy ABCA haromszog sikjanak
nyomvonalait!

Legyen adott P pont és e egyenes képeikkel. Hatarozzuk meg
a kozossikjuk nyomvonalait!

Legyen adva e és f metsz6 egyenespar. Szerkesszilk meg a
sikjukban 1évd tetszélegespont képeit nyomvonalak (vagy
févonalak) hasznalata nélkiil!
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13. Adott egy sik nyomvonalaival. Szerkesszilk meg azokat a
pontjait, amelyek a Kijképsiktél 3 cm-re vannak! (févonal
szerkesztése)

14. Hatarozzuk meg egy  altalanos  helyzetli  egyenes
metszéspontjat a koincidenciasikkalés a szimmetriasikkal!

15. Hatarozzuk meg egy altalanos helyzetli sik metszésvonalat a
koincidenciasikkal ésa szimmetriasikkal!

16. Nevezd meg és abrazold az altalanos helyzeti sikot!

b)

B.ks. /
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Projektiv transzformaciok

1. Térelemek transzformacidja. Két altalanos
sikidom metszésvonala.

1.1.Térelemek transzformacioja

Az 1j képsik alkalmazasat, a térelemek térbeli alakzatok 1j
képsikon 1évo vetiileteinek eldallitasat  transzformdcionak
nevezziik. Minden mértani alakzat bizonyos pontok dsszességének
tekinthetd, ha a pont transzformaciojat ismerjiik, barmely alakzat
transzformalt képe megszerkeszthetd.

A képsiktranszformacio célja, hogy 1) képsik(ok)
bevezetésével egy 4altalanos helyzetli objektumot specidlis
helyzetbe hozzunk, vagy forditva.

Uj képsik bevezetése: Egy elsd vagy egy masodik vetitdsikot
kineveziink 1j képsiknak, majd erre a vetitdsikra merdlegesen
vetitjiik az objektum pontjait. Ezutan elhagyjuk azt a képsikot,
amelyre vonatkozoan az 0j képsik nem vetitdsik helyzetli. Egy
tetszOleges P pontnak ekkor egy harmadik képe keletkezik,
amelyet P'"-vel jelolink. Tovabbi képsikok analég modon
vezethetSk be, egy P pont negyedik, 6tddik stb. képe a P!V, PV ..
pont.

Pont transzformacioja

Egy tetszéleges P pont esetén, ha azt példaul egy els6
vetitdsikra (a leendé Kz harmadik képsikra) vetitjiik, egy P'"'-vel
jelolt 0j képét kapjuk, ahol P'"tavolsiga a K; képsiktol
megegyezik a P Kj-t6l wvalo tavolsagaval (d(P"',K,) =
d(P,K;) = |p2|). A P"-t elmaradoé képnek, pi-gyel jelolt szakaszt
elmarado rendezének nevezzik.
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P s W) RENDEZC

Egyenes transzformacioja

Egy egyenest két pontjaval transzformalhatjuk. Alkalmas 1j
képsikok bevezetésével

- (els6 Ilépésben) egy egyenes képsikkal parhuzamos
helyzetbe hozhato,

- (mésodik 1épésben) egy egyenes képsikra merdleges
(vetitd) helyzetbe hozhato.

Ezekkel a 1épésekkel elérhetd, hogy példaul egy egyenest
valddi nagysdgban lassunk (elsd 1épés). A vetitosugar helyzetii
egyenesek esetében (mdasodik 1€pés) konnyen szerkeszthetdek
példaul egy mértani testtel alkotott metszéspontjai.
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Stk transzformaciodja

Egy sikot szintén pontjai segitségével transzformalunk.
TetszOleges helyzet esetén 3 pontjaval kell meghatarozni az 1j
képeket, ha azonban rendelkezésre allnak a nyomvonalak (mint a
sik egyenesei), ugy kevesebb pontiselég. (Felhasznalva, hogy a
nyomvonalak a képsiktengelyen metszik egymast.) Alkalmas uj
képsikok bevezetésével

- (elsd Iépésben) egy sik képsikra merdleges (vetitd)
helyzetbe hozhato,

- (masodik 1épésben) egy sik képsikkal parhuzamos helyzetbe
hozhato.

Ezekkel a 1épésekkel elérhetd, hogy példaul egy sik €s egy
mértani test metszetét egyszerlibben szerkeszthesstik (elsd 1épés).
Egy képsikkal parhuzamos sik esetében pedig a megfelel6 képen
mindent valodi nagysagban latunk (masodik 1€pés).
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1.2.Sikidom és egyenes doféspontjanak
szerkesztése

Sik és egyenes doféspontja: a két térelem kézos pontja
s Altalanos helyzetii sik
_ /4 ¢s egyenes esetében, ugy
N/ oldjuk meg a feladatot, hogy
. az egyenesen tetszdleges
/D segédsikot fektetiink, amely
x az adott sikot (asik) metszi.
. A metszésvonal (M) és az
egyenes (e) kozos pontja a
keresett doféspont (D).
Mivel a segédsik tetszdleges allasu lehet, a gyakorlatban
olyan sikot célszerli valasztani, melynek a metszésvonala az adott
sikkal (o sik) konnyen és gyorsan megszerkeszthetd. Ilyen sik az
adott egyenesre illeszkedd vetitdsik.

o

=
LR 1LY

Sikidom és egyenes doféspontjanak szerkesztése:

a) Altaldnos térelemek esetén: altalanos helyzetii sik és
altalanos helyzeti egyenes

Segédsikként az egyenesre masodik vetitdsikot illesztiink.
Ennek masodik képe egybeesik az egyenes masodik képével.
(P"+ Q" = m") Ez egyattal a sikidom sikjaval alkotott
metszésvonalnak is a masodik képe. Az m metszésvonal elsé
képét (m') mint a sikban fekvé egyenes hianyzo képét
szerkesztettiik meg. A metszésvonal elsO képének €és az egyenes
els6 képének metszéspontja a keresett D (D") do6féspont elsd képe.
A doféspont (D) masodik képét rendezével jeloljik ki az e
egyenes (e'") masodik képén.
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b) Kiilonleges térelemek esetén:
1. Altalanos sik és méasodik képsikra merdleges egyenes

Az els6 és masodik képsikban nyomvonalaival adott az
altalanos helyzeti sik (n';n'"), az egyenes kiilonleges helyzet,
merdleges a masodik képsikra. Ezért az egyenes masodik képe
pontta fajul. A hianyzo D’ d6féspont meghatarozasahoz a sik D"’
pontjara illeszked6 févonalat (f'') hasznaljuk.

Y

2
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2. Masodik vetitdsik és altalanos helyzetli egyenes

-—
»
<

.K
. )
e

Nyomvonalaival adott a masodik vetitdsik (n’; n'")és
az eegyenes els6és masodik képe (e’; e’’).A doféspont a
masodik képsikon adott (D''),a hianyzé els6képe (D')
rendezdvel kitlizheto.

) PP 1« ' =
|
}

"4

3. Metszddd egyenespar altal adott elsd vetitdsik és altalanos
helyzetii egyenes

El6z6hoz hasonld a
feladat megoldasa, csak
itt a doféspont masodik
képe (D) a hianyz6 kép,
mely az els6képsikbol
bocsatott rendezdvel
szerkeszthetiink meg.

Két sik metszésvonala: Két sik kozos egyenese. A
metszésvonal meghatarozott, ha két pontja ismert. Altalanos
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esetben két sik metszésvonalanak meghatarozasat visszavezetjiik
egyenes ¢és sik doféspontjanak meghatarozasara.
A két sik kozil az egyik,
pl. a sik tartdoegyeneseinek
(@ ¢és b egyenesek)
doféspontjat  szerkesztjiik
meg a p sikkal (A és B
doféspontok). A két pont
egyértelmiien
meghatarozza a két sik
metszésvonalat.

Az egymast metszd sikok
a, b illetve ¢ d
tartbegyenesei koziil
barmelyik kettének (pl.: a
¢sb,césd,aésc,bésd)
megszerkeszthetd a
doféspontja a rd nem
illeszkedd sikkal. A
doféspontok (A,B,C,D)
mindegyik esetben illeszkednek a metszésvonalra.
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1.3.Két altalanos sikidom metszésvonala

A szerkesztés
menete leolvashaté az
abrarol. A két altalanos
sikot hiarom nem egy
egyenesbe esd pontjaval
hataroztuk meg. ( a sikot:
1,2,3 pontjaval; a g sikot:
AB,C pontjaval adtuk
meg.) Szerkesztendd a két
sik  metszésvonala. Ha
megszerkesztjiik a
metszésvonal két pontjat,
ezeket Osszekotve
megkapjuk a  Kkeresett
metszésvonalat. Valasszuk
az l. ks.-ban az a sik 1,3’
¢lét, mint egyenest ¢&s
szerkesszlik meg az A,B,C
haromszoggel a

doféspontjat: az 1°,3” ¢él metszi az A’°,C’ élet a P’ pontban, és
metszi a B’,C’ élet a Q’ pontban. Ezeket a metszéspontokat
felvetitve a Il. ks.-ba, 4”,C” élen P” pontot, a B”,C” élen a Q”
pontot kapjuk. A P” és @ pontokat 6sszekot6 egyenes metszi az
17,3” ¢élet, ez a metszéspont nem mas, mint az 1”,3” élnek az
A”,B”,C” sikkal alkotott doféspontja (S1”), illetve a keresett
metszésvonal egyik pontja. A metszésvonal masik pontjanak (S, ”)
meghatarozasahoz a I1. ks.-banB”,C” él, mint egyenes és az 1,2,3
haromsz6g, mint sik doféspontjanak szerkesztése az eldzdekben
leirt moédon. Majd I. ks.-banS;’, S,’ illetve a Il. ks.-banS;”, S,”
Osszekotésével megkaptuk a két adott sik metszésvonalat
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FELADATOK
Feladat: Legyen adott egy P pont két képével. Vezessiink
be egy tetszéleges harmadik, majd egy negyedik képsikot,

és hatarozzuk meg a P'"'- és P!V képeket!

Megoldas:

Feladat: Adott egy egyenes két képével. Alkalmas uj
képsikokat bevezetve, hozzuk az egyenest vetitd
helyzetbe!

Megoldas:
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Feladat: Adott egy sik nyomvonalaival. Alkalmas uj
képsikok bevezetésével hozzuk a sikot képsikkal

parhuzamos helyzetbe!

Megoldas:

Feladat: Adott egy altalanos helyzetli haromszog alaku
sikidom. Szerkesztend6 a haromszog negyedik majd
otodik képe!

Megoldas:
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Feladat: Adott egy ABCA haromszog és egy e egyenes
képeikkel. Szerkesztendd aharomszog és az egyenes kozos
pontja!

Megoldas:
X2
&

Feladat:Adottak ABCA és DEFA haromszogek kiilonb6z6
sikokban. Szerkesszikmeg a  két  haromszog
metszésvonalat!

Megoldas:

2 db metszéspont (teljes athatas) 1 db metszéspont (bemetszés)
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Feladat: Adott egy sik nyomvonalaival. Szerkessziink a sikban
tetszéleges oldalhosszusagu szabalyos haromszoget!
Megoldas:

1. Szerkessziik meg egy tetszOleges pont harmadik ¢és
negyedik képét két ) képsik bevezetésével tigy, hogy elsd
1épésben a K1 képsikot hagyjuk el!

2. Hozzunk egy Altalanos helyzeti egyenest képsikra
merbleges helyzetbe tgy, hogy els6é 1épésben a Kl
képsikot hagyjuk el!

3. Hozzunk egy éltaldnos helyzetli sikot képsikkal
parhuzamos helyzetbe tgy, hogy elsé Iépésben a Kl
képsikot hagyjuk el!

4. Adott egy sik nyomvonalaival. Szerkessziink a sikban
tetsz6leges oldalhosszsagl egyenld szaru haromszoget!
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Szerkessziikk meg egy tetszéleges haromszog harmadik és
negyedik képét két uj képsik bevezetésével ugy, hogy elsd
1épésben a K1 képsikot hagyjuk el!

Szerkessziikk meg egy tetszéleges haromszog és téglalap
metszésvonaldnak harmadik ¢€s negyedik képét, ahol a
haromszogegyik csticsa atdofi a téglalapot!

Szerkessziikk meg egy derékszogli haromszog €s téglalap
megymasba metszésének (1 db metszéspont) harmadik és
negyedik képét!

Szerkessziik meg egy derékszogli haromszog és egy 0tszog
metszésvonaldnak harmadik és negyedik képét!
Szerkesszilk meg a  kovetkezoképpen  megadott
metszésvonalak elsd, harmadik és negyedik képét!
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2. Siklapu testek transzformacidja. Siklapu
testek metszése sikkal

2.1.Siklapu testek transzformacidja

Valgjaban a testet hatarol6 sikidomok, egyenes szakaszok ¢€s
pontok 1Uj képét kell megszerkeszteni, a mar ismert eljarasok
szerint.

Példaként nézziink meg egy a képsikhoz képest kiilonleges
helyzetli kocka altalanos helyzetének megfeleld térhatasu képének
szerkesztését.

A kocka adott elsd és masodik képén lathatd, hogy az
egymassal parhuzamos oldallapok sikjai féallastiak, mindkét
képsikra merdlegesek, profilsikok. Bizonyos csucspontok, élek
fedik egymast. Ezeket a fedéseket kell megsziintetniink a
transzformacioval

E™H" F'G"
HV
A'D" EY
X2
D'H’
A\l
AE B'F’ x4,5

Els6 1épésben a kocka I. képsikra merdleges éleit és a rajtuk
1év6 csucspontoknak a I1. képsikra jelentkezd fedését sziintetjlik
meg, oly mddon, hogy ugy vessziik fel a IV. képsikot, hogy a
kocka egyik oldallapjaval sem legyen parhuzamos. Az alakzat
megszerkesztésével lathatjuk, hogy az alaplap és a fedélap még
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mindig fedésben vannak (egyenesként latszodnak), mert a V.
képsikra merdlegesek a kocka élei.

Misodik 1épésben ezek fedését megsziintetendd olyan ujabb
képsikot, az V. képsikot vessziik fel, mely az alaplap és a feddlap
sikjaval nem parhuzamos ¢és a V. képsikra merdleges. Ezen az 1j,
V. képsikon az alakzat képét megszerkesztve az élek, csucspontok
fedése megsziinik, igy ezen a vetlileten mar térhatast kelté képet
kapunk a kockarol.

2.2.Siklapu testek metszése egyenessel

Siklapu testnek, poliédernek a tér sikszogekkel koriilhatarolt
részétnevezzik. A siklapt testet lapjai, lapjait élei, az éleket pedig
a siklapu test csucsathataroljak. A lapok sokszdgek, melyeknek
belsdszogeil a poliéder €lszogei. Az egy élben taldlkozo két lap
altal bezart szog a poliéder lapszoge. Az egy csucspontot alkoto
lapok testszogletetalkotnak. A testszoglet nyitott alakzat.

A siklapt testeket éleik és csucspontjaik
vetiileteivelabrazoljuk.

A miszaki gyakorlatban a leggyakrabban eléforduld siklapu
test a hasabés a gula.

A szerkesztés
menete: az
egyenesre, egy a Il
ks.-ra merdleges

segédsikot
illesztiink, a
segédsik a  test
lapjait
egyenesekben

. metszi (a segédsik
\ \.ks- ' az  egész  testet
¢ elmetszi, ezért
megszerkesztjik a  teljes  metszetsokszoget), ezek a
metszésvonalak kijeldlik az egyenesen a doféspontokat. Egyszeri
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gulék és hasadbok esetében az egyenesek a testet két pontban dofik.
Az egyik siklapon behatol az egyenes a testbe (D;), egy masik
siklapjan pedig elhagyja azt (D,).

Gula metszése egyenessel

segédsik { V)

X1z

Hasab metszése egyenessel
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2.3.Siklapu testek metszése sikkal

A siklapu test feliiletét a metszdsik sokszdgvonalban, a testet
sokszogben metszi. A sokszognek annyi csucspontja és oldala
van, ahany ¢élet, illetve lapot metsz a metszosik. A
sokszogmetszet, roviden sikmetszet megszerkesztéséhez a:

a.) ELMODSZERT, és a
b.) LAPMODSZERT hasznaljuk.

a) ELMODSZER: Az élmoédszer alkalmazisakor a
metszdsik €s az élek metszéspontjait (doféspontjait) szerkesztjiik
meg. (Sik és egyenes doféspontjara vezetjiik vissza a
szerkesztést!)

A metszéspontok (doféspontok) a sikmetszet cstcspontjait
adjak. A csucspontokat 0sszekotd szakaszok adjak a sikmetszet
oldaléleit.

b.) LAPMODSZER: A lapmodszer alkalmazasakor a
metszdsik €s a lapok metszésvonalait szerkesztjiilk meg. (Azaz két
sik metszésvonalat szerkesztjiik!). A metszésvonalak adjdk a
sikmetszet oldalait.

Gula metszése sikkal

R
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Hasab metszése sikkal

FELADATOK

Feladat: Adott egy Kiképsikon all6 kocka, amelynek
egyik oldala parhuzamos a K; képsikkal. Szerkesztend6 a
kocka egy harmadik, majd egy negyedik képe (lathatosag
szerint)!

Megoldas:
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Feladat: Adott egy Otszog alapt ferde gula, amelynek alapja
Ki-ben fekszik €s egye egyenes. Szerkesztendd (lathatdsaggal
egylitt) az egyenes gulaval valo metszése!

Megoldas:
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Feladat: Adott az alaplapjaval az 1. ks.-on allo, szabalyos 6tszog
alapti gula, harom pontjaval adott altalanos helyzetlimetszdsik.
Szerkesztendd: a gula és a sik metszéspontja, valamint képiik a

harmadik képsikban.

Megoldas:

M

sV




10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Adott az alaplapjaval az elsOképsikon all6 haromszog
alaput gala ¢és egy Aaltalanos helyzeti egyenes.
Szerkesztendd: az egyenes ¢és a gula doféspontja.

Adott az alaplapjaval az els6képsikon all6 haromszog
alapi gula ¢és egy a II. ks.-ra merdleges egyenes.
Szerkesztendd:az egyenes és a gula doféspontja.

Adott egy 6tszog alapu ferde hasab, amelynek alapja Kj-
beli, valamintegy e egyenes. Szerkesztendéek
(lathatosaggal egyiitt) a kdzos pontok!

Adott az alaplapjaval az I.ks.-ra illeszked6haromszog
alapu ferde haséb, ¢s az altalanos helyzetiiegyenes 1. és IL.
vetiilete.Szerkesztendd:a hasab és az egyenes doféspontja.
Legyen adott egy Klképsikon allo ferde gula és egy elsd
vetitéegyenes. Szerkesztenddek a metszéspontok!

Legyen adott egy Klképsikon 4llo6 ferde haséb és egy
masodik vetitdegyenes. Szerkesztenddek a metszéspontok!
Legyen adott egy K2 képsikon allo ferde glla és egy, a
csucsara nem illeszkeddegyenes. Szerkesztenddek a
metszéspontok!

Legyen adott egy K2 képsikon allo ferde hasab és egy
egyenes. Szerkesztenddek ametszéspontok!

(nehezebb feladat) Adott egy tetszdleges képsikon allo
ferde gula és egy cslcsdn 4atnem mend egyenes.
Szerkessziik meg a gula és az egyenes k6zos pontjait!
Adott az alaplapjaval az 1. ks.-on 4ll6, négyszdg alapu
ferde  hasdb, négy pontjaval adott  altalanos
helyzetlimetszdsik. Szerkesztendé: a hasab és a sik
metszéspontja, valamint képiik a harmadik képsikban.
Legyen adott egy ferde gula, amelynek alapja a Kj
képsikban van, valamint egy, a gulat metszd sik.
Szerkessziik meg a sikmetszetet!

Legyen adott egy K; képsikon allo ferde hasab és egy azt
metsz6 sik.Szerkesztendd a sikmetszet!

Legyen adott egy Klképsikon all6 ferde gula és egy
masodik vetitdsik. Szerkesztendd a sikmetszet!
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16. Legyen adott egy K2képsikon allo ferde hasab €s egy azt
metsz0 sik. Szerkesztendda sikmetszet!

17. (nehezebb feladat) Adott egy tetszdleges képsikon allo
ferde gula és egy masik, agllat metszd sik. Szerkessziik
meg a gula ¢és a sik k6z0s pontjait!
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