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Eloszo

Ez a jegyzet elsddlegesen a foiskola els6éves matematikus és harmadéves
szakgimndziumban tanul6 alkalmazott matematikus hallgatok szdmara késziilt,
ezen szakok tematikajat koveti. Az algebrai ismeretek a matematika szinte
minden teriiletén és az alkalmazasokban nélkiilozhetetlenek. Emellett a lineéris
algebra sziikségszerien absztrakt targyaldsa jo atmenetet nyujt az algebrai
struktirakhoz 1s. A tantargy elméleti anyagédnak mély megértéséhez ¢és
gyakorlati felhasznalasahoz fontos jelentdsége van a feladatok és példak meg-
oldéasanak.

A segédeszkd6z minden fejezete két részbdl all, az els6héz példak
tartoznak a feladatok megoldasara, a masodikhoz pedig feladatok az 6nallo
munkéakhoz. Megjegyezziik a segédeszkoz korlatozott terjedelmével kapcsolat-
ban, hogy a feladatok megoldasanak példai csak a tanterv legfontosabb kérdéseit

tartalmazzak.



1. Komplex szamok. Komplex szamok algebrai alakja

Példafeladatok

1. Szamitsuk ki az alabbi kifejezés értékét: (2 +i)(3 — i) + (2 + 3i)(3 + 4i)!
Megoldas. Az algebrai alakban felirt komplex szdmok szorzéasara felhasznalt tulajdonsag

alapjan
R+DB-)=2-3-1-(-1)+2-(-D+1-3)i=7+1i,
2+3D)B+4)=2-3-3-49)+(2-4+3-3)i=—-6+17i.
Tovabba, a komplex szamok 6sszeaddsanak hasonld tulajdonsagat felhasznalva azt kapjuk,
hogy
R+D)B-D+2+3D)B+4)=T7+i)+(—-6+17i) =1 + 18i.

Megjegyezziik, hogy az algebrai alakban felirt komplex szamokat, a komplex szdmok
Osszeadasanak ¢és szorzasanak miuveletének asszociativ, kommutativ, disztributiv

tulajdonsaganak felhasznélasa altal is lehet szorozni. Példaul,

Q+)B-0)=23+2-(=)+i-3+i-(-)=6-2i+3i+1=7+1i

2. Keressiik meg az x és y valds szamokat, amelyek kielégitik az (1 + 2i)x + (3-5i)y =
1 — 3i egyenldséget!

Megoldas. Nyilvanvalo, hogy az x és y valos szamok akkor és csak akkor elégitik ki a
feltételezett egyenldséget, ha kielégitik az (x + 3y) + (2x-5y)i = 1 — 3i egyenldséget.
Amennyiben x,y — valos szamok, akkor az x + 3y, és a 2x — 5y — szintén valos szamok.
Akkor a komplex szamok egyenldségének feltételébdl megkapjuk, hogy x + 3y =1,
2x — 5y = —3. Az els6 egyenletbol kifejezve az x-et az y-on keresztiil (x =1 —3y) és a

masodik egyenletbe behelyettesitve az x-re kapott értéket azt kapjuk, hogy —11y = —5.

Ebbol kivetkezik, hogy y = =, x = ——

1 11°

3. Oldjuk meg az

F1+0x+(1—oy=1+i, :
A-Dx+1+iy=1+3i (1)

linearis egyenletrendszert!



Megoldas. Az (1) egyenletrendszer elsé egyenletébol kovetkezik, hogy

C1+i-(A-dy A+i-QA-dy)@A-i)  2+2iy
- 1+i B A+DA-10) 2

x =1+1iy.

Az ismeretlen x-re kapott értéket behelyettesitjik az (1) egyenletrendszer masodik

egyenletébe
A-DA+iy)+(1+iHy=1+3i.
Ebbdl azt kapjuk, hogy (1-i) + 2(1 + i)y = 1 + 3i. Tovabba

4i 2i(1 — i)

“aa+n a+na-p Tt

y

Mostazx =1+4+i-(1+1i) =i.Ezekszerintx =i,y =1+1.

4. Oldjuk meg a z2- (2 + i)z — 1 + 7i = 0 egyenletet!

Megoldas. A megadott egyenlet feltételének bal oldala egy z ismeretlentdl vett komplex
egylitthatoju négyzetes polinom. Ezért az adott egyenlet megoldasat hasonloképpen fogjuk
keresni, mint a valds egytitthatju masodfoku egyenlet esetében.

El6szor kiszamoljuk a négyzetes polinom diszkriminansat
D=2+i)?—4-1-(=1+7i) =7—24i.

Tovabba, megkeressiik a D diszkrimindns négyzetgyokeit. Legyen x + iy — barmelyik ezen
gyokok koziil, algebrai alakban felirva. Akkor (x + iy)? = D. Ahonnan (x? — y?) + 2xyi =
7 — 24i. Tehat

2 _ 2 —

{x y 7, 2)
2xy = —24.

A (2) rendszer masodik egyenletébdl kovetkezik, hogy y # 0, ezért x = —1;2.

Behelyettesitve a kapott értéket az x ismeretlen helyébe a kovetkez6t kapjuk: % —y2=7.
Innen y* + 7y% — 144 = 0. Viéta-tétel alapjan y? =9 vagy y? = —16. Mivel y — valos
szam, ezért y? = 9, vagyis y = 3 vagy y = —3. Az y = 3 esetben azt kapjuk, hogy x = —4.
Hay = —3, akkor x = 4. Ezek szerint VD = {4 — 3i,—4 + 3i}.
Tehat a feladatban megadott masodfoku egyenlet megoldasai a kovetkezok:
6



_@+D+A-3) ; ,
- -0 2

(2 +0) + (—4 + 30)
Zl 2 ) =

= -1+ 2i.
> + 21

Gyakorlatok

1. Szamitsa ki a kifejezések értékét:

(3+)(4-30) .
JNTeTE

a)(4+20+@—-0)+(+20)(B-50);

(3-i)(1-4i) |
2—i !

c)5-3DR2+iD)+(-1+(B+3i); d)

(1+3i)(8—i) I
(2+i)2

e)(7-203+4)+ B+ +20); f)

2. Szamitsa ki az i”7; i%8; i™ kifejezések értékét, ahol n egy természetes szam!

3. Bizonyitsa be az alabbi egyenldségeket:
a1+ =2"(nex; b) (14 )* =(—1)"2""(neZ)!

4. Keresse meg az x ¢és y valos szamokat, amelyek kielégitik a kovetkezd egyenleteket:

AR+iDx+A+2)y=1—-4i;

b) (3 + 20)x + (1 + 3i)y = 4 — 9i !

5. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszereket:

2) B=Dx+ @4+ 2))y=2+6i,
(4+20))x—(2+3i))y =5+4i;

R+ix+2-iDy=6,

D)\(3 + 20)x + (3 = 20)y = 8;

x+iy—2z =10,
C) x—y+2iz = 20,
ix +3iy— (1 +i)z=30!

6. Legyen a € C és va — olyan komplex szam, hogy (\/E)Z = a. Szamitsa Ki:
a)V2i; b)vV—=15+8i; ) V—=3—4i; d) V=11 + 60i ;
e V=1; f)V8+6i; 9 V1—iV3; h) V2 — iv12!
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7. Oldja meg az alabbi egyenleteket:
x> —Q2+i)x—1+7i=0;

b) x2 — (3 —2i)x + 5 — 5i = 0;
)2+ Dx*—(GB-i)x+2—-2i=0;

d) (1 —i)x?—(2—16i)x — 23 —39i = 0!

8. Bizonyitsa be, hogy:
a) a z komplex szam akkor és csakis akkor lesz valos, ha z = z ;

b) a z komplex szam akkor és csakis akkor lesz tiszta képzetes, ha Z = —z !

9. Bizonyitsa be, hogy a tetszdleges x és y komplex szamokra teljesiilnek a kovetkezok:

Ax+ty=x+y; b)xry=xy; )=x=-%; dylt=0G"=*0)!
10. Keresse meg az 6sszes olyan komplex szdmot, amely sajat négyzetének konjugaltja!

11. Tiintesse fel a komplex sikon azokat a pontokat, amelyek megfelelnek az alabbi

szamoknak:

5, -2, =3i, +1++/3i!

12. Keresse meg azokat a komplex szamokat, amelyek megfelelnek:

a) egy négyzet csucspontjainak, melynek kozéppontja a koordinatarendszer kezddpontja,

oldalai 1 egységnyi hosszuak, és parhuzamosak a koordinatarendszer tengelyeivel,

b) egy szabalyos haromszog csticspontjainak, melynek kézéppontja a koordinatarendszer
kezd6pontja, oldala parhuzamos az képzetes tengellyel, egyik cstcspontja a negativ valds

féltengelyen helyezkedik el és a koriilirt kor sugara 1 egységgel egyenld!

13. Hogyan helyezkednek el a komplex sikon azok a pontok, amelyek megfelelnek az x, y

¢és z komplex szamoknak, és melyekre teljesiilnek a kdvetkezok:

x+y+z=0, xXx=yy=2zz%+07?



2. A komplex szamok trigonometrikus alakja

Példafeladatok

1. Hatarozzuk meg a —1 + i komplex szam trigonometrikus alakjat!

Megoldas. E16bb kiszamoljuk a —1 + i szam abszolut értékét:

|-1+i| =/(-1D?+12 =+2.

Tovabba, ha ¢ = arg(—1 + i), akkor cos ¢ = —% , Sing = —. Innen ¢ = %ﬂ + 2mk , ahol

k € Z. Tehat, V2 (cos%ﬂ + isin %n) lesz a —1 + i szam trigonometrikus alakja.

-8
2. Szamitsuk ki az (1 —/3i) ~ értékét!
Megoldis. Felirjuk a z = 1 — +/3i komplex szamot trigonometrikus alakban. Hasonloan az

el6z6 példahoz megmutatjuk, hogy

=2 (eos(-2)19n(-2).

Tovabba, Moivre-képlete alapjan

(1-v3) " = (2 (cos (- g) +isin (- %))>_8 =

_ 8m . . 8m 1 2, . . 2m 1 V3.
=2 8(C05_+l51n_>:_(COS_+l51n_):—_+_l.
3 3 256 3 3 512 512

3. A cos 5x fliggvényt irjuk fel a sin x-t6l és cos x-t6l fiiggd polinom alakjaban!
Megoldds. Megvizsgaljuk a (cosx + isinx)® kifejezést. Moivre-képlete szerint (cos x +
isinx)® = cos 5x + i sin5x. Newton binomialis tételét felhasznilva pedig a kovetkezot

kapjuk:

(cosx + isinx)® = cos® x + 5cos* x - i sinx + 10 cos® x - i? sin® x +

+10cos?x-i3sin®x +5cosx-i*sin*x +i®sin®x =
= (cos® x — 10 cos® x sin? x + 5 cos x sin* x) +

+(5 cos* x sin x — 10 cos? x sin® x + sin® x)i.



A kapott egyenldségek baloldalainak egyenldségébdl kovetkezik a jobboldalaik egyenldsége.

Felhasznalva a komplex szamok egyenldségének feltételeit azt kapjuk, hogy:

cos 5x = cos® x — 10 cos® x sin® x + 5 cos x sin* x .

9| =141
4. Szamitsuk ki / 1—+/3i kifejezés értékét!

Megoldds. Felhasznalva az el6z6 példak eredményeit és a trigonometrikus alakban

megadott komplex szamok oszthatdsag tulajdonsagat a kovetkez6t kapjuk:

3 . . 3m
—1+4i \/E(COST-FLS]HT)

1=V3i 2(cos(-g) +isin(-3))

_\/f( (37T+7I)+_ ) (3n+n))_ 1( 137‘[+_ ] 137r>
= (cos{ - +3) +isin{— ?)—\/?cos12 isin——-).

Innen a gyokvonas képletébdl kdvetkezik, hogy:

ol =1 +1i 1 1§—n+27'rk 13—n+27'rk
= coOs——— 4 isin———
1-+3i 2 9 9

1 ( (13+4k )+, _ (13+4k >)
=75 cos g ") tisin 85 "))

ahol k € {0,1, ...,8}.

5. {rjuk ki az 1-es szam 6sszes hatodik komplex gydkét (hatodik egységgyokot)! Mutassuk
meg, hogy melyek lesznek koziilik az 1-es szam primitiv hatodik gyokei (hatodik primitiv
egységgyokok)!

Megoldas. Az el6z0 példa alapjan mind a hat hatodik egységgyoke a kdvetkez6 szamokkal
fejezodik Ki:

.. T . . m 1 +3.
& =cos0+isin0 =1, glzcos§+lsmgzz+7l’
2T . . . 2m 1 3, ..
sz=cos?+lsm?=—5+71, & =cosm+isint = -1,
Am . . AW 1 3. 5sm . . 5m 1 3.
€ =COS—F1IsSIN— = —>——1, €5 = COS— + isin—=-——Ii.
3 3 2 2 3 3 2 2

10



Moivre-képletébdl kovetkezik, hogy &, = ¥ (k = 0,1, ..., 5). Amennyiben &; — primitiv
hatodik gyoke az 1-nek, ezért, mint ismeretes az ¢, (k € {0, 1, ...,5}) akkor és csakis akkor

lesz primitiv hatodik egységgyok, ha a k és a 6 szamok relativ primek. A 0,1, ..., 5 szamok

kozil ilyenek az 1 és az 5 . Ezek szerint, primitiv hatodik egységgyokok az &; = % + ?i és

1 V3.
azes =5 ——1 szamok lesznek.

Gyakorlatok

1. Keresse meg az alabbi komplex szdmok trigonometrikus alakjat!

a)—2; bl+i; oV3—i; dV5-V5i; e)2+V3+i;

N5, g@l-i;  h1+v3; D1+2i;  j)eosg—ising.
2. Oldja meg az alabbi egyenleteket!
a)lz| +z=8+4i,; b) |z| —z=8+12i.

3. Hatirozza meg azon pontok mértani helyét a komplex sikon, melyek megfelelnek

azoknak a z szamoknak, melyek kielégitik az alabbi feltételeket:
Al<l|zl<2; b)lz-1-il<1; ©)Z<Argz<Z;

d|z-2|<1; e)0<Reiz<1,; Dlz—1|+1z—-1]=3.

4. Szamitsa Ki az alabbi kifejezések értékét!

) (1+0); b (f%)go . o(1- @)24 LoD (2-V2+i)”.
5. Bizonyitsa be, hogy (\/§ — i)n =2" (cos%n — isin %n) aholn e N !

6. Irja fel a sin x-t8l és cos x-t6] fiiggd polinom alakjaban az alabbi fiiggvényeket:

a) sin4x ; b) cos 6x ; C) sin 7x !

7. Irja ki trigonometrikus alakban az alabbi kifejezések 6sszes gyokeit:

11



a) “’\/512(1 —3i); b) °| == !

8. Irja ki algebrai alakban az alabbi kifejezéseknek a megfelelé gyokeit:

Q) Vi; b) V8v3i—8; C) 4\/—72(1—1'\/5); d)vV2 —2i;

3 (84241 3 (27-541 18
IV DR o R DN

9. Oldja meg az alabbi egyenleteket:

a)(z+1"—(z— 1" = 0; b)(z+)"—(z—0)"=0, (nEN).

10. frja ki az 1-es szam Gsszes alabbi foku gyokét:

a) 3; b) 4; C) 8; d) 12!

11. frja ki az 1-es szam Gsszes alabbi foku primitiv gyokét:

a) 3; b) 4; C) 8; d) 12!

12. Mutassa meg az 1-es szam Osszes a) 16-odik ; b) 24-edik gyokei koziil melyik

primitiv!
13. Hatarozza meg az 1-es szam 6sszes n-edik gyokeinek dsszegét!

14. Legyen & az 1-es primitiv 2n-edik gydke. Szamolja ki az 1+ &+ &2+ -+ &1

Osszeget!
15. Keresse meg az 1-es szam 0sszes n-edik gyokének k-ad fokainak dsszegét!
16. Szamitsa ki az 1-es szam 0sszes a) 16-0dik ; b) 24-edik primitiv gyokeinek dsszegét!

17. Legyen k és | — természetes relativ prim szamok, € — az 1-es szam k-adik gyoke, €s
a & — pedig az 1-es szam l-edik primitiv gyoke. Bizonyitsa be, hogy ¢ — az 1-es szam kl-

edik primitiv gyoke!

12



18. Megjeloljik ¢@(n)-el az 1-es szdm 0Osszes n-edik primitiv gyokeinek a szamat.

Bizonyitsa be, hogy a ¢ (kl) = @(k)¢@(l), hogyha k és [ relativ prim szamok!

19. Jelolje @(n) ugyan azt, mint az eléz6 feladatban. Bizonyitsa be, hogy ha n =

pflpgz pfs, ahol p4, py, ..., ps — kiilonb6z0 relativ prim szamok, akkor

o = (1= ) (1) (1-2)

13



3. Linearis egyenletrendszerek. A Gauss-eliminacio

Példafeladatok

1. Oldjuk meg Gauss-moédszerével az alabbi valos egyiitthatoju linearis egyenletrendszert:

xl + 3x2 - 3X4_ = 1,
x1 - 2x2 + 3X3 - 4‘X4_ = 4,
Xy — X3 + Xg4 = _3, (1)

- 7XZ +3.X3 +x4 == _3'

Megoldds. E16bb elvégezziik az (1)-es rendszer azon elemi atalakitasait, hogy az qj
rendszerben csak egy egyenlet legyen, amely nem nulla egyiitthatot tartalmaz az x; ismeretlen
el6tt. Ehhez elegendd csupan az (1)-es rendszer masodik egyenletéhez hozzaadni az elsd

egyenlet —1-szeresét. Innen azt kapjuk, hogy:

x1 + 3x2 - SX4 = 1,
- SXZ + 3X3 — X4 = 3,
x2 - X3 + x4, = -9, (2)

- 7x2 + 3x3 + x4, == _3

Tovabba elvégezziik a (2)-es rendszer azon elemi atalakitasait, hogy az \j rendszerben,
kezdve a masodik egyenlettdl, csupan egy egyenlet legyen, amely nem nulla egylitthatot
tartalmaz az x, ismeretlen el6tt. Ehhez felcseréljiik a (2)-es rendszerben a masodik és a
harmadik egyenletet:

X1 + 3x, —3x,= 1,
X, — X3+ x4 = -3,

_5X2+3X3_ Xg4 = 3,
—7x2 +3X3 + Xg4 = -3.

(3)

Ezek utan folyamatosan hozza adjuk a (3)-as rendszer harmadik €és negyedik egyenletek,

megfelelden az 6tszordsét és hétszeresét, a masodik egyenletnek. Innen azt kapjuk, hogy:

X1 + 3x, —3x, = 1,
X, — X3 + X4 =— 3,
—ZX3 + 4‘x4 = —12, (4)

—4‘x3 + 8X4 = —24.,

Végiil a (4)-es rendszer negyedik egyenletéhez hozzaadjuk harmadik egyenletének —2-

szeresét:

14



X1 + 3X2 - SX4_ = 1,
xz - X3 + X4_ = — 3,

5
- ZX3 + 4‘x4, = _12, ( )
0= 0.
Nyilvanvalo, hogy az (5)-6s rendszer ekvivalens(egyenértékii) a kovetkezovel:
x1 + 3x2 - 3x4 == 1,
Xz - X3 + X4_ = _3, (6)
X3 - 2x4 == 6

Mivel a (6)-0s rendszernek 1épcsbzetes alakja van, ezért az egy megoldhaté rendszer,
melynek egynél tobb megoldasa van.
Az utolséd egyenletbdl azt kapjuk, hogy x3 = 6 + 2x,. A kapott értéket behelyettesitjiik a

(6)-0s rendszer masodik egyenletének x;-as helyébe és kifejezziik az x,-t:
Xy =—3—X4+x3=—-3—x4+6+2x, =3+ x4.
Végiil, behelyettesitve a kapott x, és x5 értékeket az els egyenletbe kifejezziik az x,-et:
xy=1+3x4—3x, =1+3x4,—9—3x4 =—8.

Tehat x; = =8, x; =34+ xy, x3 =6+ 2x, és a —8,3+¢,6 + 2¢,c (c € R) rendszer lesz

az adott linearis egyenletrendszer altalanos megoldasa.

Megjegyzés. Az eldz6 példa megoldasa alapjan meggy6zddhetiink arr6l, hogy az
egyenletrendszerek megolddsainak Gauss-moddszerével torténd keresése folyaméan a rendszer
Osszes elemi atalakitasat célszerii elvégezni a neki megfeleld kibdvitett matrix folott. Ha A és
B — ekvivalens(egyenértékii) linearis egyenletrendszerek matrixai, akkor ezt a kovetkezd

képpen jeldljiik: A~B. Ezt szemléltetjiik a kovetkez6 példafeladaton.

2. Oldjuk meg Gauss-modszerével az alabbi racionalis egyiitthatoji  linearis

egyenletrendszert:

2X1+ Xp— X3+ x4= 1,
3x1 — 2x5 + 2x3 — 3x4 = 2,
5x1 + x5 — x3+ 2x, = —1,
2X1— X3+ X3—3x4= 4!

(7)

Megoldas. Felirjuk a (7)-es rendszer kibdvitett matrixat, amelyben az egyszerliség

kedvéért a szabad tagok oszlopat elvalasztjuk egy fliggéleges vonallal:
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1 -1 11 1
-2 2 3| 2

1 -1 2|-1F
-1 1 -3 4

Az elozd példafeladattol eltérden most az elsd oszlop egyetlen eleme sem osztja ezen

A=

N UTW N

oszlop tobbi elemét. Ezért, hogy elkeriiljik a tort (nem egész) egyltthatokat eldszor is
elvégezziik a kovetkez6 elemi atalakitast: az A matrix elsé sorahoz hozzaadjuk a masodik —1-
szeresét. Igy azt kapjuk, hogy:
-1 3 -3 4|-1
| 3 =2 2 =3| 2
A~B = 5 1 -1 2|-1F

2 -1 1 -3 4

Ez utan folyamatosan hozzdadjuk a B matrix masodik, harmadik és negyedik sordhoz

megfeleléen annak elsd soranak harom-, 6t- és kétszeresét. Innen azt kapjuk, hogy

1 3 — 3 4]-1
(o 7 -7 9|-1

B~C=1 0 16 -16 22|-6/
0 5 -5 5|2

Ezek utan hozzaadjuk a € matrix harmadik sordhoz annak negyedik soranak —3-szorosat.

Ezen kiviil még felcseréljiik a masodik és harmadik sorokat. Ebbdl kapjuk, hogy:

-1 3 =3 4|-1

— 0 1 -1 7]-12
¢~b= 0o 7 =7 9|-1
0 5 =55 2

Ezek utan folyamatosan hozzéadjuk a D matrix harmadik ¢s negyedik sordhoz megfeleléen

annak masodik sordnak —7-szeresét és —5-szorosét. Innen azt kapjuk, hogy

-1 3 =3 41— 1

_ 0o 1 -1 71—12
b~F= 0 O 0 —40| 83/

0 0O 0 -30! 62

- o . . g . , 30 ,
Végiil az F matrix negyedik sordhoz hozzaadjuk annak harmadik soranak — 4o ~Szeresét.

Innen kapjuk, hogy:

-1 3 -3 4—1;

o 1 -1 7
F~6=1"0 o o -a0| 8
0o 0 0 of-;
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A kapott G matrix lesz a kdvetkezé egyenletrendszer kibdvitett matrixa

ahol az utols6 egyenlet baloldala egyenld nullaval viszont a jobboldala nem egyenld nullaval.

(—x1 + 3x; — 3x3 + 4x, = —1,
Xy — X3 + 7X4_ = _12,

_4‘0x4 = 83,
0= 1
= 4'

Az ilyen rendszernek nincs megoldasa, vagyis ellentmondo.

Gyakorlatok

Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszereket:

le + 3x2 + SX3 + 12.7(.'4 = 10,

1. 2x1 + 2x2 + 3.X3 + SX4_ = 4‘,

X1 + 7x2 + 9X3 + 4‘X4_ = 2.

(le - xZ + X3 - x4 = 1,
3 ) le - Xy - SX4_ = 2,
") 3x4 — X3+ x4=-3,

9.4

Vizsgalja meg az alabbi egyenletrendszerek megoldhatosagat és keresse meg azok

altalanos megoldasat a A paramétertdl fiiggden:

11.

\ le + 2x2 - ZX3 + 5X4 = _6

( x1 + sz + 3x3 + 4x4 = 11,
2x1 + 3x, +4x3 + x4 =12,

30, + 4%, + x5 + 2%, = 13,

K4x1 + Xy + 2x3 + 3X4 = 14.

31+ Xy —2x3+ x4— x5=1,
2x1 — Xy +7x3 — 3x4 + 5x5 = 2,
Xy +3x, —2x3 + 5x, — 7x5 = 3,
3xq1 — 2x, + 7x3 — 5x4 + 8x5 = 3.

(X1 —2X,+ x3+ x4— x5=0,
2xX1+ X;— XxX3— X4+ x5=0,
X1 + 7x5 — 5x3 — 5x4 + 5x5 = 0,
\3x; — X3 —2x3+ Xx4— x5 =0.

2x1 + 5x; + x3+3x, =2,
4x; + 6x5 + 3x3 + 5x4 =4,
4x, + 14x, + x3+7x4 =4,
2x1 — 3x, +3x3 +Ax, = 7.

_9x1 + 10x2 + 3X3 + 7x4 = 7,
2. —4x1 + 7x2 + X3 + 3X4 = 5,
7x1 + 5x2 - 4‘X3 - 6X4 = 3.

x1 - ZXZ + BX3 - 4‘X4_ - 4,

4 J xz - X3 + x4_ = _3,
") x1 +3x, —3x, = 1,
\ —7xy +3x3 + x4 =—3.

(2x, +3x, — x3+5x, =0,
3x1 — Xy +2x3 —7x4 =0,
4x, + x, —3x3+6x4 =0,
\ X1 — 2xy +4x3 — 7x4 = 0.

(le+ XZ+ X3 — 2=0,
8< X1+3x2+ X3 — 5=0,
' x1+ xZ+SX3+ 7:0,

2x1 +3x2 _3X3 - 14‘ = 0

X1+ x,—3x3+1=0,
2x1+ x5 —2x3—1=0,
X1+ xp+ x3—3=0,
X1+ 2x, —3x3—1=0!

10.

2X1— Xy +3x3+ 4x, = 7,
4x, — 2x5 + 5x3 + 6x4 = 5,
6x1 —3x, +7x3+ 8x4, = 9,
Axq — 4x5 + 9x3 — 10x, = 11.
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/1x1 + Xy + X3 = 1, (1 + /1)961 + Xy + X3 = 1,
13. X1 + /1x2 + X3 = 1, 14. X1 + (1 + /1)962 + X3 = /L
x1+ x2+AX3 =1. x1+x2+(1+A)X3 :/’12|

15. Keresse meg azokat a homogén linearis egyenletrendszereket, melyeknek az aldbbi

szamrendszerek lesznek a megoldasai:

(1,1,0,-3,-1),(1,-1,2,-1,0), (4,—2,6,3,—4), (2,4,—2,4,—-7)!
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4. Permutaciok. Transzpoziciok

Példafeladatok

1. Hatadrozzuk meg az inverzidk szamat az aldbbi rendezésben:
1,3,5,...,2n—1,2,4,6, ..., 2n. (D

Megoldas. Legyen
0=1{135,7..,2n—1}, E ={2,4,6,..,2n}.
Nyilvanval6, hogy az O halmaz tetszdleges két eleme nem alkot inverziot az (1)-es
rendezésben. Hasonléan nem alkot inverziot az E halmaz két eleme sem ebben a rendezésben.
Ezért az inverziok szdmanak kiszamitasdhoz az (1)-es rendezésben elegendé megszamolni
azon inverzidk szamat, melyeket az O halmaz Gsszes eleme az E halmaz Osszes elemével
alkot: az 1-es nem alkot inverziot az E halmaz egyetlen elemével sem; a 3-as csak a 2 € E
elemmel alkot inverziot; és igy tovabb; a 2n—1 a 2,4,6,...,2n — 2 € E elemekkel alkot
inverziot. Tehat az inverzidk szama az (1)-es rendezésben egyenld

(n—1n

0+14+2+--+(n—-1)= 5

2. Keressiik meg az alabbi permutéciok szorzatat:

(526132) Gas136):

Megoldas.

(546132 (245130 =(i13560)

3. Adjuk meg paronként idegen ciklusok szorzataként az alabbi permutaciot:

7= (51365742

Megolddas. Amennyiben
§(3)=3,...,8(5) =5;
6(1)=8, §(8)=2, §(2)=1;
6(4)=6, §(6)=7, 6(7) =4,
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akkor 6§ = (182)(467).

4. Keressiik meg az x permutaciot, amely kielégiti az alabbi egyenletet:

axp =y, (2)
ahol
~(54132) p=(315e2)  r=(3310)

Megoldas. Legyen x — olyan permutacio, amely kielégiti a (2)-es egyenletet. Tudjuk, hogy
az a és [ permutdcidknak léteznek inverz permutacidi, megfeleléen a~1 és B~1. Akkor,
megszorozva baloldalrdl a (2)-es egyenletet a~l-re, aztan pedig jobboldalrol S~ 1-re, azt
kapjuk, hogy x = a~ 1y ~L. Forditva, nyilvanvald, hogy az x = a~1yB~1 egyenlet kielégiti a
(2)-es egyenletet. Ezért

(GI-GIID-CIICRD

12345

Gyakorlatok

1. irja ki azokat a transzpoziciokat, melyek segitségével az 1,2,3,4,5 permuticiétol

eljuthatunk a 2, 5, 3, 4, 1 permutaciohoz!

2. Bizonyitsa be, hogy barmilyen iy, i, ..., i,, rendezést meg lehet kapni egy barmilyen

masik jy, jo, .., jn rendezésbdl nem tobb, mint n — 1 transzpozicio segitségével!

3. Hatdrozza meg az alabbi rendezések paritasat:
a)7,5,6,4,1,3,2; b)1,9,6,3,2,5,4,7,8;

) 2,4,6,8,...,2n,1,3,5,7,...,2n — 1!

4. Az 1,2,3,...,n szdmok melyik rendezésében lesz a legnagyobb az inverziok szdma és

mennyivel lesz egyenld?

5. Az iy,i,, ... ,i, rendezésben az inverziok szama egyenlé k-val. Mennyivel egyenld az

inverziok szdma az i, i,,_q, ..., i3, i; rendezésben?
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6. Bizonyitsa be, hogy barmely k(0 <k <C2) egész szamra létezik az

1,2,3, ..., n szdmok rendezése, amelyben az inverziok szama k-val egyenld!

7. Hatarozza meg az aldbbi permutaciok szorzatat:

(32145 Gaszt) D(G3as) (Gisay)

8. Adja meg paronként idegen ciklusok szorzataként az alabbi permutaciokat és hatarozza

meg azok parossagat:

1234567 8). 123456789).
a)(81365742)’ b)(589214367)’
C)(1234...2n—1 2n ) d)(123456...3n—23n—1 3n ),

2143.. 2n 2n-1/ 231564..3n—1 3n 3n-2/°

9. frja ki az 6sszes heted rendii permutéciot, amelyek az alabbi paronként idegen ciklusok

szorzataként vannak megadva:

a) (15)(234); b) (13)(25)(47); c) (753 1)(246)!

10. irja fel azt a 2n-edrendii permutaciot, mely (123..2n—1 2n) ciklus altal van

megadva!

11. Hatarozza meg az alabbi hetedrendii permutéciok szorzatat:

a)[(135)(2467]-[(147)(2356)];

b) [(13)(57)(246)]-[(135)(ZH(67)]!

12. Bizonyitsa be, hogy barmely § € S,, ciklusra, melynek hossza k, teljesiil a kovetkezo

egyenléség: 6% = e (e — egységpermutacio az S,-bol)!

13. Legyen & € S, — k hosszlsagu ciklus és [ — olyan természetes szam, hogy &' = e.

Bizonyitsa be, hogy [l osztodik k-ra!

14. Legyen

(12345)’

a3 (1234-5),

iy (12345)

43215
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Oldja meg az alabbi egyenleteket: a) afx = y; b) f = yxa, ahol x — valamilyen 6tod

rendii permutacio!

15. Bizonyitsa be, hogy barmely n-edrendii permutéaci6 felirhaté az alabbi permutaciok

szorzatakeént:

a) (12),(13),...,(1n); b) (12),(23),..,(n—1n)!
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5. n—edrendi determinansok.

A determinansok tulajdonsagai

Példafeladatok

1. Szamitsuk ki az alabbi determindnsokat:

2 3.

a)1 al’ b)

1 2 3
4 5 6
7 8 9

Megoldas. A determinans meghatarozasa alapjan:

a)ﬁ i|=2-4—3-1=8—3=5;

1 2 3
byl4 5 6/=1-5-94+2-6-74+3-4:-8-3-5-7—-2-4-9-1-8-6=
7 8 9

=45+84+96 —105—-72—-48 = 0.

2. Valasszuk ki az i és k értékeit gy, hogy az a,;a3,04, 025054 szorzat pozitiv eldjellel
keriiljon bele egy 6tddrendii determinansba!

Megoldas. Ahhoz, hogy az adott szorzat bekeriiljon a determindnsba sziikséges, hogy
(i,k) = (1,4) vagy (i, k) = (4,1). Felirjuk a szorzandok indexeibdl felépitett permutaciot az

elsd és masodik esetben:

(12453 G2153):

Mivel az inverziok szama az elsé esetben paros, megfeleléen 2 + 2 = 4, a masodik esetben
pedig paratlan, megfeleléen 2 + 5 = 7. Ebbdl kifolyolag (i,k) = (1,4) és a determinans
meghatarozasa alapjan, az a;103,0440,5a5, szorzat pozitiv eldjellel keriil be az 6t6d renda

determinansba.

3. A determinans meghatarozasa alapjan szamitsuk ki az alabbi determinans értékét:

a;; 412 A1z - Qqp
0 ay; az - az

A=1]0 0 az - az|! (1)
0 0 0 .. ap



Megoldas. Nyilvanvalo, hogyha az egyik tényezd a szorzatbol, amely belekeriil a A
determinansba egyenl6 0-val, akkor maga a szorzat is 0 lesz. Ebbdl kifolyolag megmutatjuk,
hogy A = ay1a;; ** Ay

Megvizsgaljuk az 1,2,..,n szamok egy tetszdleges iq,1y, ..., I, rendezését és a neki
megfeleld d = ay;, ay;, -+ ap;, szorzatot, amely a A determinanshoz tartozik, ahol a;; = 0,
amikor i > j. Ha i, # n, akkor a,; =0 és igy d = 0. Legyen i, = n. Tovabba, ha i,_; #
n—1, akkor i,_; <n—1. Ezért a,_,;,_, = 0. Tehat d = 0. Legyen i,_; =n—1 és igy
tovabb. Ezt a folyamatot folytatva az n-dik lépésben megkapjuk, hogy az 1,2,..,n
rendezeéstdl eltérd  tetszbleges iy, iy, ..., 1, rendezésre teljesil az ay; ay;, - ap;, =0
egyenléség. Amennyiben az 1, 2, ..., n rendezés paros, igy A = a41a,3 *** App-

4. Legyen A — n-ed rendll ferdén szimmetrikus matrix, vagyis egy olyan matrix, melynek
a;;j elemei kielégitik az a;; + a;; = 0 (i,j = 1,2, ...,n) feltételt. Bizonyitsuk be, hogy ha n —
paratlan szam, akkor |A| = 0.

Megoldas. Nyilvanvalo, hogy az A matrix alakja a kovetkezo:

0 aip a3 e Qp

—ap; 0 Q3 -+ Q2

A = _a13 _a23 O a3n
—Qin —Qzn —dzpn 0

Hogyha az A matrix minden sorat megszorozzuk —1-re, akkor eredményiil megkapjuk az A
matrix transzponalt AT matrixat. Az determindnsok tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy
|AT| = (—=1)™|A|, valamint, hogy |AT| = |A|. Ebbél kifolyélag |A| = (—1)"™|A|. Ezért, han —
paratlan szam, akkor |A| = —|A|. Innen |A| = 0.

Gyakorlatok

1. Hatarozza meg, hogy az alabbi szorzatok koziil melyek tartoznak a megfelelé rendii
determinansokba €s milyen eldjellel rendelkeznek:

@) A61023045036012054; b) az7036051074025043063;

C) Q12023034 *** An-1ak (1 < k < 1), d) a12023034 *+ Ap_17nQn1!

2. Vélassza ki az i, j, k értékeit ugy, hogy az as;a;6a, jA3504406x SZOrzat negativ eldjellel
keriiljon bele egy hatod rendli determinansba!

3. Keresse meg a negyed rendli determinans Osszes tagjat, amely tartalmazza az a5, elemet
¢és negativ eldjellel kertil a determinansba!

4. Keresse meg az
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5 1 2 3
x x 1 2
1 2 x 3

x 1 2 2x

determinans dsszes olyan elemét, amely tartalmazza az : a) x* és x2; b) x3 és x tényezdket!

5. A determinans meghatarozasa alapjan szamitsa ki az alabbi determinansok értékét:

0o .. 0 0 A1n a1 A Az Qg Qs

o .. 0 Azn-1  Qzn Ay, Ay Q23 G4 Qps
a)| 0 .. azp Aazno A3nf; b)[a31 a3z 0 0 0 |;

: ’ : : : Qg1 Qa2 0 0 0

An1 = Ann-2 Aup_q Qpp as1  QAsgp 0 0 0

a 305 2.0 b0 A0 0

0 b 0 2| 1 0 2 a. 1 -2 0 a |,
91 2 ¢ 3| Dlg o 0 of MNo 1 -2 a [

0 0 0 d 3 ¢ 4 5 0 0 1 —A1+4+a,

6. Hogyan valtozik a determinans, ha:

a) az els6 oszlopat az utolséd helyére tessziik, az 6sszes tobbit pedig balra toljuk, megdrizve

kolesonos elhelyezkedésiiket;

b) a sorait forditott sorrendben irjuk fel?

7. Hogyan valtozik a determinans, ha:

a) az 0sszes oszlopahoz, kezdve a méasodikkal, hozzdadjuk az el6zdt;

b) az dsszes sordhoz, kezdve a masodiktdl, hozzdadjuk az dsszes el6z6t?

8. Legyen A= |ajk| (ajk € (C) — n-edrendli determinans, mely elemei kielégitik a
kovetkezo feltételeket: 1) aj € R, ha j > k; 2) ay; = iaj, haj = k (i — imagindrius). Az n
milyen értékeinél lesz a A determinans valos szdm?

9. Hogyan valtozik a determinans, ha az Osszes a;j, elemét megszorozzuk c/~* -ra, ahol
c#+0?

10. A 20604, 53227, 25755, 20927 és 289 szamok osztédnak 17 —re. Bizonyitsa be,
hogy a

S NDNUTDN
S O uUTtw O
N O NN O
oNUIN O
o & N

determinans osztodik 17 —re!
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11. Mennyivel egyenld az a determinans, melyben a paros szamu sorok 0sszege egyenld a
paratlan szdmu sorok dsszegével?

12. Bizonyitsa be, hogy

b+c c+a a+b a b ¢
b1+C1 C1+a1 a1+b1 =2 a1 b1 Cl!
b,+c, ¢c,+a, a,+b, a, b, c,

13. Szamitsa ki a kdovetkezd determinanst:

a, +x x x
X a, +x .. x|,
b X v QptXx
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6. Az aldeterminans és az elem komplementere.
Determinansok kiszamitasa

Példafeladatok

1. Szamitsuk ki az alabbi negyedrendi determinéanst

-1 2 0 3
2 1 -2 4
o -3 7 5|
3 -1 0 -1

Megoldds. Az adott determinanst kifejtjiikk a harmadik oszlopa szerint. Mivel ezen oszlop

A=

két eleme egyenld nullaval azt kapjuk, hogy

-1 2 3 -1 2 3
A=(=2)-(-1)**?-[ 0 -3 5|+7- (=132 1 4
3 -1 -1 3 -1 -1

A feljebb szereplé harmadrendti determinansokat kiszamitva kapjuk, hogy
A=2-49+7-10 = 168.

2. Laplace tételének felhasznalasaval szamitsuk ki az alabbi determinanst:

12 1 4 3 5
34 050
A=|3 4 5 2 1!
1 5 2 4 3
4 6 0 7 0
Megoldas. Rogzitjik a A determinans masodik €s 6todik sorait. Megvizsgaljuk az
_13 4 _13 5 _14 5
M1_|4 6l M2_|4 7V Ms=lg 7

aldeterminansokat, amelyek ezekben a sorokban helyezkednek el. Az 0Osszes tobbi
masodrendli aldeterminans ezekben a sorokban egyenld nullaval, mivel nullas oszlopot
tartalmaznak.

Kiszamitjuk az M;, M,, M5 aldeterminansok algebrai komplementereit:

4 3 5
(_1)SM1M{ — (_1)2+5+1+2 5 2 1| = 49’

2 4 3

1 4 5
(_1)SM2Mé — (_1)2+5+1+4 4 5 1| = _100’

5 2 3

2 4 5
(_1)5M3Mé — (_1)2+5+2+4 3 5 1 — 1

1 2 3

Végiil
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3
A= M, - (—1)5MkM,’c =2:49+1-(-100)+(-2)-1 = —4.
k=1

3. Szamitsuk ki a

1 2 3 4
A3 2 -5 13
1 -2 10 4

-2 9 -8 25

determinanst az elemi atalakitasok segitségével 1épcsdzetes alakhoz hozva!

Megoldas. Hozzaadjuk a A determinans masodik, harmadik és negyedik soraihoz annak
els6 sorat megszorozva megfeleléen 3-ra, —1-re és 2-re. Akkor a determinansok
tulajdonsagai szerint a A determinans értéke nem valtozik meg. Tehat kapjuk, hogy

1 2 3 4

o 8 a4 25
A=l -2 7 Tof
0 13 -2 33

Tovabba hozzaadjuk a kapott determinans masodik és negyedik sordahoz annak harmadik sorat
megfeleléen megszorozva 2-re és 3-ra. Ezutan megcseréljiikk a masodik és negyedik sorokat.

Akkor kapjuk, hogy

1 2 3 4
A—_0 1 19 33
0O —4 7 ol
0 0 18 25
Ezek utan hasonloan kapjuk, hogy
1 2 3 4 1 2 3 4
_lo1 19 33j_[0 1 19 33}
=710 o 83 132~ |0 o 8 132/=50L
0 0 18 250 Jo 0 O ==
Gyakorlatok
Szamitsa ki az alabbi determindnsok értékét:
246 427 327 1 1 1 1 (1) (1) 1 1
1. |1014 543 443|! 2 1! 311 1 o 1l
—342 721 621 1 1 1 1 1110
-3 9 3 6 2 =5 1 2 3 -3 -5 8
| 4 -5 -3 =2 "1 5 -9 2 7 1 2 =5 7 5
7 -8 —4 -5 4 -6 1 2 —4 3 5 —6
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7. A Cramer-szabaly

Példafeladatok

1. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert a Cramer-szabaly szerint:
le - SXZ + 4‘X3 + x4_ == _2,
xl+2xZ+5X3_X4: 7,

6x1+2x2— X3+x4: 11,
xl_ xZ_ x3+x4: _2'

Megoldas. Kiszamoljuk az adott egyenletrendszer determinansat:
2 -3 4 1

|t 2 5 -1|__
A=l 5 3 Til=-4
1 -1 -1 1

Amennyiben az egyenletrendszer determininsa nem egyenlé nullaval, akkor a Cramer-
szabaly szerint annak egyetlen megoldasa van. Megoldjuk ezen szabaly segitségével. Ehhez

kiszamitjuk az aldbbi determinansokat:

2 -3 4 1 2 -2 4 1
7 2 5 -1|__ h 7 s -1
Av=111 2 -1 1|=7%% A=|g 11 1 1=
2 -1 -1 -1 1 -2 -1 1
2 -3 -2 1 2 -3 4 -2
12 7 -1 12 5 7
A=l 2 11 170 A=l 2 _—1 11|71
1 -1 -2 1 1 -1 -1 -2

fgy az
Ay A, As Ay
x1=K=2, XZZK:]., X3:K:0, X4:K:—3

lesz az adott egyenletrendszer megoldasa.

2. Hatarozzuk meg, hogy a A paraméter milyen értékeinél lesz az alabbi egyenletrendszer

ellentmondo:
le — X3 + 3x3 = 1,
3x1 - 5x2 + (A - 10).7(3 = _2, (1)
4x1 + Ax, + 3x3 = 1!

Megoldas. Kiszamitjuk az adott rendszer determindnsat:

2 -1 3
A=1]3 -5 21—10|=—2A*+251+93.
4 2 1
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A Cramer-szabalybol adodik, hogy ahhoz hogy az (1)-es egyenletrendszer elentmond6 legyen
sziikséges (de nem elegendd), hogy A =0. A —24% + 251 + 93 masodfokt egyenletet
31
—

megoldva azt kapjuk, hogy A = 0 abban az esetben, haA = —3 vagy 4 = —

El6bb megvizsgaljuk azt az esetet, amikor A = % Kiszamitjuk a kovetkez6 determinanst:

1 -1 3
31
P e T T
31
1 = 1

2

Mivel a determinans nem egyenlé nullaval, ezért a Cramer-szabaly kovetkezményébol
adodik, hogyha 1 = 32—1 akkor az egyenletrendszer ellentmondo.

Ha A = —3, akkor meg lehet mutatni, hogy mindharom determinans, melyeket az (1)-es
egyenletrendszer determinansanak megfeleléen az elsd, masodik és harmadik oszlopanak az
egyenletrendszer szabadtagjainak oszlopara valo cseréjével kapunk, egyenld nullaval. Ezért
ebben az esetben, ahhoz hogy meghatarozzuk, hogy az (1)-es egyenletrendszer megoldhato

lesz-e, megoldjuk Gauss-modszerrel:

2 -1 31 2 -1 3|1
7 35| 7 2 -1 3|1
(3 -5 —13—2>~ o =2 221~ 1 i)
4 -3 11V \o -1 -5]-1

Innen kovetkezik, hogy a A = —3 esetben az (1)-es egyenletrendszer megoldhato.
fgy az (1)-es egyenletrendszer akkor és csak akkor lesz ellentmondé, amikor A = 32—1

Gyakorlatok
Oldja meg az alabbi egyenletrendszereket a Cramer-szabaly szerint:

(2x1 + 3x, + 11x3 + 5x, = 2, (
Xy + Xy +5x3 +2x, =1,

2xq1 + x5 + 3x3 + 2x4 = =3,

\ X; + x5+ 3x3 +4x, = 3!

( 2x —5y+3z+t—-5=0,
3x—7y+6z—t+1=0,
5x =9y +3z4+4t—-7=0,
\ 4x — 6y +3z+t—8=0!

2x1 + 5x5 + 4x3 + x4 = 20,
X1+ 3x, + 2x3 + x4 = 11,
2xq + 10x5 + 9x3 + 7x, = 40,
3xq +8x, + 9x3 + 2x, = 37!

( 3x1 +4x, +x3+2x,+3 =0,
3x; +5x, +3x3+5x, +6 =0,
6x, +8x, +x3 +5x, +8 =0,

\3x; + 5x, + 3x3 + 7x, + 8 = 0!

(7x1 + 9%, +4x3 + 2x4 = 2,
2X1 — 2Xx5 + X3 + x4 = 6,
<5x1+6x2+3x3+2x4=3,
\ 2x; +3x, +x3+x, =0!

(6x + 5y —2z+4t+4 =0,
9x —y+4z—-t—-13 =0,
3x+4y+2z2—-2t—-1=0,

3x =9y +2t—-11 = 0!
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2x—y—6z+3t+1=0, 2x +y+4z+ 8t =—1,
7x —4y + 2z — 15t + 32 =0, 3 x+3y—6z+2t=3,
x—2y—4z+9t—-5=0, ") 3x—2y+2z—2t=38,
x—y+2z—6t+8=0I! 2x—y+2z=4!

7.

9. Ellendrizze le, hogy az 1,1,1,1 szamrendszer megoldasa lesz-e a kovetkezd

egyenletrendszernek:

2xq1 — 3x, +4x3 —3x4 =0,
3x1 —x, + 11x3 — 13x4, = 0,
4xy + 5%, — 7x3 — 2x4 = 0,
13x; — 25x, + x3 + 11x, = 0!

Szamitsa Ki az egyenletrendszer determinansat!
10. Oldja meg az x;, x,, x5 ismeretlencktdl fliggd alabbi egyenletrendszert:

2. _

X1+ a1x, + aixs = fq,
2. _

X1 + ayx, +asxz = By,
2. _

X1 + azx, + asx; = PBs,

ahol a4, a,, a3 — paronként kiilonb6z6 valos szamok; £, B2, B3 € R.
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8. Matrix-miveletek. A matrix inverze

Példafeladatok

1. Keressiik meg az A és B matrixok szorzatat, ha

a b c 1 a ¢
A= (c b a), B = (1 b b)!
1 1 1 1 ¢ a

Megoldas:
a b c 1 a c
AB=|c b al|'(1 b b|=
1 1 1 1 ¢ a
a+b+c a®+b?+c? b? + 2ac
=|(a+b+c b® +2ac a?+b%+c?|
3 a+b+c a+b+c
2. Szamitsuk ki az AB — BA-t, ha
1 2 1 4 1 1
A=12 1 2| B={—-4 2 0]
1 2 3 1 2 1
Megoldas:

1 2 1 4 1 1 4 1 1 1 2 1
AB—BA=|2 1 2|'|-4 2 0|—-|—-4 2 O0|{(2 1 2]=
1 2 3 1 2 1 1 2 1 1 2 3

-3 7 2 7 11 9 -10 —4 -7
=1 6 8 4|]—-10 -6 0= 6 14 4 |.
-1 11 4 6 6 8 -7 5 —4

3. Keressiik meg az dsszes olyan matrixot, melyek kommutalnak (felcserélhetéek a szorzas

0 1 e |
1 1) matrixszal!

Megolddas. Meg kell keresniink az 6sszes olyan X matrixot, melyre AX = XA. A matrixok

miiveltre) az A = (

szorzasanak meghatarozasabol az kovetkezik, hogy az X masodrendii négyzetes matrix kell,

hogy legyen. Legyen

x=(s )

Akkor az AX = XA a kovetkez6 alakban irjuk fel:
0 1\ (X1 X2\ _ (%1 X2\ (0 1
(1 1) (xs x4) - (xs x4) (1 1)'
Innen
X3 X4 _ X2 Xq + Xo
(X1 +Xx3 X+ x4) B (x4 X3 + x4)' M
A matrixok egyenldségének meghatarozasabol és az (1)-bdl kovetkezik, hogy
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x3 = xZ’

Xy = X1t X
X1 + X3 = x4l
X, +x4 = X3+ X4

fgy az X matrix x;,x,,x3,x, elemei egy olyan szamrendszert alkotnak, amely az alabbi

linearis egyenletrendszer megoldasa lesz:

— X2 + X3 = 0,

— X1 — X2 + X4 = 01
xl + x3 - X4_ - 0,
Xy T X3 = 0.

Visszafel¢ is igaz. Ezen rendszer minden megoldasa egy mésodrendii matrixot hatarozz meg,
amely kommutal az A matrixszal.

Megoldva ezt a linearis egyenletrendszert Gauss-modszere Szerint, azt kapjuk, hogy
(b — a,a,a, b) lesz annak altalanos megoldasa (a, b € R).

Tehat minden matrix, melynek az alabbi és csakis az:

x=(." 5

alakja fog az a és b barmilyen valds értéke mellett kommutalni az A matrixszal.

4. Keressiik meg az alabbi matrix inverzét

2 2 3
A=11 -1 0}
-1 2 1

Megoldas. E16szor kiszamoljuk az A matrix determinansat:

2 2 3 5 —4 0
lAl=|l1 -1 o|l=|1 -1 o|l=-1
-1 2 1 -1 2 1

fgy az A matrix nem elfajuld, tehat létezik inverz matrixa. Megkeressiik azt. Ehhez
kiszamitjuk az A matrix a;; elemeinek A;; algebrai komplementereit, melyek az i-edik sor és

j-edik oszlop metszetén talalhatoak (i,j = 1,2,3):

An=Co)G Jl=-n 0 Ap=en)l) =1
As=C0]l =t A= 027 =4
A= (122 2 =5 A= (1| 2 7=,
Az = (1! _21 g =3, Azp = (-1)%*? i (5; =3,
Ags = (—1)3+3 f _21 )
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Akkor

A Az Az 1 -4 -3
AT = A" Az Ay A =1 -5 -3|
A1z Ay Ass -1 6 4

5. Keressiik meg a kovetkez0 matrix inverzét

2 1 0 0
3 2 0 0

A=11 1 3 4
2 -1 2 3

crer

X11 X12 X13  X14
x = | Y21 X22 X23  X24
X31 X332 X33 X34
Xa1 Xa2 X43  Xygq
az A matrix inverze, vagyis AX = E és XA = E, ahol E — negyedrendil egységmatrix. Az elsé
egyenldségbdl kapjuk, hogy

2xq; + xp; = Oy

3xq; + 2x5; = 8y,
X1i + Xoi + 3X3l' + 4X4i = 63i'
lei — Xy + 2X'3l' + 3X4i = 64-i

(i =1234),

ahol §;; — Kronecker-szimbolum, vagyis

5 _{1, hak = ;
k=10, hak # L.

fgy az X matrix i-edik oszlopa a linearis egyenletrendszer megoldasa lesz, melynek
matrixa egybeesik az A matrixszal, valamint a szabad tagok oszlopa — az E egysagmatrix i-
edik oszlopaval (i =1,2,3,4). Ezeket a rendszereket Gauss-modszerével oldjuk meg.

Amennyiben ezen rendszerek matrixai egybeesnek, ugy egyidejiileg fogjuk 6ket megoldani:

21 0 01 0 0 0 11 3 40 0 1 0

32 000 10 0 2 1 001 00 0

1 1 3 40 0 1 0)7{3 2 000 100

2 -1 2 30 00 1/ \2 -1 2 3lo o o0 1
1 1 3 4100 1 0 411 3 470 0 1 0
~0—1—6—810—20~<01 6 8|-1 0 2 0_
0 -1 =9 —12[0 1 -3 0o)/7{0o 0 -3 —4|-1 1 -1 o0
0 -3 -4 —5l0 0 -2 1/ o 0 14 191-3 0 4 1
11 3 430 0 10 11340 0 10
o1 68|-10 20)_[0168 -10 20 |_
00 -3 —4-11 -10/{o0 118 -5 1 -1
00 -1 -1l-8 5 -1 1/ o 0 0 1/-23 14 -2 3



11 3 092 -56 9 -—-12 1 0 0 0 2 -1 0 0
-0 1 6 0/183 -112 18 -24 0 1 0 0] -3 2 0 0

0 0 1 031 -19 3 -4 0 01 0/]31 —-19 3 -4

0 0 0 1'-23 14 -2 3 0 0 0 1-23 14 -2 3

Ezek szerint kapjuk, hogy:

Gyakorlatok

Szamitsa ki az al4bbi matrixok szorzatat:
3 =2 3 4

. I

Lz Z)G o)

3(y Zo) (e o)

N
Q

o
/N N
CIEN

o

D %)

)-(5 _136) (!

1 -3 2 2 5 6 5 8
s (3 1).(1 : 5)! 6.<6 ) )( 4 3)
2 =5 3 1 3 2 4 7
(s 22)! 2. 20 (e cona) !
o (! Y 10 (* Y <110>
(o 1) (o 011

12. Hogyan valtozik az A és B matrixok AB szorzata, ha:

a) az A matrix i-edik és j-edik sorat megcseréljik;

b) az A matrix i-edik sorahoz hozzaadjuk a j-edik sor a-szorosat;

C) a B matrix i-edik és j-edik oszlopat megcseréljiik;

d) a B matrix i-edik oszlopahoz hozzaadjuk j-edik oszlop a-szorosat?

13. A négyzetes matrix spurjdnak(nyomdnak) nevezziik azon elemeinek 6sszegét melyek a

rrrrrr

szorzat spurjaval!

14. Bizonyitsa be, hogy tetszéleges n-edrendii A és B négyzetes matrixokra AB — BA # E,
ahol E — n-edrendli egységmatrix!

15. Legyenek A és B — azonos rendli matrixok. Bizonyitsa be, hogy AB = BA akkor és
csak akkor, ha a kdvetkez6 egyenldségek koziil az egyik igaz:

a) (A+ B)? = A% + 2AB + B?; b) A2 — B? = (A— B)(A + B)!
16. Legyen A = (Z b). Bizonyitsa be, hogy

d
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A%? — (a+ d)A + (ad — bc)E = 0,

ahol E, O — megfeleléen masodrendl egység- és nullas matrixok!

17. Keresse meg az 0Osszes olyan masodrendii matrixot, melyeknek négyzete nullas
matrixszal egyenld!

18. Keresse meg az 0Osszes olyan masodrendi matrixot, melyeknek négyzete
egységmatrixszal egyenld!

19. Keresse meg az 0sszes olyan matrixot, melyek kommutalnak az A matrixszal, ha:

a)A=(_11 _21); b)A=<g % 2)1
0 0 3
Keresse meg az alabbi matrixok inverzét:

2 5 7 3 =4 5 1 2 2
20. <6 3 4 )! 21. <2 -3 1 >! 22. (2 1 —2)!
5 -2 -3 3 -5 -1 2 =2 1

11 1 1 1 2 3 4
11 -1 -1}, 2 3 1 2 |

2401 101 -1 4111 1 =1
1 -1 -1 1 10 -2 —6

25. Oldja meg az alabbi matrixegyenletet:

2 -3 1 9 7 6 2 0 -2
4 -5 2]-X-{1 1 2]=|18 12 9 |!
5 =7 3 1 11 23 15 11
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9. Az n-dimenziés szamtani vektortér. Vektorrendszerek
linearis osszefiiggosége
Példafeladatok
1. Hatarozzuk meg, hogy lineéarisan 6sszefliggd e az alabbi vektorrendszer:
a; = (2,-3,1), a, = (3,-1,5), az = (1,—4,3)!
Megoldas. Legyenek y;, y,, y3 — tetszOleges valos szamok. Megvizsgaljuk a kovetkezo
linearis kombinaciot:
Y141 +¥2az +¥3az = (2y1 + 3y2 +¥3, —3v1 — V2 — 4Y3,¥1 + 52 + 3v3).
Ez a linearis kombinacié akkor és csak akkor lesz egyenl6 nullas vektorral, ha igazak az
alabbi egyenldségek:
2y1+ 3y, +y3 =0,
—3y1—v2—4y3 =0,
y1+5y2 +3y3 =0,
vagyis az a,, a,, az vektorrendszer akkor és csak akkor lesz linearisan Osszefiiggd, ha
megfeleléen az aq, a,, a; vektorokkal egyenlé oszlopokat tartalmazé matrixszal rendelkez6

homogén linedris egyenletrendszernek nem csak nullas megoldasa van. Megoldjuk ezt az
egyenletrendszert:
2 3 1
(—3 -1 —4

0 1 5 310 1 5 310
0>~ 0 -7 -5 O>~<O -7 =5{0|.
1 5 310 0 14 510 0 0 =510

Tehat a rendszernek csak nullds megoldasa van, ezért a feltételben megadott a;, a,, as

vektorrendszer lineérisan fiiggetlen.

2. Bizonyitsuk be, hogy két egyforma vektort tartalmazd vektorrendszer linearisan
Osszefiiggd lesz!

Megoldas. Megvizsgaljuk a feltételnek megfelelé vektorrendszer egyik részrendszerét,
amely két egyforma a, a vektorbdl all. Ez a részrendszer linedrisan Osszefiiggd, mivel az 1,
—1 nullatdl eltérd szamokra az a, a vektorok linearis kombinécidja nullas vektorral egyenld,
vagyis 1-a+ (—1)-a=0.

Tehat a kezdeti vektorrendszer is linearisan Osszefliggd, mivel a részrendszere linedrisan
Osszefiiggd vektorrendszer.

3. Keressiik meg az alabbi vektorrendszer dsszes bazisat:

a; = (1,2,00), a,=(1234), as=(3600)!
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Megolddas. Nyilvanvald, hogy az a; vektor aranyos az a, vektorral (a; = 3a,). Hasonléan
az el6z6 példahoz bizonyithato, hogy az a,, a,, as vektorrendszer linearisan Gsszefiiggo.
Vagyis a rendszer rangja kisebb haromnal.

Megvizsgaljuk az a,, a, vektorokbol allo részrendszert. Egyértelmii, hogy ezen vektorok
lineéris kombindcidja

Y101 +¥2az2 = (V1 + V2, 2v1 + 2v2,3v2,472)

akkor és csak akkor egyenl6 nullas vektorral, ha y; = y, = 0. Tehat, az a,, a, részrendszer
linearisan fiiggetlen. Emellett az a4, a,, a; vektorok mindegyike lineéarisan kifejezhetd ezen
részrendszer vektorai altal:

a,=1a;+0-a,+0-as,

a,=0-a,+1-a,+0-asz,

az=3'a;,+0-a,+0-a;.
Ebbél az kovetkezik, hogy az a,, a, vektorok részrendszere az a,, a,, a; rendszer bazisa
lesz. Vagyis ennek a rendszernek a rangja egyenld kettovel.

Ezért az a4, a,, a; rendszer 0sszes bazisanak megkereséséhez elegendé leellendrizni, hogy
az aq, a; és a,, as részrendszerek bazisai lesznek-e a rendszernek. Az elsé nyilvanvaloan
linearisan Osszefliggd. A masodikra pedig egyszerli megmutatni, hogy bazis lesz.

Gyakorlatok

1. Keresse meg az alabbi vektorok 3a; + 5a, — as linearis kombinacidjat

a; = (4,1,3,-2), a,=(12,-32), az=(1691,-3)!

2. Hatarozza meg az x és y vektorokat az alabbi egyenletekbdl:

a) a; + 2a, +3a; + 4x =0, b) 3(a; —y) + 2(a, +y) = 4(az — y),
ahol a; = (5,-8,—-1,2),a, = (2,—1,4,—-3), az = (—3,2,—5,4).

Hatarozza meg, hogy linearisan 0sszefiiggdek e az alabbi vektorrendszerek:

3.a1 =(54,3),a, =(3,3,2),a; = (8,1,3).

4.b; = (2,—4,1),b, = (0,5,—6), b3 = (1,-2,4).

5. ¢; = (4,—5,2,6), 6. d, = (1,0,0,2,5),
¢, = (2,-2,1,3), d, = (0,1,0,3,4),
3 = (6,—3,3,9), ds = (0,0,1,4,7),
¢y = (4,—1,5,6). d, = (2,-3,4,11,12).

7. Bizonyitsa be, hogy két aranyos vektort tartalmazd vektorrendszer linearisan

Osszefliggd!

8. Bizonyitsa be, hogy nullas vektort tartalmaz6 vektorrendszer linearisan 6sszefiiggd!
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9. Bizonyitsa be, hogy ha az a;, a,, a; vektorrendszer linearisan Osszefiiggd €és az a;
vektor az a4, a, vektorok linearis kombinacioja, akkor vagy az a, vektor lesz aranyos az a,
vektorral, vagy forditva, az a, lesz aranyos az a, vektorral!

10. Legyen a4, a,,...as — k-adrangi n-dimenziés vektorrendszer. Bizonyitsa be, hogy
barmelyik linearisan fiiggetlen részrendszere, amely k vektorbol all, bazisa lesz ennek a
rendszernek!

11. Bizonyitsa be, hogy az adott vektorrendszer barmelyik linearisan fiiggetlen
részrendszere kibdvithetd ezen rendszer bazisava!

12. Milyen esetben lesz a vektorrendszernek egyetlen bazisa?

13. Ekvivalens lesz-¢ két vektorrendszer, ha egyforma ranggal rendelkeznek?

14. Legyen a, =(0,1,0,2,0), a, =(7,418,3), a;=(0,3,04,0), a,=1(195,71),
as = (0,1,0,5,0). Kivalaszthat6-e a Yij (i,j = 1,2,3,4,5) szdm ugy, hogy a

5 5 5
b, = Z Y1kQk » b, = Z Y2k Qg ey bs = z VskQg
k=1 k=1 k=1

vektorrendszer linearisan Osszefliggd legyen?
Keresse meg a A paraméter minden olyan értékét, amelynél a b vektor az a,, a,, as

vektorok linedris kombindacidja lesz, ha:

15. a4 = (2,3,5), 16. a, = (4,4,3),

a, = (3,7,8), a, =(7,2,1),

az; = (1,-6,1), az = (4,1,6),

b= (7,-2,2). b = (59,2).

17. a4, = (3,2,5), 18. a; = (3,2,6),

a, = (2,4,7), a, = (7,3,9),

asz = (5,6,1), az = (5,1,3),

b = (1,3,5). b=(4,2)5).
Keresse meg az alabbi vektorrendszerek Osszes bazisat:

19. a, = (1,2,3,4), 20. a4 =(1,2,3),

a, = (2,3,4,5), a, = (2,3,4),

asz = (3,4,5,6), az = (3,2,3),

a, = (4,5,6,7). a, = (4,34),

as = (1,1,1).

21. Hany bazisa lesz a k + 1 vektorbol allo k-adrangu rendszernek, amely a nullas

vektortol eltérd aranyos vektorokat tartalmaz?
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10. A matrix rangja

Példafeladatok
1. Hatarozzuk meg az alabbi matrix rangjat

2 —4 3 1 0
1 -2 1 -4 2
0 1 -1 31
4 -7 4 —4 5

Megoldas. A matrix bal felsé sarkaban 1évé mésodrendii aldeterminéns nullaval egyenld.

A=

Azonban az A matrix tartalmaz nullatél eltéré masodrendii aldeterminansokat, példaul
—4 3
5, = | =2.
27 l-2 1

A harmadrendi

2 —4 3
S5=11 -2 1
0 1 -1

aldeterminans, amely a &, beszegési aldeterminansa, szintén nem egyenlé nullaval
(gy6z6djenek meg arr6l, hogy &3 = 1). Azonban mind a két negyedrendii aldeterminans,

amelyek a 65 beszegési aldeterminansai, egyenld nullaval:

2 -4 3 1 2 -4 3 0
, |1 -2 1 4| .11 -2 1 2|
54_0 1 -1 3_0’ 54_0 1 -1 1_0'
4 -7 4 —4 4 -7 4 5

Tehat az A matrix rangja egyenlé harommal.
2. Az elemi atalakitasok felhasznalasaval hatarozzuk meg az alabii matrix rangjat
1 2 3 1 1 2
2 1 0 2 2
A= -2 8 4 -3 1!

1
5
6 0 -1 -2 7 5
-11 1 1 -2 -1

Megoldas. Az A matirx sorai felett fokozatosan elvégezziik a kovetkezé elemi
atalakitasokat: a harmadik, negyedik, 6todik sorokhoz hozzaadjuk az elsét, megfeleléen

beszorozva —4, 2 és —1-re. Eredményiil az alabbi matrixot kapjuk:
1 2 31 1 2
/ 2 1 1 0 2 2\
Aij=|l-6 -3 -4 0 -7 -7
8 4 5 0 9 9
0

-2 -1 -2 -3 -3
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Tovabba, hozzaadjuk az els6, masodik, harmadik, 6todik, hatodik oszlopokhoz a negyediket,
megfeleléen beszorozva —1, —2, —3, —1 és —2-re. Ezutan felcseréljiik az elsé és negyedik
oszlopokat. A kovetkezd 1épésben megszorozzuk a harmadik és 6todik sorokat —1-re, és
attértiink az alabbi alaka matrixhoz:
/ 1
0

0
2
A, =|0 7 |.
0 9
01 2 2 3 3
Az A, matrix sorai és oszlopai felett hasonld elemi atalakitasokat végziink el, ezek utan
pedig azt kapjuk, hogy

B wR o
(S T )
o oN O
O NN O

/100000/100000\
01 0000 01 0000
A,~|0 3 1.0 1 0|~]0 0 1 0 0 0|
041010/\000000
011010 0000 0O

Tehat az A matrix rangja harommal egyenld.

3. Bizonyitsuk be, hogy két matrix dsszegének rangja nem tobb rangjaik 6sszegénél!

Megoldas. Legyen A és B — tetszlleges s X t-matrixok az R felett. Megjeldljiik
ay,ay, ..., az-vel és by, by, ..., be-vel megfeleléen az A és B matrixok vektor-oszlopait. Akkor
a kovetkezd vektorrendszer

a, + by, a; + by, ...,a; + by, (D

nyilvanvaloan az A + B matrixdsszeg vektor-oszlopainak rendszere lesz.

Feltételezziik, hogy c¢q,cy,...,cx — az A matrix vektor-oszloprendszerének bazisa,
dy,dy, ..., d; — pedig a B matrix vektor-oszloprendszerének bazisa (k = rank 4, = rank B).

Akkor
K l
a; = Zyijcj: b; = z Simdm
j=1 m

=1
valamely y;;, 8;, valos szamokra, ahol i = 1,...,t;j =1,..,k;m =1, ..., L. Innen

k l
a; + bi = ZVUC] + Z 6lmdm (l =1,.., t)
j=1 m=1

Tehat az (1) vektorrendszer a

C1,Cg, oy Cxy dq,dy, ..., d;
vektorrendszer altal linearisan kifejezhet6. Innen kifolyolag, az (1) —es vektorrendszer
rangja nem tobb mint k + . Vagyis rank A + B < rank A + rank B.

42



Gyakorlatok
1. Szamitsa Ki az alabbi matrixok rangjat a beszegési aldeterminansok modszerével:

1 2 1 5 1 3 5 -1
2 -1 -3 4.

3 4 1
V3 30 of Ols 1 -1 o)
2 2 0 6 7 7 9 1
2 1 3 g s 1 -1 2 3 4
A 2 1 -1 2 0
c) ; dl-1 2 1 1 3 |t
1 -3 -5 0 -7
A 1 5 -8 -5 —12
3 -7 8 9 13

2. Keresse meg a A paraméter értékét, melyre az alabbi matrixnak a legkisebb a rangja:

31 1 4

A 4 10 1),
1 7 17 3/

2 2 4 3

3. Mivel lesz egyenld az alabbi matrixok rangja a A paraméter kiilonboz6 értékeinél:
N FUPSP I S

a2 -1 A 5], b
1 10 -6 1 2 3 ! >

2 3 1 9-22

4. Szamitsa ki az alabbi matrixok rangjat az elemi atalakitasok segitségével:
25 31 17 43
75 94 53 132

75 94 54 134 | b) (
25 32 20 48

26 98 23 -—-294 86

47 —67 35 201 155)
16 —428 1 1284 52

17 —-28 45 11 39
75 0 116 39 0
24 =37 61 13 50
171 —69 402 123 45 |.
c) ; df25 -7 32 -18 —-11]!
301 0 87 —417 -169
114 —46 268 82 30 311219 —43 =55
42 13 29 -55 —68

5. Bizonyitsa be, hogy ha a matrixhoz hozzacsatolnak egy sort (vagy egy oszlopot), vagy
nem valtozik a rangja, vagy megnovekedik eggyel!

6. Bizonyitsa be, hogy egy r-edrangu tetszéleges matrix felirhato elsérangi r szamu
matrixok 0sszegeként, de nem irhat6 fel kevesebb, mint r ilyen matrix 6sszegeként!

7. Legyen A = ||ai J|| —n > 1-edrendli matrix és r — ezen matrix rangja. Hatarozza meg az
adjungilt A* = ||Al-j|| matrix rangjat, ahol A;; — az A matrix a;; elemének algebrai
komplementere!
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11. Linearis egyenletrendszer. A Kronecker-Capelli tétel

Példafeladatok
1. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert:

2x1 + x5 +4x3 — 2x4 = 1,

{5x1_xZ+2.X3+X4_=7,
x1_3x2_6x3+SX4:0!

Megoldas. Kiirjuk a feltételben megadott egyenletrendszer
5 —1] 2 1
1 -3 -6 5

matrixat és megkeressiik a rangjat. A masodrendii M aldeterminans, amely az A matrix bal

fels@ sarkaban taldlhatd (bekeretezett), nullatol eltérd. A tovabbiakban kiszdmitjuk az M

aldeterminans 0sszes beszegési aldetermindnsait:

5 -1 2 5 -1 1
M, =|2 1 41=0, M, =2 1 -2|=0.
1 -3 -6 1 -3 5

fgy a rank A = 2. Most pedig megkeressiik a linearis egyenletrendszer bdvitett A matrixanak
rangjat. Ehhez elegendd kiszamitani az A matrix Ggynevezett karakterisztikus
aldetermindnsait, vagyis az M aldeterminans harmadrendi beszegési aldeterminansait,

amelyeket az A matrix nem tartalmaz. Esetlinkben csak egy ilyen aldeterminans létezik —

5 -1 7
My=1{2 1 1|=-35=%0.
1 -3 0

Tehat, a rankA = 3. Vagyis a Kronecker-Capelli tétel szerint az adott linearis
egyenletrendszer ellentmondo.

2. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert

3x1 — Xy + x3 +4x4 + 3x5 =4,

{ X1+ Xy —2X3— X4 +x5 =1,
X1 + 5x5 — 9x3 — 8x4 + x5 = 0!

Megolddas. Megmutathato, hogy a linearis egyenletrendszer megoldhato, amennyiben a
matrixanak és bdvitett matrixanak rangja egyenld nulldval. Matrixanak bal fels sarkaban

talalhatd masodrendi

uly il
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aldeterminans nullatol eltérd. Ezért azt a rendszert fogjuk megoldani, amely a feltételben adott
rendszer elsé két x; €s x, ismeretlenektdl vett egyenletébdl tevodik Ossze. A tobbi x3, x4, X5
ismeretleneket szabad ismeretlenként Kezeljiik és atvissziik ezen egyenletek jobb oldalara:

{ X1 +x, =1+ 2x3 + x4 — X5,
3X1—x2=4—x3—4x4—3x5.

A Cramer-szabaly szerint megkeressiik ennek a rendszernek a megoldasat

1+ 2x3 + x4 — X5

1
A= 4— xy — 4o, — 3%, _1|——5—x3+3x4+4x5,
_ 1 1+ZX3+X4_X5 _ .
A2‘|3 4—xy— 4y —3xg| ~ LT 7% T TXa;

A, 5 1 3
X1=M=Z+ZX3—ZX4—X5,
A, 1 7 7
X2=ﬁ=—z+2X3+Zx4.

fgy a feltételben megadott linearis egyenletrendszer altalanos megoldésa:

5 1 3 1,7 7
(Z+Za—zﬁ—6,—Z+Za+231alﬁ'6)’

ahol a, 8, § tetszbleges valds szamok.
Gyakorlatok
1. Vizsgalja meg az alabbi linearis egyenletrendszereket megoldhatosagukra és keresse

meg altaldnos és egy konkrét megoldasukat:

2x1 +7x, +3x3+ x4, =6, 2x1 — 3%, +5x3 + 7x4 =1,
a) {3xq + 5x, + 2x3 + 2x, = 4, b){ 4x; —6x, +2x3 + 3x, = 2,
Ox1 + 4x, + X3+ 7x4 = 2; 2x1 — 3x, — 11x3 — 15x, = 1;
3xq — 2x5 + 5x3 + 4x, = 2, 3x1; — 5x, + 2x3 + 4x, = 2,
C) 16x1 — 4x, + 4x3 + 3x, = 3, d){ 7x; —4x, + x3 + 3x4 = 5,
9x, — 6x5 + 3x3 + 2x, = 4; S5x1 + 7x; —4x3 — 6x4 = 3;

(3x1 + 2x, + 2x3 + 2x4 = 2,
2x1 + 3x, + 2x3 + 5x4 = 3,
f) < 9x1 + x5, +4x3 — 5x, = 1,
2x1 + 2x5 + 3x3 + 4x, =5,
\ 7x1 + X, +6x3 — X4 =7;

(2x, + 5x, —8x3 = 8,
4x, +3x5, —9%3 =9,
2x1 + 3x, —5x3 =7,
\x1 +8x, — 7x3 = 12;

e) <

(8x1 + 6x, + 5x3 + 2x4 = 21, 2x1 + 3x, + x3 + 2x4 = 4,
3x; + 3x, + 2x3 + x, = 10, 41 + 3%, +x3 + x4 =5,

g) 1 4x;+2x, +3x3+x4, =8, h) < 5x1 + 11x, + 3x3 + 2x4 = 2,
3x1 + 5x, + x3 + x4, = 15, 2x1 + 5%, + x5+ x4 =1,
\7x, + 4x, + 5x3 + 2x, = 18; X1 —7Xy — X3+ 2x4 = 7;
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2x1 — Xy + x3 + 2x4 + 3x5 = 2, 6x1 + 3%, + 2x3 + 3x4 + 4x5 =5,

i 6x1 — 3x, + 2x3 + 4x4 + 5x5 = 3, i) 4x, + 2x, + x3 + 2x4 + 3x5 = 4,
6x1 —3x, +4x3 +8x4 + 13x5 =09, 4x, + 2x, +3x3 + 2x4 + x5 =0,
4x, — 2xy + X3+ x4 + 2x5 = 1; 2x1 + x5 + 7x3 + 3x4 + 2x5 = 1!

2. Vizsgalja meg az alabbi linearis egyenletrendszereket megoldhatosagukra és a A

paraméter értékétdl fliggden keresse meg az altalanos megoldasukat:

(5x1_3x2+2x3+4X4=3, ( 3x1+2x2+SX3+4x4=3,

2) 4 4x1 — 2x5 +3x3+ 7x4 =1, b) 4 2x1 + 3x, + 6x3 +8x4 =5,
8x1 — 6x; —x3 —5x4 =9, —xq1 + 6x, + 9x3 + 20x, = 11,
\7x1 — 3%, + 7x3 + 17x, = 4; \ 4x; +x, +4x; + Axy = 2;
( 2xq —xy +3x3 +4x, =5, ( 2x1 + 3x, +x3+ 2x4 =3,
04 4xy — 2%, + 5x3 + 6x4 = 7, d) | 4x1 + 6x, + 3x3 + 4x4 =5,
6x1 —3x, +7x3 +8x4 =09, 6x1 +9x;, + 5x3 + 6x4 =7,
\Ax; — 4x, + 9x3 + 10x, = 11; 8x; +12x, + 7x3 + Axy = 9;
Ax1+ x5 +x3 =1, A+Dx;+x,+x3=1,
e){x1 +Axy, +x3 =1, ) x+(1+D)x, +x3 =4,
Xy 4+ x, +Axg = 1; X1+ x5 + (14 Dxz = A%

3. Vizsgalja meg az alabbi lineéris egyenletrendszereket megoldhatosagukra és az a, b, c,

d paraméterek értékétdl fiiggden keresse meg az altalanos megoldasaikat:

x+y+z=1, ax+y+z=1,
a){ ax+by+cz=d, b){x+by+2z=1,
a’x + b%y + ¢’z = d?; x+y+cz=1!
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12. Homogén linearis egyenletrendszerek

Példafeladatok

1. Keressiik meg az egyenletrendszer megoldasainak fundamentélis rendszerét s altalanos
megoldésat
X1+ X —X3— x4 — 2x5 =0,
X, —X4 —x5 =0,
X1 — Xy — X3 +X4_ =0,
X1+ 2x, — x3 — 2x4 — 3x5 = 0!
Megoldds. Elszor kiszamoljuk az (1) rendszer
1 1 -1 -1 -2
o 1 0 -1 -1
1 -1 -1 1 0
1 2 -1 -2 -3
matrixanak rangjat. Az A matrix bal felso sarkaban talalhato

(1)

A=

M=y ol=1
aldeterminans nullatol kiilonbozo. Kiszamitjuk az A matrix M aldeterminansnak megfeleld
Osszes harmadrendli beszegési aldeterminansait. Emellett figyelembe vessziik azt is, hogy az
A matrix harmadik és negyedik oszlopa megfeleléen ardnyosak az elsé és madsodik
oszlopokkal. Ezért azok az aldeterminansok, amelyek a harmadik és negyedik oszlopok altal

képzddnek, nullaval egyenléek. Az alabbi két aldeterminans kiszamitasa marad fent:

1 1 -2 1 1 -2
M; = |0 1 -11=0, .M,=|0 1 -1|=0.
1 -1 0 1 2 -3

Ezek szerint rank A = 2. Szamitasba véve, hogy a rangot meghataroz6 M aldeterminans
(bazis aldeterminans) az A matrix bal felsé sarkaban talalhatd, az (1) rendszerben az elso két
egyenletet hagyjuk meg, a bal oldalukon pedig — csak az elsé két ismeretlen fog szerepelni
(kotort ismeretlenek). A masik harom x3, x4, X5 ismeretlent szabadoknak nyilvanitjuk és az
egyenlet jobb oldalara vissziik at

{ xl+x2=X3+X4+2xS, (2)
xz == X4_ + x5.

Tablazatot szerkesztlink az x4, ..., x5 ismeretlenek szamdara, melyben elkiilonitjiik a szabad

és a kotott ismeretleneket, és a szabad ismeretleneknek a tablazatban feltiintetett értékeket

adjuk:

Xy | xy || x3 | x4 | xs

1 |0 0
0 (1 0
0 (O 1

1. tablazat



A szabad ismeretlenek értékeinek e harom készletének mindegyikére vonatkoz6an megoldjuk
a (2) rendszert és megtalaljuk az x;, x, kotott ismeretlenek megfeleld értékeit:

1) az els6é x3 =1, x4, = x5 = 0 készletre a (2) egyenletrendszerb6l azt kapjuk, hogy
X, =0,x;=1—x,=1;

2) amasodik x3 = 0, x, = 1, x5 = 0 készletre a (2) egyenletrendszerbdl azt kapjuk, hogy
X, =1, x;,=1—x, =0;

3) a harmadik x3 = x4, = 0, x5 = 1 készletre a (2) egyenletrendszerb6l azt kapjuk, hogy
X, =1, =2—x, =1.

fgy kitolthetjiik a szabad helyeket az 1. tablazatban és egy 1ij tablazatot kapunk:

X1 X2 X3 | X4 X5

1 0 1 (0 0
0 1 0 |1 0
1 1 0 |0 1

2. tdblazat

A 2. tablazat a (2) egyenletrendszer harom a; = (1,0,1,0,0), a, = (0,1,0,1,0), a3 =
(1,1,0,0,1) megoldasat adja meg és egyben az (1) homogén lineédris egyenletrendszer
megoldasait is.

Ezek a megoldasok az (1) egyenletrendszer fundamentalis rendszerét alkotjak. Ez abbol
kovetkezik, hogy az (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) vektorok lineérisan fiiggetlen vektorrendszert
alkotnak.

Az (1) egyenletrendszer altalanos megoldasa a fundamentalis rendszerének tetszoleges
linearis kombinacioja

61aq + 6,0, + 63a3 = (6, + 83,6, + 83,64, 65, 63),

ahol §;, 6,, 65 — tetszdleges valos szamok.

2. Az
1 -2 1 0 0
A=({0 0 -1 1 0
4 0 0 -6 2
matrix sorai az alabbi egyenletrendszer fundamentalis rendszerét alkotjak-e:

X1+ X, +x3+%x4+x5=0,
3x1 +2x, +x3+x4 —3x5 =0,

Xy + 2x3 + 2x4 + 6x5 = 0, 3)
S5xq +4x, + 3x3 + 3x4 — x5 = 07
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Megoldas. Konnyi meggy6zédni arrdl, hogy az A matrix minden sora a (3)

egyenletrendszer megoldasa lesz. Tovabba rank A = 3, amennyiben a harmadrendii

1 0 0
M=|-1 1 0|=2
0 -6 2

aldeterminans, amely az A matrix utols6 harom oszlopaban talalhatd, nem egyenlé nullaval.
Ezek szerint a matrix sorai linearisan fliggetlen vektorrendszert alkotnak.

Végiil, megkeressiik a (3) egyenletrendszer

1 111 1
_[3 2 1 1 -3
B= 01 2 2 6
5 4 3 3 -1
matrixanak rangjat. Az
O
M=l 2| =1

aldeterminans, amely a B matrix bal fels6 sarkdban talalhaté, nem egyenld nullaval.

Kiszamitjuk az M; aldeterminans 0sszes beszegési aldeterminansat:

11 1 11 1
M,=1{3 2 1|=0, My;=1|3 2 -=3|=0,
0 1 2 01 6
11 1 11 1
M,=1{3 2 1|=0, Ms=1|3 2 -3|=0.
5 4 3 5 4 —1

Tehat, rank B = 2. Innen kovetkezik, hogy a (3) rendszer fundamentélis rendszere harom
elembdl (megoldasbol) all. Ezért az A matrix sorainak linedris fliggetlenségébdl kovetkezik,
hogy a (3) egyenletrendszer barmelyik megoldasa linearisan kifejezhetd az A matrix sorain

keresztiil. Vagyis a matrix sorai a (3) egyenletrendszer fundamentalis rendszerét alkotjak.

Gyakorlatok

1. Keresse meg az egyenletrendszerek fundamentalis rendszerét és altalanos megoldasait:

([ X1+ 2xy +4x3 —3x4 =0,
3x; + 5x, + 6x3 —4x, = 0,
4x; + 5x, — 2x3 + 3x, =0,

3x1 + 8x, + 24x3 — 19x4 = 0;

( 3x; + 2x, + x3 + 3x4 + 5x5 =0, 3x1 + 5x, + 2x3 = 0,

6x1 + 4x, + 3x3 + 5x4 + 7x5 = 0, d) 4x, + 7x, + 5x3 =0,

9x1 + 6x5 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = 0, X1 +x, —4x3 =0,
3xq1 + 2x5 + 4x4 + 8x5 = 0; 2x1 + 9x, + 6x3 = 0;
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2x7 —4x5 + 5x3 + 3x4 =0,
b) 3x; — 6x, + 4x3 + 2x4 = 0,
4x, — 8xy, +17x3 + 11x, = 0;

a) <

C) <




( Xl—x3=0,
xZ_X4=O, {
—X1 +x3_X5=0,

e)<_xZ+X4_x6=O, f)
—x3+x5 =0,
\ _X4+x6:0;
2. Az

—24 43 =50

30 -5
A 9 -15 8 5 2,
4 2 9 =20 -3

matrixok sorai fundamentalis rendszerét alkotjak-e az alabbi egyenletrendszernek

X1 — X3 +x5 =0,
xz_X4_+x6=0,

X1 — X3 + X5 —x¢ =0,

xZ_X3+x6:0,
X1 — Xq4 + x5 = 0!

4 2 9
B={1 -11 2
9 -15 8

3% + 4x, + 3x3 + x4 + 6x5 = 0,
5x1 +9x, + 7x3 +4x4 + 7x5 = 0,

4-x1 + 3x2 _X3 _X4,

+ 11X5 = 0,

X1 + 6x5 + 8x3 + 5x4 — 4x5 = 07

3. Az alabbi matrix mely sorai alkotjak

6 2 3 -2
5 3 7 —6
8 0 -5 6
4 -2 -7 =5

—7
—14
13
—7

2x1 — 5x5 + 3x3 + 2x4 + x5 =0,
5x; —8x, + 5x3 + 4x, + 3x5 =0,
X1 —7x, +4x3 +2x, =0,

4x, —x; +x3+2x4 +3x5 =0

egyenletrendszer fundamentélis rendszerét?

4. Keresse meg azokat a homogén linearis egyenletrendszereket, melyek szamara az alabbi

vektorrendszerek a fundamentalis rendszerei lehetnének:

a) (3,4,2,1,6), (5,9,7,4,7);

5. Bizonyitsa be, hogy ha a homogén linedris egyenletrendszer rangjanak értéke eggyel

kevesebb az ismeretlenek szamanal, akkor a rendszer tetszéleges két megoldasa aranyos lesz

egymassal!

6. Legyen A — n ismeretlentdl vett n — 1 homogén linedris egyenletb6l allo rendszer
matrixa, M; — az A matrix aldeterminansa, amely az A matrix i-edik sora kihuzasaval kaphato

meg. Bizonyitsa be, hogy a linearis egyenletrendszer megoldéasai koziil az egyik az alabbi

szamrendszer

My, —M,, Ms, —M,, ..,

emellett, ha ez a megoldas nem nulla, akkor barmelyik masik megoldas aranyos lesz vele!
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b) (4,3,—1,—1,11), (1,6,8,5, —4)!

(_1)n_1Mn!

—20

13
5

-3
4
2

)



7. Felhasznalva az el6z6 feladat eredményeit, keresse meg az alabbi egyenletrendszerek

altalanos megoldasat:

2x1 + 3x2 + 5x3 + 6x4 = 0,
b) 3x1 + 4x2 + 6X3 + 7X4_ = 0,

){le + 3x2 + 4‘x3 = 0,
3x1+x2 +X3 +4x4 = 0'

6x1 + 5x2 + 6X3 = 0,

8. Bizonyitsa be, hogy a homogén linearis egyenletrendszer tetszéleges megoldasanak k-
adik komponense akkor ¢€s csak akkor lesz egyenld nullaval, ha a rendszer matrixanak rangja
a k-adik oszlop kihuzésa esetén eggyel csokken!

9. Milyen feltételek mellett lesz az inhomogén linedris egyenletrendszer tetszdleges

megoldasainak adott linearis kombindci6ja ismét megoldasa ennek a rendszernek?
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13. Csoportok. Gyiirik. Testek

Példafeladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy az egész szamok Z halmaza az egész szamok Osszeadasara nézve
csoportot alkot, a szorzasra nézve viszont nem lesz csoport. Az adott Z halmazon hozzunk fel
olyan példat binér miiveletre, amelyre nem teljesiil az asszociativitas tulajdonsaga!

Megoldas. Nyilvanvalo, hogy az egész szamok Osszeadasa binér mivelet lesz a Z
halmazon, amennyiben a meghatarozas szerint az egész szamok Osszege szintén egész szam.
Tovabba ismeretes, hogy ez a miivelet eleget tesz az asszociativitas tulajdonsaganak, vagyis
(a+b)+c=a+ (b+c) tetszbleges a,b,c € Z elemekre. Az egész szamok kozott
talalhat6 egy olyan 0 szam, amelyre a4+ 0 = 0+ a = a tetszbleges a € Z elemre. Végiil
tetszOleges a egész szamra létezik ellentétes —a egész szam a kovetkezd tulajdonsaggal:
a+ (—a) = (—a) + a = 0. Megjegyezhetjiik, hogy az egész szamok Osszeadasara teljesiil a
kommutativitas tulajdonsaga is, igy a Z halmaz Abel-csoportot alkot az 6sszeadasra nézve.

Masik esetben, amikor a Z halmazon a szorzés miivelete van megadva, lathatjuk, hogy:

1) ez a miivelet binér miivelet, amennyiben ab € Z tetszéleges a, b € Z elemekre;

2) (ab)c = a(bc) tetszoleges a, b, c egész szamokra,

3) az egész szamok kozott talalhatod egy olyan 1 szam, hogy 1-a = a -1 = a tetszlleges a
egesz szamra.

Azonban nem mindegyik a € Z elemre létezik inverz a~! € Z elem. Példaul a 2 egész
szamra nem létezik olyan x egész szam, amelyre 2x = 1. Igy a Z halmaz nem alkot csoportot
az egész szamok szorzasara nézve.

Végiil, megvizsgaljuk a kdvetkez6 binér miiveletet a Z halmazon:

mon=-m+(—n) (mmné€Z),
Ahol a + az egész szamok Osszeadasa, —a pedig az a egész szam ecllentétes eleme
(nyilvanvald, hogy m o n € Z tetszéleges m, n € Z elemekre). Akkor
(102)03=(-1+(-2))o3=—(-1+(-2))+(-3)=0%#4=10(203).

Az utolsé egyenldségbdl kovetkezik, hogy a ,,o” binér miiveletre nem teljesiil az
asszociativitas tulajdonsaga.

2. Mutassuk meg, hogy a valos elemekbdl allé 6sszes nem elfajult n-es matrixok GL(n, R)
halmaza a szorzasra nézve csoportot alkot!

Megoldas. Nyilvanvalo, hogy két tetszOleges GL(n, R)-bol vett nem elfajult matrix

szorzata a GL(n,R) nem elfajult matrixa lesz. Ez abbodl a tulajdonsagbol kovekezik, mely
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szerint két n-es matrix szorzatanak determindnsa ezen matrixok determinansainak szorzataval
egyenld. Igy a matrixok szorzasa binér miivelet lesz a GL(n, R) halmazon. Mint ismeretes, ez
a miivelet eleget tesz az asszociativitas tulajdonsaganak, valamint a GL(n, R) halmazban
létezik olyan egységelem a szorzas miveletét tekintve, melynek szerepét az n-ed rendi
egységmatrix tolti be. Végiil az inverz matrix létezésérdl szolo tételbdl az kovetkezik, hogy
egy tetszbleges nem elfajult A € GL(n, R) matrixra létezik inverz A~! € GL(n, R) matrix,
mivel nem elfajult matrixtol van sz6. Igy a GL(n, R) halmaz a matrixok szorzasara nézve
csoportot alkot. Ezt a csoportot teljes linedris n-edrendii csoportnak nevezzikk az R vlos
szamok halmaza fo6lott. Megjegyezziik, hogy a GL(1,R) — Abel-csoport lesz, viszont a
GL(n,R) (n > 1) nem alkot Abel-csoportot.

A GL(n,R) csoporton belill megvizsgaljuk az 6sszes SL(n, R) matrixok részhalmazat,
melyeknek determinansa eggyel egyenlé: SL(n,R) = {4 € GL(n,R)||A| = 1}. Tetsz6leges
A, B € SL(n, R) matrixokra

A,B € SL(n,R) és A~ € SL(n,R),
amennyiben |AB|=|A|-|B| =1, |A7!| =]A|7' =1. Tehat az részcsoport Kkritériuma
alapjan az SL(n,R) halmaz a GL(n,R) csoport részcsoportja lesz. Az SL(n,R) csoportot
specialis linearis n-edrendii csoportnak nevezziik az R halmaz f61ott.

A GL(n, R) csoportban megvizsgaljuk az dsszes GL(n, Q) matrix részhalmazat, melyeknek
elemei racionalis szamok. (vagyis az 0sszes nem elfajult n-es matrix halmaza a Q folott). A
két matrix szorzatardl szold meghatirozas €s az inverz matrix megtalalasanak szabalya
alapjan az kovetkezik, hogy a GL(n, Q) két tetszéleges matrixdnak szorzata a GL(n, Q)
matrixa lesz és a GL(n, Q) tetszéleges matrixanak inverze szintén a GL(n, Q) matrixa lesz.
Hasonldan az el6zd esethez itt is azt kapjuk, hogy a GL(n,Q) — a GL(n,R) csoport
részcsoportja lesz.

3. Bizonyitsuk be, hogy az M halmaz sajat magara torténd Osszes bijektiv leképezésének
Sy halmaza a leképezések szorzasat tekintve csoportot alkot!

Megoldas. Legyen f,g — az M halmaz sajat magdra torténd tetszdleges bijektiv
leképezései. Eloszor megmutatjuk, hogy fg — szintén az M halmaz sajat magara torténd
bijektiv leképezése, vagyis hogy az S leképezéseinek szorzasa binér miivelet lesz az Sy
halmazon.

Legyen my,m, — az M halmaz tetszéleges kiilonboz6 elemei. Akkor g(m,) # g(m,)
(amennyiben g — bijektiv). Innen f(g(m,)) # f(g(m,)) (amennyiben f — bijektiv). Ezért
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fg(my) # fg(m,). Ez elsésorban azt jelenti, hogy az fg szorzat az M halmaz sajat magara
torténd injektiv leképezése. Tovabba legyen m — az M halmaz tetszdleges eleme. Akkor az M
halmazban létezik egy olyan n elem, hogy f(n) =m (mivel az f bijektiv leképezés).
Hasonldan az M halmazban Iétezni fog egy olyan r elem, hogy g(r) = n. Tehat, fg(r) =
f(g() = f(n) = m. Igy sikeriilt bebizonyosodnunk arrol, hogy egy tetszéleges m € M
elemre 1étezik olyan r € M elem, hogy fg(r) =m. Vagyis az fg szorzat szirjektiv
leképezés lesz, ezért az M halmaz sajat magara torténd bijektiv leképezése is.

Mint ismeretes, az S,,, leképezéseinek szorzasara teljesiil az asszociativitas tulajdonsaga.
Az egységelem szerepét az Sy,-ben az M halmaz sajat magara torténd azonos ey, leképezése
tolti be (ey(m) =m (m € M); ey — nyilvanvaloan egy bijektiv leképezés). Azt kell még
bebizonyitanunk, hogy tetszbleges f € S, leképezésre 1étezik inverz f 1 € Sy, leképezés.

Legyen f — az M halmaz sajat magara torténd tetszoleges leképezése. Akkor egy
tetszOleges m € M elemre létezik egyetlen n € M 6skép, vagyis olyan, hogy f(n) = m.
Megjeloljiik az m elem n  6sképét f~1(m)-el. Megvizsgaljuk a g : M - M leképezést,
amely a kovetkezé szabaly szerint van meghatdrozva: g:m - f~1(m) (meM). A g
leképezés bijektiv lesz. Valoban, hisz a g leképezés szerint tetszéleges m € M elem az f(m)
elem képe lesz, amennyiben g(f(m)) = f~1(f(m)) = m. Tovabba kiilonbdzd tetszdleges
my,m, € M elemekre g(m,) # g(m,). Amennyiben ellenkezd esetben m; = f(g(my)) =
f(g(my)), de ez lehetetlen. Végiil megmutatjuk, hogy a g leképezés az f leképezés inverze
lesz. TetszOleges m € M elemre

fgm) = f(gm)) = f(f~*(m)) =m,
gfm) = g(f(m) = f*(f(m)) = m.
Vagyis fg = gf = en.

Ebbdl kifolydlag, az Sy, csoportot alkot a leképezések szorzasara nézve.

Megjegyzés. Ha M = {1,2,...,n}, akkor az S, csoport elemei n-ed rendii permutaciok
lesznek. Tehat az 6sszes n-ed rendii permutéciok S, halmaza a permutaciok szorzasat tekintve
csoportot alkot, amelyet n-edfoku szimmetrikus csoportnak neveziink.

4. Bizonyitsuk be, hogy az

UT(2,Z) = {((1) T) |m € Z}

csoport a matrixok szorzasat tekintve izomorf az egész szamok Z' csoportjaval az

Osszeadasra nézve!
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Megoldds. Megvizsgaljuk az f : UT(2,Z) —» Z* leképezést, amely a kovetkezd szabaly

szerint van meghatarozva:

f:(é M-m (men).

Nyilvanval6, hogy f — bijektiv leképezés. Legyen

= -G )

—az UT (2, Z) tetszb6leges matrixai. Akkor

AB=G mjﬂ.

Ezért f(AB) = m +n = f(A) + f(B). Igy a csoportok izomorfizmusanak definiciéja szerint
UT(2,Z) = Z*.

5. Az egész szamok Z halmaza az 6sszeadas ¢s szorzas miiveleteit tekintve gyiri, test lesz-
e?

Megoldas. Az 1. példa megoldasabol az kovetkezik, hogy az egész szamok Osszeaddsa és
szorzasa binér miivelet a Z halmazon, emellett az Osszeadasra nézve a Z halmaz Abel-
csoportot alkot, az egész szdmok szorzasara pedig teljesiilnek az asszociativitds és
kommutativitas tulajdonsagai. Ezen kiviil a Z halmazban a szorzas miiveletét nézve létezik
egységelem. Ismeretes, hogy az egész szdmok Osszeaddsa és szorzasa Osszefiigg a
disztributivitas torvényével, vagyis tetszbleges a, b, c € Z elemekre a(b +c) = ab + ac. A
fentebb emlitettek azt jelentik, hogy az egész szdmok Z halmaza az 6sszeadésra és a szorzasra
nézve kommutativ egységelemes gyliri. Azonban a Z gytirli nem lesz test, mivel példaul a
nullatol kiilonbozo 2 a Z nem invertalhato eleme.

6. Az Osszes paratlan egész szamok halmaza gylriit alkot-e az egész szamok
Osszeadasanak és szorzasanak miiveletére nézve?

Megoldas. Nyilvanval6, hogy tetszOleges paratlan egész szdmok Osszege paros szam
lesz. Ezért a paratlan egész szdmok Osszeadasa nem lesz binér miivelet a paratlan egész
szamok halmazan. Igy ez a halmaz nem alkot gyfiriit a megadott miiveletre nézve.

7. Bizonyitsuk be, hogy a valdés szamok halmazanak Q(\/?) = {a + bV3 |a, b € Q}
részhalmaza testet alkot a valds szamok Osszeadasanak és szorzasanak miiveletére nézve!

Megoldas. A (@(\/§) halmazbeli valés szdmok Osszeadasa €s szorzédsa binér miiveletek
lesznek ezen a halmazon, amennyiben tetszéleges a; + b;V3, a; + b,V3 € Q(V3) elemekre
(a; + b1V3) + (ay + b,V3) = (a; + a,) + (by + by)V3 € Q(V3),
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(a1 + bl\/g)(az + bz\/g) = (a1a2 + 3b1b2) + (a1b2 + azbl)\/§ € Q(\/g)
Ismeretes, hogy a valds szamok 0sszeaddsa €s szorzasa, tobbek kozott a @(\/§) halmazbeli

szamok s, kielégitik az asszociativitds ¢és a kommutativitds tulajdonsagait. Emellett
kapcsolatban allnak a disztributiv térvénnyel is.

A Q(v3) halmaz tartalmazza a 0 és 1 szamokat (0 = 0 + 0v3, 1 =1+ 0V3). Ezek a
szamok megfelelden a null és egységelem szerepét jatszak az Osszeadds €s szorzas miiveletét
tekintve.

Amennyiben tetszdleges a, b € Q szdmokra léteznek ellentétes —a, —b € Q szamok, akkor
tetszéleges a + bv/3 € Q(\/g) szémra 1étezik ellentétes —(a + b\/§) = (—a) + (-b)V3 €
Q(\/g) szam (nyilvanvalo, hogy (a + bV3) + ((—a) + (=b)V3) = 0). Végiil megmutatjuk,
hogy tetsz6leges nem null a + bV3 € Q(\E) szamnak létezik invereze a (@(ﬁ)-ban.
Amennyiben a és b egyidejiileg nem egyenlék nullaval, akkor a? — 3b? # 0. Mert ellenkezd

esetben a = +b+/3, ami nem lehetséges egyetlen a, b racionalis szamra sem. Megvizsgaljuk

az a2—a3b2 + aZ:sz V3 € Q(V3) szémot. Kiszdmitjuk a kdvetkezd szorzatot
a —b a®* —3b* ba-—ab
+ bV3 ( + 3) = + 3=1
(e + V)G gpt o V¥~ e

gy meggy6z6dtiink arrdl, hogy ez a szam az a + b+/3 szam inverze lesz.
Ebbdl kifolyolag az kovetkezik, hogy a Q(v3) halmaz testet alkot a Q(v/3) halmazbeli
valos szamok 0sszeadasara és szorzasara nézve.
8. Legyen K — gyiirii. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges a € K elemre a-0=0 (0 a K
gytiri null eleme)!
Megoldas. Legyen a —a K gytiri tetszéleges eleme. Akkor
a-(0+0)=a-0,
amennyiben 0 — a K gytirt null eleme. Mas szempontbdl a disztributivitas tulajdonsagabol az
Osszeadas és szorzas miiveleteit tekintve azt kapjuk, hogy
a'0+a-0=a-0.
Ehhez az egyenléséghez hozzaadva az a - 0 elem ellentétes elemét (amely létezik, mivel K —
gylirli) azt kapjuk, hogy
—(a-0)+(a-0+a-0)=—-(a-0)+a-0.

Innen, felhasznalva az asszociativitds tulajdonsadgat az Osszeadast tekintve és az ellentétes

crer
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9. Legyen K — gytiri. A K gytrii nem nulla a és b elemeit nullosztoknak nevezziik, ha
ab = 0. Bizonyitsuk be, hogy egy test sem tartalmaz nullosztokat!

Megoldas. Ezt az indirekt modszer segitségével fogjuk bizonyitani. Legyen F — test, amely
tartalmazza az a és b nullosztokat. Akkor a meghatarozas alapjan ab = 0, ahol a # 0 és
b # 0. Amennyiben a # 0, akkor az F testben az a elemnek létezik a™! inverz eleme.
Megszorozzuk az ab = 0 egyenléséget baloldalrol a~t-el és megkapjuk, hogy a~1(ab) =
a~1-0.Innen 1-b = 0, vagyis b = 0. Ezzel ellentmondast kaptunk, tehat semelyik test sem
tartalmaz nullosztdkat.

Megjegyzés. Léteznek olyan gylirlik, melyek tartalmazhatnak nullosztokat. Példaul az R,

gylriiben minden valds elemii 2 X 2-es matrix esetében az Osszeadas és szorzas miiveletét

G2 (7))

matrixok nullosztok lesznek (gydzddjiink meg errdl 6nalldan).

tekinteve az

Gyakorlatok

1. Az alabbi halmazok koziil melyek alkotnak csoportot a megadott miiveletre nézve:

a) aracionalis szamok halmaza az 6sszeadas miiveletét tekintve;

b) aracionalis szamok halmaza az szorzas miiveletét tekintve;

C) az Osszes pozitiv racionalis szam halmaza az szorzas miveletét tekintve;

d) egy adott a # 0 valds szam egész kitevoji hatvanyainak halmaza a szorzas muveletét
tekintve;

e) az egész szamok halmaza, hogyha a miivelet a kovetkezéképpen van meghatarozva:
a*b=ab;

f) az egész szamok halmaza, hogyha a muivelet a kovetkezoképpen van meghatarozva:
ax*b = a’b?

g) akomplex szamok halmaza adott ¢ argumentummal a szorzas miiveletét tekintve;

h) az 6sszes komplex n-edik egységgyokok halmaza a szorzas miiveletét tekintve;

1) a nullatol eltéré Osszes komplex szam halmaza, melyeknek abszolut értéke nem
nagyobb egy rogzitett r szamtol, a szorzas miiveletét tekintve;

J) az 6sszes n-ed rendii paros permutaciok halmaza a szorzas miiveletét tekintve;

K) az Osszes n-ed rendii paratlan permutaciok halmaza a szorzas miiveletét tekintve;

I) az R™ halmaz 6sszes n-dimenzids vektora az dsszeadas miiveletét tekintve az R felett;
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m) a sik Osszes elforgatisanak halmaza egy rogzitett pont koriil az elforgatasok
folyamatos miiveletét tekintve;

n) a sik Osszes parhuzamos eltolasanak halmaza a parhuzamos eltolasok folyamatos
miiveletét tekintve!

2. Bizonyitsa be, hogy egy tetszdleges G csoportban egyetlen egységelem ¢€s egyetlen
inverz elem 1étezik a G csoport tetszoleges elemére!

3. Legyen G — e egységelemet tartalmazo csoport a szorzas miiveletét nézve. Bizonyitsa
be, hogyha tetszdéleges a € G elemre a? = e, akkor a G — Abel-csoport!

4. Legyen Gq, G, — megfelelden e; és e, egységelemeket tartalmazo6 izomorf csoportok
és f: G; = G, — olyan bijektiv leképezés, hogy tetszéleges a,b € G, elemekre f(ab) =
f(a)f(b). Bizonyitsa be, hogy tetszbleges a € G, elemre f(e;) = e, és f(a™1) = f(a)™!

5. Bizonyitsa be, hogy az egész szamok Z csoportja az Osszeadds miiveletére nézve
izomorf lesz egy adott természetes n szam egész tObbszoroseinek nZ  csoportjaval az
Osszeadas miiveletét tekintve!

6. Bizonyitsa be, hogy a valos szamok csoportja az Osszeadasra nézve izomorf lesz
pozitiv egész szamok csoportjaval a szorzas miiveletét tekintve!

7. Bizonyitsa be, hogy egy tetszéleges n-edrendli csoport izomorf lesz az n-edfoku
permutacidk S,, csoportjanak valamely részcsoportjaval!

8. Keresse meg az 0sszes 3-adrendil csoportot (az izomorfizmus pontossagaval)!

9. Keresse meg a Z*' egész szamok csoportjanak Osszes részcsoportjat az sszeadds
miveletére nézve!

10. Irja ki a 3-adrendii permutéciok S; csoportjanak dsszes részcsoportjat!

11. Az alabbi halmazok koziil melyek alkotnak gytiriit (testet) a megadott miiveletre
nézve:

a) az Osszes paros egész szam halmaza az Gsszeadas €s szorzas miiveletét tekintve;

b) egy adott természetes n szam egész tobbszoroseinek halmaza az dsszeadas és szorzas
muveletét tekintve;

C) az Osszes racionalis szam halmaza az Gsszeadas és szorzas miveletét tekintve;

d) az Gsszes valds szamok halmaza az Gsszeadas és szorzas miiveletét tekintve;

e) az Osszes komplex szam halmaza az Gsszeadas és szorzas miiveletét tekintve;

f) aza+ b2 alakua valds szamok halmaza, ahol a, b — egész szamok, az Osszeadas és
szorzas muveletét tekintve;

g) az a + b3/3 alaku valds szamok halmaza, ahol a, b — racionalis szamok, az Gsszeadés

és szorzas muveletét tekintve;

58



h) az a + bi alaka komplex szamok halmaza, ahol a, b — egész szadmok, az Gsszeadas és
szorzas muveletét tekintve;

i) az a + bi alaki komplex szamok halmaza, ahol a, b — racionalis szamok, az 6sszeadas
és szorzas muveletét tekintve;

J) az Osszes egész elemii n-es matrixok halmaza az Osszeadas és szorzas miveletét
tekintve;

K) az Osszes valds elemii n-es matrixok halmaza az Osszeadas és szorzas miiveletét

tekintve;

. . .f(a b . . . .
I) az Gsszes a, b racionalis elemii alakd matrix halmaza az 6sszeadas és szorzas
a

2b
muveletét tekintve!

12. Legyen K — 1 egységelemet tartalmazé gyliri. Bizonyitsa be, hogy tetszdleges
a,b € K elemekre igazak a —(—a) = a, (—1) - a = —a, (—a)(—b) = ab egyenldségek!
13. Bizonyitsa be, hogy a valds elemli n-es matrixok gylirijében csakis az elfajult

martixok lesznek nullosztok!

14. Bizonyitsa be, hogy az Gsszes ( Z) alaka matrixok halmaza, ahol a, b — valos

a
-b
szamok, a matrixok Osszeadasanak és szorzasanak miiveletét tekintve testet alkot, amely

izomorf a komplex szamok testével!

15. Bizonyitsa be, hogy az (ZZ

a + b2 alaku elemekbdl allo szamok testével (a, b racionalis szamok)!

z) alaku elemekbdl all6 matrixok teste izomorf az
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14. A polinomok gyiiriije
Példafeladatok

1. Hatarozzuk meg az (x3+ x? —x — 1)(x? — 2x — 1) polinomok szorzatit a valds
szamok teste felett!

Megoldds. Tetszbleges ap,x™ + -+ a;x + ay polinom felirhaté, mint n+ 1 polinom
Osszege (ezeket egytagoknak nevezzik) a,x",...,a;x,a,. Figyelembe véve ezt ¢és
felhasznélva az asszociativitas, kommutativitas, disztributivitas tulajdonsdgait a polinomok
Osszeadasara és szorzasara azt kapjuk, hogy

B +x?—x—-1D*-2x—-1) =
=x°—2x*—x34+xt—2x3 —x? -3+ 2x?+x—x%?+2x+1=
=x°—x*—4x3+3x + 1.

2. Osszuk el az f(x) = x® —3x2 —x — 1 polinomot a g(x) = 3x? — 2x + 1 -re a valds
szamok teste felett!

Megoldds. Az f(x) polinom

fx) =q(x)g(x) +rx) 1)
alakban valo kifejezéséhez, az ay 1xkl egytagot olyan modon adjuk meg, hogy az f;(x) =
f(x) —a,x*1g(x) polinom fokszama kisebb legyen a g(x) fokszamatol. Ezutin
kivalasztjuk az aj,x*2 egytagot ugy, hogy f,(x) = fi(x) — ay,x*2g(x) fokszama kisebb
legyen, mint a g(x) fokszama és igy tovabb. Az egyik ilyen 1épésnél az f,(x) polinom
fokszama kisebb lesz a g(x) fokszamatol, vagy f,,(x) = 0. Akkor az

) = (ap,x* + ag,x*2 + -+ ay,_ x*n=1) g(x) + f(x)
egyenlet az f(x) polinom felirasa lesz az (1)-es alakban.
A feltételben megadott polinomra a fentebb vazolt miveleteket a kovetkezé abran

illusztraljuk:
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x3—3x*—x-1 |3x2—2x+1

2 1 7
x3 —x?+-x =x—=
3 3 9
7 2
—-x?—-x-1
3 3
7 14 7
T2 M, 7
3 97 9
26 2
_—x—_
97 9

Tehat a feltételben megadott f(x) polinom g(x) polinomra val6 osztasakor a hanyados és a

. . 1 7, 26 2.
maradék megfeleléen az X5 —Tx—3 polinomok lesznek.

3. Milyen feltétel mellett fog osztédni az x3 + px + q polinom az x + mx + 1 polinomra
(g, m € R)?

Megoldis. Tegyiik fel, hogy az x3 + px + g polinom osztodik az x? + mx + 1 polinomra,
vagyis

x3 4+ px +q = (x* + mx + 1)h(x) (2)
valamely h(x) € R[x] polinomra. A polinomok szorzasanak meghatarozasabol kovetkezik,
hogy a h(x) elsé foku polinom és a kovetkezé alakban irhatd fel: h(x) =ax +b (a,b €
R; a # 0). Akkor a (2)-es egyenléségbdl az alabbi egyenldséget kapjuk

x3+px+q=ax®+ (am+ b)x? + (bm —a)x — b.
Innen a=1, am+b =0, bm—a =p, —b = q. Ezekbdl az egyenletekbdl elsé sorban az
kovetkezik, hogy az x3 + px + q és az x? + mx + 1 polinomok oszthatésaganak sziikséges
feltétele a kovetkezd egyenldségek rendszere: m=gq, p=—q?—1. Nem nehéz
meggy6zddni arrol, hogy ezen egyenldségekbdl kovetkezik a feltételekben megadott
polinomok oszthatosaga.

4. Keressiik meg az f(x) = x> — 2x* + x3 + 7x? — 12x + 10 és a g(x) = 3x* — 6x3 +
+5x2 + 2x — 2 polinomok legnagyobb kozds osztdjat!

Megoldds. AZ f(x) és g(x) polinomok legnagyobb kdzos osztojat Euklideszi algoritmusa
alapjan fogjuk keresni. Mivel a polinomok legnagyobb kozos osztdja egy nem nullds
szorz6(tényezd) pontossagaval fejezédik ki, ezért, hogy elkeriiljiik a tort egyiitthatokat,
megengedett, hogy szorozzuk az osztot €s az osztandot egy barmilyen nem nulla szdmra. Ez a
miivelet nem csupan az osztasi folyamat elején, de a folyamat menete soran is elvégezhetd.

1. 1épés. Osztjuk a 3f (x) polinomot a g(x)-re:
3x> — 6x* + 3x3 + 21x2 — 36x + 30 =
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= x(3x* — 6x3 + 5x2 + 2x — 2) + (—2x3 + 19x? — 34x + 30).
Megkapjuk az r; (x) = —2x3 + 19x% — 34x + 30 maradékot.

2. 1épés. Osztjuk a 2g(x) polinomot a —r;(x)-re. Ezt a kovetkezé abrat felhasznalva

végezziik el:

6x* —12x3 4+ 10x%+ 4x—4 | 2x3 —19x2% + 34x — 30
6x* — 57x3 +102x% — 90x | 3x + 45

(szorozzuk 2-re) 45x° — 92x* +  94x — 4
90x3 — 184x%2 + 188x — 8

(szorozzuk L-re)
671

90x3 — 855x2% + 1530x — 1350
671x% — 1342x + 1342
x2— 2x+2

Megjegyzés. Az 1,(x) = x2 —2x + 2 polinom nem lesz a 2g(x) polinom osztisanak

maradéka a —r; (x)-re vald osztasakor, viszont a ( f(x), g(x)) = (-1 (x), rp(x)).

3. 1épés. Osztjuk a —r; (x) polinomot az r, (x)-re:
2x3 — 19x2 + 34x — 30 = (2x — 15)(x? — 2x + 2).

Mivel a maradék az utolsd osztas soran 0-val egyenld, a feltételekben megadott f(x) és g(x)

polinomok legnagyobb kdzos osztdja az r,(x) = x? — 2x + 2 polinom lesz.

Gyakorlatok

Szamitsa Ki az alabbi polinomok szorzatat a komplex szamok teste felett:
Cx*—x3+x2+x+1)(x? —3x+1);

(3x° + 2x? — 1)(2x* — 5x3 + 6x2 + 4);
(1-Dx3+Q2+3Dx2—ix+1+ D)1+ i)x—3);

(ix3 —4)(—x*+ (B —-i)x2+7—1)!

Ossza el az f(x) polinomot a g(x) polinomra a komplex szamok teste felett, ha:
f(x) = 2x* — 3x® + 4x* — 5x + 6, g0 = x% —3x + 1;

fx) =3x° +2x% — 1, g(x) =3x3 —3x — 2;

fx) =(—1+4+5)x3—(6+11D)x% + (3 + 5i)x + 2 — 5i,

gx) =0 +ix—3;

fx) =(=14+3)x* +9x3 + (=9 + 3))x% + (7 + 6))x — (2 + 2i0),
gx) =ix?+ (2 —i)x—2+ 3i!
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3. Milyen feltételek mellett fog osztodni az f(x) polinom a g(x) polinomra a valds
szamok teste felett, ha:
a) f(x)=ax®+bx?*+1, gx)=(x-1?% (ab€R);

b) f(x)=x*+px?+q, gx)=x*+mx+1 (p,q,m € R)?
4. Hatarozza meg a polinomok legnagyobb kdz0s osztojat:

a) x*+x3—-3x2—-4x-1 és x3+x2—x—1;

b) x5+x*—x3-2x—-1 és 3x* +2x3 + x%2 +2x - 2;
c) x6—7x*+8x3—-7x+7 és 3x% — 7x3 + 3x2% — 7;

d x5 +x*—x3-3x2-3x-1 és x*—2x3 —x%2 —2x+1;

e) x*—10x2+1 és  x* — 42x3 + 6x% + 4V2x + 1;

f) x*—4x3+1 és x3 —3x% + 1!

5. Felhasznalva az Euklideszi algoritmust, hatarozza meg azokat az u(x) és v(x)
polinomokat, melyekre teljesiil, hogy u(x)f(x) + v(x)g(x) = d(x), ahol d(x) = (f(x),
g(x)), hogyha:

a) f(x)=x*+2x3—x?—4x -2, gix) =x*+x3 —x%2—-2x-2;
b) f(x) =x°+3x*+x%+x? +3x+1, gx) =x*+2x3 +x + 2;
c) f(x)=3x3—-2x2+x+2, gx)=x*—-x+1,

d f(x)=x*—x3—4x? +4x + 1, gix) =x*—x—1!

6. A hatarozatlan egyiitthatok modszerének segitségével hatarozza meg az u(x) és v(x)
polinomokat ugy, hogy teljesiiljon: u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1, hogyha:

a) f(x)=x° g(x) = (x - 1%

b) f(x) =x*—4x3+1, g(x) =x3—3x2 + 1!

7. Hatarozza meg azt a legkisebb fokszamu polinomot, mely az (x — 1)%-re vald
osztasakor 2x maradékot, az (x — 1)3-re val6 osztasakor pedig 3x maradékot ad!

8. Legyen u(x)f(x) +v(x)g(x) = d(x), ahol d(x) — az f(x) és g(x) polinomok
legnagyobb kozos osztdja. Mivel egyenld az u(x) €és v(x) polinomok legnagyobb kozos

osztoja?
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15. A polinomok gyokei
Példafeladatok

1. Osszuk el az f(x) = x* — 2x3 + 4x% — 6x + 8 polinomot a g(x) = x — 1 polinomra!

Megoldas. Mivel a g(x) — linearis polinom 1-es féegyiitthatoval, ezért az f(x) polinomot
a g(x) polinomra Horner-elrendezéssel osztjuk. Szerkesztiink egy tablazatot, melynek els6
soraban az f(x) polinom egyiitthatoi allnak kezdve a féegylitthattol. A masodikban pedig a
hanyados és a maradék megfeleld egyiitthatdi, amelyeket folyamatosan fogjuk kiszamitani,

valamint a baloldalon elhelyezziik a g(x) gyokét, esetiinkben az 1-est.

1 -2 4 —6 8

1/ 1] 1:1-2=-1 | 1-(-1)+4=3| 1-3-6=-3 |1-(-3)+8=5

fgy az x® — x? + 3x — 3 — hanyados, az 5 — pedig maradék az f(x) polinom g(x)-re
vald osztasakor.

2. Bontsuk fel az f(x) = x* + 2x3 — 3x? — 4x + 1 € R[x] polinomot az x + 1 linearis
polinomok hatvanyi szerint (vagyis irjuk fel a kovetkez6 alakban: f(x) = a,(x + )" + -+ +
a;(x ++1)+ayg,n € NU{0} és ag,aq, ..., an € R)!

Megoldas. Legyen f(x)=a,(x+D"+-+a;(x+1)+a,, neNU{0} ¢s
ag, 4y, ..., a, € R. Akkor konnyen belathatd, hogy n = 4 és a, = 0 — maradék, az
fi(x) = a,(x + 1)3 + as(x + 1)% + a,(x + 1) + a, pedig hanyados az f(x) polinom x + 1-
re valo osztasanal. A kovetkezéekben hasonloan azt kapjuk, hogy a; — maradék, az f,(x) =
as(x + 1)3 + az(x + 1) + a,— hanyados az f; (x) polinom x + 1-re val6 osztdsanal;

a, — maradék, az f3(x) = a,(x + 1) + az— hanyados az f,(x) polinom x + 1-re vald
osztasanal; végiil, a; — maradék, az f,(x) = a, — hanyados az f3(x) polinom x + 1-re valo
osztasanal. Tehat az aq, ..., a, egyltthatok meghatarozasdhoz folyamatosan osztani kell elébb
az f(x)-et majd pedig a megfeleld hanyadosokat x + 1-re. Ezt a Horner-elrendezés
algoritmuséanak segitségével végezziik el, felhasznalva az igy nevezett ,,bovitett” Horner-

elrendezést.
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1 2 -3 —4 1
-1 1 1 —4 1
-1 1 0 —4 4
-1 1 -1 -3
-1 1 -2
-1 1

A kijelolt szamok a tdblazatban megadjak a keresett ay, ..., a, egyiitthatokat. Tehat,
f)=@+D*—2(x+1)* -3+ D*+4(x+ 1) + 1.

3. Hatarozzuk meg az f(x) = x°+ 7x* + 16x3 + 8x? — 16x — 16 polinom —2-es
gyokének multiplicitasat!

Megolddas. Mivel az f(x) polinom —2-es gyokének multiplicitasa egyenlé a legnagyobb
olyan természetes k szammal, melyre igaz, hogy az f(x) osztédik az (x + 2)¥-ra, ezért, mint

ahogy az el6z6 példékban is, alkalmazzuk Horner-elrendezés algoritmusat ezen szam

meghatarozasahoz.
1 7 16 8 —16 —16
-2 1 5 6 —4 -8 0
-2 1 3 0 —4 0
-2 1 1 -2 0
-2 1 -1 0
-2 1 -3

Tehat, f(x) = (x + 2)*(x — 1). Innen azt kapjuk, hogy f(x) polinom —2-es gydkének
multiplicitasa 4-el egyenld.

4. Bizonyitsuk be, barmilyen hidromnal nagyobb természetes n szamra az 1-es szdm
hdromszoros gyoke(3 a multiplicitasa) lesz az f(x) = x*" —nx"*1 +nx"1 -1
polinomnak!

Megoldds. E16bb leellenérizziik, hogy az 1-es gyoke-e az f(x) polinomnak:
F(1) = 12" — 1™ 4 n1n1 -1 =0,
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Ezek utan kiszamitjuk az f(x) polinom elsé harom derivaltjat, aztan pedig megfelel6en

ezen derivaltak értékét az x = 1 ismeretlen értékénél.
f'(x) =2nx* !t —n(n+ Dx™ + (n — DHnx"?,
') =Cn—1)2nx"?2 —n?(n+ Dx" 1+ (n—2)(n — Dnx" 3,
f"(x)=02n-2)2n—1D2nx*" 3 — (n— Dn’(n+ 1)x" 2 +
+(n—=3)(n—2)(n— nx""%
ffA)y=2n-nn+1)+nm-1)n=0,
ffO=Cn-1D2n-n*n+ 1)+ n-2)(n—1n =0,
"M =Cn-2)2n—1)2n—(n—Dn*(n+1) +
+n—=3)(n—-2)(n—1n =2n%-—n? #0.
Ebbél az kovetkezik, hogy a —1 az f(x) polinom gyokének multiplicitasa 3-mmal egyenld.

5. Keressiik meg az x™ + a;x™" 1 + --- + a,, polinom gyokei négyzeteinek 6sszegét?

Megoldas. Legyen &4, ¢&,, ..., &, — a feltételben megadott polinom 6sszes gyoke. Akkor
SGH& ot =Gt bt &) -
—2(&6 + G+ G G+ 61 &) = (—a)? - 2a, = a,” - 2a,.

6. Bontsuk fel az f(x) = x* + 4 polinomot irreducibilis szorzatokra a valés szamok teste
felett!

Megoldds. EI6bb felbontjuk az f(x) polinomot linearis szorzatokra a komplex szamok
teste felett. Ehhez megkeressiik a polinom gyokeit. Ezek nyilvanvaléan a —4 negyedfoku

gyokei lesznek:

flzl‘l‘i, 62:_1+l, 63:1_1:, 54:_1_1

Akkor
xt+a=((x—-1-DEx—-1+))((x+1-Dx+1410) =

=(x?—2x+2)(x% + 2x + 2).
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Az x? —2x + 2 és x? + 2x + 2 polinomok irreducibilisek a valés szamok teste felett,
mivel nem rendelkeznek valos gyokokkel, ezért nem bonthatéak fel valds linearis polinomok

szorzataként.

Gyakorlatok

1. A Horner-elrendezés algoritmusanak segitségével szamitsa ki az f(x) polinom f(c)

értékét (amikor x = ¢), ha:

a) f(x)=5x*—19x3 —7x2+9x + 3, c=2;
b) f(x) =3x*+4x3 + 5x% + x + 33, c=-2;
¢) f(x)=x%+1+2D)x*—(1+3D)x%+7, c=-2-1il

2. Bontsa fel az f(x) polinomot az x — ¢ hatvanyai Szerint, valamint keresse meg azok

derivaltjainak értékét amikor x = c, ha:
a) f(x)=x5, c=1;
b) f(x)=x*—8x3+ 24x? — 50x + 90, c=2;
) f(x)=x*+2ix3— (A +i)x?>-3x+7+1, c=-—i
d) () =x*+(3—8)x% — (21 + 18))x? — (33 — 20i))x + 7 + 18i, ¢ = —i + 2i!
3. Hatarozza meg az f(x) polinom ¢ gyokének multiplicitasat:
a) f(x)=x>—5x*+7x3—2x%+4x -8, c=2;
b) f(x) =x5—6x*+2x3 + 36x% — 27x — 54, c=3;

5

4. Az a milyen értéke mellett lesz az x°> — ax? —ax + 1 polinom —1-es gydkének

multiplicitasa legalabb 27

5. Az a és b melyik értékénél osztodik az a) ax* + bx3 + 1; b) ax™ + bx™ "1 + 1 polinom

az (x — 1)??

6. Keresse meg azt a feltételt, ami mellett az x> — ax3 — b polinom (a, b € R) rendelkezik

nem nulla gyokkel, melynek multiplicitasa 2!
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7. Bizonyitsa be, hogy az 14+—x+=x2+4+—x" polinom nem rendelkezik
1! 2! n!
tobbszords gyokokkel!

8. Bontsa fel az f(x) polinomot irreducibilis polinomok szorzataba a komplex szamok

teste felett, ha:
a) f(x)=x3—-6x*+11x—6; b) f(x)=x*+10x? + 1;
c) f(x)=x®+27x% d f(x) =x3—6x%+1!

9. Bontsa fel az f(x) polinomot irreducibilis polinomok szorzataba a komplex szamok

teste felett, ha:

a) f(x)=x°+27; b) f(x)=x*"—2x™+ 2;
) flx)=x"+x+1; d f)=x*—-ax*+1 (-2<a<?2);
e) f(x)=x°%—x3+1; f)  flx)=x12+x8+x*+ 1!

10. Hatarozza meg a komplex szamok teste felett azt a polinomot, melynek legkisebb a

fokszama a megadott gyokok alapjan:
a) 1 — kétszeres gyok, és 2,3, 1 + i — egyszeres gyokok;
b) i — haromszoros gyok, és —1, —i — egyszeres gyokok!

11. Hatarozza meg a valds szamok teste felett azt a polinomot, melynek legkisebb a

fokszama a megadott (komplex) gyokok alapjan:
a) 1 — kétszeres gyok, és 2, 3, 1 — i — egyszeres gyokok;
b) (2 — 3i) — haromszoros gyok, és —i — egyszeres gyok!

12. Bizonyitsa be, hogy az x3™ + x3"*1 + x3P*1 polinom osztédik az x? +x + 1

polinomra barmilyen természetes m, n, p szamokra!

13. Milyen feltételek mellett osztodik az x3™ + x3"*+1 4+ x3P*1 polinom az x2 + x + 1

polinomra?

14. &,,&5,&5,...,&, gydkei az apx™ + a,_1x" 1+ -+ a;x + a, polinomnak. Milyen

gyokei vannak az alabbi polinomoknak:
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a) ApX" — A X"+ an_x™ % — o+ (=) ay;
b) apx™+ a;x" 1+ -+ ap_1x + ay;
C) apx™+ ap_1hbx™ 1+ a,_,b2x""2 + -+ ayh™?

15. Keresse meg az Osszefliggést az x> + px? + qx +r polinom egyiitthatéi kozott,

melynek egyik gyoke egyenld a masik két gyok osszegével!

16. Hatarozza meg a A-t ugy, hogy az x3 — 7x + A polinom egyik gyoke egy masik

gyokének kétszerese legyen!
17. Az 2x3 — x? — 7x + A polinom két gydke egyenld 1-el. Hatarozza meg a A értékét!

18. Hatiarozza meg az a, b, ¢ —t, hogy azok az x3 —ax? + bx —c =0 egyenlet

megoldasai legyenek!
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16. Irreducibilis polinomok.

Polinomok a racionalis szamok teste felett

Példafeladatok

1. Legyen p — tetszdleges prim szam. Bizonyitsuk be, hogy az f,(x) = xP~1 + xP72 +
-+ x + 1 polinom irreducibilis lesz a racionalis szamok Q teste felett!
Megoldas. Legyen g(x) = a,x™ + ap_1x" 1+ -+ a;x + ao — tetszéleges, Q test feletti

polinom. Tetszb6leges ¢ € Q elemre g(x + c) keresztiil megjeldljiik a kovetkezd polinomot
A (x+)"+ a1 (x+)" 1+ +a; - (x+c)+a,.
Ha valamely u(x), v(x) € Q[x] polinomokra g(x) = u(x)v(x), akkor
gx+c)=ulx+c)-vi(x+c) (D
tetszéleges ¢ € Q elemre. Valoban, tetszéleges y € Q elemre g(y) = u(y)v(y), és ezért
gy +o)=uly +c) vy +o).
Mivel a y tetszdleges, igy kapjuk az (1).
Nyilvanvalé, hogy (x — 1) - f,(x) = xP — 1. Innen
x fpx+D=Cx+DP-1=
=xP +CPT P CP P24+ Clx 1 -1 =
= x(xP"1 + C}f_lxp‘2 + Cg_zxp‘3 + -+ Cp).
Innen pedig kapjuk, hogy
frlx+1) =xP1 4+ CP7txP2 + CP 2P 3 4+ L (2)
Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium alapjan a (2) egyenldség jobb oldalan szerepld
polinom irreducibilis lesz a @ test felett, amennyiben tetszéleges j € {1,...,p — 1}-re a sz{
egyiitthatd osztodik p-re, a C; = p szabad tag pedig osztodik p®-re. Tehat az f,(x + 1)

polinom irreducibilis a Q test felett. Ez elsésorban azt jelenti, hogy az f,(x) polinom

irreducibilis a Q test felett.
2. Keressiik meg az f(x) = x3 — 6x% + 15x — 14 polinom racionalis gyokeit!

70



Megoldds. Amennyiben az f(x) polinom f6egyiitthatdja 1 és egészszamu polinom, akkor

mint ismeretes, ezen polinom Osszes racionalis gyoke egész szam lesz. Ezért ezen gyokoket a

szabad tag osztoi kozott kell keresniink. Ilyen osztok a kovetkezok: +1,+2,+7,+14. A

Horner-elrendezés algoritmusanak segitségével kiszamitjuk elébb az f(x) polinom értékét az

x = +1 esetben.

1 -6 15 —-14
1 1 -5 10 —4
-1 1 -7 22 —36

Tovabba a +2,+7,+14 osztdk kozil kivalasztunk olyan d osztokat, hogy az

f@ =1

d-1" d+1

szamok egészek legyenek. Ezeknek a feltételeknek csak egy felel meg az adott osztok koziil,

mégpedig a 2. Kiszamitjuk tehat az f (x) polinom értékét az x = 2 esetben.

1

—6

15

—-14

2 1

-4

7

0

Tehat az f (x) polinom egyetlen racionalis gyoke a 2.

Gyakorlatok

1. Legyen P —az F test részteste és g(x) € P[x]. Az alabbi allitasok kozil melyek igazak:

a) ha g(x) — irreducibilis polinom a P test felett, akkor irreducibilis lesz az F test felett is;

b) ha g(x) — irreducibilis polinom a F test felett, akkor irreducibilis lesz az P test felett is;

¢) ha g(x) — reducibilis polinom a P test felett, akkor reducibilis lesz az F test felett is;

d) ha g(x) — reducibilis polinom a F test felett, akkor reducibilis lesz az P test felett is?

2. Legyen F — test. Bizonyitsa be, hogy a 2-od vagy 3-ad fokszamu polinom az F felett

akkor és csak akkor lesz irreducibilis, ha 1étezik gyoke az F testben. Igaz lesz-e ez az allitas a

4-ed fokszamu polinomok esetére is?
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3. Legyen f(x) € Q[x] — irreducibilis polinom a Q felett. Bizonyitsa be, hogy az f(x)

polinomnak nincsenek tobbszords komplex gyokei!

4. Eisenstein-féle irreducibilitasi kritériumot felhasznalva bizonyitsa be az alabbi

polinomok irreducibilissagat a Q felett:

a) x* — 8x3 + 12x?% — 6x + 2; b) x5 — 12x3 + 36x — 12;

o) x*—x3+2x+1; d) x®=DP" 4 xP-2P% 4 gy 4,
ahol p — természetes primszam, k € N!

5. Bizonyitsa be, hogy az egész szamu x* + ax>® + bx? + cx + d polinom irreducibilis

cm—am?
d—-m?2

lesz a Q test felett, ha nincsenek egész gydkei és nem osztodik egyetlen x? + x+m

alaku polinomra sem, ahol m — a d szam osztdja!

6. Az eldz6 feladat segitségével bontsa fel szorzatokra a kovetkezd polinomokat vagy

bizonyitsa irreducibilissagukat:

a) x* —3x3+2x2+3x—9; b) x* — 3x3 + 2x% + 2x — 6!

7. Bizonyitsa be, hogyha az irreducibilis (egyszertsithetetlen) Z tort az egész szamu
f(x) = apx™ + ap,_1x"" 1 + -+ + a4 polinom gydke, akkor:

a) q az a,, szam osztoja;

b) p az a, szam osztdja;

C) p — mq az f(m) szam osztoja tetszéleges egész m szamra!

8. Keresse meg az alabbi polinomok racionalis gyokeit:

a) x* — 2x3 — 8x?% + 13x — 24;

b) x5 — 7x3 — 12x? + 6x + 36;

c) 6x* + 19x3 — 7x% — 26x + 12;

d) 24x* — 42x3 — 77x% + 56x + 60;
e) 10x* — 13x3 + 15x2 — 18x — 24;
f) x® — 6x° + 11x* — x3 — 18x2 + 20x — 8.
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9. Bizonyitsa be, hogy az egész szamu f (x) polinomnak nincsenek egész gyokei, ha f(0)
és f (1) — paratlan szamok!

10. Keresse meg az alabbi polinomok legnagyobb kdzos osztojat:

a)(x—1)3(x+2)%(x—3)(x+4)és (x —1?*(x +2)(x+5);

b) (x — D(x? — D(x3 —D(x*— 1) és (x + D(x? + (x> + 1) (x* + 1);

C)x"—1¢ésx™—1(n,m e N)!
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17. A linearis tér bazisa

Példafeladat
Bizonyitsuk be, hogy az & =(1111), a=(011), a3=@101, a,=(@110)
vektorrendszer az R* vektorialis tér bazisa lesz a valos szamok R teste folott! Keressiik meg
az X = (X1, X2 X3» A4) € R* vektor koordinatainak képleteit ebben a bazisban! Milyenek
lesznek a ¢ =(-1,0,—1,0) vektor koordinatai az a;, a,, a3, 8, bazisban?

Megoldds. Az &, a,, a;, &, vektorrendszer a valds szdmok R teste folott az R*

vektorialis tér bazisa lesz akkor és csakis akkor, ha az ezen vektorok elemeibdl allo A

determinans nem egyenld 0-val. Kiszamoljuk ezt a determinanst.

1111 1 1 1

1011 (|0 -1 0 O
1101 0 0 -1 O
1110 ©0 0 0 -

Tehataz a, a,, a3, a, vektorrendszer az R* tér bazisa.
Legyenek xy, x5, k3, k4 —az X vektor koordinatai az &, a,, a;, a, bazishan. Va-

gyis X = kyay + ko8, + k383 + k48, . Akkor fennallnak az alabbi egyenldségek:

K1+K2 +K3+K4 = X1
Kl +K3+K4:/1’2,

1)

K1t Koy T Kyq4 = X3
K'1+K2 +K3 = X4

Ezaltal az X vektor koordinatainak meghatarozasdhoz az &, a,, a3, a, bazisban az

(1)-es linearis egyenletrendszert sziikséges megoldani a x;, k,, k3, k4 iSmeretlenekre vo-

natkozoan. Ezért elvégezziik az aladbbi atalakitasokat a kapott rendszer kibdvitett matrixa

folott.
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111 1lpn) (1 1 1 1 g
1 011 X2 N 0 -1 0 0 X2 — 11
1101 A3 0 0 -1 0 A3~ 1N
1110 X4 0 0 0 -1 X4 — 11
1 0 0 Olr+trm+tr—-2n
0O -1 0 O -
N X2—X
0 0 -1 0  m-n
0 0 0 -1 X4a—2

Ebbdl kovetkezik, hogy w3 =-2x1+ o +x3+ X4, Ko =X1— X2, K3 =)1— X3,
Ka=y1—xa- A c=(-10,-1,0) vektor szamara a kdvetkezé koordinata értékeket kapjuk
ebben a bazisban: x; =1, xk, =-1, k3 =0, x4, =—1,vagyis c=1-a;, -1-a, +0-a3—1-a,.
Gyakorlatok

Bizonyitsa be, hogy az a;, a,, az, a, vektorrendszer az R* vektorialis tér bazisa lesz a valos
szamok R teste folott! Keresse meg az X=(xy, ¥2,¥3,x4) € R* vektor koordinatiinak
képleteit ebben a bazisban! Milyenek lesznek a C e R* vektor koordinatai az a;, dy, a3, Ay
bazisban?

1.8 =(2113), a, =(3314), a3=(01,4,2,4), a, =(412,2), c =(14,6,9,12).

2.8 =(2122), a,=(2112), a3=(2,211), a, =(1,1,10), c=(1,-11,-1).
3a=01L11),a,=(1-11-1), a,=(2,111), a4, =(3,411), c=(3,-3,0,12).

4.3 =(-1,2,21), a, =(0,3,2,1), a3 =(1,1,4,2), a, =(L—2,1,3), c=(2,—4,5,6).

5.a =03-113), a, =(2,0,6,1), a3 =(1,-111), a, =(2,4,11), c=(2,4,3,-1).

6. 3y =(-2,50,3), a, =(1,3,2,6), a3 =(1,1,1,0), a5, =(2,2,2,2), c=(3,6,9,—2) .

7.3, =(4,-132), a, =(2,315), a3 =(2,-311), a5, =(2,3,2,1), c =(2,—4,3,7).

8.8y =(2131), a, =(5,2,2,5), a3 =(3,1,6,0), a, =(0,6,0,7), c =(0,—6,-5,-11)..

9.3 =(4321, a, =(-1,333), a3 =(2121), a, =(150,1), c=(-1-1,2,2).

10. 3 =(0,5,1,3), a, =(2,4,0,1), a3 =(1,3,1,5), a, =(3,6,0,1), c=(3,8,—2,-10).
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18. Atmeneti matrix egyik bazisbol a masikba
Példafeladat
Bizonyitsuk be, hogy az a =111, a,=(211), a3=(323) ¢ a b=(010),
b, =(1,12), by=(12,1) vektorrendszerek az R3 vektorialis tér bazisai! Keressiik meg az at-
meneti matrixot és a koordinatak atalakitasanak képleteit az egyik bazisbol valé atmenet soran
a masikba! Ezutan hatarozzuk meg a ¢ =(1,2,3) vektor koordinatait mindkét bazisban, és

ellendrizziik le a kapott eredményt a koordinatak atalakitasi képleteinek segitségével!
Megolddas. Hasonldéan, mint az el6z6 fejezetben tettiik, kiszamoljuk a determinanst,

amelyet megfelelden az a;, a,, ag ésa by, b,, by vektorok komponensei alkotnak.

1 2 3
1 1 2=-1, 1 1 2=1.
1 1 3

Amennyiben egyik determinans sem egyenld 0-val, akkor az a;, a,, a3 és a by, by, by

vektorrendszerek az R? tér bézisai lesznek.
Megkeressiik az dtmeneti matrixot az els6é bazisbol a masodikba. Ehhez az sziikséges,

hogy a masodik bazis vektorait felirjuk az elsé bazis vektorai altal. Legyen 71j, 755, 73; —a

b i vektor koordinatai az &, a,, ag bazisban, ahol (j =1,2,3), akkor

by =7y13 + 7958y + 73533,
b, = 71581 + 7228, + 73,83, 1)

b3 = T13a1 + 723a2 + T33a3 .

Az (1)-es vektorok egyenldségeitdl attérve a megfelelé komponensek egyenldségeihez harom

linearis egyenletrendszert kapunk

T11+2T21+3T31 =O, 712 +2T22 +3T32 =1, 713 +2T23 +3T33 :1,
711 + To1 + 27,'31 =1, T12 + T99 + 27,'32 :1, 713 + 7923 + 2T33 = 2,
T11t+ Tor+ 32'31 = O, Tio+ Too +3732 = 2, T13+ To3+ 3‘[33 =1.
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Mint ahogy ezen egyenletrendszereck matrixai paronként egyenldk, igy ezeket a rendszereket

egyidejiileg oldjuk meg elvégezve az alabbi atalakitdsokat a matrix felett, amely a;, a,, az

és a by, by, by vektorok elemeibdl all.

[ = N SN

2
1
1

O 0 1|-1 1 1 0O 1|-1 -1
1 0 1| 2 3 1 00/ 3 0 4
-0 -1 0| O O|l—-|0 1 0 0 -1 O
0O 0 1|-1 1 -1 0 0 1|-1 1 -1
Tehat,
T, T, Tp3 3 0 4
F=|r,, 7, 7,5|/=| 0O =1 O
Ty Ty Ta3 -1 1 -1

— az atmeneti matrix az &, a,, az bazisbol a by, b,, by bazisba. Legyen «q, x5, k3 és k',
k', k'3 —az x € R3 vektor koordinatai megfeleléen az a;, a,, ag ésa by, b,, by bazisok-
ban, vagyis

X =K18y + ko8, +k3a3 =K' b + x5 by +x'3b3.
Akkor

K1 3 0 4 Kll
KZ = 0 -1 0 K'Z .
K'3 -1 1 -1 K"3

Leellendrizziik ezt az egyenléséget a ¢ = (1, 2,3) vektor esetében. E16bb megkeressiik

a ¢ vektor koordinatait az a;, a,, az bazisban, azutan pedig a by, b,, b; bazisban.

1 2 3|1 1 2 3|1 1 2 3|1
1122/-0 -1 -1|1{(>|0 -1 -1({1|>
11 3|3 0 -1 0|2 0 0 1|1



1 0 1|3 1 0 13 1 00 2
-0 -1 -1{1|—>|0 -1 0|2|—>|0 1 O0|-2|.
0O 0 1|1 0 0 1|1 0 01 1
Tehat k1 =2, kp =2, k3 =1.
01 11 1 1 2|2 11 2|2
11 2(2|-|/011|1|->|0 1 1|1|—>
0 2 1|3 0 2 1,3 0 0 -1|1
10 1|1 10 1 1 00 2
-0 1 1{1|»>|0 1 0]2|—>|0 1 O 2.
0 0 -1|1 0 0 -1 0 0 1)|-1

Tehat k=2, x'y =2, k'3=-1. Megkapjuk a kovetkezd egyenldség bizonyossagat

2 3 0 4 2
-2|=| 0
1 -1 1

Gyakorlatok
Bizonyitsa be, hogy az a;, a,, a; és a by, b,, by vektorrendszerek az R? vektorialis tér
bazisai! Keresse meg az atmeneti matrixot és a koordinatak atalakitasanak képleteit az egyik
bazisbol vald atmenet soran a masikba. Ezutan hatarozza meg a c=(1,2,3) vektor
koordinatait mindkét bazisban, és ellendrizze le a kapott eredményt a koordinatak atalakitasi

képleteinek segitségével!

1. a =(1-11), a, =(2,-1,-1), as =(3,-21);
by =(-110), b, =(2,-11), by = (1,0,0).
2. a =(3,3-2), a, =(1,-13), a3 =(11,6,2);
b =(-21,4), b, =(3,-2,), b = (-11,7,2).
3. a=0-11), a, = (-1,2,0), a; =(0,1,2);
b =(@1-11), b, =(2,-1,0), bs = (3,—2,0).
4. y=0-1-1, a, =(-1,2,0), a3 =(0,1,0);
b, = (10,1, b, =(1,-12), by = (2,-14).
5. a =(0,12), a, =(,-2,-1), a3 =(1,-12);
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10.

by =(-110),

8 =(2,17),
by =(L11),

a=01-12),

b =111,

a =(6,4,-1),
by =(-3,7.8),

a; =(4,32),
by =(5,4,3),

a; =(81-1),
b =(12,-1),

b2 = (21_111) )
a, =113,
b, =(2,11),

a, =(2,11),

b, =(-2,-11),

a,=(L-22),
b, =(2,1,3),
a, =113,
b, =(2,2,1),
a, =(3,2,-3),

b, =(4,4,-1),
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bs =(10,2).
a3 =(3,2,5);
by =(313).
a3 =(3,0,2);
bs = (1,0,3).
a3 =(9,31);
by =(0,—2,—3).
a3 =(2,2,5);

by = (16,~1).
az3=(4,-12);
bs =(3,0,2).



19. Miiveletek linearis alterekkel

Példafeladat

crer

L, és L, az R® tér linedris alterei és L, az aldbbi egyenletrendszer megoldasainak a tere:

Xl_ X2 +2X3 +3X4+ X5 :O,
Xg +2Xy + X3 +3X5 =0, )

2X1+2X2 +3X3— X4 +5X5 :0,
3X1 + Xp +5X3 +2X4 +6X5 =0;

L, =(a,a) —az & =(7, 2, 4,1 1), a,=(10, -1, 0, —2, —6) vektorrendszerbsl eldalli-

tott linearis burok!
Megoldas. Meghatarozzuk az adott feltételnek megfeleld linearis homogén egyenletrendszer

megoldéasainak fundamentalis rendszerét

1 -1 2 31
1 -1 2 31
1 2 1 0 3
-0 3 -1 -3 2|—>
2 2 3 -15
0O 4 -1 -7 3
3 5 2 6
1 -1 2 31 1 -1 2 3 1 100 17 O

-0 3 -1 -3 0O -4 1/-»|0 1 0 -4 1|
0 1 0 -4 1 0 0 -1 9 -1 001 -91

N
\

o
=

Tehat by =(-17, 4, 9,1 0) és b, =(0, -1 -1, 0, 1) — a megoldasok fundamentalis rend-

szere, és egyben az Ly altér bazisa.

crcr

kovetkezé matrix rangjat

-17 4 9 1 0

0 -1 -1 0 1

A= ,
7 2 -4 1 1

10 -1 0 -2 -6

amelynek sorai megfelelden egybeesnek a by, b, és a;, a, vektorokkal. Amennyiben
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7 2
=-27+#0,

akkor 2 <r(A) <4.Kiszamitjuk az alabbi aldeterminanst:

0 -1 -1 ]0 o0 L
7 2 —4=|7 6 -4=(-1"3 ‘10 JJ=67¢0- @
10 -1 0 [0 -1 0

Tehat 3<r(A)<4. Tovabba kiszamitjuk a negyedrendii aldeterminansokat (beszegési

aldeterminansok), amelyek tartalmazzak a (2)-es aldeterminanst.

17 4 9 17 4 9
0 -1 -1 0| 0 -1 -10
7 2 -4 | 24 -2 -13 0

10 -1 0 -2 |-24 7 18 O

0 -1 - 0 0 -
—(-)*4 24 -2 -13=- 24 11 -13=0;
-24 7 18 |-24 -11 18

17 4 9 0 |17 4 9 0
0 -1 -1 0 -1 -1
7 2 -4 7 3 -30
0 -1 0 -6 |10 -7 -6 0

17 4 9 |-17 4 9
=(-)*4 7 3 -3=|-10 7 6=0.
10 -7 -6 |10 -7 -6

Tehat r(A) =3. Ezért az Ly + L, altér dimenzidja 3, ésa by, by, a vektorok rendszere ezen
altér bazisa.
Legyen c € Ly nL,, akkor egyik oldalrol léteznek olyan a4, o, valds szamok, hogy
C=ody +apdy = (Taq +100, 20 — 0y, 40y, 0 — 205,00 —6025) |
a masik oldalrdl pedig a ¢ vektor komponensei kielégitik az (1)-es rendszert. Behelyettesitve

a ¢ vektor komponenseit ezen rendszer minden egyenletébe, megkapjuk az alabbi

egyenletrendszert:
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a1 — O :O,

10¢; —10a, =0,
10&1 —100{2 = O,
11@1 —11a2 = 0

Innen az kdvetkezik, hogy oy = a5, vagyis c=a;(8g +a,). Ezérta cyp =g +a, =
=(17,1,—-4,-1,-5) vektor az L; n L, metszet bazisa, ahol L; és L, az R> tér linearis alte-
rei.

Gyakorlatok
Keresse meg az L + L, dsszeg dimenzi6jat és bazisat, valamint az R tér L, és L, linearis
altereinek Ly nL, metszetét, ahol L; — az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak

tere, L, =(a;,a,) —az aj, a, vektorrendszerbél eléallitott lineéris burok!

TX% + 6X, +3 X3+ X4 — X5 =0, a; =(4,31,2,-1),
1 —5x + X3+ X4 + X5 =0, a, =(,7,-2,-1,-10).
6X;+ 6Xy + X3+ X4 =0,
Xq +12X5 +2X3 +4X, +3X5 =0;
AX%q + TX5 +3X3 +5x5 =0, a =(3,4,-7,-3,-3),
) X + 2%y + 2X3 - X5 =0, a, =(-4,8,-8,-5,—-4).
2% +3Xy +4X3 + X4 +3X5 =0,
2%q +3Xy +5X3 +2X4 — X5 =0;
X +2Xy + X3 — X4 +3X5 =0, a; =(7,-4,1,22),
3 X + Xo +3X3 +2X%, =0, a, =(10,0,-6,-1,-2).
2% +3Xy +5X3+2X4 — X5 =0,
3% +5Xy +6X3 + X4 +2X5 =0;
X{+ Xo+ Xz + Xg4+ X5=0, a =(-54,12,3),
4 2% +3Xy +2X3 — X4 +2X%5 =0, a, =(L1111).
X1 +2X, +2X4— X5 =0,
3% +9%X, +2X3+ X4+ X5=0;
Xq +3Xs — Xg4— X5=0, 3 =(11110),
c Xg+ Xo +2X3 —3Xy +3X5 =0, a, =(2,1,-111).
2% +3Xy +2X3 — X4 +2X%5 =0,
3% +6Xy +2X3 —2X4 + X5 =0;
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10.

Xp +2Xy +2X3 +3X4 +2X5 =0,
Xp — Xo +3X%X4 + X5 =0,
3% +3Xy +2X3+ X4 + X5 =0,
2%+ Xy +2X3+6X4 + 3X5 =0;

X +2Xy, +3X3+ X4+ X5=0,
X +3Xy +4X3 +3X4 +2X5 =0,
X{+ Xo+2X3— X4 =0,
X, +3Xy +3X3 +5X4 +5X5 =0;

X+ 2Xy + X3 +3%X4 + X5 =0,
5%y + 3Xy + X3 +3X4 +5%5 =0,
=X+ Xp +X3+2Xy =0,
3%1 +3Xy + X3 +4X4 +2X5 =0;

X|+2Xy— X3+ X4+ X5=0,
Xo +3X%X3 —2X4 + X5 =0,

— X+ X+ X3 + X5 =0,
4 Xy +3X3— X4 +3X%5 =0;

X +4Xy + X3 + 2X4 +3X5 =0,
Xy +2X, + 5X4 +2X5 =0,
— X% +2X3+ 4X4 + X5 =0,
X, +6X5 +3X3 +11X, +6X5 =0;
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a=011111),
a, =(0,2,3,4,-6).

a =(1,1,1,1,1),
a, =(0,-7,6,2,2).

a; =(11111),
a, =(3,-6,1,7,3).
a.l :(1,0,1,0,1),

a, = (1,3,7,9,-10).

a, =(1,0,1,0,1),
a, = (-11,6,—6,1,—3).



20. Linearis transzformacio

Példafeladat

A @:R3 > R® leképezés minden X = (y7, ¥, x3) Vektort o(xX) = (x1 + xo2 + ¥3 201 — X35
3y, — 1) vektorba alakit at (képez). Bizonyitsuk be, hogy a ¢ linearis transzformacio lesz!
Keressiik meg a vektor képének koordinatainak képletét az R® tér e;, e,, e; kanonikus
bazisaban; az a=(1,1,1) és e;, e,, e3 vektorok képét és a ¢ transzformacid matrixat ugyan
ebben a bazisban!

Megoldds. Legyen x=(x1, ¥2,x3), Y= 1,72,73) — az R tér tetsz8leges vektorai. Akkor
p(X+Y) =l +r1. 22 +72: 23 +73)]1=
=(n+n+xa+r2+x3+r3.200+7)— (X3 +73).3(x2 +72) (1 + 7)) =
=(n+x2+x3.20— 23322 — 1)+ (11 + 72+ 73,271 — 73,372 —71) = (X) + @(Y) ,
P(AX) = ol(Ar1, A2, A3l = (Aa + Az + A3, 20A01) = A3, 3(Ax 2) = Axa) =
= A+ 22+ 23201 — 23,322 — 21) = (X)),

ahol 1 € R. Tehat ¢ — linearis transzformacio.

Legyen o(X)=x1e+x2e,+x'3e3, ahol  x'1,%2,x3€R.  Amennyiben
o(X) = +x2+ 23,221 — x3,3%2 — x1) ¢s a tetszbleges vektor koordinatdi az e, e,, €;
kanonikus bazisban megegyeznek a ¢(X) elemeivel, akkor megkapjuk a vektor képének

koordinatainak képleteit az e;, €,, 3 bazisban

X1= nt+ X2+ X3

X2=21 — X3
X3=—x1+3%2,
vagy matrix alakban
X1 11 LI\(n
X21=| 2 0 =111 xo |
x3) \-1 .3 0){x

Egyértelmi lesz, hogy
¢(a) = (3!11 2) ' (0(91) = (11 21_1) ' @(ez) = (11 0:3) ’ ¢(63) = (1’ _11 0) .

Amennyiben
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pe)=1-e+2-e,-1-e3, p(e;)=1-¢,+0-e, +3-e3, p(e3)=1-¢; —1-e, +0-e5,

akkor az alabbi matrix

11
A,=| 2 0 -1
-13 0

a ¢ linearis transzformacié matrixa lesz az e, e,, €3 bazisban.

Gyakorlatok

A @:R3® > R3? leképezés minden X=(y, 12, x3) Vektort @(x) € R® vektorba alakit &t
(képez). Bizonyitsa be, hogy a ¢ linearis transzformacio lesz! Keresse meg a vektor képének
koordinatainak képletét az R® tér e, e,, €3 kanonikus bazisaban; az a=(L,11) és e, €,, €3
vektorok képét és a ¢ transzformacidé matrixat ugyan ebben a bazisban!

1. P(X)=Bur—x2:m+2x2—X3: 23— X2) -

2. 9N =Cur—x2-xs:20=202+ X321+ X2 =223) -

3 P =(n—X2— X3+ X2 —X3— A~ X2+ X3) -

4. P(X)=(n—x2. X2~ X3 21— X3)-

5 P(X)=(x2+3x3.202 = X3, 22 + X3) -

6. o(0)=Cn-1x32x2 - 2320~ 23)

7. () =(n—x2+2x3. 00— X2, 1+ 272) -

8. o) =(n+2x2-x320— X2+ X320+ 202~ X3) -

9. P() =2 +4x3: 20+ X2 = 223:222 = 2X3) -

10. o) =@y +x2+2x3. 21— X3: X2+ X3) -
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21. Linearis transzformacio matrixa egy bazisban

Példafeladat

crcr

a, =(1,0,0), ag=(2,2,1) bazis vektorokat megfelelden ezen tér by =(0,0,0), b, =(10,0),
by =(1,1,0) vektoraiba alakitja at! Keressiik meg a ¢ transzformacié matrixat az a;, a,, ag
bazisban!

Megoldds. Legyen a=aja; +a,a, +azaz — az R3 vektortér tetszOleges vektora.
Megvizsgaljuk a @: R3> > R® leképezést, amely minden a=a; +apa, +aza; vektornak
megfeleltet egy @(a) = a3b; + ayb, + a3bs vektort. Bebizonyitjuk a leképezés linearissagat.
Legyen b= Ba; + B,a, + Baa3 — ugyszintén az R* vektortér tetszéleges vektora. Akkor

p(a+b) =ol(ay + B)ag +(az + f2)ay +(az + fz)as] =
= (a1 + B1)by +(az + S2)by + (a3 + f3)03 =
= (enby + by +azhs) + (Biby + o0y + f3h3) = (@) + (D),
p(1a) = p[(Aag)ay + (Az)a; + (Aaz)az] = (Aag )by + (Aap)b, + (Aaz)bs =
= AUayby +asb, +agbs) = Ap(a) (4 € R).
Tehat ¢ — linearis transzformacio. Nyilvanvalo, hogy ¢(a;) =b;, ¢(a,)=b,, ¢(az) =bs.

Megkeressiik a ¢ transzformdaci6é matrixat az a;, a,, ag bazisban. Ehhez kiszamitjuk

a bazisvektorok képeinek koordinatait ebben a bazisban. Legyen
P(8q) = by = 71181 + 72185 + 73183,
P(az) =0y = 71581 + 72,8, + 73,83, 1)
P(ag) =bg = 71381 + 7238, +73383.
Az a;, a,, az, by, by, by vektorok komponenseibdl felépitve egy matrixot, és ezen matrix
sorai folott elvégezve az elemi atalakitasokat megkapjuk a 7i; (i, j=1,2,3) koordinatak

értékeit, amelyek kielégitik az (1)-es egyenloségeket.
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11 2
10 2
10
1 0
—>|0 -1
0 O

Tehat

210 1 1
0/0 -1 O0|—>
-1/0 -1 -1
1 00|00 -1
010(0 1 O]
00100 1

—a ¢ transzformdcid matrixa az a;, a,, a3 bazisban.

Gyakorlatok

cres

vektorokat megfelelden ezen tér by, b,, b; vektoraiba alakitja at! Keresse meg a ¢

transzformacié matrixat az a;, a,, az bazisban!

1. a;=13-2),
by = (~4,-11),
2. a=0-11),
b =111,
3. a =(1-11),
by =(-111),
4. a; =(01-11),
b =(-101),
5 a=@-1-)),
by =(1-11),
6. a; =(101),
b =(0,-11),
7. a =111,

a =(4-21),
b, =(7,-10),
a, =(0,1),
b, =(1,11),
a, =(2,1,-1),
b, =(0,-11),
a; =(2,-10),
b, =(0,0,0),
a, =(-12,0),
b, =(1,0,-1),
a,=0-12),
b, =(110),
a; =(0-12),
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a3 =(-4,-11);
by =(0,-10).
a3 =(2,-11;
b; =(110).

az; =(30,1;
by =(-10,2).
a; = (3,-2,0);
b; =(0,11).
a;=(0,10);
by =(2,-1,0).
a3 =(2,-14);
b; =(1,0,1).
a3 =(0,2);



10.

b =@1-21),

a; =(2,35),

by =(L11),
3 =(2,0,3),

b =@12-1),

a =111,
by =(L11),

b, =(-1,2,-1),

a, =(0,12),
b, =(11-1),
a, =(4,15),
b, =(4,5,-2),
a; =(L1-1),
b, =(1,11),
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by =(10,1).
as =(1,0,0);
bs = (2.1,2).
a;=(312);
bs = (L-11).
a; =(212);

bs = (L1,0).



22. Miveletek linearis transzformaciokkal

Példafeladat

Legyen ¢ lineéris transzformécidja az R® vektortérnek, amely az X = (y1, ¥2, x3) Vvektort a

o(X) =(x1— 22, ¥2 — ¥3, X3 — x1) vektorba alakitja at,

A=

w N
R W DN
N P W

— a y linearis transzformaci®6 matrixa ugyan ezen tér & =(1,-11), a,=(2,-11),
a3 =(3,—-2,3) bazisaban. Keressilk meg az R* tér kanonikus bazisiban a ¢, v, ¢p+y,
o—v, oy, ye linearis transzformaciok matrixait!
Megoldas. Amennyiben
p(e)=10-1)= 1.0+0-e,—-1-e5,
p(e) =(-110)=-1-6; +1-e, +0-e;3,

akkor
1 -1 O
A¢=0 1 -1
-1 0 1

—a ¢ transzformacioé matrixa a kanonikus bazisban.
Megkeressiik az dtmeneti matrixot az a;, a,, ag bazisbol az €, €,, €3 kanonikus ba-

zisba. Vilagos, hogy

1 2 3
Ti=|-1 -1 -2
1 1 3

— az adtmeneti matrix az €;, €,, €3 bazisbol az a;, a,, a3 bazisba. Kiszamitjuk a T matrixot,

amelya T ! matrix inverze.
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1 2 3|1 00 1 2 3 1 00
-1 -1 -2]0 1 0|—=|0 1 1 110>
1 1 3|0 01 0 -1 0]-10 1
1 01|-1 -2 0 1 00|-1 -3 -1
>0 11 1 10/—-/010| 1 0 -1
0O 01| 0 11 001 0 1 1
Innen
-1 -3 -1
T=l 1 0 -1
O 1 1

Ay transzformdcio A, matrixa a kanonikus bazisban egyenld lesz

-3 -31 -14
A, =T?AT=| 2 19 8|
-4 -26 -10
Ezutan megkeressik a o+, o -y, oy @ transzformacioknak megfelels A, ,

A(/,_V,, AW,, '%w matrixokat az e;, €,, €3 bazisban

~2 -32 -14 4 30 14
Ay =P, +A, = 2 20 7| A, =A,-A,=|-2 -18 -9|,
-5 -26 -9 3 26 11
-5 -50 -22 11 -28 17
A, =A,A, = 6 45 18|, A, =AA, =[-6 17 -11|.
-1 5 4 6 -22 16

Gyakorlatok
Legyen ¢ linearis transzformacioja az R® vektortérnek, amely az X = (1, ¥», x3) Vvektort a

¢(x) vektorba alakitja at,

>

I
w N e
Pow N
N P W
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— a y linedris transzformaci6é matrixa ugyan ezen tér a;, a,, a3 bazisdban. Keresse meg az

R3 tér kanonikus bazisdban a ¢, v, @o+v, ¢o—yv, oy, wo lineiris transzformiciok

matrixait!

1. o(X)=Qx2—3x3. 21+ 2x2+3x3. 03— 21) 3
a=112), a,=(L11), a3=(1,-1,2).

2. o(N)=Cr—1x2:2%— 23 i+ X2+ X3);
a =111, a,=(211), a;=(3,2,3).

3. o()=0n+r2+x320~-233%—n);
a =(L-11), a, =(-1,2,0), a3 =(0,1,2).

4 o(0)=@Cun-r2-xsa+x0+x2-223);
a=001-1), a, =(-1,2,0), a3=(0,1,0).

5. e()=Ca—x2+2x3. 20— 22:.00+222);
a=00-11), a,=(2,-1,-1), a3 =(3,-2,1).

6. o) =(n—r2—- 23—+ X2 = 23—~ X2+ 23)
=021, a,=(113), a3=(3,2,3).

7. o) =(n— 22+ X2+ X3 0+ 222~ 23);
a=(-11-1), a,=(10,2), a3=(0,1,2).

8. o()=(r2+2x3.2x3— 1,30~ 12);
a =(121), a,=(0,11), ag=(1,11).

9. o) =Cn+4x2+ 1321 -3x3. 22 =311);
=031, a,=(12,-1), a3=(2,01).

10. () =2x2-2x3.201—223.— 22— 21) ;
=01-1), a,=(12,-1), ag=(1L1-1).
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23. Linearis transzformacié nulltere és képtere

Példafeladat
Legyen

R O L= DN

“ gy

r

Hatarozzuk meg az Im¢g ¢és a Kerg alterek bazisat és dimenzidjat! Gy6zodjiink meg arrol,

hogy dim Im¢ + dim Kerg = dim R*!

Megoldas. EI6bb a ¢ linearis transzformacido Im¢ képterének dimenzidjat és bazisat

keressiik meg. Ehhez kiszdmitjuk az A matrix rangjat.

1 2 3
-2 1 -
10
3
3

1 2
=50
-2
1 0 O
5 5
=-2 5 5=
-2 =2
1 -2 -2
1 0 O
5
=-2 5 §=
-3 —
2 -3 -3

=

2<r(A) <4,
2 4 1 0 O
5 5
1 -3=|-2 5 5= =0,
-2 -2
0 2 1 -2 -
2 4 1 0 O
5 5
1 -3=-2 5 §= =0.
-3 -3
1 5 2 -3 -3

Tehat r(A) =2. Ezért dimImg = 2 és a ¢(c;), @(C,) vektorrendszer az Im¢ képtér

bazisa.

Most a Kerg nulltér bazisat keressiik meg. Legyen X = y1C; + ¥2Co + ¥3C3+ ¥4Cs — a

@ linearis transzformacid Kerg magjanak tetszoleges eleme. Akkor ezen vektor yq, yo, %3,

4 koordinataira igaz az aldbbi egyenldség

-2

R O = DN

3
-1
1
3

4

-3
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Megoldjuk az (1)-es linearis homogén egyenletrendszert a y;, x,, 3, ¥4 Vvaltozokra.

1 2
-2

— az A maximalis rendli matrixanak aldetermindnsa nem egyenlé nullaval (rangot

Amennyiben

meghataroz6 aldeterminans), akkor az (1)-es egyenletrendszer ekvivalens a kovetkezd

egyenletrendszerrel:

{ X1+2)2 =—3)3 414,
20+ x2= x3+3xs

Innen

{;{1 =—x3-224,
Xo=—"X3— X4

Tehat a Kerg bazisdt az u; =—C; —C, +C3, U, =—2C; —C, +C, elemek alkotjak. Ezért
dim Ker¢ = 2 és az uy, u, vektorrendszer a Kere nullltér bazisa.

Gyakorlatok

crer

bazisban. Hatarozza meg az Img és a Kerg alterek bazisat és dimenzidjat! Gy6z6djon meg

arrol, hogy dim Im¢ + dim Kerg = dim R*!

-2 -6 -2 4 1 111
-1 -1 10 2 -1 3 1
1. A= . 2 A= .
4 -2 -4 3 0 21 4
-1 -1 1 3 5 6
1 1 2 -1 -1 -1 -1
0 -1 2 2 3 1 2
1 0 3 1 2 0 1
-1 -1 -1 -2 0 1 -1
-1 -2 -2 =2 1 3 46
1 4 3 4 011 2
0o 2 1 2 1 2 3 4
-1 0 -1 0 11 2 2
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1 1
-2 -1
-2 5
-1 3

-3

5
-1
-1

3 1
-2 -4
2 -4\
-1 -5

-1
-1
-3
-2

-1
4
4
5

-3
1
-1
2

-3
1
-1
2

3 2
-1 1
11
-2 1
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24. Linearis transzformacio sajatvektora és sajatértéke

Példafeladat
Legyen
1 1 1 1
1 1 -1 -1
A=
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

— az R* vektortér ¢ linedris transzformacié matrixa a kanonikus béazisban. Keressiik meg a

(/)2, (/)3, g04 lineéris transzformacidk matrixait ebben a bazisban és gy6zddjiink meg arrol,
hogy f(¢)=0, ahol f —a ¢ transzformacio karakterisztikus polinomja! Hatarozzuk meg a

@ transzformacio Gsszes sajatértékét és 0sszes sajatvektorat!
Megoldas. Legyenek A(pz, A(p3, A(p4 — megfeleléen a goz, go3, (04 transzformaciok

matrixai a kanonikus bazisban. Akkor

1000 1 1 1 1
) 0100 1 1 -1 -1
A,=A"=4 , As=A,A=4 ,
¢ 0010 ¢ ¢ 1 -1 1 -1
0001 1 -1 -1 1
1000
0100
A,=A;A=16
N 0010
0001

Megkeressiik a ¢ transzformacioé f(A) karakterisztikus polinomjat

-2 1 1 0 2-4 2-1 1-(1-2)
11-2 -1 -1 o 2-2 0 -2+
1 -11-2 -11jo 0 2-2 -2+4
1 -1 -1 1-2 1 -1 -1 1-1
11 4
=—2-2)%1 0 -1=(1-23(1+2).

01 -

95



Kiszamoljuk f (A) -t

101 1 1) 1 1 1 1
1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1
(A-2E)3 = =16 ;
1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1
1 -1 -1 1 -1 -1 -1
3 1 1 1
1 3 -1 -1
(A+2E) = :
1 -1 3 -1
1 -1 -1 3

f(A)=(A-2E)3(A+2E)=0.
Innen, valamint a transzformaciok folotti és azok matrixai folotti muveletek kozotti
kapcsolatabodl kovetkezik, hogy f(¢)=0.
Nyilvanval6 hogy, 41 =2, 4, =—2 —a ¢ transzformacio sajatértékei. Megkeressiik a
sajatvektorokat, amelyek ezekhez a sajatértékekhez tartoznak. El6bb a 4, =2 esetet vizs-

galjuk. Megoldjuk az alabbi egyenletrendszert:

@-2)x + Xo + X3 + X4 =0,
X +(@-2)x, - X3 — X4 =0, 1)
Xy — Xo +(1—-2)%3 - X4 =0,
Xy — X9 — X3 +(1—-2)x4 =0,

Konnyen észrevehetd, hogy az (1)-es rendszer ekvivalens a kdvetkezd egyenlettel:

— Xy +Xp +X3+X4 =0.
Ezért az u; =(1,10,0), u, =(1,0,1,0), u3=(10,0,1) vektorok az (1)-es rendszer megolda-
sainak fundamentalis rendszerét alkotjak. Tehat, ezen rendszer barmely nem nulla X
megoldasat fel lehet irni a kovetkezéképpen:

X = y1Up + yoUp + y3U3, (2)
ahol 7, 7,, 73 — valamilyen valés szamok, amelyek egyszerre nem egyenldk nullaval. fgy a
@ transzformacid sajatvektorai, amelyek a 4 =2 sajatértékhez tartoznak, a (2)-es alakban

megadott vektorral fejezddnek ki.

Most megkeressik a ¢ transzformacid sajatvektorait, amelyek a A, =-2

sajatértéknek tartoznak meg. Ehhez megoldjuk a kovetkezd egyenletrendszert:
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3X1+ X2+ X3+ X4 =0,
X1+3X2— X3— X4 :0, (3)

Xl_ X2+3X3— X4 :O,
Xl_ X2— X3+3X4:O

Elvégezziik a kovetkezd atalakitdsokat (3)-as rendszer matrixanak sorain

3 1 1 1 0 4 4 -8
1 3 -1 -1 0 4 0 -4
— —
1 -1 3 -1 0 0 4 -4
1 -1 -1 3 1 -1 -1 3
1 -1 -1 3
100 1
o 1 1 -2
—->|0 1 0 -1}.
0 0 -1
00 1 -1
0O 0 1 -1

Innen az kovetkezik, hogy v=(-1,111) — a (3)-as rendszer megoldasainak fundamentalis

rendszere. Igy a (3)-as rendszer barmilyen nem nulla megoldésa felirhaté a kovetkezSképpen:
Xx=y(-1111) (y e R,y #0).

Gyakorlatok

Legyen A — az R* vektortér ¢ linedris transzformicié matrixa a kanonikus bézisban.

Keresse meg a goz, (03, go4 linearis transzformacidok matrixait ebben a bazisban és gy6z6djon
meg arrdl, hogy f(p)=0, ahol f— a ¢ transzformacié karakterisztikus polinomja!

Hatarozza meg a ¢ transzformacio dsszes sajatértékét és dsszes sajatvektorat!

30 -1 O 3 1 1 -1
35 0 -3 0 -2 -3 O
1 A= . 2. A= .

10 1 O 0 3 4 O
4 3 -1 -1 1 2 1 1
-1 3 1 4 0 3 O

0 -2 0 -3 13 1 -2
-3 5 1 -3 0 -2 0

0 0 4 -12 1 1
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25. Linearis transzformacio sajatvektoraibal allé bazisok

Példafeladat
Legyenek
-2 -1 2 0 -1 1 1 2 -1
A=l-4 1 2|, A=-1 0 1], A=/0 3 -1
-9 -3 7 -3 -3 4 15 -2

— megfeleléen a ¢, @), @ linearis transzformaciok matrixai az R® vektortér kanonikus

bazisaban. Bizonyitsuk be, hogy az R® térnek van két bazisa, melyek mindegyike a ¢; és @,

transzformacioknak megfeleld sajatvektorokbol allnak! Keressiik meg ezeket a bazisokat és a
transzformacioknak megfeleld matrixokat ezekben a bazisokban! Bizonyitsuk be, hogy az R3

térben nincs olyan bazis, amely a @5 transzformaci6 sajatvektoraibol all!

Megoldas. Megkeressiik a ¢ transzformaci6 karakterisztikus polinomjat

21 -1 2 0 -1 0
—4 1-2 2= +1-6 1-1 4-2)|=

—9 -3 7-2 ~3431 -3 1-1
A-2)A+3) —2(1-2 A+3 =2
_|A-2)(2+3) ( ):(/1_2)(1_1) _
3(1-1) -—(1-1) _

=(1-2)1-D(-1+3).
Innen megkapjuk a ¢; transzformacio sajatértékeit:
A =1, Ay =2, Az =3.
Megkeressiik a ¢, transzformacio sajatvektorait, amelyek a 4; =1 sajatértékhez
tartoznak. Ehhez megoldjuk az alabbi egyenletrendszert:
—3X — Xy +2%3=0,

—4X1 +2X3 :O,
—9X1 —3X2 + 6X3 = 0

Elvégezziik az elemi atalakitasokat ezen rendszer matrixanak sorain

99



-3 -1 2
-3 -1 2 -1 10
-4 0 2|-> - .
-4 0 2 -2 01
-9 -3 6
Tehat, a ¢ transzformdcid tetszéleges sajatvektora, amely a A; sajatértékhez tartozik, a
kovetkez6 alaku: of;, ahol f; =(112), aeR, a#0.
Hasonléan meglehet mutatni, hogy of, és of; a ¢ transzformacié sajatvektorai,

amelyek megfeleléen a A, =2 és a A3 =3 sajatértékekhez tartoznak, ahol f, =(1,2,3),

f3=013), ceR, a#0.

A @, transzformacio karakterisztikus polinomja a —(1—1)2(1—2) polinom lesz, a
A =1, A, =2 sajatértékeknek megfeleléen. Hasonldan az el6zd esetekhez kiszamitjuk a ¢,
transzformaci6 sajatvektorait. Eredményként azt kapjuk, hogy h; =(-1,10), h, =(1,0,1) —a
@, transzformaci6é sajatvektorai, amelyek a /; sajatértékhez taroznak; hy=(11,3)
sajatvektor, amely a A, sajatértékhez tartozik.

Az f, f,, f3 vektorrendszer az R*® tér bazisa, amennyiben olyan linearis
transzformacid sajatvektoraibol all, amelyek kiilonboz6 sajatértékekhez tartoznak. A hy, hy,
h; vektorok rendszere Gigyszintén az R® tér bazisa, mivel h;, h, sajatvektorok és hy

sajatvektor kiilonbozé sajatértékekhez tartoznak és a  hy, h, sajatvektorok rendszere

linearisan fiiggetlen.

Tovabb, amennyiben

(Dl(fl): 1. fl +0- f2 +0- f3, @2(h1):1'h1+0'h2 +0'h3,
(Dl(fz):O' f1+2' f2 +0- f3, Qz(hz)ZO'hl +1'h2 +O'h3,
¢1(f3):0. fl +0- f2 +3- f3, (02(h3)20'h1+0'h2 +2'h3,

akkor

100 100
A, =0 2 0|, A, =010
0 0 3 0 0 2

— megfeleléen az f;, f,, f3 bazis ¢ transzformaciénak és a hy, h,, hy bazis ¢,

transzformacionak matrixai.
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A @5 transzformacié karakterisztikus polinomja a —/1(/1—1)2 polinom lesz. Ezért
4 =0, 4, =1 — a @3 transzformacio sajatértékei. A ¢y transzformacio Osszes sajatvektora,
amelyek a 4; =0 sajatértékhez tartoznak a kdvetkezdképpen néznek ki:
k@, 1 3) (x=0). D
A sajatvektorok, amelyek a 4, =1 sajatértékhez tartoznak, a kdvetkezo alakot veszik fel:
x@,12) (x=#0). (2
Az (1)-es vagy (2)-es alaknak megfeleld barmilyen harom vektor linearisan Osszefiiggd
rendszert alkot, mivel ebben a rendszerben mindig lehet talalni két aranyos vektort. Tehat, az

R3 térben nem létezik olyan bazis, amely a @5 transzformaci6 sajatvektoraibol allna.

Gyakorlatok

Legyenek A, Ay, Ay — megfelelden a ¢, ¢,, @5 linearis transzformaciok matrixai az R3

vektortér kanonikus bazisaban. Bizonyitsa be, hogy az R? térnek van két bazisa, melyek min-
degyike a ¢ és ¢, transzformacioknak megfeleld sajatvektorokbodl allnak! Keresse meg
ezeket a bazisokat ¢és a transzformacioknak megfeleld matrixokat ezekben a bazisokban!

Bizonyitsa be, hogy az R® térben nincs olyan bazis, amely a @5 transzformécid

sajatvektoraibol all!

-6 5 -5 -3 2 -2 4 2 1
1. A=|-1 4 -1, A=l-2 1 -2, A= 1 3 2]
9 -5 8 2 -2 1 ~6 -6 -4
—2 -2 010 1 -2 1
2. A=| 1 -1 1, Ay=|-2 3 0], Ag=|1 -2 1|
0 -6 -3 31 1 -5 3
2 11 40 -1 -3 0 1
3 A=l-5 4 1|, A=[3 1 -1, Ag=|-2 -1 1|,
~9 3 4 6 0 -1 -5 -1 2
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26. Linearis altér ortogonalis komplementere

Példafeladat
Az R* euklideszi tér L altere az
X1+2X2— X3+ X4 :0,
2% +3Xy +4X3 — X4 =0, (1)
X1+ X2 +5X3—2X4 =0,

egyenletrendszer megoldasainak a tere. Keressik meg az L altér Lt ortogonalis

komplementerét az R* térben és a ¢ =(—24,20,5,—1) vektor vetiiletét az L altérre és az &

Lt ortogonalis komplementerére!

Megoldas. Az L homogén egyenletrendszer megoldasainak terének Lt ortogonalis
komplementere megegyezik azzal a burokkal, amely ezen rendszer matrixdnak soraira van fe-

1épitve. El6bb megtalaljuk az (1)-es rendszer matrixanak rangjat

12 -1 1
A=|2 3 4 -1|.
11 5 -2
Amennyiben
12 - 1 2
1 2
=-1, 2 3 4=0, 2 3 -1=0,
2 3
1 1 5 1 1 -2

akkor r(A)=2¢ésaz a; =(1,2,-11), a, =(2,3,4,—-1) vektorrendszer az L1 tér bazisa.

Legyen by, b, az L tér bazisa, vagyis az (1)-es rendszer megoldasainak fundamentalis
rendszere. Akkor a;, a,, by, by —az R* tér bazisa és

C=may +azay + fiby + frb, (2)

ahol oy, @y, B, s € R.

Legyen c', ¢c" — a C vektor vetiiletei megfeleléen az L, - altereken. Akkor
c=C4C" és C'= g + foby, C"=aa + aya,. EIObb kiszamitjuk az a4, a, egyiitthatokat.
Ehhez skalarisan megszorozzuk a (2)-es egyenletet az a;, a, vektorokra. Megkapjuk a kovet-

kez0 egyenletrendszert
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(al,C) zal(al,a1)+a2(a1,a2), 1O=7a1+ 3&2,
(aZ,C)=a1(a2,a1)+a2(a2,a2); 33=3a1+30a2.

Innen o =, =1. Tehat c'=g +a, =(3,5,3,0) és c"=c—c'=(-27,15,2,-1).

Gyakorlatok
Az R* euklideszi tér L altere az alabb megadott egyenletrendszer megoldéasainak a tere.

Keresse meg az L altér Lt ortogonalis komplementerét az R* térben és a C vektor vetiiletét

az L altérre és az 6 L+ ortogonalis komplementerére!

X{+2Xy — X3+ X4 =0, c=(-5,4,6,-1). [3%+ X, + X4=0,¢c=(2,0,4,-1).
1.92% +3X, +4X3— X4 =0, 2.95%X) +2Xy +3X3 — X4 =0,
Xg+ Xp +5X3—2X%,4 =0; 2%+ Xp +3X3 —2X%4 =0;

. 3X1+ X2 + X4:O, 4 3X1+X2— X3+2X4:0,

Xy +3%3 +3X4 =0, c=(5,1,—4,0). X+ Xy +2%3— X4 =0, ¢=(1,-2,-4,5).
3
5X) +2Xp —3X3 — X4 =0; X3 — Xy —5X3 +4x%, =0;

X +2Xy +3%3+ X4 =0, ¢=(-14,-3,5,0). [2%X +6X, +3X3+2%X, =0, c=(2,8,6,4).
Xy +4X, +X4 =0, 6.9 X3 +2X, +3X3+ X4 =0,
— X% —6X3 — X4 =0; 3%; +8X, +6X%3 +3X4 =0;

Xp + Xo +2X3—X%4 =0, 8.9 X1 —Xo— 2X3 + X4 =0,

X1+2X2— X3+X4:0, C:(6,2,3,0). 2X1—X2+ 4X3 +3X4:O, C:(—5,—11,3,5).
7.
3X; + 4%y +3X5 — X, =0; Xg + Xo +14X%5 +3X4 =0;

Xq +3Xy —4X%3 + 2%, =0, ¢ = (=15, 29,3,-5). 2% +3%y + Xg— X4 =0,

9. 4X1+ X2 - X4 :O, 10 —2)(1 +3X3+ X4 :0,

—10x; +3X, —8x%3 + 7x,4 =0; 6x; + 3%y —5%3 —3%4 =0,
c=(14,-5,1,-5).
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27. Gram-Schmidt-féle ortonormalizacids eljaras

Példafeladatok

1. Az R* euklideszi térben ortonormalizaljuk az alabbi vektorrendszert:
a=0234)), a, =(0,5,0,5), a3 =(8,10,—-8,14)!
Megoldds. Mint ismeretes, az ortogonalizacié eljards csak a linedrisan fliggetlen

vektorrendszereknél hasznalhatd. Ezért elobb kiszamoljuk az alabbi matrix rangjat:

1 2 3 4
A=0 5 0 5]
8 10 -8 14

Konnyen kiszamithato, hogy az r(A)=3 ¢és az g, a,, a3 vektorok linedrisan fliggetlen
rendszert alkotnak.

A keresett ortogonalis vektorrendszer elsé ¢; vektoranak értékéil az a; vektort ves-
sziik

c=9=(234).
Ezutan a C, vektort keressiik a ¢ €és a, vektorok linearis kombinacidjaként
Cy = /152)01 +a,.
Ahhoz, hogy a c, vektor ortogondlis legyen a C; vektorhoz, teljesiilnie kell az alabbi
feltételnek:
(€1.C5) = (e, A7¢; +2y) = A2 (¢, ¢1) + (¢1,8,) =0.

Innen

(c1.8)  1-0+2-5+3-0+4:5 30

=——=-1.
(¢1,¢) 12 + 22 432 4+ 42 30

(2 _
Al =

Tehat, ¢, =— ¢ +a, =(-1,3,-3,1).
A c3 vektort keressiik a €y, C, és az az vektorok linearis kombinacidjaként

Ahhoz, hogy a ¢, vektor ortogonalis legyen a C,, C, vektorokhoz, teljesiilniiik kell az

alabbi feltételeknek:
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(c1,¢5) = (e, A + 25, +a5) = A9 (cy, ¢0) + A (cy, ¢5) + (¢, 8) = 0,

(€2.€3) = (Co, A0y + Ac, +a3) = A7 (Cp, 1) + A5V (€2, C2) + (€2, 85) = 0.

Innen
ﬂf’) __(cl,a3) __l-8+2-10+3-(—8)+4-14 __@__2
(¢1,€1) 12 + 22 132 1 42 30 '
2(3) :_(cz,ag) :_—l-8+3-10+(—3)-(—8)+1-14 :_@:
2 (CCy) (-2 +32 4 (=3)2 +12 20
fgy

C3 =—2¢; —3C, +a3 =(9,—-3,-5,3).

Felépitettiink egy 0j parosaval ortogonalis nem nulla vektorokbol 4116 rendszert

¢ =00234),
C2 = (—1, 3,—3,1),
c3=(9,-3,-5,3).

Ahhoz, hogy a kapott rendszerbdl ortonormalizalt rendszert kapjunk, a c,, c,, C,

vektorokat elosztjuk sajat normajukra.

o = J(ere) =430, g =245, Jes]| = 24/3L.
Akkor
b1=i=( 1 2 3 4 j
o] (V30 '/30 '/30 '+/30 )’
bzc_zz[_l 3 3 1)
> “eo] U 245 245" 24525 )

bs_cg_(g 3 5 3J
lea] (231" 231" 243172431
— a keresett ortonormalizalt vektorrendszer.

2. A C[%,l] euklideszi térben, mely az 0Osszes olyan fliggvény tere, melyek négyzete

integralhato, ortogonalizaljuk a p; =1, p, =X, p3 = x?, Py = X3 polinomok rendszerét!

Megoldds. Ahogy az eldz6 példaban is, feltessziik, hogy
by =p =1, b, = A2y + p,.
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1 2 1
dex e}
Megkeressiik a ﬂ{z) =— ((Elz ,k:l)) = (i =—— 0 _ _%_
’ jldx
0

Ezért b, = —% + X. A by vektort a kdvetkez6 alakban fogjuk keresni:

Hasonldan az el6z6 példahoz a 153) : /1(23) egylitthatokat a kovetkezképpen szamitjuk ki:

1 1 1

J'xzdx 5L Ixz(—+ x}dx 1
%3)=_(p37b1):_o __ X 1 e _(paby) o 2 __12_ 4

(by,by) 1 3, 3777 (bpby) }( 1+xj2dx 1

9 12

0
Tehat
b3:—1+——x+x2:——x+x2
3 2

A by = A9 + 250, + 20 + p, vektor A, A A egyiitthatoit az alabbi képletek

segitségével szamitjuk ki:

1
3
x~dx 1
/154)=_(I04,b1):_£ :__4 _ 1
(b, by) 1 4l 4
}x3[—1+xjdx 3
J@ _ _(Paibp) o 2 __40__9
2 (bZ’bZ) 1 1 2 1 10,
j(—+xj dx 12
2
0

Aé4):_(p4,b3):_o __120_ 2
(bs, bs) }1_X+X22dx L 3
6 180
0
gy
b4——i+§x—§x2+x3
20 5 2



Gyakorlatok

1. Az R* euklideszi térben ortonormalizalja az a;, a,, as, a4 vektorrendszert!
11, a =111, a, =(1L-11-1), a;=(0,1,11), a4 =(0,0,1,1).
12. a,=(1-11-1), a, =(1,0,-1,0), a3 =(0,1,1,1), a, = (0,0,1,—1).
13. a=(-1-111), a, =(1,0,—-1,0), a3 = (1,1,1,0), a, = (1,0,0,—1).
14. a,=(11-1-1), a, =(1,0,10), a3 =(1,1,0,1), a5 = (1,1,0,0).
15 a,=@11-1), a, =(10,0,1), a3 = (1,1,1,0), a, =(0,1,1,1).

16. a, =(-1111), a, =(11,0,0), a3 =(0,1,0,1), a, =(0,0,1,1).

17. a=01211), ay =(2,-11-1), a3 =(1,1,2,0), a, =(1,10,0).
18. a,=(0,01-1), a, =(0,1,-11), a3 =(1L1,-11), a; =(1L111).
19. a,=(-1001), a, =(0,1,11), az = (1L,1,-1,-1), a; =(10,—-10).
1.10. a =(0,1411), a, =(1L,-12,0), a3 =(0,0,11), a, = (L111).

2. A C[Zay g euklideszi terben, mely az Gsszes olyan fuggvény tere, melyek negyzete integ-

ralhato, ortogonalizélja a p; =1, p, =X, p3= X2, Py = X polinomok rendszerét (a C[Zal 8]

tér két tetszoleges f és g fliggvényének skaldris szorzata a kovetkez6 modon hatarozhatod

B
meg: (f,9)=[ f(x)g(x)dx )!

21. a=0, p=1 22. a=-1, p=0.
23. a=1, p=2 24, a=-2, p=-1.
25, a=2, p=3 26. a=-3, p=-2
27. a=-1, p=1 28. a=-2, p=2.
29. a=-2, p=0 2.10. a=-1, p=2.
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28. Kvadratikus alak normalalakja

Pé¢ldafeladat
Keressiik meg a valos szamok teste felett az f(Xy, Xy, X3) = X2 +2X3 — X3 + 2% Xy —4XoX3

kvadratikus alak normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformdcioit, amelyek ehhez az

alakhoz vezetik az f alakot!

alabbi transzformaciohoz:

Y1 =X + Xp,
Y2 =X,
Y3 =Xz,

vagyis az alabbi transzformaciot:

X1 =Y1— Y2,
X2 =Y2,
X3 =Y3,

az alabbi matrixszal:

Ami utan azt kapjuk, hogy

f=yZ —2y1Yp + Y5 +2Y% — Y5 +2y1Y, —2Y5 —4Y,Y3 = Y + Y5 —yi —4Y,Ys.
Feltéve, hogy

1 =Y,
Z; =Y, —2Y3,
i3 = Y3,

vagyis elvégezve az ismeretlenek linearis transzformacioit az alabbi matrixszal:

1 00
B=0 1 2],
0 01

az f kvadratikus alakot a kovetkezd alakhoz hozzuk:
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f =22 +25 +42,24 +425 — 25 — 42,25 —825 = 27 + 75 —573.

Végiil, elvégezziik az alabbi transzformaciot:

leul,
22 =u2,
2= —=u
3 \/g 3
az alabbi matrixszal:
1 0 O
C=/0 1 0|
1
0 0 —
J5
Eredményiil megkapjuk az f kvadratikus alak kanonikus alakjat
f =u?+u3 —u3.
A
1 -1 0)(1 0 0){2 O O
Q=ABC=|0 1 0|0 1 2{|0 1 0 |-=
1
0 O 0 0 1)|0 0 —=
J5
1
1 -1 -2—
J5
_lo 1 2L
J5
1
0 O —
J5

matrix az ismeretlenek linearis transzformacionak matrixa, ami az f kvadratikus alakot

kanonikus alakba vezeti at.

Gyakorlatok

Keresse meg megfelelden a valos és komplex szamok teste felett az f (Xq, X5, X3) kvadratikus
alak normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformacioit, amelyek ehhez az alakhoz

vezetik az f alakot!
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1. f :x12+2x§—x32+2x1x2—4x2x3.

2. f =—Xx7 +3X5 + X2 — 4% Xy +6XX3.

3. f=x?—x3 +3x32 — 4% Xo + 2XpX3.

4. f =x2 +2x3 —3%3 —6X Xy — 4% X3.

5. f =—xZ +4%3 — X3 +8XyXg — 4%, Xs.

6. f =—x2 +3X5 —3X2 +6X Xy + 2XpXg — 4X(X3.
7. f = X2 +2x3 —8XX, +4XyX3 + 2% X3

8. f =—2x2 —2X5 —8x Xy —4XyXg.

9. f =3x2 +3%3 — 2xX, + BXyX3 — 2% X3 -

10.  f =3x2 +3%3 —9%3 + 22X X, + 6XyX3 + 2% X3
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29. Pozitiv és negativ definit kvadratikus alakok

Példafeladat

A 9(Xq, Xy, X3, X4, X5) kvadratikus alak, amely az alabbi matrixszal van megadva:

3 -2 1 0 0

-2 3 -2 1 0
A= 1 -2 3 -2 1],

o 1 -2 2 -1

o 0o 1 -1 1

pozitiv definit, negativ definit vagy indefinit?

Megoldas. Kiszamitjuk a ¢(Xq,Xp,X3,X4,X5) kvadratikus alak matrixanak sarok

aldeterminansait:
3=3>0 A=l > Y=550
= =o>U, = =9>U,
A 2= 5 4
3 -2 0 0O 8
Ay =-2 3 -2=0 -1 2/=8>0,
1 -2 3 (1 -2 3
3 -2 1 O
3 -2
A, -2 3 =2 3 4 40
— = |— — 4= > y
1 -2 3 -2
4 -5 2
0 1 -2 2
3 -2 1 0 O
3 -2 1 0
-2 3 -2 1 0 3 -2
-2 3 -2
A= 1 -2 3 -2 1= =-2 2 =1>0.
1 -2 2 -
0 1 -2 2 -1 1 -1
0 1 -1
0 0 1 -1 1

Amennyiben a g(Xq, Xy, X3,X4,X5) kvadratikus alak dsszes sarok aldeterminansa pozitiv, ugy

az egy pozitiv definit kvadratikus alak.

Gyakorlatok
A g(xl,xz,x3,x4,x5)=XTAX kvadratikus alak, amely az A matrixszal van megadva,

pozitiv definit, negativ definit vagy indefinit?
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