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Eloszo

Ez a jegyzet elsddlegesen a harmadéves szakgimnaziumban tanulo
alkalmazott matematikus hallgatok szdmara késziilt, de hasznélhatjak a foiskola
cls6éves hallgatoi is. A matematikai analizis ismeretek a matematika szinte
minden teriiletén és az alkalmazasokban nélkiilozhetetlenek. A matematikai
analizis minden képzett matematikus matematikai miiveltségének Iényeges
alkotorésze.

A matematikai analizist, a differencial- €s integralszamitast kezdetben a
végtelen kicsiny mennyiségekkel, az Un. infinitezimalisokkal torténd szamolas
jellemezte. Ezért szokas ezt az eljarast infinitezimalis szamitasnak nevezni. Ezek
azonban a matematikaban megkovetelt szabatossag hidnyaban csak megsejtett
eredmények igazoldsai, bizonyitdsai voltak. A tényleges szamitdst csak a
hatarérték fogalmanak tisztazasa tette volna lehetdve, azaz annak a felfedezése,
hogy az infinitezimalisok val6jaban hatarértékek. A 18. szdzadban Euler
bevezette a ma hasznalatos fiiggvény fogalmat. Ezutan a valos fliggvények
analizise elkezdett kiillonvalni az analizis mas részeitdl. Ennek els6 1épése, hogy
Bolzano 1816-ban megalkotta a ma is hasznalatos folytonossag definiciojat.
Ugyanakkor Bolzano munkdja egészen az 1870-es ¢évekig széles korben
ismeretlen maradt. 1821-ben Cauchy megkezdte az analizis szigora
formalizalasat azzal, hogy elsé Iépésként elutasitotta az tigynevezett algebra
altalanossaga elvét, amelyet kordbban elterjedten alkalmaztak az analizisben,
példaul Euler is. Ehelyett Cauchy formalizalta az analizist, geometriai elvekre és
infinitezimalisokra épitve azt. Igy az 6 folytonossag definicidja azt kovetelte
meg, hogy egy x infinitezimalis valtozasdhoz y-nak is infinitezimalis valtozasa
tartozzék. Bevezette a Cauchy-sorozatokat is, és elkezdte kidolgozni a formalis
definiciokra épiil6 komplex analizist. Poisson, Liouville, Fourier és masok pedig

a parcidlis differencidlegyenleteket tanulmanyoztak. Ezen ¢és mas



matematikusok, mint Weierstrass egyiittmilkodése vezetett a hatarérték ma

crer

A 19. szazad kozepén Riemann bevezette a sajat integralelméletét. A
szazad vége felé Weierstrass, aki igy gondolta, hogy a geometriai bizonyitasok

nem kielégitéek — vagy egyenesen félrevezetdek —, bevezette a hatarérték (e, d)-

crer

crr

Riemann-integralhaté fliggvények tulajdonsagainak vizsgalata a szakadasok
tekintetében.

A jegyzet feloleli a tudomanyegyetemek matematika-tanarszakos ¢és
matematikushallgatoi altal az elsé félévben elsajatitandd matematikai analizis
ismereteket. Bizonyara szamottevd segitséget fog tehat nyujtani az emlitett
hallgatoknak €s mindazoknak, akik a matematikai analizis irant akar 6nmagéért,
akar pedig a matematika mds 4gaiban jatszott szerepe folytan érdeklddnek.
Megjegyezziik a segédeszkoz korlatozott terjedelmével kapcsolatban, hogy az
elméleti ismeretek bizonyitas nélkiil vannak megadva.

A jegyzet 6 célja, hogy bemutassa a matematikai analizis elsd félévének
tipikus feladatait, melyeket az orakon €és Onalloan lehet megoldani. Minden

fejezet egy tipikus feladatokbol allo valtozat megoldasat is tartalmazza.



1. Elemi fiiggvények és grafikonjaik.

Ertelmezési tartomany

Legyen D egy tetszéleges valds szamokbol allo halmaz. Ha minden x eD
megfeleltetiink pontosan egy valds f (x) szamot, akkor azt mondjuk, hogy a D halmazon f
figgvény van értelmezve. A D halamazt értelmezési tartomdnydnak, ¢és az
E-= { y eR| y=f(x), x eD} —halmazt pedig az f (x) fliggvény értékkészletének nevezziik.

Fobb elemi fiiggvények:

[ERN

. Hatvanyfiiggvény - y =x“, a eR.
2. Exponencialis fiiggvény - y=a*, a>0, a=1.
3. Logaritmus fiiggvény - y =log,x, a>0, a#1.
4. Trigonometrikus fiiggvények - y = sinx,y = cosx,y = tgx,
y =cigx.
5. Arkuszfliggvények (a trigonometrikus fiiggvények inverzei) -

y =arcsinx, y = arccosx, y = arctgx, y = arcctgx.

OM-1.1

1. Hatarozza meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:

Dy- 7x-20 D) y= x* =2
5x? —2X+5 T 3xl
0) y= 10 . d) _NX+3 x+5,
S YT B

7 sin x 1

&) y=5""7 f) y=log,\ |5~

3x- V4

g) v =arccos 1 X h)y:ctg(2x+§j;

) y= log‘x‘ |2x —3| !

2. Abrazolja az alabbi fiiggvényeket:



10 6

a y=—r— b) y=——;
) ¥ =5 ) y="73
C) y=2x>—4x+1; d) y=2‘x_3‘;
f) y=3sin(x+£}‘; Q) y=ltg2x;
3 2
h)y:log1|x—1|!
3
OM-1.1

1. 1) Hatarozza meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat:
3x—15 5-2x
a)y=———; b)y= ;o C)y=log(.,px+1!
VY=o D=t =g+

2) Abréazolja az alabbi fiiggvényt:

y= |200sx+3| !
2. 1) Hatarozza meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:

2
x“+5 5-2x
a) y=—-——=, b)y=.——; ¢) y=log,, x+1!
)y l—|2x—3| )y 3x—6 ) y g( 1)| 1|
2) Abrazolja az alabbi fiiggvényt:

T
=3tg| x-Z |1
y=3(x-2)

3. 1) Hatarozza meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:

5x—1 9 /3x2+x+2
a) y= — ; b) y=4—""—;
)y 1-4x> X’ +64 )y 3x-2

C) y = arcsin

2) Abréazolja az alabbi fiiggvényt:

y= 210g2|x+ 2| !



IM-1.1

|. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat:

1. a) y= X —=x+2
' Y 2532 +x+5
255sin x
C) y=e ¥ |
Tx—4
2.a) y= X
)y 3x? =27
C)y=ln|3x+4|!

3. ) _5x3—x+9_
Y 3x-2 '
C) y = sin,| / !

X+
17
4, ) y=—r———:
)y 3x2—Tx+4

¢) y = arccos(3x —6)!

77x% —11

5 y=—-—"F—7—:
)y 5x*—9x? +4

6. a)y= X
)y x> +x?—5x-125

C)y= tg(7x+%j !

5—x ]
9+4x—13x>"

c) y=sed = +2 |1
YEs )

7.a)y=

by = vV2—x* +Jx+1.

b) y = 3 Ax+3,
4 Jx-5 3
x> —4 5
b)y= + X
) \/x2—9 x—4
3[ 3
x” +1
b = H
)Y = N3
Jx
Y= e
b Nx+3
)y=x2+5x’

b) y =/3x% =27 +3L;

—X

b)y=.[| 2"
)y Iy



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.a

17.

a)y=

5

7—x2+|x|—2;

C) y = cos ec[2x + %) !

— 3 .
)y = (x—7)‘x2+2i’

C)y=

a)y=

. 2x+5
arcsin !
4x* —9x+5 3

12x-4

C)y= ctg(?ﬁx — %) !

a)y=

44x -4 3

x[+3°

c) y =log (x+2)!

a)y

C)y=

a)y=

C)y=

a)y

5 4

= + ;
33x-3  |x]+3

arctg\/; !

13 X

x=5 3x*-75

214 (xr2)

Niaais B

_ 8x-1

5x> -9

C)y= arcsin()c2 + 1)!

a)y=

73
*+9 x*-3

2x%* -8 ]

=
Y13—x
b)y = R
x3—8_
)yzﬁ,
_\/; x-2
b)y_x_z_ \/;1
15Vx—1+4
R
b)y:—%+\/)€—4;

b) y = Jl-5;




1
C) y = arcctg T !
X

19
18.a) y=————— b)y=v12—x—11x";
)y 2x2 —3x+1 )y
sin X
oy=——1
)y 3x+2
4x+2 17 Vx*-1
19.9) y=—r—— b)y=—+ :
)y 2x? —x-1 )y \/; 3x—4
C)y:5x+3!
cos 3x
549x 1 5—x°
20.a) y= - : b)y = :
C)y=2"1g5x!
3x2 =75 5-x°
21.a : b) y = ;
)x2+9 )y |x|—\/§
cos Sx
Qy=——!
e
&x X x?=3x
22.a)— ——: b)y= :
)12—x|ﬂ—12 )7 x+2

2 x
C)y==ctg=!
x 2

I5-x . N2x=T7
23.3))/:#, b)y:3—,
x =5x"+4 X —64
lg5
Q)y=5 M
3x x? 2-3x
24.a + ; b)y= X
)9—x2 X +8 )y xXVx+5
1
Se*

Q)y=—2% 1
T

coS| X +—

[ 2)



_5x+5 V9 —4x?

25.a)y ; b)y=—-——;
X +1 V2x? —3x+1
C)y _ arctg'\/;!
arcsinx
2 x* —64
26.2)y = - , b)y=——7"—;
)y =2 3x7+9 )y x+7
C) y=arccos~\4x—3!
27.a)y=L22; b)yzi+\/x2—5;
x—2x |x|—3
C)y= log2(2x—5)+ !
x=5
4 x—13
28.a)y = ; b)y = ;
)= s )=\ s
x*—5x+6
C)y:lgz—!
x“+x+1
5x%—4x-1 V17 —x +17+x
29.2) y=—F——, b)yy= ;
3x? +10x—13 16—
- X
c) y =53 arcsing !
2
4x+— 2
_5)
30.a)y = X by y =, (x ;
)y 5 )V=\"12 25
x
C) \Jilgx*—4!
1. Abrazolja az alabbi fiiggvényeket:
4 x+3
1. a)y=2x-1; b)y=- : C)y=|— !
)y =[2x-1 )y=—g )y (J

2. a)y:3x2—5x+2; b)y=+x-1-3; C)y:log3|x+2|!

) V.4
sin| x+—|!
( 3j‘

4. a)|=x-2; b) y =2x -3; c)y=3""_21
10

9]

3.a)y=2x|+4; b)y= ; c)y=2
y_

=

W




10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

.a)|y|:|x|+2;
.a)y:|3x—2|;
.a)y=l|x|+2'

2 )
.a)|y|+|x|:4;

. a)y=|3—x|;

a)y=10—|x|;

a)y:U+l;
a)y=—|7x—5|;
a)y=3—2|x|;

a)y= —(2+|x|);

a)y:—|x+3|;
a)y=|3x—5|;
a)y=3|x|—1;
a)|y|=x+2;

a)[y]=3—;

a)y=2+|x|;

a)y=[x—2/+2;

a)y=5—|x|;

b) y=—vx+5;

6
b)y= X
)y=7"

=

b) y =3x* +6x—1;

2x—1
x+2°

b)y =

=31

C)y=|log, x

2

C)y= 2tg(x—%}!

C)y=4"-21

C)y= |lg|x|| !

b) y=2x* —4x-3; C)yzcos(2x+%)!

5

b)y= X
)y x> +1

b)y:x2—2|x|+l;

b)y=3-vx+2;

5x—-3
5x

b)y =

b) y =4x* +4x-8;
b) y=—/2x—-4;

4x—-1
4x+1°

b)y =

b) y=x*+6x+9;

b) y =[x -2];
b)y=5-+x;

8 |.
b)yz‘ﬁ,

b) y=3-2x—x7;

3x—1

b)y= :
)=

11

C)y=

tg%‘!

c)y=-2""1
C) y =log,|x—3|!
C) y = |cigx|+ 2!

c)y=1-3"1

C)y=2sinx—31
C)y:|lnx|—2!
I, .
C)y:§|smx|—2!
lx

=l-| —2!
C)y (3)
C)y:—|lgx|+1!
C)y:—|cosx|!
C)y=1-2"71

C)y= —|log2 x| !



23.a)y=|2x—4|; b) y=3-x; C)y=2+sin|2x|!

24, a)|y|+|x|:5; b)y=x2—4|x|+l; C)y=arcsinx+%!
25. a)y=—|x+1|+3; b)y=ﬁ—2; C)y=arccosx—r!
X
26.a)y:3—|x+1|; b)y=4x+3; C)y=3_‘x‘+2!

x+1
27.a)y:|3—x|+4; b)y=+x+2-2; C)y:logl|x|!
2
28. a)y:—|x|+2; b) y =2 —6x—x?; C)y:|arctgx|!
29. a)y=|x—1|+3; b) y=‘4—x2‘; C) y =2arcctgx!
30. a) y =[3x| - 7; b)y:—‘xz—S‘ : c) y =2 431

Tipikus valtozat megoldasa

1. Hatdrozza meg az aldbbi fiiggvények értelmezési tartomanyat:

2)y = x-3 b) y = 3—x+ 5
T 31 YV ox+a  x+2

C)y= log‘x+5‘|x —3| !
Megoldas.

a) A megadott fiiggvény akkor értelmezett, ha 2x* —3x+1+0.Megoldjuk a kovetkezd

: 1
masodfoku egyenletet 2x* —3x +1=0. Kapjuk: x, =1,x, = 5 Tehat,

D(y)= (— 00;1) U [1 ;1) UG00).

2 2
b) A fiiggvény akkor értelmezett, ha

3—x —(X—3)>

—= >0, _
via 2(x+2) = = zSO,
x+2#0, x#=2 X

Intervallumok moédszerével, kapjuk:

12



tehat, x e (—2,3]

¢) Logaritmus fliggvények definicidja alapjan:

R U R S
e+5)#1 Jx+5=£l x¢_6
k-3>0] [(x=3#0 a

’ X #3;

vagyis, x € (—o0;—6)U(-6;-5)U(-5-4)U (- 4;3)U(3;).
2. Abrazolja az alabbi fiiggvényeket:

a)y:|x—3|+l; b)y:‘x2—3x+2‘; C)y:3‘x_2‘+l!

Megoldas.

a) Felijuk a fiiggvényt a kovetkezd képen: y—1:|X—3| ¢s legyenek az uj koordinatdk
x,=x-3, yy=y—1; igy megkapjuk az x;01y; koordinatarendszert, melynek az origoja
01(3;1), és ebben abrazoljuk az vy, =|Xl| fliggvény grafikonjat (lasd az 1.1. abrat) vagy

,hax >0,
masképp felirva y, = LAk
—X,,hax <0.
yn

1.1. bra
b) Kiemeljiik a teljes négyzetet:

2
x*—3x+2= x2—2x-§+2 —2+2: )c—é 1
2 4) 4

13



. 3 :
és parhuzamosan eltoljuk az y = x* parabolat az OX tengely mentén — egységnyire, az Oy
p y >

tengely mentén—% egységnyire. Szamitasba vessziik, hogy az y = ‘xz —3x+ 2‘ , vagyis y>0

minden x € R. Szimmetrikusan abrazoljuk az Ox tengelyhez a grafikon alsé részét (lasd az

1.2. abrat).

) Végrehajtjuk parhuzamos eltolasat xOy koordinatarendszernek az 00' (2;1) vektorra. Az Uj

X'Oy" koordinatarendszerben abrazoljuk az y' = 31 fliggvény grafikonjat az alabbi sorban:
1)y =39

2) y’=3‘x" grafikonja szimmetrikus az y' =3 grafikonjahoz az Oy’ tengelyhez

viszonyitva (lasd az 1.3. abrat).

A
/
-
N\
Y

1.2. abra

14
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2. Szamsorozatok és fiiggvények hatarértéke

1. Szamsorozatok hatarértéke. Valos szamok sorozatanak az f:N — R fliggvényt
nevezziik, mely az dsszes természetes szamok halmazan van értelmezve. Az f(n) szdm n -

dik tagja a sorozatnak, melyet x, —el jelolink és az x, = f(n) az éltalanos tagjanak
képletének nevezziik. A szamsorozat jelolése: {xn }neN.

A sorozat konvergens, és az A-hoz konvergal, ha barmilyen € > 0 értékre a sorozatnak
véges sok tagja van az A szam ¢ kdrnyezetén beliil: Ve >0,3n, e N,Vn>ngja, - A <e.

2. Fiiggvények hatarértéke.
Heine-féle meghatarozds:

Az f:M —>R, McR fiiggvény hatarértéke az X=a helyén az A szam, ha
barmely x =a-hoz konvergalo (x,), x, € M abszcissza sorozathoz tartozo fiiggvényértékek
((x,)) sorozata az A-hoz tart: lim f(x)= A.

Cauchy-féle meghatarozas:

Az f:M—>R, McR fiiggvény hatarértéke az X=a helyén az A szam, ha

barmely & >0 szamhoz létezik olyan & >0 hogy barmely az a szam o6 kornyezetébol vett

abszcisszahoz tartoz6 fiiggvényérték az A szam & kornyezetéhez tartozik: "rr; f(x): A, ha

Ve >0,35 >0, hogy ha 0 <[x—a| <&, akkor|f(x)-Al<e.
Nevezetes hatarértékek:
1) lim "% _1;

x—=0 X

2) Iim£1+1j = lim(L+ x)x =e.

X—0 X

OM-2.1

2n+7

1. Igazolja, hogy az {x,}= { } sorozat hatarértéke az A=2 szam!

n—1

2. Hatarozza meg az alédbbi sorozatok hatarértékét:

16



n+2 . On+2 .

1) lim——; 2) lim :
o 3N o N4 247
4) lim 89—11n; 5) Iim—n+22;
n—o 6_3n n—>»
2 5 . 2 3
7) lim 18n 6+ 2n4; 8) lim 32n 642n +3n ;
n>e8—n° —7n n>e  3n° 423
. nhsinn!
10) lim——; 11
) n®+1 )

. n®+99n°-35n* —5n° +6
12) lim T E -
o 78—n-n°—n’+6n

3 2
14) tim| 3" | 15)pim "
el n°4+1 3n-1 N—>0 n2_|_n

. AI3+5+..+7

3) lim 72—5n;
n>o 348N
. n*+2n
6) lIim—m—;
) e 440 +n’

2
9) lim"_*>.

n—o0 n

16—n+9n*—4n°

lim 5
o 3413n+5n
13) lim (3n-5)" ~5n

n*+13 In+5n° +(n-2)n+4)

19) Im ———; 20) lim
0 8010 4 71 -8 N—0 (2+3n)3
3 4 4
21) lim— . 22) lim St +9N,
n-=Bn° —5n+12 n— "
Oom-2.1
Hatarozza meg az aldbbi hatarértékeket:
2 [ 1
1. a) limw; b)lim#;
x=2 x°—=5x+6 x5 x° =25
. 3x
¢) lim sinTx ; d) lim (2)6—3) ;
x>0 tg5x x—oo\ 2x +1
e) Iim(x(\/x2 +5—/x2 +1»!
3 2 2
2. a) lim 3x J;3x x—1 ; b) lim 6x 35x+1_
x»o  S5x°—4x+5 ol 8x7 -1

17



Hatdrozza meg az alabbi hatarértékeket:

1.

c) li ;
)xll)/’zl xz -1

Y sin3x+ sinSx ,

=0  2arcigdx
2

a) lim Tx Sx-gl :
x—o 9x —14x

¢) lim Nx+13 -4 .
x—3 x2 -9 '

&) 1 0954x |
x=>0  XSINn X

. 3x2—5x+4_
a) lim ————;
x>0 2 —4x+9x
x-9

c) lim :
)xawzxz—s

&) lim x2Hx—12 ]
x>3x—2—J4—x

i) tim (Vx+2 —x—3)!

X—>00

7-5x°
oo 4xd —9x+7

. a) lim

2
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3. A fiiggvények folytonossaga

Az y= f(x) fiiggvényt, melynek D halmaz az értelmezési tartomanya, folytonosnak

nevezziik az Xo pontban a D-bél, ha lim f (x) = f (xo). Ez a felvétel ekvivalens az alabbi

XX

feltételekkel:

1) f(x) értelmezve van az X pontban;

(
2) f(xo—0). f(x, +0)— bal és jobb oldali hatarértékek léteznek és végesek;
3) 1 (xo ) (xo + O)

4) f(xO—O): f(x0+0):f(x0).

Ha ezen feltételek koziil valamelyik nem teljesiil, akkor az f(x) fliggvénynek az x,
pontban szakadésa van.

Az f:M >R, McR fiiggvény az X=a pontjaban nem folytonos, de létezik
véges jobb és bal oldali hatarértéke, akkor a szakadas els6faju, ha Xﬁglo f(x)= xErarJO f(x)=A,
akkor a szakadas megsziintethetd.

Az f:M >R, McR fiiggvény az X=a pontjdban nem folytonos és

lim f(x)=+c0és lim f(x)=+co, akkor a szakadas masodfaju.

x—a+0 x—a—-0

OM-3.1

1. Hatérozzak meg az y = (7x+5)/ (3x2 —3) fliggvény folytonossaganak tartomanyat
(halmazat)!

2. Adott az alabbi fliggvény

x?+2, ha x<0,

f(x)=1cosx, ha 03x<%,

x—z, ha xzz.
2 2

Allapitsa meg, milyen szakadasa van a megadott fiiggvénynek!
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8
3. Allapitsa meg, folytos-e az y = 2(x+4) fliggvény az x;, =4 és x, =—4 pontokban!

OM-3.1

1. 1) Allapitsa meg, folytonos-e¢ az f (x) = (6x + 12)/ (3x + 9) fliggvény az
X, =—1, x, =—3 pontokban! Készitsen vazlatos abrat!

2) Adott az alabbi fiiggvény

2, ha x<0,

f(x)=<2cosx, ha 0§x<%,

4-x, ha xzz.
2

Allapitsa meg, milyen szakadasa van a megadott fiiggvénynek! Készitsen vazlatos 4brat!

3) Allapitsa meg, folytonos-e az f(x)= 2XX _:r
+

fiiggvény az x;, =0 és X,=—4

pontokban! Készitsen vazlatos abrat!
IM-3.1

1. Allapitsa meg, folytonosak-e az alabbi fliggvények és készitsen vazlatos abrat!

x+3, x<0, x—1, x<0,

1.1. f(x)= 1, 0<x<2, 1.2.f(x)= sinx, 0<x<r,
¥ =2 x>2 3 X27.
1-x, x<-1, 1, x<0,

1.3, f(x)=9x*+1, —-1<x<2, 14 f(x)=42", 0<x<2,
2x, x> 2. x+3, x>2.
2—X, X<-=2, 3X+4, x<-1,

15. f(x)=4x}, —-2<x<1, 16.f(x)=9x*-2, -1<x<2,
2, x>1. X, X2 2.
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1.7. f(x)=

1.9. f(x)=

1.11. f(x)=

1.13. f(x) =

1.15. f(x)=

1.17. f(x)=

1.19. f(x)=

1.21. f(x)=

1.23. f(x)=

1.25. f(x)=

X x <1,
(x—@{l<x£l

6—x, x>3.

X3, x<-1,

x—1-1<x<3,
5-x, x> 3.

X+2, x<0,

3x-1, x=>1

-2, X <0,
cosx, 0<x<r,

1-X, X>r.

-2x x<0,
f, 0<x<2,

x+3, x>2.

x+1, x<0,

4—X, X>2.

- X, X <0,

X—3, X> 2.

2x2, x<0,
-x, 0<x<2,

x+1, x> 2.

x—3, x<0,

x+3, x>2.

X, x<0,
2x%, 0<x<l,

3+x, x>1.

—x*+3,0<x<1,

(x-1,0<x<2

x-1,

x<l1,

L&jﬂﬂ: x2+2,1<x<2,

1.10. f(x)=

1.12. f(x)=

1.14. f(x)=

1.16. f(x)=

(x+1f,0<x<2, 1.18. f(x)=

1.20. f(x)=

1.22. f(x)=

¥ =3, 0<x<x2, 1.24. f(x)=

1.26. f(x)=

32

-2x, x>2.

X, X<-2,
1-x,-2<x<1,
x3—-1,x>1.

0, X<=2,
x?—4,-2<x<3,
2X, X > 3.

3, x<-1,
1-2x, —1<x<1,
Inx, x>1.
x+4, x<-1,

X +2, —1<x<l,
4x, x=>1.

X—2, x<-1,
x?—4,-1<x<0,
5-x, x>0.

~3(x+1),x < -1,
(x+1)°,—1<x<0,
2X, x>0

2x,

X2 +1, 1<x<3,

x <1,

x+2, x>2.

J1-X, x<0,
0, 0<x<3,
X-3, Xx>3.

sinx, x<0,
2x, 0<x<3,
0, x> 3.



COSX,XSZ,
2 Xx-2, x<0,
1.27. f(x) =10, %<x<ﬂ, 1.28. f(x)={x?, 0<x<2,
2 xox 4(x-1), x> 2,
x+1, x<0, x*+1, x<0,
1.29. f(x)=4x* -1, 0<x<2, 1.30.f(x)=41-x% 0<x<2,
-x, x2=2. 2x, x> 2.

2. Allapitsa meg, folytonosak-e az alabbi fiiggvények a megadott pontokban!

21, f(x)=82-1; x,=2, x,=3.

2.2. f(x)=

23. f(x)=53+1; x,=2, x,=3.

24. f(x)= Sasln=2
2.5. f(x)=2—4; X =2, x,=-2,x=3.

26. f(x)=22+1; x, =2, x, =—1.

27. f(x)=4242; x,=2, x,=3.

-3

2.10. f(x)= ;‘+2; X =2 x,=3

211, f(x)="F2. x =2 x,=3.
x-3

2.12. f(x)= X, =5, x, =1
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2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

7
f(x)=);:1 x =1 x,=3.
-5
f(x)=%! N =-3 x5 =-1

f(x):x+4 X =-5 x,=-4
5
f(x):;H__z; x =3 x,=2.
i+3
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Tipikus valtozat megoldasa

1. Allapitsa meg, folytonos-e az alabbi fiiggvény és készitsen véazlatos abrat!

—x?, X <0,
f(x)=1(x-1f -1, 0<x<2,
3-X, X>2.

Megoldas.
Az f(x) fiiggvény folytonos a (—o0;0), (0,2) és (2,+0) intervallumokon, mivel
ezeken elemi fliggvényként szerepel. Tehdt, a szakadas csak az X; és X, pontokban lehetséges.

1) Az x; =0 pont esetére kapjuk:

lim f(x)= lim (~x*)=0, lim f(x)= lim (x-1f -1)=0,

x—0-0 x—0+0 x—0+0
0)=—x?|._,=0, vagyisaz f(x) fiiggvény folytonos az x, =0 pontban.
x=0 1

2) Az x, =2 pont esetére kapjuk:

dim f(x)zxﬁgq_o((x—l)z—l)=0, lim f(x)= lim 3-x)=1, £(2)=(3-x), =1

x—2+0 x—2+0
vagyis az x, =2 pontban az f (x) fliggvénynek els6fajii nem megsziintetheté szakadasa van.

A fliggvény grafikonja az 3.1 dbran van abrazolva.

1
2. Allapitsa meg, folytonos-e az f (x) =4*2+3 fiiggvény az X, =2¢és X, =3

pontokban!
Megoldas.

Az X, =2 pont esetére:

1
lim f(x)= lim [4x—z +3J=0+3,

x—>2-0 Xx—2-0|

1
lim f(x)= lim (4“ +3J = oo,
Xx—2+0 x—2+0
vagyis x, =2 pontban az f(x) fiiggvénynek masodfaju szakadésa van.

Az X, =3 pont esetére:

lim (x)= lim (4:2 +3]:7,

x—3-0 x—3-0
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1
lim f(x)= lim [4x2+3J=7,
x—3+0 Xx—3+0|

1

f(3)=4%2+3=7.

Tehat, az x, =3 pontban az f(x) fliggvény folytonos.

AY
1-___
™N
T
-2: -1I 0 I 3
| 1|
|
|
|
|
- ==
3.1. dbra
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4. A derivaltfiiggvény

Legyen Ay=f (xO+Ax)— f (xo)—az y = f(x) figgvény névekménye az X, pontban,

mely a Ax = x — x, argumentum novekményének felel meg. Az y= f(x) fliggvény x,

ponthoz tartozé derivaltjanak az alabbi hatarértéket nevezziik

-y 1)

Elemi fiiggvények derivaltfiiggvényei

i y=r(x) v =f'(x)
1 C (const) 0
2 x* (a#0) !
3 a* (a>0a#1) a*lna
4 e’ e’
1
5 log,x (a>0,a=1) log,e-—
X
6 Inx -
X
7 Sinx cosx
8 cosx —sinx
1
9 tgx 5
cos” x
1
10 clgx ——
sin® x
1
11 arcsinx 5
1-x
1
12 arccosx - >
1—x
1
13 arctgx 5
I1+x
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14 arcctgx _ ! >
1+x

15 shx chx

16 chx shx

1
17 th

o ch*x

18 th !
cinx sh’x

Derivalasi szabalyok

Haaz u(x), v(x) — két derivalhato fiiggvény, akkor:

!

1 (u+v) =u' +v';

2. (Cu) =Cu’ (C = const);

!

3. (w) =u'v+uw';

u u'v—v'u
Yo
v v
5. Ha az y=f(x) fiiggvény derivalhat6 az X, pontban és a z= g(y) fliggvény
derivalhaté az y, = f (xo), akkor az osszetett z=g(f(x)) fiiggvény is derivalhato az x,
pontban, melynek derivaltja egyenld z’(x0)= g'(yo)- f ’(xo) (Osszetett fliggvény derivalasi

szabalya).

Legyen a fliggvény paraméteres alakban megadva

{":W)’ ( clap).

y=yl1),
Ha teljesiil, hogy az x = ¢(¢) fiiggvény az (a, ﬁ) intervallumon invertalhat6 (vagyis létezik

inverzfiiggvénye) és ¢ = @ '(x), akkor az y! derivalt kiszamithato az alabbi képlettel
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OM 4.1

1. A definici6 alapjan hatarozza meg az y = 2x>+3x?>-x+1 fiiggvény derivaltjat!
2. Derivalja az alabbi fliggvényeket

a) y=xtg7x; b) y=e¥sin5x; ¢) y=%x*—cos’x;

4 —
B y=3""" @ y=xeostxe”; ) y=2
3x* -1 X . Naem

=1 ; h) y=4; i) y=sh®lx"*);
9)y ,/3X2_F1 )y )y ( )
j) y=ch®arctg/2+x*; k) y=5 Iogi(—S]!

arccos x
3. Logaritmikus derivalasi szabaly alapjan derivalja az alabbi fiiggvényeket
a) y=(cosax)™;  b) y=(+1f"; c) y=(In2x)";
Ux+3

d y=

AR
(x=2(x~7)
4. Derivalja az alabbi y(x) paraméteres alakban megadott fliggvényeket

X=t>+t+1, X = 2¢0s°t,
a) b) .
y=t"+t*-1; y =2sin’t!

OM-4.1

Derivalja az alabbi fiiggvényeket:

lcos?x—1
1. = xtg®5x; b =\
a) ¥ = X1g 75X )Y sin2x -1

c)y:(3°°szx+sin2x)4; d) y=xcos?x-e* ;
e) y=(ctg2x)"; f) e —x* +y* =5;
X=t>-2t,
9) 3., 42
y=t"+t°+1!
X3 . b ( 5 I 2 )3
2. a)y=W, ) y=Isin>x+1In“XxJ;
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C) y = 3)(4 —sin® x :

e) y= (S|n4x)0055x

Int
9 y = (2t +1)cost!

d) y=xtg?x-sin5x;

) y2+x° —sin(x2y2)= 5

IM-4.1

Derivélja az alabbi fiiggvényeket:

a) y= 3\/_+——4X +X£

) y=cos’3x-sin4x’;
e) y=(x—3)-sh’3x;

_ Tarcg(2x+1).

(X . 4)2 ’

k) y = (thsx)arcsinx;

m) siny = xy* +5;

X X

c) y= sin® 2x.tg(5x+ 2)3;

&) y = ch*(2x+5)-V3x—1;

51g(3x2 —1)

S

i) y = (cos(x+2))";

9) Y=

1.

0y o 2
X —

d) y=4(x—2) -In(x* - x+2};

earccoszx.
~ Jx+5°
. Xx—5
=.|=—log,|x —2x?);
Dy \/x+5 93( )
)y x+5e3)
(x+2f
X =6t* —4,
n)
y=3t°!
2.

b (x-5)

)= \/7 3+ x—4 4
d) y=2"-arcty 25x:
f)y:—x’

e
h) :33X+1'|g(4x+7);




k) x* +y® =5x;

2 1 2
a) y=5x"—————+=;
)Y X x

) y=ctg*7x-arcsin8x’;
e) y=th>2x-In*2x;

_ 5arctg 2x |
(2x-1f "’

g9)y
i) y=(shx)’™;

K) VX +4Jy =7;

a) y:3§/§+12—§+9x4;
X X

) y=tg7x®-arccos’3x;

e) y=cth*(7x-1)-(x-2)";

_In(7x+5).

9y Bxf '

i) y=(In(x+ 2))°°Sﬁ ;

k 2=X_y;
)y X+Yy

a) y:lz—ﬂ#‘\/F—SxG;
x> X

c) y=arcctg*(7x —3)-sin2x?;

X =arcsint,
y=Int!

3.

b) y:( ! ~3/(x=3Y;

2x? —3x +1f
d) y=2%*.arcctg *x;

ze—ZX

f)y=—/——;
VX2 =3x+2

-CoS(3X —5);
> cos(3x —5)

L+5\/7—2x—x2;
(x—4)’

d) y=In(2x-5)-ctg3x?;

b) y=

2
f) y= &1,
4e

5x+1
h) y=5 -In(3x—4);
) y=g/z — In(3x-4)

~Y2x+1(x-5) .

hy= (2x+3)
X =te',
1) t
y=—!

e
5.

5 8

b) y=8/B-xf-—°>
)y =) (x2—3x+2)3



3

e) y=e .chx’;

2log,(3x 1)

(x=7)

i) y=(log, 3x)™;

9) y=

K) cosy =X’y +6;

a) y:5x3—%+6\/_—1;
X X
c) y=sin®3x-cos®4x?;

e) y=(4x—2)-sh®2x®;

arcsin(x +1)

(x=2)
i y:(ij ;

k) ctg®(x+y)=

9) y=

a) y= 2\/_ ii/_Jr—

c) y=tg+/x -arcsin?5x;
?(x+3)-cth®2x;

e) y=Ig

3log,(2x +4) .

(x—2)
) y=(he "

9) y=

1)

b) y=

Xzef3t,
y=e!
6.

Ererallasl

d) y=3(x-1)-log, 2x;

f)y=

(3x—2)°
3e4x 4

h) y—7‘/ oy arctg\/x+

Vax-2 .
(Bx+1°(x-2)"

Dy=

d) y=+e*? arcsin/x;

VEX% — X + 2

f) y——a,

‘/ 5x 1

Vax .
)( 4y’

Dy= (7x
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) t+1
k) x“y* +x=5y; ) 5
t+1
8.
a) y=8x"+_—— 93' b) y= \/9x
\/_ x> 4x? —x+5
C) y=cos®7x-arcsin2x’; d) y=e*arctg®4x;
e) y=tg*(x—2)-In?2x; _ e :
) y=19 ( ) 0y COS 2X
3arcsin+/x X-9 .
=% h) y=2¢ -sin(2x -5);
9) y ) ) y=5§/ 7 g - Sin(2x-5)
9 4
|) y:(lnzx)shSX; J) y= (3X—4) (X—l) :
Y(Ex-1f
 Cein3
K) x4+x2y2+y:4; ) X =5sIn"t,
y =3cos’t!
Q.

a)y:4\/;+¥—§+4x5; b) y={(2-x) .
X (3 x+x)2

c) y=arctg*(2x+1)-cos4x’;  d) y =In(x+4)-arcctg *3x;

COS5X
etg5x ’

_ o AIn’(x+2). _ Ja—x ;A

e) y =arcsin’ 7x- sh°x; f)y=

6, 5
i) y:(ch3x)§; ) Y=—(3);+4) 7
(x=5)°(x +3)
(it
k) y2=x+InY; Dyt
X y=t?Int!
10.
a) y:12§/7—%+4x—%; b) y=(5_7x)5 +32-3x+4x7;
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c) y =arccos8x®-sin®3x;
e) y=arctgv/x -ch®3x;

_In(7x-3).
9) y_—(x+1)5 ,

i) y=(lg(8x+1))°>;

k) xy? —y® =4x-5;

—i+5x4—g;

NG X

C) y=arccos/x +5-sin’2x;

e) y=th?(x +2)-cos(2x +3)’;

4log,(2x +3).

(x-1

i) y = (cth2x)**

9) y=

K) Xy —6=cosy;

a) y= afxe - +2x —%;

X

c) y = arcctg®2x - cos(3x +1);

e) y=cth®(3x—1)-tg(2x)’;

_ 3lg(4x+7)
9) y——(ZX_l)z 1

d) y=5"-sin(5x> - 3);
esth

" =

5x-9 .
h) y:31/5§+9-sm(4—x);

(4x —1)'(3x +1)° ;

Dy= /(x+7)
X =arccost,
{y:\/l—tzl
11.
8 3
b) y=——-Y(x-1);
)y (3x2 — x+5f =)

d) y=7(5-x)log, 4x;

VX*=5x+1

—C0S2X ’

e

f)y=

A 7x-1
X+1

) y- Ysx+1
DY = 3Pk 2

N X =sin 2t,
y =cos’t!
12.

D) y= X4 (7x x)3

d) y= arctg47x-ln(3x —4x);

h) y= -In(3x5—1);

C0S 5X
f)y= ol95% ;
X+3 2
h) y=s 3 -cos(2x —5);
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2

i)yz[M§y; J’))/JZXH)Q(BX_Z)8

(x—ay
3t
K) 3y =7+ xy?; ) {x—e '
y=e1
13.
a) y=2x5—W+%—%; b) y=ﬁ—‘b3x2—4X+5;

c) y=+arcsinx-tg*(2x+3); d) y=79""cos’3x;

e) y=98hx'|n(7X2—|—5X—1); f) yzwl(X_2)3 -

SXZ 7

0) y=ﬂr(]xg_x25—);4): h) y—g/ - arcsm\/_

(9x +4)*(3x-1)* .

i) y = (log,(2x +1))°>; y=
3 Y(x-7)
Q tgy =4y 5 ) x=3(t—sint),
H= y =3(1—cost)!
14.
a)y=7W—4x3+z—%; b)y:—7 -+ 3¢ —x+ 1,
X X (5-x°)
c) y=tg?(9x+1)-sin7x’; d) y=In®sinx-cos?x;
) ) ethx
e 5t X Ct X —_—
Barccos(x —3) [3x -2
_ . h =7 . ta+/ 1;
9y (x=2f )Y ={axg OOV
: X . 8\/2X+7
i) y = (tgx)"; Dy=

(x—6)°(x+3) ;

x =3(sint —tcost),
K) y=7x-ctgy;

y =3(cost+tsint)!
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15.

a) y= ——4\/—+12x ——;b)y= 7 x

(3x - X- 1)2’
c) y=ctg®2x-arcsin*3x?;  d) y=Ig?(2x+3)-sin5x?;

—2X

Z\/4x+3’

_Ig<X2_4)- 42X 3 _a).
9) y= 2 h) y= /5+X In(2x° - 3);

e) y=log, shx-arcsin Jx;

i)y:(x2+1)&; J')YZM;
Y(x—4y
g N X = arctgx,
k) sin (3x+y )—5 | {yzln(1+t2)!

16.
a) y= 2\/—+ ——+3x b) y= w/x 7 —;
X (4 X — x)3

c) y=arctgyV/x+2-tg*7x*; d) y=arcsinvx+2 -e*;

sin? x

e
e) y =arccos5x - ch?3x; f) y=\/7;
2x? -3
arcsinV/x—2 7+ X
= - h) y=29 -log,(x—-2
9 V=0 g )y =3/ log,(x~2);
) y = (sh2x)™; R, (LA
’ (x=2)'(4=-x)"
0 & —ax—7 X =arcsint,
e’ =4x-7y;
Y y=+1-t>1
17.
_ 3_i S_i. =L_5 Q).
a)y—2\/x_ X2+7x I b) y 3 —7%—9 (X 8),

C) y=cos(2x+5)-4/tg3x*; d) y=3"1tg%2x;

e) y=4(3x—1fcth’; f)y=



_ 3log,(x*-3).
9) y= (X—l)3 ,

sh3x
b

i) y=(arctg2x)

K) y*+ x> =siny;

a) y:9%+%—7x3+§;
X X
c) y =ctg5x”*-sin®3x;
e) y=(7-x)-sh°2x;
sin(5x +1
g) yz—( 6);
(x—4)
i) y=(ch2x)*;
k) siny =7x+3y;
3 2 ., 1.
a) y—W+F—3X +;,

c) y =arcsin/x - ctg®2x;
e) y=7"*In2x;

_3log,(x+3).
tg3x

i) y = (cthx ™7,

9y

K) y=¢e’+4x;

xX-7 .
h) y= -sin(3x? +5) ;
)y \/3x+7 ( )

(x =1 (3x +2)° ;
1y

X =5cost,
y =4sint!

Dy=

18.

b)y:3w/(9+x—x2)2— > =

(x+5)

d) y=2"*.arcsin>Vx;

Ux+3 .
f)y: -3x

e

h) y:?;/;);tj ~cos(7—x2);

DY - ap iy
_ 2
) X:{x_Scos t
y =3sin’t!
19.
b) y=%/(x* —=3x+2 8
(x+5)°

d) y =5 *arctg’x;

Zetngx -
f) Y—W,

X+3
h) y:4/X_3 -log,(2x +9);

(7x =17 (x+9) .
Y1)

X = e' cost,
1) .
y=e'sint!

Dy=
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a) y:7§/F+£—%+8x2;
X X

C) Yy =+/tg7x? -cos 2x?;

e) y=arctg~/x -th®(x +1);

_19(2x-5).
9 y= In(2x-1)’

|) y — (Shsx)arctQZX;

K) Iny=%—7;

a) y=%—6x2+%—§;

c) y=tg°(3x—1)-ctg 7x;

e) y=arctg®3x-sh(2x +3);

_2x=3)
g) y= 2oy
i) y=(lg7x)";

k) tgy =3x+5y;

a) y:¥—8W+§—9x;
X X
c) y =sin*5x-arcsin/8x;

e) y=(4x—3)sh(4x-1);

20.

7 3
b =——5 —_ ;
)Y (xz—x+1)3 (4-)

d y= :sin5(3x2 —1)- c0s 3X%;

_In?(2x+1).
X2+ x+3]

f)y

21

) y=3/(x—3f + 2

(x—3x?)
d) y=log,(5x +1)-sin*3x°;
4x2

e
)y=—-;
)y In®x

h) y= 6/2 sy arccos(2x —1);
+ X

(x+1P(x-1)" .
Y(x-3f
| X =4t + 2t2,
y =5t —3t?!

Dy=

22.

b) y=%2x* —x+5+ 3

2—x’

3

d) y=cos*(4x—2)-e*;

H y_\/7—x—2x2 _
- 4

e
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_7In!x2—1}_ _Lx+2 2 ).
9 y= Sin?(x 1)’ h) y—W/x_2 tg(5x*~3);
I) y:(\/m)arcsinSX; 8\[(X+5)3

DY a2 xrar
=t
k) xy =ctgy; ) t’
y=tint!
23.
Q) y=ax—La 2o by y—— L Ui ax4;
x> X (x—5)
c) y=(7x—4farcsinVx;  d) y=cos’(5x—7)-lg3x’;
, ethx
e) y=e"*ch®x; f) y=m;
tg(3x +1) . [9—x s ).
=27 7 h) y=2 -In(3x°> —-4);
9y 4In*(x-3)’ )y 9+ x n( X )
. ahx : -3 (x+9)
i) y=(arctg3x)™; ) y= (x g{/() (XSJ); ) .
X_
o
==,
K) y* —x=cosy; )) 1+2t
y=—t 1
1+t
24,
a) y:7(/;+%—z+9x3; b) y=;—3w/(x—2)2;
X2 X (3—x—2x2)3
c) y =arctg®8x- cos 2x*; d) y=57% sin?3x*;
echx
e) y=2"%sh’x; f)y= 4
In?(x +2) 2x+7
=—; h) y=29 -cos(3x* —4);
9) ¥ (x_5F )Y — ( )
Npe]
1 X—7
i) y=|[th= ; =
v=(v) G [



k) 3x+siny =5y;

a) y:12W—i+§—3x5;

Jx o x
c) y =+/arccos3x -sin’ 2x;

e) y =arcsin/x - sh*/x;

5In(7x+2) .

9) y:m,

i) y=(In(7x+4))%;

K) y* =25x —4;

4

a) y=15i/§+7x3—%+;;

¢) y=arcsin*5x-tg(3x + 4);

¢) y=arccos’ x-ch’x;

4cos®(x—3) |

& y= In*(x—3)

i) y=(Ig(®x+3)™;

k) arcctgy = 4x+5y;

a) y:i_4x5+i_g;
X

3/x® X’

X=+/t* -1,

) B t+1 :

N

25.
o)y =37 (x —11x)5

d) y=arctg®/x -cos(l+x);

e—cthx
D y:c0522x'
5x+3
h) y= log. (7 = x%);
)Y Ex_3 gs( )

b) y:\/2x2—4x+5—ﬁ;
- X

log, 3x° - sin® 4x;

NTX=1
f) y_ S|n5x ’

:31/X+10 -arcsin3x;
x—10

(2x+3P(x-1F

i
1 X=
){y Vt!

217.

d) y=

j)y=



c) y=.Jarctgx - sin® 2x%; d) y=301-x)'In*2x;

eSx

1
e) y=arcctg = -th?x; =
)y 9 )y o2
In? 2x 2Xx+3
g) y:(x_z)s; h) y=4 3 -arccos(2x —1);
. shx . X+5)4(X—:|.)2
i) y =(cos5x)™; i) y:(—;
3 (x—4)
X =6c0s’t
k) y=log, x+2y; | ’
) y=log,x+2y {y:ZSin3t!
28.
2 3 4 7
a) y=—r———+— -5’ b) y= +49—x—2x%;
)Y K x e )Y (3x -4y
c) y=./arctgx -sin®2x’; d) y=12x*arcsin®v/x;
| 2
e) y=cth®3x-arcsin® 2x; f) y:5)(x++33x+1;
e
9arcsin/x 4x—1
= TN h) y=s/ tg(4x —1);
gy Inv/x )y 54x+1 g(x )
. rci X . 6 _6)5
)y (V X+ )a Dy (X—4)3(X+7)4
Y = 1
2 2 DS
k) X—+y—:siny; 1) t+2
5 3 y= t
(t+2)"
29.
12 2 7 o= 4f(,2 1
==+ U b) y=y* —x+1] - ———;
D32 2T eyl ot
c) y=sin¥/x-arctg2x’; d) y=e""*cos®3x;
e) y=2(7-x)’ch?(2x +1); = _Sinx;
) y=2(7-x)ch?(2x+1) f) y o
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~log,(2x*-1). _4]10x-1 &)
g) y_(§<——2)5' h) y=¢ ToxT1 In(2x3 5),

: 2 : 7x-1)°(x+2)
i) y=(0g, 3x+5)): p y=
x = (2t +5)sint,
k) y®=8xy +7; 1
)y =8xy+ ){y=4t2!
30.
_ 2_§ i 6. _ 4 _3 _9)\.
a) y=15x MRV b) Y=o o e 3J(x—=2);
¢) y=ctg®(2x+3)-arcsinv/x;  d) y=In*(2x+1)-cos(2x +1);
e) y=e"chx+1; f) y:cth35x;
41In5x 3x+4
= ; h) y=7 -log, (5% - 2);
9 Y= ay ) y=15 —y 109.(6x-2)
. — . 8/(x—5)
i) y=(cthsx)™"; j) y=m;
2 y? =3co0s’t,
k) X—+y—:cosy; 1) X C(_)S
8 7 y =2sin’t!

Tipikus valtozat megoldasa

Derivalja az alabbi fliggvényeket:
a)y =3x* —%+§/F—2x+3;
X
Megoldas.

3
y'=3-4x3—(—3)x_4+§x5 —2:12x3+1—f+§i/?—2.

X
0)y =4(3x? — 2x +1f —ﬁ;
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Megoldas.
1

2(3x-1) L2 3 3wl 12

a2 _2x1 (-2 2 432 el (-2

¢) y = arccos~x - 1g° 3x+1);

_3.
4

Megoldds.
y’:—\/ll_—x-ﬁ-tgﬁ(3x+l)+arccos x-6tg5(3x+1)x
x;. __ tg6(3x+1) +18arcc0s\/;-tg5(3x+1):
cos*(3x+1) 2Jx - 1—x cos?(3x +1)

_ 18arccos~/x - tg°(3x+1) B tg6(3x + l)
cos*(3x +1) 2\/x(1 —x)

d) y =’ 5x - arctg8x?;
Megoldads.

-16x =

1
"=3In*5x-—-5-arcte8x* +In’ 5x -
Y 5x & 1+ 64x"

3
= gln2 5x-arctg8x® + M .
X 1+ 64x

e)y= e -sh2x;
Megoldds.
V= e (10x)- s/ 2x + e 3sh>2x-ch2x-2 =

=2¢7 sh? 2x(3ch2x —5xsh2x).

V3x2 —5x+3
f)y_ 2€3x ’

Megoldas.

3x
(6x—5)e —\3x* —=5x+3-¢-3
1 232 543
773 e

(63 -5-3-2(3x> ~5x+3))_ 6x-5-18x*30x-18 _

1
2 e -2\/3x2—5x+3 4e3x\/3x2—5x+3
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. 36x-23-18x%
4635 —5x+3

5log,(3x +1
gy =],
sin” 2x
Megoldas.
- 3
':5.(33;::)3;2—log2(3x+1)-3Sin22x-cos2x-2:
sin® 2x
_s 3sin® 2x(sin 2x—2(3x+ 1)in2-log, (3x+ 1)cos 2x)
(3x+1)ln2-sin6 2x '
2x-3
h)y=3% Ig(3 ,
)y =355 eBx+7);
Megoldds.

5
4
Ls|2X=3 3 :15(2“3} .12Ig(3x+7)+
2x+3 (3x+7)In10 5\(2x-3 (2x+3)°
4
L 82X=3 3 =Elg(3x+7)5(2x+3j .
2x+3 (3x+7)In10 5 (2x+3f Y\ 2x-3

L3 [2x-3
(3x+7)In10V 2x+3’

4
, 1(2x—3j5.2(2x+3)—(2x2—3)-2lg(sx+7)+
2x+3 (2x +3)

i) y = (thsx)"®";

Megoldas.

Logaritmizaljuk a megadott fiiggvényt:

Iny =In(2x+7)-In(th5x), akkor derivaljuk mindkét oldalat:

1 2 5
—y'= In(th5 In2x+7) ———.
yy 2X+7 n(th5x) +In(2x+7) th5x - ch?5x

Innen megkeressiik az y':

yr — (th 5X)In(2x+7)[

2|n(th5x)+ 5In(2x+7)j
2X+7  th5x-ch?5x )
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A )
) y_(x—2)6(x+7)7’

Megoldas.
A logaritmikus derivalas alapjan: Iny= gln(x —3)-6In(x—2)-7In(x+7), most

derivaljuk:

T, 3 6 7
yy_5(x—3) Xx—2 X+7°
y- 3/(x=3) 3 6 7
(x=2P(x+7)(5(x-3) x-2 x+7)
k) X’y —y* =6Xx;
Megoldas.

Derivaljuk az egyenlet mindkét oldalat:
3x°y + X’y —2yy' =6,

innen
,  6-3xy
xXX-2y

| X =3t> -2t

y=t>-6!
Megoldas.
Mivel x/ =9t* —4t, y, =3t?, ezért
3t? 3t

y’:it': = .
X oot’ -4t ot-4
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5. Derivalt alkalmazasa

Ha az y=f(x) fiiggvény derivalhaté az (a,b) intervallumon és £'(x) >0 minden
x €(a,b), akkor az f(x) fiiggvény szigortan monoton névekvd az (a,) intervallumon; ha
pedig f'(x) <0 minden x e(a,b), akkor az f(x) fiiggvény szigoruan monoton csokkend
ezen az intervallumon. Ha létezik olyan kdrnyezete az Xo pontnak, hogy tetszdleges x # x;
ebbdl a kornyezetbdl teljesiil az f(x) > f (xo) egyenlétlenség (vagy f(x)< f(x,)), akkor az
Xo pontot helyi minimum (maximum) pontjanak nevezziik az y = f(x) fiiggvénynek és az
f(XO) — a fiiggvény helyi minimumanak (maximumanak) nevezziikk. Ezen pontokat a
fiiggvény szélséértékhelyeinek nevezziik. Azon pontokat, melyekben az f'(x) =0 vagy az
/"(x) nem létezik, a fiiggvény kritikus pontjainak nevezziik.

Sziikséges feltétel. Ha az X, pont az f(X) fliggvény szélséértékhelye, akkor
£'(x0) =0 vagy f(x,) nem létezik.

Elégséges feltételek.

1) Legyen f(x) derivalhato az x, kritikus pont valamely (x0 —0,X, +§)
kornyezetében, kivételesen az x,pontban. Akkor, ha f '(x0)> 0 minden x e(xo —5,x0) €s
f’(x0)<0 minden xe(xo,x0+5), akkor az x,— helyi maximum pont; ha f’(x0)<0

minden x e(x0—5,xo) és f'(x0)>0 minden x e(xo,xo +5), akkor az x, — helyi minimum
pont.

2) Legyen y = f(x)fiiggvény kétszer derivalhaté az x, kritikus pontban és annak
valamely kornyezetében. Ha f"(x,)<0, akkor az x, — helyi maximum pont, ha f"(x,)> 0,

akkor x, — helyi minimum pont. Ha pedig f”(XO) =0, akkor tovabbi vizsgélatra van sziikség.
OM-5.1

1. lgazolja, hogy az y = x* + x fiiggvény szigoruan monoton névekvé!

2. Hatérozza meg az alabbi fliggvények monotonitdsanak intervallumait:
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a)y=x"'—2x*-5;

b) y =x%*;
X

Qy=—,
In x

d)y=x-2sinx, 0<x<2r!
3. Hatarozza meg az alabbi fliggvények sz¢élsdértékhelyeit:
a) y =2x>—3x%;
b)yzgxz?’ 6x—71
4. Hatdrozza meg az aldbbi fiiggvények szélséértékhelyeit a mésodik derivalt
segitségével:
a)y=x3—2ax’*+a’x (a>0),

b) y =x%e !
OM-5.1

1. Hatarozza meg az alabbi fliggvény monotonitasanak intervallumait:
y= X !
X’ —6x—16"

2. Hatarozza meg az alabbi fiiggvény szélséértékhelyeit:

y= 3\/(x2 —~ 6x5)2 !
2. Hatarozza meg az alabbi fliggvény monotonitasanak intervallumait:
y=(x-2f(2x+1)"!
3. Hatarozza meg az alabbi fiiggvény szélsoértékhelyeit:
y =x—In(1+x)!
4. Hatarozza meg az alabbi fliggvény monotonitasanak intervallumait:
y=x—e*!
5. Hatédrozza meg az alabbi fliggvény szélsdértékhelyeit:

y=—XVx*+21
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OM-5.1

1. Hatdrozza meg az alabbi fliggvények monotonitdsanak intervallumait:

1.1. a)y=x> —3x* —9x +14;
b) y =2+/3sinx—3x (0<x<27)!

1.2. a)y= (x—2)4(2x+ 1)3 ;

C)y=2Xx+cosx!

_1—x+x2_

1.3. >
l1+x+x

a)y

b) y=2x* —Inx;

b) y =xe*;

b)y=ln(x+\/1+x2);

c) y=2sinx+cos2x, (0<x<2x)!

2
x“ -1
a)y= ;
X

1.4.

C)y=x+3tgx!

a)y =(x—3f(3x-1);

c)y=sinx—cosx, (~z<x<0)!

1.5.

10 )
45> —9x* +6x

c)y=3x+3cosx!

1.6. a)y =

1.7. a)y =3x" —4%;
C)y=ctgx—x !
2
1.8. a)y:ﬂ;
x-1
C) y=1tgx +2x!
— 2_
1.9. a)yzw;
x
C) y =~3x—2sinx, (0<x<27)!
x+1
1.10.a) y=
-y
C) y =5tgx +1!

2

b) y==-;
e
b)y=x*+nx;

b)y=x—ln(1+x2);

X

b)y=xe™;

My=x+@£;
X
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l.ll.a)yzi' b) y=x*—2Inx;

9—x'
c) y =3ctgx —5!
1.12. a) y =3x* —2x° —6x” +6x; b)y=—ln1+x;
-X
C)y=2x+cosx!
3
1.13.a)y=u; b)y=ln(x2+l);
x+1
C)y=3tgx+7!
3
X Inx
l.14.a)y=—"——; b)y="=":
)y X2 —x+1 )y \/;
C)y =2cosx—2sinx, (—ﬂSxSO)!
1
1.15.a) y=x" = 5x" +5x° +1; b) y = x%e*;
Q)y=l+ag’x, |-Z<x<Z|i
)y=1+ig (2 2)
2
1.16.a)y:x2+6; b) y=xinx;
x“+1
C) y =sin2x+2cos x, (—%Sxﬁ%)!

117.2)y =32 -} ; b) y = In(x* +1)—x;

C) y = arctgx + x!

1.18.a) y =v2x —x?; b) y = ae”™ +be 7",
C) y=x—arcctgx |
2
1.19.a)y=x2—XI; b)y=xlnx;
x°=2x

c) y=3sinx—3cosx, (—x<x<0)!

1.20. a) y = xvax—x* (a>0); b)yzem;

C) y = 3arcigx + x°!

2y 13X D)y — 1 _
Y el 4 Inlx* +4x* +30)’
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1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

)y =cos2x—sin*x, (0<x<2x)!

b)y=x—ln(1+x);

C) y = xsinx+ cos x, (0 <x< 272')!

a)y:(x—S2 R/(x+1)2 ;

X

b)y=_—3+e ,
x

C)y =secx+5, (nggzm x;t%; 37”)

a)y= (2x—3)3(x+5)5;

b)y:l+e_x;
x

T T
C) Yy =Sec X+CoSec X, ( _E<X<§’ x¢oj!

x—1
a)y=—-;
x+1

C)y=2+5gx!

x+3 .

VY= ap

C) y="Tctgx —2!

_x3+4_

a - ’
)y 2

C) y=arcsinx +x>!

a)=x'
A

3
C)y =arccosx —x’!

4
X

-1

a)y=
c) y=3x—cosx!

a)y=(x+1)%/;;

C) y=sin2x—5x!

b)yzln(l-i—x)—x;

By =’ -2
X

e +1

X

b)y:x+ln(x2 —4);

b) y =—xin®x;

b)y=(x+l)ezx;
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2. Hatdrozza meg az alabbi fiiggvények sz¢élséértékhelyeit:

43
Ox+1—x ,

21.a)y=

22.8)y= 3x2 —2x3;

23.2) y=2x> —6x” —18x+7;

“Tax<Z
2 2

2.4. a)y=x4—2x2+5;

25.a)y=3(x*—4f ;

26.8)y= ;

27.a)y=

28.a)y=—r* "7,
X

2.11.a) y =x* +2x* —8x—5;

212.a)y = (x+1)3\/_;

213.a) y=x" —5x" +5x° +1;

2.14. a)yz\/%;

b) y = 2&°* + 37" !

By =L

Inx

1
b)y:xsinx+cosx—zx2;

b) y=2x> —lnx !

x2

b)y:erx !

b) y=x+2sinx;

b)y= e |

b) y =x—2arctgx !

€2x
b)y= !

e’ -1

b) y=x+2cos x;

_lnx+\/; |

Jx

2
X

b)y=—-1
)y Inx

b) y

x 2
byy=24+21
)y S+
b)y=|n(1+ xz)—x !
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1+3x

215. a) y=——-——; b)y=e*(x—1) !
V4 + 5x7
2
2.16.a) y = w; b)y = e”‘()c2 —3)!
x“+x+1
2
2.17. a)y=x2+1; b) y=sin2x—x!
x° =1
2.18.a) y=2x" +3x* —12x—-5; b) y = 2arctgx + > !
’ 20+ x?)
2.19. a)y:xz(x—IZ)z; b)y:260S§+3cos§!
2.20.a)y=(x_2—)§8_x); b) y = chx !
2 x
201 8)y= X —2*+2. b)y = 1
x—1 x
222.8)y= 16 L b) y = xin* x!
x\4—x
52
223. ) y=—5—; b) y = 2xe™!
x“+3
4
2.24. )y = ; b) y =x—arctgx !
x> +8
2.25.a) y =x(x -1\ (x—2); b) y =x—In(1+x)!
x
2.26.8) y = ——; b)y=xlnx!
227.8)y =3(*~1f ; b) y = x%e !
x2-1
2.28.8) y = (1+x* )2 - x); b) y = 25>+ 1
2.29.a) y :—2; b) y =2sin2x+ sindx!
x_
2.30.8) y = (x=3)Wx: b)y =% |
X

3. Hatarozza meg az alabbi fliggvények szélsGértékhelyeit a masodik derivalt

segitségével:
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3.1. y=x+i;
33. y=—3;

3.5. y:m,

3.7. y= ln(l +x? )

39. y= (x+2)6 +2x+2;

3.11. y = x* —arcsinx;
a, X
313.y=—In=(a>0)
y=-I>(a>0)
315y:g+m
X
317.y=x" +%;
X
3.19.y=z+£;
x 2

32l y=e;

3.23. y=x"—2x"—4;
3.25.y=Insinx;

X

2

3.27.y= ;
x°+1

3.29.y=x +i2,-
X

3.2, y=X++1-X;
34. y=ch2x,
36, y=S—;

38. y=x*(12lnx-7);
3.10. y =" —arctgx;

312, p= 1%,
X

314y =—Jx-5;

X2

3—x?

3.16.y =

3.18.y= X —3x> +5;
3.20.y=x’(x— 2)2;

3.22. y =xe*;
3.24. y=Incos x;

3.26.y="%,
X

3.28.y=e"" (0<x<27)

3.30.y = Xe+1!

Tipikus valtozat megoldasa

1. Hatdrozza meg az aldbbi fiiggvények monotonitasanak intervallumait::

X +12
x+2

a)y
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Megoldas.

Az x =-2 pontban a fliggvénynek szakadasa van.

,_2x(x+2)-(* +12) 2’ +4x-12_ (x+6)x-2),
g (x+2) (r2f  (+2f

Ha 3’ =0,akkor (x+6)x—2)=0, innen kapjuk, hogy x, =6, x, =2 kritikus pontok.

Az x; =-2 pontban nem létezik derivalt, de ez a pont nem Kkritikus, mivel nem

tartozik hozza a fliggvény értelmezési tartomanyahoz.

Az X, =-6,X,=2,%X,=—2 pontok felosztjdk 4 intervallumra a szdmegyenest.

Meghatarozzuk minden intervallumon a derivalt eldjelét.

7T N T

<V

-6 -2 2

Mivel y' >0 az (—o0,—6)U(2,00), ezért a fliggvény itt monoton ndvekve;
V' <0 az (— 6;—2) v (— 2,'2), ezért a fliggvény itt monoton csokkend.

by y =" 10
X

Megoldas.

A fiiggvény értelmezett a (0; + o0) intervallumon.

1
—x=inx l1-Inx
y == 3 =——— V=0=>hx=1=x=c
X X

Az x = e kritikus pont felosztja a fliggvény értelmezési tartomanyat két intervallumra.

Meghatarozzuk ezeken a derivalt eldjelét:

— T

© + _
0 e

>
X

Az (O;e) y' >0, ezért a fiiggvény monoton ndvekvo. Az(e;+oo) y' <0, ezért a

fliggvény monoton csékkend.
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C) vy =5x+sin2x.

Megoldas.

A fiiggvény mindeniitt értelmezve van. )’ =5+2cos2x. Mivel |cos 2x|£1 minden

x€eR, ezért —2<2cos2x<2. Tehidt 5+2cos2x>0 mindeniitt, vagyis a fliggvényiink

monoton novekvo a valds szamok halmazan.
2. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények sz¢élséértékhelyeit:
a)y =3x" —4x® —12x% +24x—9.
Megoldas.
¥ =12x° —12x° = 24x + 24 = 12| (x— 1) - 2(x 1) =
—12(x—1)® —2)=12(x = D)x =2 [x + v2).

V=0= (xl =1x, = J2; Xy = 2 ) kritikus pontok, melyek felosztjdk a szamegyenest
négy szakaszra.

Mindegyiken meghatarozzuk a derivalt eldjelét.

— 7 T
- " - P
—J/2 1 U2 X

min  max min

Mivel az x = ++/2 pontokon athaladva a derivalt eldjelet valt «-»-rdl «+»-ra, ezért a
fliggvénynek ezen pontjai minimum pontjai.

Ymin = y(— \/5)= 3(— \/5)4 _4(_ \/5)3 _12(_ \/E)_Z N
+24(-V2)-9~—436; 1, =2V2)~16.

Az x =1 ponton athaladva a derivalt eldjelet valt «+»-rdl «-»-ra, ezért ezen pontja a

fiiggvény maximuma: y, , =y(1)=3-4-12+24-9=2.
b) y=x-2cosx.(0<x<27).
Megoldas.

|
V' =142sinx; y'=0=1+2sinx=0=sinx=——=
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Xl = N

_lir

A kapott kritikus pontok felosztjak az egységes kort az alabbi intervallumokra

0.7\ (1= .11z
"6 )6 6

Meghatarozzuk a derivalt el6jelét mindegyik szakaszon (5.1. abra). Mivel:

= (% 27:) a megadott 0<x<27r szakaszon.

: 1 .
1) y'>0, vagyis, sinx >—§ az (O,'%)U(%;Oj, ezért itt a fliggvény monoton
novekvo.
, L 1 Tr 1lx - . . p
2) y'<0, vagyis, sinx < ) az ? ~ ezért itt a fliggvény monoton csokkend.

T , . , , , 11z
Az x= o ponton athaladva a derivalt eldjelet valt «+»-rol «-»-ra, és az x = 6 ponton

athaladva «-»-16l «+»-ra, ezért a fliggvény szélséértékhelyei:

Ymin = J{%) = %—20@% = %_2.? ~4.03.
3. Hatdrozza meg az y=x’e ™ fliggvény szélsbértékhelyeit a masodik derivalt
segitségével!
Megoldas.

V' =3x%e " —xle™ = (3x2 -x )e_x ;
y'= (6x —3x? )e_x — (3x2 —-x )e_x = (x3 —6x% + 6x)e_x.
Mivel a derivalt folytonos minden xe R, ezért a kritikus pontok kielégitik a
3x* —x’ =0 egyenletet, vagyis x; =0, x, = 3.
Megkeressiik a masodik derivaltak értékeit ezen pontokban: y"(O) =0, vagyis, x; =0

- inflexiés pont, y"(3)=—-9¢ <0, vagyis, x, =3- maximum pont.
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Ve = V(3) =277 =134,

AY
0]
> >
X
7l . 11n
6 ~y 6
5.1. dbra
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6. Fiiggvényvizsgalat

1. Konkav és konvex fiiggvények egy intervallumon. Inflexios pont.

Az y= f(x) fiiggvény grafikonjat konvexnek nevezziik az (a,b) intervallumon, ha a
grafikon gorbe az (a,b) intervallumon az (a,b) szakaszrdl vett X pontban huzott érint6 felett
helyezkedik el. Ha a (b,c) intervallumon a grafikon gérbe a (b,c) szakaszrol vett x pontban
huzott érinté alatt helyezkedik el, akkor az y= f(x) fiiggvény grafikonjat konkavnak

nevezziik a (b,c) intervallumon (6.1 abra).

Ay

y=1x)

L Aa

ol « b ¢

6.1 abra

Ha az y = f(x) fiiggvény kétszer derivalhato az (a,b) intervallumon és f"(x) >0,
akkor az konvex az (a,b) intervallumon; ha pedig f"(x) <0 a (b,c) intervallumon, akkor az

konkav a (b,c) intervallumon.

Azon pontokat, melyekben a fliggvény grafikonja gorbiiletet valt (konvexrdl konkavra,
vagy forditva) a fiiggvény inflexios pontjainak nevezziik.

2. Aszimptotak.
Ha az y= f(x) fiiggvényre létezik olyan egyenes, hogy az M(x, £(x)) pont és az

egyenes kozti tdvolsag a nulldhoz kozelit, amikor az M pont a végtelenségbe tart az origbhoz

képest, akkor ezt az egyenest a fliggvény asziptotdjanak nevezzik.
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Az x=a egyenes filiggbleges aszimptotija az y= f(x) fiiggvénynek, ha

lim f(x)=o vagy limo f(x)=o. Folytonos fiiggvényeknek nincs fiiggdleges
X—>a—

x—a+0
aszimptotdja.

Az y=kx+b ferde aszimptota, ha a kovetkez6 hatarértékek léteznek és végesek:

lim m=kés lim (f(x)—kx)=b.

(o) X %)
OM-6.1

1. lgazolja, hogy az y=xarctgx fiiggvény grafikonja konvex a valds szamok

halmazan!

2. lgazolja, hogy az y:ln(xz—l) fliggvény grafikonja konkav a valds szamok

halmazan!

3. Hatarozza meg az y =3x° —5x* +3x—2 fiiggvény gorbiileteinek intervallumait és

az inflexiés pontokat!

4. Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatot az alabbi fliggvényeknél:

3
a) y:3x = b) y=x%"!

OM-6.1

Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatot az aldbbi fiiggvényeknél és abrazolja azokat:

1 y= —ln(x2 —4x+ 5)

2x—1

2. yv= .
Ty
5y 2

3. y=x"+-1
X
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IM-6.1

Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatot az alabbi fiiggvényeknél és abrazolja azokat!

2x% +4x+2
9. a) y:T,'

10.a) y = (x2 —1)3;

11.2) y=32:2(x* -1 ;
1,2
12.a) y=—+4x";
X

13.a) y=x’ +L2;
X

3
X

14.2) y=———;
v 2(x+1)

15.2) y{(x* +8)=x*;
16.2) y(x—1)x—2)x-3)=1;

b) y= er—x2 )

b) y=x+ln(x2 —4)

b) y=xin?x.

2
4e* —1
b) y= 2

e

b) y= X2

b) y =xe’*.

b) y =ln(9—x2)
b) y=xe".

b) y= x2el*.

b) y=(x+2)e ™.

Inx

b) y=(x+1)*"
b) y:ln(x2—2x+6)

b) y=ln(l—%).

3 x+1

b) y=x’e

b) y=uxsinx.
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17.
18.

19.

20.

21

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

a) y=3\/;—x;
a) (y—x)x4+8:O;

X +2x3+7x -3

2 3’
2x

a) xy = (x2 — IXx ~2)

a) y=

ca) plx—1)=x";
5
X
a =
)Y -1
2) _x2+4
Y x> +1
a)y—x —-x-1
x> =2x
a) —E_}_z-
Y 2 x
6x
a =
)Y 4-x*
x*+2-3x
a) y= ;
x+1
(x—1)
a) y= ;
()chl)3
a) y 2x—1
(x—1)’
a) y=+v8+x—/8—x

b) y=x+sinx.

b) y=Incos x.
b) y:x—ln(l+x2)

b) y=1-In’x.

b) y=(x—1)e*"

b) y=—xIn®x.
b) y=x*-2Mnx.

b) y =€),

b) y:—lnH—x.
l-x
1

e -1

b) y=

ex

b) y=—

X

b) y =x-2arctgx.

b) yv=Inx—arctgx.

Tipikus valtozat megoldasa

Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatot az aldbbi fiiggvényeknél és abrazolja azokat:

a) y=

(x+ 2)2 .

x—1

Vizsgaljuk a fiiggvényt az aldbbi séma szerint.

1. Az értelmezési tartomany x € (— oo;l) v (1;+oo).
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2. A grafikon ordinataja y >0 minden x>1, y <0 minden x <1.
3. A tengelyekkel valé metszéspontok:

az Ox tengellyel y=0,x=-2, vagyis, (—2,0);

az Oy tengellyel x =0,y =—4, vagyis, (0,—4).

4. A figgvény nem periddikus ¢€s se nem paros, se paratlan, mivel

flex)-Exr2l {f (x)

-x—1 — f(x)
5. Mivel az x =1 masodfaji szakadasi pont, ezért az x =1 fliggbleges aszimptota, és
2 2
emellett Zim y= Ilim M =—oo, lim y= lim M = +00,
x—>1-0 x—>1-0 x—1 x—>1+0 x40 x—1

Megkeressiik a ferde aszimptotakat.

=== [lim (x+2)2
x>0 X X—>to0 x(x—l

=1,

N—"

b lim [1(c)— k] = fim {(x+2)2 _x}:

X300 x>0 x—1
2 2
X +4x+4-x"+x . S5x+4
= [im = [im =5.
X—>+0 x—1 x>t x—1

Tehat, az egyetlen aszimptota az y = x+ 5.

6. Vizsgaljuk a fliggvény monotonitasanak intervallumait.

r_ 2(x+2)(x—1)—(x+2)2 _ 2x* +2x—4—x* —4x—4 _
(x—-1) (x-1)

_ x*—2x-8 B (x+2)(x—4)

(-1 (1)

Az x =1 pontban a derivalt nem létezik, de ez a pont egyben nem tartozik hozza az

értelmezési tartomanyhoz, és igy nem lesz kritikus pont. Abbdl, hogy ' =0 kapjuk, hogy

(x+2)x—4)=0, vagyis a kritikus pontok x, =2, x, =4. A derivalt el6jele:

P N
+ - - T+

T i 1 >

) 1 4 X
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Tehat, a fliggvény monoton novekvd a (— oo;—2)u(4;+oo) ¢s monoton csokkend a
(— 2;1)u(1;4). Az x;=-2 és x=4 pontokban eléri helyi maximumat és minimumat

megfelelden.

Ymax = y(_ 2) =
7. Megvizsgaljuk gorbiiletére a fliggvényt.
s (2x=2)fx =1} (¥ —2x-8)-2(x—1) _

) (1)
_2(x—1)? —2x41-x2 +2x+8)

) (x-1)°

=[ mivel x =1, ezért osztunk(x—l)]:

18 . " . 7 .
T Mivel y"<0 a (—oo,l), ezért itt a

(-1
fiiggvény konkav; mivel y" >0 a (1,'+oo), ezért itt a fliggvény konvex. Az x =1 pontban nem
értelmezett, és az y" #0 minden értelmezési tartomanybol vett pontban, ezért nincsenek
inflexios pontok.

8. Abrazoljuk a fiiggvénygdrbét (6.2 4bra).

Y A

>

6.2 abra
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b) y=x*Inx.
1. Ertelmezési tartomany: x e (O,'+oo).
2. A figgvény nem periodikus; se paros se paratlan.

3. Az Oy tengelyt a fiiggvény grafikonja nem metszi, mivel az x=0 pont nem

tartozik hozza az értelmezési tartomanyhoz.

y=0,

2

= (1;0) - egy metszéspont.
x“Inx=0

Az Ox tengellyel: {

4. Mivel a (0,'+oo) intervallumon a fliggvénynek nincs szakadasa, ezért nincsenek

fiiggdleges aszimptotak se. Vizsgaljuk a fiiggvényt, amikor X — 10:

lim y= lim x2Inx=[0-(~w)]= lim '”X:[f}:

= lim —
x—0+0 x—0+0 x—0+0 1
V2

X

Tehat, y — 0amikor x — 0 jobbrol.

Megkeressiik a ferde aszimptotéakat:

2
l . .
k= lim M = lim 2% = lim xInx = oo -nincs ferde aszimptota.
xX—>+0 X xX—>+o X X—>400

4. y>0ha x>1¢és y<0 haO<x<l.

5. Meghatarozzuk a monotonitas intervallumokat €s a sziilsdértékhelyeket:

Yy =2xInx+x* ~l:2xlnx+x=x(2lnx+l).

=

1
-1 1
y':O:>2lnx+1:0:>lnx:7:>x:e 2~0,61-

egyetlen kritikus pont. A derivalt elgjele:




1
mivel, y'(e)>0; y’(e_l)<0. Tehat, a fliggvény monoton csokkend a (O;e Aj

1
_1 _!
intervallumon, és monoton ndvekszik a (e A ;+00j intervallumon, az x =e 2 helyi minimum

pont.

Voin = y(e_% ) - (e_% jz e = el(— %) _

= —l = —L ~—0,18.
2 2e

6. Megvizsgaljuk gorbiiletére a fiiggvényt.
X

y":(2xlnx+x), =2(lnx+x~lJ+1:21nx+3.

A masodik derivalt értelmezett a fliggvény értelmezési tartomanyan, tehat elég ha

vizsgaljuk az

3
y"=0:>0:>21nx+3=O:>lnx—%:>x:e Az0,22 - kritikus pont, vagyis az

3
x=e A
inflexids pont: N2 3 B
y:(e A) Ine 7 :—%e_S :—%z—0,0&: (e A,‘—%e_Sj
e

A masodik derivalt eldjele:

Y
- ¥

1
L
2 X

e

s 23
y”(e)>0, y”(e AJ<O. Tehat, a (O;e A) intervallumon a fiiggvény konkdv, és a

_3
(e A;+ooj intervallumon konvex.

8. Abrazoljuk a fiiggvénygdrbét (6.3 4bra).
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y A

6.3 abra
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7. Hatarozatlan integral

Hatarozatlan integrél tulajdonsagai:
L ([ /()
2. [ f(x)dx = f(x)+C.

3. [af(x)dx = af f(x)dx,

4. [ (£ (x)+ 3 (x))ebe = _[fl abc+jf2

Az alapintegralok:
. _ xn+1
1. Ix dx—n+1+C (n=-1)
dx
2. | —=1 C.
I . n|x| +
3. Iaxdx:a—+C (a>0,a¢1); Iexdx:ex+C.
Ina

o~

. Isinxdx =—cosx+C.

ol

. Icosxdxzsinx+C.

6. |

7.I df =—ctgx + C.

=1gx +C.
cos” x

sin” x
dx
8. = [n|t +C.
Isznx g2
dx X
9. =njtg| —+— |+ C.
Icosx ng(z 4}
10J. dx —larctgiJrC (a#0).
x +a a a
11_[ dx :Ll YA L (a20)
a>—x* 2a |x-a
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= arcsm + C, |x| < |a|.

12]\/7

X+\Nx —612

=In +C, |x| > |a|.

d
13.]\/)8%

14._[ :In(x+\/x2+a2j+c.

dx
Vx% +a?
15. jshxdx —chx +C.

16. jchxdx = shx+C.

=thx +C.

d)zc =—cthx +C.

OM-7.1

Adja meg az aldbbi hatarozatlan integralokat:

2
1. J(6x3 - 4§/x—2 + x%jdx; 2. I%dx;

1 ) 3+4x

dx, 4,
9—x2J ' I V4 —x?
5. I(cos4x—3tg2x+es_x)dx; 6. I5\1(7x—2)3dx;

3. I[Sinx+4x 23—

7 J-(lnx)4 dr: 3 I(arcsinx)3—xdx'
R IR

5
0. [T 4y, 10. [ V32" + 4dx;

1+x

11. Ie""” - sin xdx; 12..[sin4 X - €0s xdx !
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OM-7.1

Adja meg az alabbi hatarozatlan integralokat:

1.

&

J-3 —2clg2x

2

dx;

dx;

cos X

I(2tgx + 3ctgx )2 dx;

J

dx

x(1+nx) '

dx

J-cosz X2 +1gx '

“dx

Ji-16"

I 2X + arccos 3x

Ji-

dx!
9x?

IM-7.1

Adja meg az alabbi hatarozatlan integralokat:

1. a) J(sz +4\/x—5—§]dx;
X

9 |

th_x

COS X

b) J.3 (5x —4)dx;

C) Icos(4x—7)dx; d) J. dx;
x2+5
In’( x+1) cos 2x

) dx;

) '[ a; J.sin 2x+3 g

CZI"CSUZ x
h) j
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i) J‘xez_x2 dx;
4/ 2.3
2. a) J.\/;3—2x+5dx;
X
C) jsin(le—7)dx;

9

9 |

x+2 ln x+2)

dx

.2 )
Sin x~3\/ctg x

3.2) j(f+ +6x jd X,

C) jcos(7x +5)dx;

J~31/ln12x+ idx

2x+1

g)j‘/tgix

cos X

i) J.xze372x3dx;
3x +3x2 -4
4.a) | —————dx;
) | N
C) J.cos(l L + 2 )dix;

w/ln 3x 2
I 3x-2 .
J-\/ctg 3x

sin 3x

X
1) dx
-[ e4x2+1

X+2
) J.3x +4

b) IS\/ 4 —3xdx;
d) _[xz Vx® +9dx;
f) J sin3xcos’ 3xdx;

dx '
+x? )arcthx ,

h)j(1

dx!

J)J' X—4
V2 -9x?
b) J.3w/10x+9dx;

3
X
O

J cos 2x

dx;
4—sin2x

h) I 3 arcctgx

1+x2

)JZSX +1

) [t

d dx;
) I 2x% +3

J- cos 4x

dx;
2sin? 4x

h) J~ arccos Zx)

V1-—4x?

dx;

J) J' X+5 dx
V4 —25%2
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a)j( ——+5xj,

C) Isin(% x— 2jdx,'
e) dex;

9) _[ g x+1)

dx;
cos x+l)
i) szesxtzdx;
7 2
6. a) J‘\/x__—j-i_sxdx;
X

C) J.cos (20x —11)dx;

dx
A rmersrmet

ctg 5x
9)
I sin 5x

i) J.xeyz"2 dx;

7.a) j( - —6x jd X,

C) Isin(Sx +7)dx;

Yin” (3x +2) .

e)'[ 3x+2

9) J‘ dx

cos® Tx\JtgTx ’
2
. X
1) I = dx
e

8.a) J((/F + ;iz - 3x5jdx,'

b) J-l\‘)/l 1—5xdx;
d) sz (x3 + 3)4 dx;
f) I\/cosz’ 5x - sinSxdx;

h) J~ arccos x) -1 d:

e

] 2X+7
)jl+9x2

dx!

)I12x+4

d)j(

X +3)

f) J- cos 7x
3 sin 7x

4arctgx — x
) J. 1+x?

) J.\/4)(—_36x2 !
ANt
d) .[xsz + 8dx,

f) .[(4 +cos 5x) sin5xdx;

7
arccos ' 3x—1
h) j areeos 21—

V1-9x2

. X+1
) J‘2+3x2 ax!

dx;

b) I U4 —9xdx;
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c) Icos[g + Zde;

dx

) sy
9) j ot (x_+ ) dx;

sin’® (x + 3)

i) jx4e3_x5dx,'
a2
9.2) J"/;":z—hdx;

C) jsin(Sx +7)dx;

&) J- In® (x - 4) dx:

x—4)
J-\/tg S5x

cos 5x

; 2 9-2x°
i) J.x e’ dx;

10. a) J.[Si/x_9 — iz + 4x3jdx;
X

C) J.cos (4x —9)dx;

8/ In’ (2x + 3) J

'
2x+3

o Jles2

sin” 2x
) X
) dx
3x%45
e

11. a) I(;—%—I—\/—Jd X,

e)j

C) Isin(l - Zx)dx;

d) |

dx,‘
5+ x?

f) I\/ sin® 2x - cos 2xdx;

h) J‘ dx ‘
V1-x? arcsin® x,
J' 3X+2

V2 —4x?

b) J.5x+8.

d dx;
) I 1+25x%

f) J- Sin6x
cos 6x + 4

h) J-\/arctg X

1+x2

2x+5
)J1+4x

b) .[5\/ Ox —3dx;
d) jx4\/ 3+ x2dx;

) .[(Sin 4x + 5)3 cos 4xdx;

h) _[ 8x —arctg 2x
1+4x?

)J'3X1 dx 1
Ji-4x2

b) [3/5—6xdx;
d) jS\/x3 —8-x2dx
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dx

R ey m e

cos” x-1g X

I)J‘ 3 5xt _3dx;

12. a) j(% + % - SxZde;
X

C) jcos(4 —3x)dx;

_[X2 +n x?

e) dx;

X

dx

9 '[Sin2 3x-3/ctg*3x ;

i) J.xes_3 % dx;

13. a) j(\/x_7 —ﬂ+3x6jdx,'
X

C) Isin(Sx +8)dx;

)Ihz 4x+&)dk;

4dx+1

cos” x 1+ 1gx ’

i) J‘xez_’“2 dx;

2
14. a) Iﬁz-_i/?i dx
X
C) I 005(3 - %)dx;

J» cos 3x
1+4sin3x

h) J- arccosx) -1

S

. X—4
J)J.9+x2dX!

dx;

) J‘\/4 7x .

2
X
RiFvee

f)_[ sin5x -
J2+cos5x

J~ arcsin 3x

h)

. S+X dx!
”Urgxz :

b)I2 Sx'

d) jx4\/ 3—x?dx;

f) J.\/2+4sinx cos xdx;

h) J 2+ arccos 3x)

V1-9x2

. (5X-2
J)J.x2+4dX!

dx;

dx _
& ‘[ (3x - 7)10 ’

d) [2* - xdx;
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15.a

16.

17. a

e) j dx .
(x + 7)3\/ln2(x +1)

5

ctg”4x

) dx;
I sin® 4x

2
. X
|)j Sdx
e

)J‘§/x_j/5—1

dx;

c) Isin(Zx +5)dx;

J-\/ln 3x+1

dx;
3x+1

Q)IQEE;

cos” 3x

i) Ix3e5_x4 dx;

C) Icos(3x —5)dx;

In® 5x+2
°) '[ 5x+2

9) J.sm 2 4x/ctgdx '

I) I82;+3 dx

)Ix3+2x—3

dx;
x

C) jsin(?) —2x)dx;

f)j

" |

]

cos 4x

3 .
Vsin? 4x

arctg 3x

1+9x2

2x+1
V1-x2

bfm

d)j

x+9

Sinbx

dx!

dx;

Y AN
3+ 2cos 6x

h)j3

)5

3x-1

x°+9

dx. |

b) J“‘«/ 5x+7dx;

d) |

i dx
V3—x?

sin2x

J.4+360st

h) [
D

arcctg 2x

1+ 4x>

4x+3

V1-4x?

dx!

b) [(2x+1)"dx;

d) |
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x* dx
V3+x°

Jaresin2x -
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e)j

1+26g°x )
g)J. cos® x .

x lln )

i) Ieﬂc}” xdx

18. a) j(i/? 3. 2x4jdx;
X

C) '[cos(9x +4)dx;

e)j

9) J' dx '
sin® x(l + ctgx)’

3
. x
I) J —x*45 dx
e
19. a) J.(x6 +%_1jdx;
X

C) J.sin(4x + S)dx;

0 I 2+ Zc(s_x; 3)

0 VT

cos” Tx

dx;

x2

X
i) J.xe3+dx;

20.a dx;

4 —_
) I\/; x23x+4

C) jcos (3x — 5)dx;

x+3 In(x+3)

f) J- 2sinx

3+cos? x

dx;

2 + arcsin® x
h) j

)J~ 1+x

V1-4x°

b) [(14x-3)/4dx;

D [

x° +4

dx;

J- cos 2x

—dx;
V3 +sin2x

dx ‘
) I (1 +4x? )arclg32x ’

J).[ 23X dx |

V1-9x?

) J‘\/3x+ ‘

3
d) [ ax
I V1-4x8
f) I3 sin 4x(2 + cos 4x)3 dx;

arccos 3x
h) j

V1-9x2

2x+7
)I1+4x

KA

d) j Y2+ xdx;
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J%/ln 2x + 7

2x+7

)Ictg102x
sin® 2x

. A3
i) szez N dx;

7
21. a) J(xs ——+3 xjdx;
X

c) Isin(4x +7)dx;

dx
) J.()6—7)\/lia(x—7) '

4+3tg 8x
)I cos® 8x

i) [xe? 5 dx;

22. a) j(l_jg)

C) jcos(% + 3] dx;

) J-ln (x+8)

x+8

" J-\/ctg 2x

sin 2x

dx;

dx;

6 5
23, a)j T

X
C) Isin(3— Ejdx;
J~4\/ln X — 3 dx

f) _[5\/1 — sin3x cos 3xdx,

h) J- arccthx
1+25x7

| 8_2)(2 dx!
b) JV8—3xdx;

d) J~ xdx '
Y5+3x
f) Isin 2x - cos® 2xdx;

arccos 2x
h) [~—

V1—4x2

3+X
) j4+25x

dx
o) | (4x-3)°"

d) Ix2V1—x3dx,'

f) Icos Ax3/2 + sindxdx;

h) J- dx .
(1 +9x? )4./arctg3x ’
i) .[ 3X+5

foe ™

dx
) o

d) J.x5(2 + 3x6)7dx;

f J- sinSx

6+ 3COS5)C
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) J‘ dx .
g cos’ 3x\/4 +1g3x’

. 3 8x*45
|)Ixex+dm

24. a) J(3x4 + g - W)dxf

C) jcos(S + g) dx;

dx

2 I(3x +2)if(3x+2)’

)J- dx .
g sin’ 4xctg3 4x’

dx

) | (5x 1 6)in(5x16)

4- tg 2x
)'[ cos 2x

. 4 2x—
i) Ix e dx;

26. a) j%dx;

C) J.cos(4x +7)dbx;

In* 7x+9
) J. Tx+9

dx

h) ;
I \/1 —4x* arcsin® 2x

53X
X1
) J.41x -
b) [ 41— 2xdx;
4
X
)
cos7x
D j /7 -sin7x dx
1/arctg 3
h) | ——5dx;
(9 +x )
. oX+7
D ™
b) J.5x + 8

2
X
0[5

f j sin 5x

cos 5x

h) arcsin 4x
jlnis,,

6X+7
x!
)13+4x

b) I(9 —4x)%dx;

OI)j4 832 H

H J- cos3x

5+ 2szn3x
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ctg4x
9 I Sin 4x

. _ 3
i) jx2e9 A7 e

5 3x-2
27. a) J‘ﬂ—xdx;

C) J. sin(9 —2x)dx;

In® (x+7)
)I x+7

[ 2
g) J.S s 4xdx'

cos®4x

dx;

. XX
) [ardx

28. a) j((/? - % + adx;

c) Icos(3 —5x)dx;

dx
) I (3x + 4)%/ln(3x +4)

9 J.Sl}'l 3x-ctg’ 3x

. X

) dx
J‘e7—x2

4x -3
29. a) IH—xdx,'

C) J.Sin( 3x +4)dx;

J-\/ln S5x — 2
5x -2 v

dx
9 '[ cos’ x(l + tgx) '

h) J~ ,/arctg4x

1+16x>

J' 2X+5

V1-9x?

dx
) [ Gy 7

LR el

sin 5x
——dx;
D j 4 — cos 5x

(arcsin3x)7
h) | ———dx,
e
. sin6x
)I8—c053x

dx!

b) IQ/ 4x + 1dx;
d) J.x2 Vsxd + 2dx;

f J~ cos2x e
VS5 +sin2x

arcthx
U Ewrrs

)_[ sin 21x
42 — cosSlx

)-[7x+9

d) .[x3 (5x4 + 3)2 dx;
f) I sinx(5+ cos x)7 dx;

———dX;

V1-9x?

h) J» (arccos 3x)
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. 4
i) Jx3e3x Sl

1 4
30. a) I(T +—— 3x2) dx; b) [(dx+1)dx;
X
C) J.cos(l 1x —3)dx; d) I
2x —4
n(11x +2) cos3x
)| (1lx+2) " I5+9sm3x *
Jqlctg 2x h) J-,/arctg9x
sin 2x 14812
2
)] 1 d; ) I 25x2 —

Tipikus valtozat megoldasa

Adja meg az alabbi hatarozatlan integralokat:

1,05
Lf|gp+ax® = Jax

Megoldas.

ur\-lk

I(%+2x3—§)dx _[ 5dx+2j Sdx — SJ- dx =

4
5 1
+2-%—51n|x|+C:Z§/?+5x4—51n|x|+C.

dx
2. | ————.
I(3x+11)4

Megoldas.
J.L:I(3x+11)_4dx:lj(3x+ll)_4d(3x+11) =
(3x+11)* 3
1 (3x+11)3+ 1
3 -3 9 (3x+11)

3. Isin(4x +13)dx.
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Megoldas.

1
[ sin(4x +13)dx = stin(4x +13)d(4x +13) =
1
= —Zcos(4x +13)+C.

4, Ix5(3x6 + 7)5dx.

Megoldas.
Ix5(3x6 + 7)5dx = %1(3)66 + 7)5d(x6):

1 1 6
= JEx 7 (3 +7)= (30 +7) v C

J‘%/ln 2x+5

2x+5
Megoldas.

d2x+5) =

J- 3 in(2x + 5 _J~ }in(2x +5)
2

2x+5 2x+5

1 1 3 4
= Ej(ln(2x + 5))3 d(ln(2x + 5)) = g(ln(2x + 5))3 +C.

_[ cos3x 5
412 +4sin3x

Megoldas.

J- cos3x __J- cos3x 3x) = lj- d(sin3x)
12 +4sin3x

12 +45sin3x 12+4szn3x 3
~ if d(4sin3x +12)
12

Asindict 12 Eln|4sm3x +12|+C.

7 J- ctg3x
sin 3x

Megoldas.

jlessd _splemsed o)

sin® 3x

1
sin*3x 3 - EJ.(Cfg3x)5d(ctg3x) =

3 l(ctg3x)6 1 6
==3 6 +C——18(ctg3x) +C.
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(arctg6x)7
6. 1+36x>

Megoldas.

(arctg6x)7 1 (arctg6x)7
P rsee 4=l e 4(69=

= éj.(arctg6x)7d (arctg6x) = 4—18(611”cz‘g6x)8 +C.
9. J.x4e3x5+13dx.
Megoldas.
J‘x4esx5+13dx _ %J‘e3x5+13d(x5) _ %J‘ehﬂlsd(?’xs " 13) _

1

:Ee3x5+13+c
10_[ 14x+5 i
T 1—axr

Megoldas.

J-l4x+5 _[ 14x dx+_[ 5 o=

\/1 4 2 V1—4x? V1452

7
j\/l ™ 2 sj\/l j(l 4x*) 2d(1—4x2)+

5
I 1—4x* + =arcsin2x + C.
\V1- 2x 2
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