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1. A tantárgy leírása 
 
 

Найменування показників / A jellemzők 
megnevezése 

Характеристика навчальної дисципліни / A 
tantárgy jellemzői 
денна форма 
навчання / nappali 
tagozat 

заочна форма 
навчання/ levelező 
tagozat 

Кількість кредитів / Kreditszám – 5 

Обов’язкова / Kötelező 
Курс / Évfolyam: 

3. 
Семестр / Félév 

6. 
Лекції / Előadások 

28 год/22 óra 6 год/6 óra 
Практичні, семінарські/ Gyakorlati, 

szemináriumi 
32год/32 óra 0 год/0 óra 

Лабораторні/Laboratóriumi 
 0 год 0 óra 

Самостійна робота/Önálló munka 
90 год/90 óra 144 год/144 óra 
Вид контролю:/Az ellenőrzés formája: 

Іспит/Vizsga 
 

 
A tantárgy általános ismertetése 
 A Közönséges differenciálegyenletek tárgy BSc szintű képzéshez készült képzési 
terület: «01 Oktatás/Peadgógia» képzési szakirány 014 Középsikolai oktatás (Matematika) és 
014 Középsikolai oktatás (Informatika) programokhoz.  
 
 
A tantárgy célja, hogy megismertesse a hallgatót a differenciálegyenletek alapvető 
fogalmaival és eredményeivel. Tegye képessé arra, hogy önállóan gondolkodva tudjon 
feladatokat megoldani, olyanokat, melyek illeszkednek az előadás anyagához. A félév során a 
hallgató alkalmazhatja azokat az ismereteket, megoldási módszereket, amelyek a matematikai 
analízis. tantárgy tanulása közben elsajátított. 
 
A kurzus során a hallgató által elsajátítandó általános és szakmai kompetenciákkal ill. a a 
program eredményeivel a tantárgy syllabuszában lehet megismerkedni. 
  
 
  



2. A gyakorlati foglalkozások témakörei 

1. Szétválasztható változójú differenciálegyenletek 

2. Szöveges feladatok megoldása differenciálegyenletek segítéségével 

3. Homogénfokszámú differenciálegyenletek 

4. Homogén fokszámú differenciálegyenletre visszavezethető egyenletek 

5. Elsőrendű lineáris differenciálegyenletek. 

6. Lineárisra visszavezethető differenciálegyenletek  

7. Egzakt differenciálegyenletek és Egzaktra visszavezethető differenciálegyenletek 

8. Elsőrendű implicit alakú differenciálegyenletek 

9. Magasabb rendű differenciálegyenletek fogalma 

10. Állandó együtthatós magasabb rendű homogén lineáris differenciálegyenletek. 

11. Állandó együtthatós magasabb rendű homogén lineáris differenciálegyenletekre 

visszavezethető differenciálegyenletek 

12. Magasabb rendű inhomogén lineáris differenciálegyenletek 

  



 

3. Szétválasztható változójú differenciálegyenletek 
1 Explicit alakú elsőrendű differenciálegyenletek 

a) 𝑦ᇱ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ; 

𝑦 ൌ ׬  𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൅ 𝑐,  ahol 𝑐-állandó; 

 

 

1. Feladat Oldjuk meg a differenciálegyenletet: 𝑦ᇱ ൌ 2𝑠𝑖𝑛 𝑥  

Megoldás: 

 
ௗ௬

ௗ௫
ൌ 2sin 𝑥; 

𝑑𝑦 ൌ 2sin 𝑥𝑑𝑥; 

׬  𝑑𝑦 ൌ ׬  2sin 𝑥𝑑𝑥; 

𝑦 ൌ െ2cos 𝑥 ൅ 𝐶 

Felet:  𝑦 ൌ െ2cos 𝑥 ൅ 𝐶 

b) 𝑦ᇱ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑔ሺ𝑦ሻ 

න  
𝑑𝑦
𝑔ሺ𝑦ሻ

ൌ න  𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൅ 𝐶  

2. Feladat  Adjuk meg a differenciálegyenlet megoldását: 𝑥𝑦ᇱ ൅ 𝑦 ൌ 𝑦ଶ ! 

Megoldás: 

𝑥
𝑑𝑦
𝑑𝑥

൅ 𝑦 ൌ 𝑦ଶ; 

𝑥
𝑑𝑦
𝑑𝑥

ൌ 𝑦ଶ െ 𝑦 

Ha 𝑦ଶ െ 𝑦 ് 0, és x ് 0,akkor 

1
𝑦ଶ െ 𝑦

𝑑𝑦 ൌ
𝑑𝑥
𝑥

; 

׬
1

𝑦ሺ𝑦 െ 1ሻ
𝑑𝑦 ൌ ׬

𝑑𝑥
𝑥

; 

Meghatározzuk a jobb oldali integrál értékét: 

׬
1

𝑦ሺ𝑦 െ 1ሻ
𝑑𝑦 ൌ න൬

𝐴
𝑦
൅

𝐵
𝑦 െ 1

൰ 𝑑𝑥 ൌ ׬ ൬
െ1
𝑦
൅

1
𝑦 െ 1

൰ 𝑑𝑦 ൌ െln |𝑦| ൅ ln |𝑦 െ 1| ൌ 

ൌ ln ฬ
𝑦 െ 1
𝑦

ฬ ; 

Visszatérve az integrálegyenlethez: 



ln 𝑥 ൌ ln ฬ
𝑦 െ 1
𝑦

ฬ ൅ ln 𝐶; 

𝑥 ൌ ቚ௬ିଵ
௬
ቚ ⋅ 𝐶 െ  ez az általános megoldás, 

Megvizsgálva az 𝑦 ൌ 0 és 𝑦 ൌ 1 eseteket is szignuláris megoldásokat kapunk. 

Felelet: 𝑦 ൌ 0, 𝑦 ൌ 1, 𝑥 ൌ ቚ௬ିଵ
௬
ቚ ⋅ 𝐶 

2 Általános alakú szétválasztható változójú differenciálegyenletek 

𝑀ଵሺ𝑥ሻ𝑁ଵሺ𝑦ሻ𝑑𝑥 ൅𝑀ଶሺ𝑥ሻ𝑁ଶሺ𝑦ሻ𝑑𝑦 ൌ 0 

න  
𝑀ଵሺ𝑥ሻ
𝑀ଶሺ𝑥ሻ

𝑑𝑥 ൅ න  
𝑁ଶሺ𝑦ሻ
𝑁ଵሺ𝑦ሻ

𝑑𝑦 ൌ 𝐶, 

3. Feladat Adjuk meg a differenciálegyenlet megoldását:  𝑒௫𝑑𝑥 െ ሺ1 ൅ 𝑒௫ሻ𝑦𝑑𝑦 ൌ 0! 

Írjuk fel azt a mogldást, amely áthalad a P(0;1) koordinátájú ponton! 

Megoldás: 

𝑒௫𝑑𝑥 െ ሺ1 ൅ 𝑒௫ሻ𝑦𝑑𝑦 ൌ 0; 

𝑒௫

1 ൅ 𝑒௫
𝑑𝑥 െ 𝑦𝑑𝑦 ൌ 0; 

׬
𝑒௫

1 ൅ 𝑒௫
𝑑𝑥 ൌ ׬ 𝑦𝑑𝑦; 

𝑙n ሺ1 ൅ 𝑒௫ሻ ൌ
𝑦ଶ

2
൅ 𝐶 ; 

𝑦ଶ ൌ 2 ⋅ ሺln ሺ1 ൅ 𝑒௫ሻ െ 𝑐ሻ 

Felírjuk a P(0;1) ponton áthaladó megoldást: 

𝑦ሺ0ሻ ൌ 1; 

1ଶ ൌ 2ሺln 2 െ 𝑐ሻ; 

l n 2 െ 𝑐 ൌ
1
2

;   

𝑐 ൌ ln 2 െ
1
2

; 

𝑦ଶ ൌ 2 ቀln ሺ1 ൅ 𝑒௫ሻ െ ln 2 ൅ ଵ

ଶ
ቁ; 

𝑦ଶ ൌ 2 ൬l n
1 ൅ 𝑒௫

2
൅

1
2
൰ ; 



𝑦ଶ ൌ 2ln ଵା௘
ೣ

ଶ
൅ 1. 

Felelet: 𝑦ଶ ൌ 2ln ଵା௘
ೣ

ଶ
൅ 1. 

Feladatok 
Oldja meg a szétválasztható változójú differenciálegyenletet: 
1.   0)1(1  dxyxdyxy   

2. 2 2(1 ) 1 .y x y y    

3. 23 (1 )cos 0.x xe tgydx e ydy    

4. 2 2 2 2( ) 0.y xy y x yx     

5. sin sin
2 2

x y x y
y

    ( ) 0.xy x dy ydx    

6.  

7.  

8.  

 
9.  2 0x y y    
10.  tg tgy x y    

11. 1 2x
yy

y

   

12.  2 1 2y x xy    

13. 2y y x , якщо  4 1y  . 

14.   2 1 ctgy y x   , якщо 1

4 2
y

   
 

. 

15.   

16.  

17.  

18.  

19.  

20.  

21.  



22.  
23.  

24.  

25.  

26.  
  



4. Szöveges feladatok megoldása differenciálegyenletek 
segítéségével 

1. Egy 100 l teli víztartályban 4g klórmész van oldott állapotban. A tartályba 5 l/min 
sebességgel tiszta víz folyik-be, és azꞏoldat ugyanilyen sebességgel túlfolyón kifolyik. 
Mennyi leszꞏaꞏvíz klórmésztartalmaꞏfélóra múlva, haꞏaꞏklórmészꞏegyenletesꞏeloszlását 
állandó keverésselꞏbiztosítjuk? 
Megoldás: vezessük be a következő jelöléseket 
t perc – a megfigyelés kezdetétől eltelt idő; 
 
𝑥ሺ𝑡ሻ 𝑘𝑔 – az oldat aktuális klórmész tartalma t időpontban; 

𝑘 ൌ ௫ሺ௧ሻ

ଵ଴଴
 g/l – az oldat koncentrációja; 

dt – valamilyen kis időváltozás; 
dx(t) – a klórmésztartalom változása dt időváltozás alatt; 
dt idő alatt 5𝑑𝑡 tisztavíz folyik be a tartályba és 5dt oldat folyik ki, ami 5𝑘𝑑𝑡 gramm 
klóremszete visz magával. Így a klórmész csökkenése felírható az alábbi alakban: 

𝑑𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ െ5𝑘 ⋅ 𝑑𝑡 ൌ െ5
𝑥

100
𝑑𝑡 

Tudjuk, hogy kezdetben 4g klórmész volt a tartályban így 𝑥ሺ0ሻ ൌ 4, felhasználva az 
utóbbi két összefüggést, kapjuk a következő egyenletrendszert: 

൝
𝑑𝑥ሺ𝑡ሻ
𝑥

ൌ െ0,05𝑑𝑡

𝑥ሺ0ሻ ൌ 4
 

Ezt megoldva azt szükséges meghatározni, hogy mennyi az 𝑥ሺ30ሻ értéke. 

ln 𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ െ0,05𝑡 ൅ ln 𝐶; 

𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑒ି଴,଴ହ௧ ⋅ 𝐶; 

𝑥ሺ0ሻ ൌ 𝑒ି଴,଴ହ⋅଴𝐶 ൌ 𝐶 ൌ 4; 

𝑥ሺ30ሻ ൌ 𝑒ି଴,଴ହ⋅ଷ଴ ⋅ 4 ൎ 0,892 (g) 

Felelet: fél óra múlva megközelítőleg 0,9 g klórmész lesz a tartályban. 

2. Tudjuk, hogy az olvadás sebessége egyenesen arányos a felülettel. Mekkora lesz a 
nagyobbik hógolyó abban a pillanatban, amikor a kisebbik teljesen elolvad? 

Megoldás:  

vezessük be a következő jelöléseket 
t  – a megfigyelés kezdetétől eltelt idő; 

r(t) – a kisebb hógolyó sugara t időpillanatban; 

R(t) – a nagyob hógolyó sugara t időpillanatban; 



𝑚ሺ𝑡ሻ – a kisebb hógolyó tömege t időpillanatban; 

dt– valamilyen kis időváltozás; 

dm(t) – a hógolyó tömegének változása dt időváltozás alatt; 

A hógolyó teljesen elolvad, ha a tömege 0-val egyenlő. 

A kisebb hógolyó térfogatát és felszínét az alábbi képeltekből határozhatjuk meg: 

𝑉ሺ𝑟ሺ𝑡ሻሻ ൌ ସగ

ଷ
𝑟ଷሺ𝑡ሻ; 

𝑆ሺ𝑟ሺ𝑡ሻሻ ൌ 4𝜋𝑟ଶሺ𝑡ሻ. 

Az tömeg és a térfogat összefüggése: 𝑚ሺ𝑡ሻ ൌ 𝜌 ⋅ 𝑉ሺ𝑡ሻ, ahol 𝜌 – a hógolyó sűrűségét leíró 
állandó. 

𝑑𝑚ሺ𝑡ሻ ൌ െ𝑘𝐴ሺ𝑟ሺ𝑡ሻሻ𝑑𝑡, ahol k – állandó, arányosági tényező 

𝑑𝑚ሺ𝑡ሻ
𝑑𝑡

ൌ െ𝑘𝐴ሺ𝑟ሺ𝑡ሻሻ 

Oldjuk meg a fenti differenciálegyenletet: 

𝑑
𝑑𝑡
𝜌𝑉ሺ𝑟ሺ𝑡ሻሻ ൌ െ𝑘𝐴ሺ𝑟ሺ𝑡ሻሻ ⇒

𝑑
𝑑𝑡
𝑉ሺ𝑟ሺ𝑡ሻሻ ൌ

െ𝑘
𝜌
𝐴ሺ𝑟ሺ𝑡ሻሻ; 

𝑑
𝑑𝑡
൬𝜌

4𝜋
3
𝑟ଷሺ𝑡ሻ൰ ൌ

െ𝑘
𝜌
𝐴ሺ𝑟ሺ𝑡ሻሻ; 

𝜌 ସగ

ଷ
3𝑟ଶሺ𝑡ሻ ௗ௥ሺ௧ሻ

ௗ௧
ൌ ି௞

ఘ
4𝜋𝑟ଶሺ𝑡ሻ; 

𝑑𝑟ሺ𝑡ሻ
𝑑𝑡

ൌ െ
𝑘
𝜌

; 

𝑑𝑟ሺ𝑡ሻ ൌ െ
𝑘
𝜌
𝑑𝑡; 

integrálás után kapjuk: 

𝑟ሺ𝑡ሻ ൌ െ
𝑘
𝜌
𝑡 ൅ 𝐶. 

A fenti egyenlet írja le, hogy változik a kisebb hógolyó sugara az idő függvényében. Ebből fel 
tudjuk írni, hogy a kezdeti időpontban 𝑟ሺ0ሻ ൌ 𝐶,  a fenti egyenlet felírható a következő 
képpen: 

𝑟ሺ𝑡ሻ ൌ െ ௞

ఘ
𝑡 ൅ 𝑟ሺ0ሻ. 



Arra a 𝑡ଵ időpontra vagyunk kíváncsiak, amikor 𝑟ሺ𝑡ଵሻ ൌ 0. 

0 ൌ െ
𝑘
𝜌
𝑡ଵ ൅ 𝑟ሺ0ሻ;  

 𝑡ଵ ൌ 𝑟ሺ0ሻ ఘ
 ௞

 , ekkor olvad el teljesen a kisebb hógolyó. 

A nagyobb hógolyó sugarának viselkedését vizsgálva az előzőhöz hasonló gondolatmenettel 
kajuk: 

𝑅ሺ𝑡ሻ ൌ
െ𝑘
𝜌
𝑡 ൅ Rሺ0ሻ; 

tudjuk, hogy kezdetben a nagyobb hógolyó sugara kétszer akkora volt, mint a ksiebbiké, ezért 

𝑅ሺ𝑡ሻ ൌ
െ𝑘
𝜌
𝑡 ൅ 2rሺ0ሻ. 

Most vizsgáljuk meg az 𝑅ሺ𝑡ሻ  értékét a 𝑡ଵ időpontban: 

𝑅ሺ𝑡ଵሻ ൌ
ି௞

ఘ
𝑟ሺ0ሻ ఘ

௞
൅ 2𝑟ሺ0ሻ ൌ 𝑟ሺ0ሻ. 

Felelet: nagyobbik hógolyó sugara, abban a pillanatban, amikor a kisebbik teljesen elolvad 
akkora lesz, mint a kisebbekké a kezdeti időpontban. 

Feladatok 
 

1. A 10 liter vizet tartalmazó edénybe literenként 0.3 kg sót tartalmazó oldat folyik be 
folyamatosan 2 liter /min sebességgel. Az edénybe belépő folyadék összekeveredik a 
vízzel, és a keverék ugyanilyen sebességgel kifolyik az edényböl. Mennyi só lesz az 
edényben 5 perc múlva?  

2. Állapítsuk meg, hogy a rádium hány százaléka bomlik el 100 év alatt, ha tudjuk, hogy 
a rádium felezési ideje 1590 év, azaz ennyi idő alatt bomlik el a jelen lévő atommagok 
számának a fele. 

3.  Egy kőzet megvizsgált darabja 100mg uránt és 14mg ólmot tartalmaz. Ismert, hogy 
az urán felezési ideje 4.5 ⋅ 10ଽ év, és hogy 238 g urán teljes elbomlásakor 206 g ólom 
keletkezik. Állapítsuk meg a kőzet korát! 

4. A 200 mଷ térfogatú szobában 0.15% szén-dioxid gáz van. A ventillátor percenként 
20 mଷ0.04% széndioxidot tartalmazó levegốt fúj be. Mennyi idő múlva csökken a 
szoba levegőjében lévő széndioxid mennyisége a harmadára? 

5. A szobába berepült két hógolyó, az egyik sugara éppen kétszer akkora, mint a másiké. 
6.  Egy baktériumtenyészetben a baktériumok számának növekedési sebessége 

egyenesen arányos a baktériumok számával. Ha a baktériumok száma 48 ora alatt 100-
ról 1000-re nő, akkor hány baktérium volt a 24. óra végén? 

7. A szobába berepült két hógolyó, az egyik sugara éppen kétszer akkora mint a másiké. 
Tudjuk, hogy az olvadás sebessége egyenesen arányos a felülettel. Mekkora lesz a 
nagyobbik hógolyó abban a pillanatban, amikor a kisebbik teljesen elolvad? 



5. Homogénfokszámú differenciálegyenletek 
Definíció: Az 𝑓ሺ𝑥,𝑦ሻ m-ed rendű homogénfokszámú függvénynek nevezzük, ha tetszőleges 

𝑥,𝑦, 𝑡 estére teljesül: 

𝑓ሺ𝑡𝑥, 𝑡𝑦ሻ ൌ 𝑡௠𝑓ሺ𝑥,𝑦ሻ. 

Például: 𝑓ଵሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ ඥ2𝑥ଷ ൅ 𝑦ଷయ   első rendű homogénfokszámú függvény,  és 𝑓ଶሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ

arcsin ௫
మି௬మ

௫మା௬మ
 0-ad rendű  homogénfokszámú függvény 

𝑓ଵሺ𝑡𝑥, 𝑡𝑦ሻ ൌ ඥ2ሺ𝑡𝑥ሻଷ ൅ ሺ𝑡𝑦ሻଷయ ൌ 𝑡 ⋅ ඥ2𝑥ଷ ൅ 𝑦ଷయ ൌ 𝑡ଵ ⋅ 𝑓ଵሺ𝑥,𝑦ሻ,

𝑓ଶሺ𝑡𝑥, 𝑡𝑦ሻ ൌ arcsin 
ሺ𝑡𝑥ሻଶ െ ሺ𝑡𝑦ሻଶ

ሺ𝑡𝑥ሻଶ ൅ ሺ𝑡𝑦ሻଶ
ൌ arcsin 

𝑥ଶ െ 𝑦ଶ

𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ
ൌ 𝑡଴ ⋅ 𝑓ଶሺ𝑥,𝑦ሻ.

 

Definíció: A következő alakú differenciálegyenletet: 

𝑦ᇱ ൌ 𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ   (3.1) 

homogén differenciálegyenletnek nevezzük, ha 𝑓ሺ𝑥,𝑦ሻ egy 0-ad rendű homogén függvény. 

Következmény: Az  Mሺx, yሻdx ൅ Nሺx, yሻdy ൌ 0 alakú egyenlet homogénfokszámú 

differenciálegyenlet, ha Mሺx, yሻ és Nሺx, yሻ azonos rendű homogénfokszámú függvények. 

Tétel: Bármely homogén differenciálegyletet változó csere segítségével visszavezethetünk 

szétválasztható változójú differenciálegyenletre. 

4. Feladat Oldjuk meg az ሺxଷ ൅ yଷሻdx െ 3xyଶdy ൌ 0  differenciálegyenletet!  

Megoldás: Az ሺ𝑥ଷ ൅ 𝑦ଷሻ𝑑𝑥 െ 3𝑥𝑦ଶ𝑑𝑦 ൌ 0 egyenletet vizsgáljuk homogenitás 

szempontjából: Mሺx, yሻ ൌ ሺxଷ ൅ yଷሻ; 𝑁ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ െ3𝑥𝑦ଶ mindkét esetben 𝑛 ൌ 3 fokszámot 

állapíthatunk meg, így az egyenlet homogénfokszámú. Bevezetjük az új változót: 𝑡 ൌ ௬

௫
; 𝑦 ൌ

𝑥𝑡;  𝑑𝑦 ൌ 𝑡𝑑𝑥 ൅ 𝑥𝑑𝑡. 

ሺ𝑥ଷ ൅ 𝑥ଷ𝑡ଷሻ𝑑𝑥 െ 3𝑥 ⋅ 𝑥ଶ𝑡ଶሺ𝑡𝑑𝑥 ൅ 𝑥𝑑𝑡ሻ ൌ 0; 

𝑥ଷሺ1 ൅ 𝑡ଷ െ 3𝑡ଷሻ𝑑𝑥 െ 3𝑥ସ𝑑𝑡 ൌ 0; 

௫య

௫ర
𝑑𝑥 ൌ ଷ௧మ

ଵିଶ௧య
𝑑𝑡; ha 𝑥 ് 0, 1 െ 2𝑡ଷ ് 0; 

න  
𝑑𝑥
𝑥

ൌ න  
3𝑡ଶ

1 െ 2𝑡ଷ
𝑑𝑡; 

׬  ௗ௫
௫
ൌ െ ଵ

ଶ
׬  

ௗ൫ି௧య൯
భ
మ
ି௧య

; 



ln |𝑥| ൌ െଵ

ଶ
ln ቚଵ

ଶ
െ 𝑡ଷቚ ൅ ଵ

ଶ
ln 𝐶; 

𝑥ଶ ൌ
𝑐

1
2 െ 𝑡ଶ

; 

𝑦ଷ ൌ
1
2
𝑥ଷ െ 𝑐𝑥. 

 

Felet:  𝑦 ൌ ටଵ

ଶ
𝑥ଷ െ 𝐶𝑥

య
. 

 

5. Feladat   Oldjuk meg az ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶሻ𝑑𝑥 ൌ 𝑥𝑦𝑑𝑦 differenciálegyenletet! 

Megoldás: Az ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶሻ𝑑𝑥 ൌ 𝑥𝑦𝑑𝑦 egyenletet vizsgáljuk homogenitás szempontjából: 

Mሺx, yሻ ൌ ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶሻ; 𝑁ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ െ𝑥𝑦 mindkét esetben 𝑛 ൌ 2 fokszámot állapíthatunk meg, 

így az egyenlet homogénfokszámú. Bevezetjük az új változót: 

 𝑡 ൌ ௬

௫
; 𝑦 ൌ 𝑥𝑡;  𝑑𝑦 ൌ 𝑡𝑑𝑥 ൅ 𝑥𝑑𝑡. 

ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑥ଶ𝑡ଶሻ𝑑𝑥 ൌ 𝑥ଶ𝑡ሺ𝑥𝑑𝑡 ൅ 𝑡𝑑𝑥ሻ;  

𝑥ଶሺ1 ൅ 𝑡ଶሻ𝑑𝑥 ൌ 𝑥ଷ𝑡𝑑𝑡 ൅ 𝑥ଶ𝑡ଶ𝑑𝑥; 

𝑥ଶ𝑑𝑥 ൌ 𝑥ଷ ⋅ 𝑡𝑑𝑡; 

௫మ

௫య
𝑑𝑥 ൌ 𝑡𝑑𝑡, ha 𝑥 ് 0, 

integrálás után:  

ln |𝑥| ൅ ln C ൌ
𝑡ଶ

2
, 

௬మ

௫మ
ൌ 2ln ሺ𝑥 ⋅ 𝑐ሻ; 

𝑦 ൌ ඥ2𝑥ଶln ሺ𝑥 ⋅ 𝑐ሻ. 

 

Felet:  𝑦 ൌ |𝑥|ඥ2𝑙𝑛 ሺ𝑥 ⋅ 𝐶ሻ. 

Feladatok 
Oldja meg a változóban homogén differenciálegyenletet 

1. 0coscossin 
x
y

yx
x
y

y
x
y

x  

2.     02  dyxydxyx  

 



3. Határozzuk meg az     022 2222  dyyxyxdxyxyx  egzakt 

differenciálegyenletnek azt a partikuláris megoldását, amely az 20  y,x  

kezdeti feltételt kielégíti! 

4. 25cos
y y

y
x x

   . 

5. 
2

2
4

y y
y

xx
    . 

6. 2 22xy y y x    .   

7. tg
y y

y
x x

    

8.  2 2 23 0x xy y dx x dy     

9.  ln
y

xy y
x

  , якщо  1 1y  . 

10.  𝑥𝑦ᇱ ൌ ඥ𝑥ଶ െ 𝑦ଶ ൅ 𝑦 
  



6. Homogén fokszámú differenciálegyenletre visszavezethető 
egyenletek 

 

Vizsgáljuk meg a következő differenciálegyenletet: 

𝑦ᇱ ൌ ௔భ௫ା௕భ௬ା௖భ
௔మ௫ା௕మ௬ା௖మ

  (3.2) 

ahol 𝑎ଵ,𝑎ଶ, 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, 𝑐ଵ, 𝑐ଶ – állandó; 𝑐ଵ, 𝑐ଶ nullától különböző számok. 

Tétel: A (3.2) képletben szereplő differenciálegyenlet változó csere segítségével visszavezethető 
homogénfokszámú differenciálegyenletre. 

Ha  

Δ ൌ ฬ
𝑎ଵ 𝑏ଵ
𝑎ଶ 𝑏ଶ

ฬ ് 0,  

𝑥 ൌ 𝜉 ൅ 𝛼,  
𝑦 ൌ 𝜂 ൅ 𝛽 

ahol 𝛼  és 𝛽 következő egyenletrendszer megoldásai  ൜
𝑎ଵ𝛼 ൅ 𝑏ଵ𝛽 ൅ 𝑐ଵ ൌ 0
𝑎ଶ𝛼 ൅ 𝑐ଶ𝛽 ൅ 𝑐ଶ ൌ 0 

Δ ൌ ฬ
𝑎ଵ 𝑏ଵ
𝑎ଶ 𝑏ଶ

ฬ ൌ 0, akkor az új változó 𝑧 ≐ 𝑎ଶ𝑥 ൅ 𝑏ଶ𝑦. 

6. Feladat Oldjuk meg az  𝑦ᇱ ൌ ଷ௫ାଶ௬ାଵ

ଷ௫ାଶ௬ିଵ
 differenciálegyenletet!  

Megoldás:  

Δ ൌ ቚ3 2
3 2

ቚ ൌ 6 െ 6 ൌ 0; 

tehát vezessünk be új változót: 

𝑧 ൌ 3𝑥 ൅ 2𝑦; 

 𝑦 ൌ ଵ

ଶ
ሺ𝑧 െ 3𝑥ሻ; 

𝑑𝑦
𝑑𝑥

ൌ
1
2
𝑑𝑧
𝑑𝑥

െ
3
2

;  

𝑦ᇱ=ଵ
ଶ

ௗ௭

ௗ௫
െ ଷ

ଶ
 

Az y és 𝑦ᇱ értékeket a kapott kifejezésekkel helyettesítsjük, így 

1
2
൬
𝑑𝑧
𝑑𝑥

െ 3൰ ൌ
𝑧 ൅ 1
𝑧 െ 1

 

𝑑𝑧
𝑑𝑥

െ 3 ൌ 2 ⋅
𝑧 ൅ 1
𝑧 െ 1

 

𝑑𝑧
𝑑𝑥

ൌ
2𝑧 ൅ 2 ൅ 3𝑧 െ 3

𝑧 െ 1
 

𝑑𝑧
𝑑𝑥

ൌ
5𝑧 െ 1
𝑧 െ 1

 



 
𝑧 െ 1

5𝑧 െ 1
𝑑𝑡 ൌ 𝑑𝑥 

׬
𝑧 െ 1

5𝑧 െ 1
𝑑𝑧 ൌ

1
5
׬
𝑧 െ 1

𝑧 െ 1
5

𝑑𝑧 ൌ
1
5
׬
𝑧 െ 1

5 ൅
1
5 െ 1

𝑧 െ 1
5

𝑑𝑧 ൌ
1
5
׬ ቌ1 െ

4
5

1

𝑧 െ 1
5

ቍ𝑑𝑧 ൌ 

ൌ ଵ

ହ
ቀ𝑧 െ ସ

ହ
ln ቚz െ ଵ

ହ
ቚቁ ൅ 𝑐. 

Így  
ଵ

ହ
ቀ𝑧 െ ସ

ହ
ln ቚz െ ଵ

ହ
ቚቁ ൅ 𝑐 ൌ 𝑥. 

Visszahelyettesítve az eredeti változókat kapjuk: 

3𝑥 ൅ 2𝑦 െ
4
5
ฬ3𝑥 ൅ 2𝑦 െ

1
5
ฬ ൌ 5𝑥 െ 5 

Felelet: 3𝑥 ൅ 2𝑦 െ ସ

ହ
ቚ3𝑥 ൅ 2𝑦 െ ଵ

ହ
ቚ ൌ 5𝑥 െ 5 

7. Feladat  

8. Feladat Oldjuk meg az  𝑦ᇱ ൌ ଷ௫ାଶ௬ାଵ

ଷ௫ାଶ௬ିଵ
 differenciálegyenletet!  

Megoldás:  

Δ ൌ ቚ3 2
3 2

ቚ ൌ 6 െ 6 ൌ 0; 

tehát vezessünk be új változót: 

𝑧 ൌ 3𝑥 ൅ 2𝑦; 

 𝑦 ൌ ଵ

ଶ
ሺ𝑧 െ 3𝑥ሻ; 

𝑑𝑦
𝑑𝑥

ൌ
1
2
𝑑𝑧
𝑑𝑥

െ
3
2

;  

𝑦ᇱ=ଵ
ଶ

ௗ௭

ௗ௫
െ ଷ

ଶ
 

Az y és 𝑦ᇱ értékeket a kapott kifejezésekkel helyettesítsjük, így 

1
2
൬
𝑑𝑧
𝑑𝑥

െ 3൰ ൌ
𝑧 ൅ 1
𝑧 െ 1

 

𝑑𝑧
𝑑𝑥

െ 3 ൌ 2 ⋅
𝑧 ൅ 1
𝑧 െ 1

 

𝑑𝑧
𝑑𝑥

ൌ
2𝑧 ൅ 2 ൅ 3𝑧 െ 3

𝑧 െ 1
 

𝑑𝑧
𝑑𝑥

ൌ
5𝑧 െ 1
𝑧 െ 1

 

 
𝑧 െ 1

5𝑧 െ 1
𝑑𝑡 ൌ 𝑑𝑥 



׬
𝑧 െ 1

5𝑧 െ 1
𝑑𝑧 ൌ

1
5
׬
𝑧 െ 1

𝑧 െ 1
5

𝑑𝑧 ൌ
1
5
׬
𝑧 െ 1

5 ൅
1
5 െ 1

𝑧 െ 1
5

𝑑𝑧 ൌ
1
5
׬ ቌ1 െ

4
5

1

𝑧 െ 1
5

ቍ𝑑𝑧 ൌ 

ൌ ଵ

ହ
ቀ𝑧 െ ସ

ହ
ln ቚz െ ଵ

ହ
ቚቁ ൅ 𝑐. 

Így  
ଵ

ହ
ቀ𝑧 െ ସ

ହ
ln ቚz െ ଵ

ହ
ቚቁ ൅ 𝑐 ൌ 𝑥. 

Visszahelyettesítve az eredeti változókat kapjuk: 

3𝑥 ൅ 2𝑦 െ
4
5
ฬ3𝑥 ൅ 2𝑦 െ

1
5
ฬ ൌ 5𝑥 െ 5 

Felelet: 3𝑥 ൅ 2𝑦 െ ସ

ହ
ቚ3𝑥 ൅ 2𝑦 െ ଵ

ହ
ቚ ൌ 5𝑥 െ 5 

 

Feladatok 
Oldja meg a változóban homogén fokszámúra visszavezethető differenciálegyenletre 

1. 
653

27





yx

yx
y  

2. 
123
123





yx
yx

y  

3.  ሺ𝑥 െ 2𝑦 ൅ 3ሻ𝑑𝑦 ൅ ሺ2𝑥 ൅ 𝑦 െ 1ሻ𝑑𝑥 ൌ 0. 
4.  ሺ𝑥 െ 𝑦 ൅ 4ሻ𝑑𝑦 ൅ ሺ𝑥 ൅ 𝑦 െ 2ሻ𝑑𝑥 ൌ 0. 
5. 2ሺ𝑥 ൅ 𝑦ሻ𝑑𝑦 ൅ ሺ3𝑥 ൅ 3𝑦 െ 1ሻ𝑑𝑥 ൌ 0,  𝑦ሺ0ሻ ൌ 2 
6. ሺ2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 1ሻd𝑥 െ ሺ4𝑥 ൅ 2𝑦 െ 3ሻd𝑦 ൌ 0; 
7. 𝑥 െ 𝑦 െ 1 ൅ ሺ𝑦 െ 𝑥 ൅ 2ሻ𝑦ᇱ ൌ 0; 
8. 2𝑥 െ 4𝑦 ൅ 6ሻd𝑥 ൅ ሺ𝑥 ൅ 𝑦 െ 3ሻd𝑦 ൌ 0; 
9.  ሺ𝑥 ൅ 4𝑦ሻ𝑦ᇱ ൌ 2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 5 ; 
10. ሺ𝑦 ൅ 2ሻd𝑥 ൌ ሺ2𝑥 ൅ 𝑦 െ 4ሻd𝑦; 

11. 𝑦ᇱ ൌ 2 ቀ ௬ାଶ

௫ା௬ିଵ
ቁ
ଶ
 

 
  



7. Elsőrendű lineáris differenciálegyenletek.  
Definíció: Elsőrendű lineáris differenciálegyenletnek nevezzük a következő alakú 
differenciálegyenletet:  

𝑦ᇱ ൅ 𝑝ሺ𝑥ሻ𝑦 ൌ 𝑞ሺ𝑥ሻ 
 
Tétel: az 𝑦ᇱ ൅ 𝑝ሺ𝑥ሻ𝑦 ൌ 𝑞ሺ𝑥ሻ 
 lineáris differenciálegyenlet megoldása felírható a következő alakban: 

𝑦 ൌ 𝑒ି׬  ௣ሺ௫ሻௗ௫ ⋅ ൬න  𝑞ሺ𝑥ሻ𝑒׬  ௣ሺ௫ሻௗ௫𝑑𝑥 ൅ 𝐶൰. 

Elsőrendű inhomogén lineáris differenciálegyenletek megoldása az állandó variálásnak 

módszerével. 

9. Feladat Oldjuk meg az    𝑦ᇱ ൅ ସ

௫
𝑦 ൌ 𝑥ସdifferenciálegyenletet!  

Megoldás: Vizsgáljuk a homogén egyenletet: 

𝑦ᇱ ൅
4
𝑥
𝑦 ൌ 0; 

𝑑𝑦
𝑑𝑥

ൌ
െ4𝑦
𝑥

; 

ௗ௬

௬
ൌ െ ସ

௫
𝑑𝑥; 

׬
ௗ௬

௬
ൌ െ׬

ସ

௫
𝑑𝑥; 

 

ln 𝑦 ൌ െ4ln 𝑥 ൅ ln 𝑐; 

𝑦଴ ൌ 𝑥ିସ ⋅ 𝑐 a homogén egyenlet általános megoldása. 

Tekintsük a 𝑐-t az 𝑥 változó függvényének: 

𝑦 ൌ 𝑥ିସ𝑐ሺ𝑥ሻ; 

െ
4𝑥ିହ

𝑐ሺ𝑥ሻ
൅ 𝑥ିସ𝑐ᇱሺ𝑥ሻ ൅

4
𝑥
𝑥ିସ𝑐ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ସ 

ௗ௖ሺ௫ሻ

ௗ௫
ൌ 𝑥ସ ⋅ 𝑥ସ ; ; 

𝑐ሺ𝑥ሻ ൌ
𝑥ଽ

9
൅ 𝑐̂ ; 

𝑦 ൌ 𝑥ିସ ቆ
𝑥ଽ

9
൅ 𝑐̂ቇ. 

Felelet: 𝑦 ൌ 𝑥ିସ ቀ௫
వ

ଽ
൅ 𝑐̂ቁ 

Új változó bevezetésének módszere. 

10. Feladat Oldjuk meg az    𝑦ᇱ ൌ 3𝑥ଶ𝑦 ൅ 𝑥ଶdifferenciálegyenletet!  



Megoldás:  

𝑦 ൌ 𝑢 ⋅ 𝑣; 

𝑦ᇱ ൌ 𝑢ᇱ ⋅ 𝑣 ൅ 𝑢 ⋅ 𝑣ᇱ. 

Az utolsó két kifejezést az eredeti egyenletbe helyettesítve kapjuk: 

𝑢ᇱ ⋅ 𝑣 ൅ 𝑢 ⋅ 𝑣ᇱ െ 3𝑥ଶ ⋅ 𝑢 ⋅ 𝑣 ൌ 𝑥ଶ 

𝑢ᇱ ⋅ 𝑣 ൅ 𝑢ሺ𝑣ᇱ െ 3𝑥ଶ ⋅ 𝑣ሻ ൌ 𝑥ଶ. 

Mivel a 𝑣 függvényt tesztőlegesen választhatjuk meg, ezért legyen a 𝑣 olyan, hogy teljesül: 

𝑣ᇱ െ 3𝑥ଶ ⋅ 𝑣 ൌ 0; 

𝑑𝑣
𝑑𝑥

ൌ 3𝑥ଶ𝑣; 

ln 𝑣 ൌ 𝑥ଷ ൅ 𝐶;  

𝑣 ൌ 𝑒௫
యା஼. 

Mivel a 𝑣 függvényt tetszőleges módon választhatjuk, meg legyen C=0, tehát 

𝑣 ൌ 𝑒௫
య
. 

A 𝑣 függvény értékét visszahelyettesítve, az egyenletbe, kapjuk: 

𝑢ᇱ ⋅ 𝑒௫
య
ൌ 𝑥ଶ; 

𝑢ᇱ ൌ 𝑒௫
మ
⋅ 𝑒ି௫

య
; 

𝑑𝑢
𝑑𝑥

ൌ 𝑥ଶ𝑒ି௫
య
; 

𝑑𝑢׬ ൌ െ ଵ

ଷ
׬  𝑒ି௫

య
𝑑ሺെ𝑥ଷሻ; 

𝑢 ൌ െ
1
3
𝑒ି௫

య
൅ 𝐶; 

𝑦 ൌ ൬െ
1
3
𝑒ି௫

య
൅ 𝐶൰ ⋅ 𝑒௫

య
ൌ െ

1
3
൅ 𝐶 ⋅ 𝑒௫

య
. 

 

Felelet: 𝑦 ൌ െ ଵ

ଷ
൅ 𝐶 ⋅ 𝑒௫

య
. 

Feladatok 
Oldja meg a lineáris differenciálegyenletet 

1. 0 xxyy   

2.  ctg siny y x x   . 
3.  2 1 4 3x y xy   . 

4. xy y e   . 

5. ln
ln

y
y x x

x x
    



6. 1
tg

cos
y y x

x
   , якщо  0 0y  . 

7.  21 1x y xy   , якщо  0 1y  . 

8.  
 

8. Lineárisra visszavezethető differenciálegyenletek 
Definíció: Bernoulli-féle differenciálegyenletnek nevezzük az alábbi alakú egyenletet 

𝑦ᇱ ൅ 𝑝ሺ𝑥ሻ𝑦 ൌ 𝑞ሺ𝑥ሻ𝑦ఈ , (4.7) 

ahol  α valósszám. 

Az egyenlet 𝑧 ൌ 𝑦ଵ –ఈ változó bevezetésével lineárisra vezethető vissza. 
 

11. Feladat Oldjuk meg az 𝑦ᇱ ൅ 2𝑥𝑦 ൌ 2𝑥𝑦ଶ Bernoulli-féle differenciálegyenletet!  

Megoldás: A mi esetünkben 𝛼 ൌ 2. Alakítsuk át az egyenletet,  

𝑦ᇱ ൅ 2𝑥𝑦 ൌ 2𝑥𝑦ଶ ∣:𝑦ଶ 

𝑦ᇱ

𝑦ଶ
൅ 2𝑥

1
𝑦
ൌ 2𝑥 

Vezessünk be új változót: 

𝑧 ൌ 𝑦ିଵ; 

így 

𝑧ᇱ ൌ െ1𝑦ିଶ𝑦ᇱ,  

visszahelyettesítünk az egyenletbe: 

െ𝑧ᇱ ൅ 2𝑥𝑧 ൌ 2𝑥; 

𝑧ᇱ െ 2𝑥𝑧 ൌ െ2𝑥 

az utolsó kifejezés egy lineáris differenciálegyenlet, amit meg tudunk oldani. 

Helyettesítsünk be a lineáris egyenlet megoldó képletébe: 

𝑧 ൌ 𝑒׬  ଶ௫ௗ௫൫𝑐 ൅ ׬  െ 2𝑥𝑒׬  ିଶ௫ௗ௫𝑑𝑥൯; 

𝑧 ൌ 𝑒௫
మ
൫𝑐 ൅ 𝑒ି௫

మ
൯. 

Fejezzük ki az 𝑦 függvényt: 

𝑦 ൌ ଵ

௭
ൌ ଵ

௘ೣమ⋅௖ାଵ
. 

  

Felelet: 𝑦 ൌ ଵ

௘ೣమ⋅௖ାଵ
 és szinguláris megoldás az 𝑦 ൌ 0. 

Definíció:  Riccati-féle differenciálegyenletnek nevezzük az alábbi alakú egyenletet 
 



𝑦ᇱ ൌ 𝑝ሺ𝑥ሻ𝑦ଶ ൅ 𝑞ሺ𝑥ሻ𝑦 ൅ 𝑟ሺ𝑥ሻ, (4.9) 

 

ahol  a 𝑝ሺ𝑥ሻ, 𝑞ሺ𝑥ሻ, 𝑟ሺ𝑥ሻ  függvények folytonosak valamilyen 𝑎 ൏ 𝑥 ൏ 𝑏 intervallumon. 

Keressük a megoldást  𝑦 ൌ 𝑦ଵ ൅ 𝑧, alakban, ahol  𝑧 ൌ 𝑧ሺ𝑥ሻa ismeretlen függvény. 
 

12. Feladat Oldjuk meg az 𝑥𝑦ᇱ െ ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ𝑦 ൅ 𝑦ଶ ൌ െ𝑥ଶ Riccati -féle 

differenciálegyenletet, ha van olyan partikuláris megoldása, mely 𝑦 ൌ 𝑎 ∙ 𝑥 alakú 

Megoldás: Az 𝑦 ൌ 𝑎 ∙ 𝑥 megoldást az eredti egyenletbe helyettesítve: 

𝑥𝑎 െ ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ𝑎𝑥 ൅ ሺ𝑎𝑥ሻଶ ൌ െ𝑥ଶ 

kapjuk, hogy az egyenlet partikuláris megoldása: 𝑦 ൌ 𝑥. Így a megoldás 𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 𝑧 alkban 

keresendő. Ezt az értéket visszahelyettesítve az eredti egyenletünkbe, kapjuk: 

𝑥ሺ1 ൅ 𝑧ᇱሻ െ ሺ2𝑥 ൅ 1ሻሺ𝑥 ൅ 𝑧ሻ ൅ ሺ𝑥 ൅ 𝑧ሻଶ ൌ െ𝑥ଶ 

𝑥 ∙ 𝑧ᇱ െ 𝑧൅𝑧ଶ ൌ 0. 

Az utóbbi egy Bernoulli-típusú differenciálegyenlet. Az 𝑢 ൌ 𝑧ଵିଶ új változó bevezetése után 

kapjuk az  

െ𝑢ᇱ െ ଵ

௫
𝑢 ൌ െ ଵ

௫
. 

Amit a változók szétválasztásával is megoldhatunk: 𝑢 ൌ 𝑥 ∙ 𝐶 ൅ 1  általános megoldást 

kapjuk. 

Így 𝑧ିଵ ൌ 𝑥 ∙ 𝐶 ൅ 1 és z=0  megoldásokat kell figyelembe venni. 

Tehát 𝑦 ൌ ଵ

ଵା஼௫
 és : 𝑦 ൌ 𝑥. 

Felelet: 𝑦 ൌ ଵ

ଵା஼௫
 és : 𝑦 ൌ 𝑥 

9. Egzakt differenciálegyenletek és Egzaktra visszavezethető 
differenciálegyenletek 

Definíció: Az  

𝑀ሺ𝑥,𝑦ሻ𝑑𝑥 ൅ 𝑁ሺ𝑥,𝑦ሻ𝑑𝑦 ൌ 0  (5.1) 

elsőrendű differenciálegyenletet egzaktnak nevezzük, ha létezik olyan 𝑈ሺ𝑥,𝑦ሻ kétváltozós 
valós függvény, melyre igaz  

𝑀ሺ𝑥, 𝑦ሻ𝑑𝑥 ൅ 𝑁ሺ𝑥,𝑦ሻ𝑑𝑦 ൌ 𝑑𝐹ሺ𝑥,𝑦ሻ. 

Tétel: Legyenek az (5.1) összefüggésben 𝑀ሺ𝑥, 𝑦ሻ és 𝑁ሺ𝑥,𝑦ሻ folytonosak az ሺ𝑥଴,𝑦଴ሻ pont 

valamely környezetében és a két függvény nem vehet fel egyidejűleg 0 értéket, ill. létezzen 



parciális deriváltak: 
డெ

డ௬
  és 

డே

డ௫
. Ahhoz, hogy az (5.1) differenciálegyenlet egzakt legyen 

szükséges és elégséges, hogy teljesüljön a következő összefüggés 

ப୑

ப୷
 = 

ப୒

ப୶
. 

Gyakorlatban a keresett 𝐹ሺ𝑥,𝑦ሻ függvényt az alább rendszerből találhatjuk meg   

𝐹ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ න𝑀ሺ𝑥, 𝑦ሻ𝑑𝑥 ൅ 𝜑ሺ𝑦ሻ

𝐹ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ න𝑁ሺ𝑥,𝑦ሻ 𝑑𝑦 ൅ 𝜓ሺ𝑥ሻ
ൢ 

az 𝜑ሺ𝑦ሻ és 𝜓ሺ𝑥ሻ függvények alkalmas választásával. 
 

 

13. Feladat Oldjuk meg az ሺ𝑥ଷ ൅ 𝑥𝑦ଶሻ𝑑𝑥 ൅ ሺ𝑦ଷ ൅ 𝑦𝑥ଶሻ𝑑𝑦 ൌ 0 differenciálegyenletet!  

Megoldás: Vizsgáljuk, hogy egzakt-e az egyenlet, ehhez számoljuk ki a parciális deriváltakat: 

 
∂𝑀ሺ𝑥,𝑦ሻ

∂𝑦
ൌ
∂ሺ𝑥ଷ ൅ 𝑥𝑦ଶሻ

∂𝑦
ൌ 2𝑥𝑦 

Egzakt differenciálegyenlettel van dolgunk. 

 
∂𝑁ሺ𝑥,𝑦ሻ

∂𝑥
ൌ
∂ሺ𝑦ଷ ൅ 𝑦𝑥ଶሻ

∂𝑥
ൌ 2𝑥𝑦 

 

𝐹ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ ሺ𝑥ଷ׬ ൅ 𝑥𝑦ଶሻ𝑑𝑥 ൅ 𝜑ሺ𝑦ሻ
𝐹ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ ሺ𝑦ଷ׬ ൅ 𝑦𝑥ଶሻ 𝑑𝑦 ൅ 𝜓ሺ𝑥ሻ

ቋ; 

𝐹ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ
𝑥ସ

4
൅
𝑥ଶ𝑦ଶ

2
൅ 𝜑ሺ𝑦ሻ

𝐹ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ
𝑦ସ

4
൅
𝑥ଶ𝑦ଶ

2
൅ 𝜓ሺ𝑥ሻ⎭

⎬

⎫
 

Ahhoz, hogy fenti összefüggés igaz legyen a következő választás szükséges 

𝜓ሺ𝑥ሻ ൌ
𝑥ସ

4

𝜑ሺ𝑦ሻ ൌ
𝑦ସ

4 ⎭
⎬

⎫
 

Így  𝐹ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ ௫ర

ସ
൅ ௫మ௬మ

ଶ
൅ ௬ర

ସ
 vagyis az általános megoldás: 

௫ర

ସ
൅ ௫మ௬మ

ଶ
൅ ௬ర

ସ
ൌ 𝐶መ, 𝐶መ ൐ 0  vagy 

ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶሻଶ ൌ 𝐶, ahol 𝐶 ൌ 4𝐶መ . 

 

Felet: ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶሻଶ ൌ 𝐶 . 

 



Vannak olyan esetek, amikor az eredeti (5.1) egyenletünk nem egzakt, de létezik olyan 𝑚ሺ𝑥,𝑦ሻ 
függvény mellyel mindkét oldalát megszorozva egzakt egyenletet kapunk:  

𝑚ሺ𝑥,𝑦ሻ𝑀ሺ𝑥,𝑦ሻ𝑑𝑥 ൅ 𝑚ሺ𝑥,𝑦ሻ𝑁ሺ𝑥, 𝑦ሻ𝑑𝑦 ൌ 0.  (5.3) 

Ebben az esetben az 𝑚ሺ𝑥, 𝑦ሻ függvényt integráló szorzónak nevezzük.  

Legyen 𝑚 ൌ 𝑚ሺ𝑥ሻ, vagyis az integráló szorzó csak az x-változótól függ és 𝑁ሺ𝑥,𝑦ሻ ് 0, 
ekkor 

𝑚ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒׬ఝሺ௫ሻௗ௫ 

Legyen 𝑚 ൌ 𝑚ሺ𝑦ሻ, vagyis az integráló szorzó csak az y-változótól függ és 𝑀ሺ𝑥, 𝑦ሻ ് 0,  
ekkor  

𝑚ሺ𝑦ሻ ൌ 𝑒׬టሺ௬ሻௗ௬ 
14. Feladat Oldjuk meg az ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൅ 𝑥ሻ𝑑𝑥 ൅ 𝑥𝑦𝑑𝑦 ൌ 0 differenciálegyenletet!  

Megoldás: Vizsgáljuk, hogy egzakt-e az egyenlet, ehhez számoljuk ki a parciális deriváltakat: 

 
∂𝑀ሺ𝑥,𝑦ሻ

∂𝑦
ൌ
∂ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൅ 𝑥ሻ

∂𝑦
ൌ 2𝑦 

 
∂𝑁ሺ𝑥,𝑦ሻ

∂𝑥
ൌ
∂𝑥𝑦
∂𝑥

ൌ 𝑦 

Ez az egyenlet nem egzakt típusú. Ezért vizsgáljuk a következő kifejezést: 

൬
∂𝑀ሺ𝑥,𝑦ሻ

∂𝑦
െ
∂𝑁ሺ𝑥, 𝑦ሻ

∂𝑥
൰

1
𝑁ሺ𝑥,𝑦ሻ

ൌ ሺ2𝑦 െ 𝑦ሻ
1
𝑥𝑦

ൌ
1
𝑥

 

vagyis 

ቀபெሺ௫,௬ሻ

ப௬
െ பேሺ௫,௬ሻ

ப௫
ቁ ଵ

ேሺ௫,௬ሻ
ൌ 𝜑ሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

௫
. 

Ekkor az integráló szorzót a következő alakban keressük: 

𝑚ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒׬ఝሺ௫ሻௗ௫ ൌ 𝑒׬
భ
ೣ
ௗ௫ ൌ 𝑥. 

Szorozzuk meg az eredeti egyenlet mindkét oldalát 𝑚ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 kifejezéssel: 

𝑥 ⋅ ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൅ 𝑥ሻ𝑑𝑥 ൅ 𝑥ଶ𝑦𝑑𝑦 ൌ 0 

Vizsgáljuk meg, hogy az így kapott egyenlet egzakt-e! 

∂𝑀ଵሺ𝑥,𝑦ሻ
∂𝑦

ൌ
∂ሺ𝑥ଷ ൅ 𝑥 ⋅ 𝑦ଶ ൅ 𝑥ଶሻ

∂𝑦
ൌ 2𝑥𝑦,   

பேభሺ௫,௬ሻ

ப௫
ൌ ப௫మ௬

ப௫
ൌ 2𝑥𝑦. 

Most már egzakt differenciálegyenlettel van dolgunk. 

 

𝐹ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ ሺ𝑥ଷ׬ ൅ 𝑥 ⋅ 𝑦ଶ ൅ 𝑥ଶሻ𝑑𝑥 ൅ 𝜑ሺ𝑦ሻ
𝐹ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ 𝑥ଶ𝑦׬ 𝑑𝑦 ൅ 𝜓ሺ𝑥ሻ

ቋ; 



𝐹ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ
𝑥ସ

4
൅
𝑥ଶ𝑦ଶ

2
൅
𝑥ଷ

3
൅ 𝜑ሺ𝑦ሻ

𝐹ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ
𝑥ଶ𝑦ଶ

2
൅ 𝜓ሺ𝑥ሻ ⎭

⎬

⎫
 

Ahhoz, hogy fenti összefüggés igaz legyen a következő választás szükséges 

𝜓ሺ𝑥ሻ ൌ
𝑥ସ

4
൅
𝑥ଷ

3
𝜑ሺ𝑦ሻ ൌ 0

ቑ 

Így  𝐹ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ ௫ర

ସ
൅ ௫మ௬మ

ଶ
൅ ௫య

ଷ
 vagyis az általános megoldás: 

௫ర

ସ
൅ ௫మ௬మ

ଶ
൅ ௫య

ଷ
ൌ 𝐶. 

 

Felet: ௫
ర

ସ
൅ ௫మ௬మ

ଶ
൅ ௫య

ଷ
ൌ 𝐶. 

 

15. Feladat Oldjuk meg a  ሺ2𝑥𝑦ଶ െ 𝑦ሻ𝑑𝑥 ൅ ሺ𝑦ଶ ൅ 𝑥 ൅ 𝑦ሻ𝑑𝑦 ൌ 0 differenciálegyenletet! 

Megoldás: Vizsgáljuk, hogy egzakt-e az egyenlet, ehhez számoljuk ki a parciális deriváltakat: 

∂𝑀ሺ𝑥, 𝑦ሻ
∂𝑦

ൌ
∂ሺ2𝑥𝑦ଶ െ 𝑦ሻ

∂𝑦
ൌ 4𝑦 െ 1 ; 

∂𝑁ሺ𝑥,𝑦ሻ
∂𝑥

ൌ
∂ሺ𝑦ଶ ൅ 𝑥 ൅ 𝑦ሻ

∂𝑥
ൌ 1. 

Ez az egyenlet nem egzakt típusú. Ezért vizsgáljuk a következő kifejezést: 

ቀபெሺ௫,௬ሻ

ப௬
െ பேሺ௫,௬ሻ

ப௫
ቁ ଵ

ିெሺ௫,௬ሻ
ൌ ሺ4𝑦 െ 1 െ 1ሻ ଵ

ିሺଶ௫௬మି௬ሻ
ൌ ିଶ

௬
. 

Ekkor az integráló szorzót a következő alakban keressük: 

𝑚ሺ𝑦ሻ ൌ 𝑒׬టሺ௬ሻௗ௬ ൌ 𝑒׬
ିଶ
௬ ௗ௬

ൌ
1
𝑦ଶ

. 

Szorozzuk meg az eredeti egyenlet mindkét oldalát 𝑚ሺ𝑦ሻ ൌ ଵ

௬మ
 kifejezéssel: 

൬2𝑥 െ
1
𝑦
൰𝑑𝑥 ൅ ൬1 ൅

𝑥
𝑦ଶ

൅
1
𝑦
൰𝑑𝑦 ൌ 0 

Vizsgáljuk meg, hogy az így kapott egyenlet egzakt-e! 

∂𝑀ଵሺ𝑥, 𝑦ሻ
∂𝑦

ൌ
∂ ቀ2𝑥 െ 1

𝑦ቁ

∂𝑦
ൌ

1
𝑦ଶ

,   

பேభሺ௫,௬ሻ

ப௫
ൌ

ப൬ଵା ೣ
೤మ
ାభ
೤
൰

ப௫
ൌ ଵ

௬మ
. 

 

Egzakt differenciálegyenlettel van dolgunk. 

 



𝐹ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ ׬  ቀ2𝑥 െ ଵ

௬
ቁ 𝑑𝑥 ൅ 𝜑ሺ𝑦ሻ

𝐹ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ ׬ ቀ1 ൅ ௫

௬మ
൅ ଵ

௬
ቁ 𝑑𝑦 ൅ 𝜓ሺ𝑥ሻ

ቑ; 

𝐹ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 
𝑥
𝑦
൅ 𝜑ሺ𝑦ሻ

𝐹ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ 𝑦 െ
𝑥
𝑦
൅ ln𝑦 ൅ 𝜓ሺ𝑥ሻ

ൢ 

Ahhoz, hogy fenti összefüggés igaz legyen a következő választás szükséges 

𝜓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ

𝜑ሺ𝑦ሻ ൌ ln𝑦
ൠ 

Így  𝐹ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ 𝑥ଶ െ ௫
௬
൅ ln𝑦 vagyis az általános megoldás: 𝑥ଶ െ ௫

௬
൅ ln𝑦 ൌ 𝐶 

Felelet: 𝑥ଶ െ ௫

௬
൅ ln𝑦 ൌ 𝐶. 

Feladatok: 
 
Oldja meg az egzakt és egzaktra visszavezethető differenciálegyenletet 

1.   0)3(24 22433  dyxyxdxxyyx  

2. (63 i) 

3. (63 iii) 

4. (63iv) 

5.  
6. 0)sincos()sin(  dyyyxdxyx ; 

7. 0)cos()sin(  dyyeydxyex xx
; 

8.  0)5.0cos()sin( 2  dyxyxdxyxy ; 

9.  0)0(;0)2()( 22  ydyexxydxyyx y
; 

10.  0)1()2(arcsin 2  dyarctgyxdxxyx ; 

11.  0)sec()cos( 22  dyyxctgxdxxecytgy ; 

12.  1)0(;0)()ln2(
22

 ydy
y

x
edxyxye xx

 

 

10. Elsőrendű implicit alakú differenciálegyenletek 
Definíció:  Elsőrendű implicit differnciálegyenletnek nevezzük az  



𝐹ሺ𝑥, 𝑦,𝑦ᇱሻ ൌ 0 

kifejezést, ahol az  F(x,y,z) függvény folytonos valamely D tartomány felett,  𝐷 ⊂ 𝐑ଷ. 

1. Hiányos változójú elsőrendű implicit alakú differenciálegyenletek 

I. 𝐹ሺ𝑥, 𝑦ᇱሻ ൌ 0 
a) Az egyenlet megoldható az x változóhoz képest, tehát felírható a következő 
alakban 

𝑥 ൌ 𝜑ሺ𝑦ᇱሻ  
vezessük be a p változót: 𝑦ᇱ ൌ 𝑝. 
b) az 𝐹ሺ𝑥,𝑦ᇱሻ ൌ 0 egyenletből nem fejezhető ki elemi úton az x változó: 

൜
𝑥 ൌ 𝜑ሺ𝑡ሻ
𝑦ᇱ ൌ ψሺ𝑡ሻ

 

így  

൜
𝑑𝑥 ൌ 𝜑ᇱሺ𝑡ሻdt
𝑑𝑦 ൌ ψሺ𝑡ሻdx

. 

Ekkor a megoldás így alakul: 

ቐ
𝑥 ൌ 𝜑ሺ𝑡ሻ

𝑦 ൌ නψሺ𝑡ሻ𝜑ᇱሺ𝑡ሻ dt ൅ C.
 

II 𝐹ሺ𝑦,𝑦ᇱሻ ൌ 0, ekkor 

𝐹ሺ𝑦, 𝑦ᇱሻ ൌ 𝐹 ቀ𝑦, ଵ
௫ᇲ
ቁ ൌ 𝐺ሺ𝑦, 𝑥ᇱሻ így a I) típusú egyenletet kapunk. 

III) 𝐹ሺ𝑦ᇱሻ ൌ 0,  ebben az esetben a  

𝐹ሺ𝛼௞ሻ ൌ 0;→ 𝑦 ൌ 𝛼௞ 𝛼௞ ൌ
௬ି௖

௫
,  így  𝐹 ቀ௬ି௖

௫
ቁ ൌ 0. 

2. Általános formájú implicit differenciálegyenletek 

Vizsgáljuk: 𝐹ሺ𝑥,𝑦, 𝑦ᇱሻ ൌ 0,  nem hiányzik változó. 

ቐ
𝑥 ൌ 𝜑ሺ𝑢, 𝑣ሻ
𝑦 ൌ ψሺ𝑢, 𝑣ሻ
𝑦ᇱ ൌ 𝜒ሺ𝑢, 𝑣ሻ

 

 
Vizsgáljunk részeseteket: 

a)  

൞ 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥, 𝑝ሻ
𝑥 ൌ 𝑥
𝑦ᇱ ൌ 𝑝

 

b) 𝑥 ൌ 𝑓ሺ𝑦, 𝑦ᇱሻ; 

൜
𝑦ᇱ ൌ 𝑝

𝑥 ൌ 𝑓ሺ𝑦,𝑝ሻ
 

 
16. Feladat Oldjuk meg az  𝑦ᇱ െ sin 𝑦ᇱ െ 𝑥 ൌ 0  differenciálegyenletet!  

Megoldás: Hiányzik  𝐹ሺ𝑥, 𝑦ᇱሻ ൌ 0 



𝑦ᇱ െ sin 𝑦ᇱ െ 𝑥 ൌ 0 
vezessük be a p változót:  
𝑦ᇱ ൌ 𝑝, 
𝑑𝑦 ൌ 𝑝𝑑𝑥 

𝑑𝑥 ൌ
𝑑𝑦
𝑝

 

 𝑥 ൌ ln 𝑝 െ sin 𝑝  
𝑑𝑥
𝑑𝑝

ൌ
1
𝑝
െ cos𝑝 ; 

ௗ௬

௣ௗ௣
ൌ ଵ

௣
െ cos 𝑝; 

𝑑𝑦 ൌ 𝑝 ቀଵ
௣
െ cos 𝑝ቁ𝑑𝑝; 

𝑦 ൌ න  ሺ1 െ 𝑝cos 𝑝ሻ𝑑𝑝 ൌ 𝑝 െ න  𝑝cos 𝑝𝑑𝑝 ൌ 

ൌ ฬ
𝑓 ൌ 𝑝 𝑦ᇱ ൌ cos 𝑝
𝑓ᇱ ൌ 1 𝑦 ൌ sin 𝑝

ฬ ൌ 𝑝 െ 𝑝 sin𝑝 ൅ න  sin𝑝𝑑𝑝 ൌ 

ൌ 𝑝 െ 𝑝 sin𝑝 െ cos 𝑝 ൅ 𝑐. 

ฬ
𝑓 ൌ 𝑝 𝑦ᇱ ൌ cos 𝑝
𝑓ᇱ ൌ 1 𝑦 ൌ sin 𝑝

ฬ ൌ 𝑝 െ 𝑝sin 𝑝 ൅ න  sin 𝑝𝑑𝑝 ൌ

 ൌ 𝑝 െ 𝑝sin 𝑝 െ cos 𝑝 ൅ 𝑐
𝑦 ൌ 𝑝 െ 𝑝sin 𝑝 െ cos 𝑝 ൅ 𝑐

 

Felelet: ൜
𝑥 ൌ ln 𝑝 െ sin 𝑝

𝑦 ൌ 𝑝 െ 𝑝sin 𝑝 െ cos 𝑝 ൅ 𝑐 

𝐹ሺ𝑦, 𝑦ᇱሻ ൌ 0 

17. Feladat Oldjuk meg az 𝑦 ൌ 𝑦ଶ ൅ 2𝑦ଷ  differenciálegyenletet!  

Megoldás:  𝑦ᇱ ൌ p;  𝑑𝑦 ൌ 𝑝𝑑𝑥; 

𝑦 ൌ 𝑝ଶ ൅ 2𝑝ଷ; 

𝑑𝑦
𝑑𝑝

ൌ 2𝑝 ൅ 6𝑝ଶ; 

𝑝𝑑𝑥
𝑑𝑝

ൌ 2𝑝 ൅ 6𝑝ଶ ; 

𝑑𝑥 ൌ ቀଶ௣
௣
𝑑𝑝 ൅ ଺௣మ

௣
ቁ 𝑑𝑝; 

𝑥 ൌ 2𝑝 ൅ 3𝑝ଶ ൅ 𝑐 

Felelet: ൜
𝑥 ൌ 2𝑝 ൅ 3𝑝ଶ ൅ 𝑐
𝑦 ൌ 𝑝ଶ ൅ 2𝑝ଷ

 

18. Feladat Oldjuk meg az 𝑦ᇱଶ െ 4𝑦ᇱ ൅ 2 ൌ 0  differenciálegyenletet!  

Megoldás:   



 (𝑦ᇱ ൌ 𝑝

ቀ
𝑦 െ 𝑐
𝑥

ቁ
ଶ
െ 4 ቀ

𝑦 െ 𝑐
𝑥

ቁ ൅ 2 ൌ 0

 

 

19. Feladat Oldjuk meg az  𝑦 ൌ 𝑥𝑦ᇱ െ 𝑦ᇱଷ   differenciálegyenletet!  

Megoldás: 

 𝑦ᇱ ൌ 𝑝 ;𝑑𝑦 ൌ 𝑝𝑑𝑥; 

𝑦 ൌ 𝑥𝑝 െ 𝑝ଷ; 

𝑑𝑦 ൌ 𝑥𝑑𝑝 ൅ 𝑝𝑑𝑥 െ 3𝑝ଶ𝑑𝑝; 

𝑥𝑑𝑝 െ 3𝑝ଶ𝑑𝑝 ൌ 0 

𝑑𝑝 ൌ 0; 

𝑝 ൌ 𝑐 

𝑦 ൌ 𝑐𝑥 െ 𝑐ଷ 

vagy  

𝑥 െ 3𝑝ଶ ൌ 0 

𝑝 ൌ േට
௫

ଷ
; 

𝑦 ൌ
2

3√3
𝑥
ଷ
ଶ ൅ 𝐶መ 

Felelet: 𝑦 ൌ ଶ

ଷ√ଷ
𝑥
య
మ ൅ 𝐶መ  vagy 𝑦 ൌ 𝑐𝑥 െ 𝑐ଷ 

4ሺ𝑦 െ 𝑐ሻ𝑥 ൅ 2𝑥ଶ ൌ 0 

Feladatok: 
 

 
Oldja meg hiányos másodrendű differenciálegyenletet 

12.  

13.  

14.  



15.  
16. ,6" xу   

17. 0
3'2'"  yyyy  

18. .0'"  yху  
19.   0cossin1 2  xyx  

20. 393yy  , ha 7)1(1)1(  yy  
 

Oldja meg a differenciálegyenletet 
 

1.  

2.  

3.  
4. 2)(2 yxyy   (Clairaut) 

5.   

6.  

7.  
8.   

9.  

10.  

11.  

12.  

13.  

14.  

15.  

16.  

17.  

18.  



19.  

20.  

21.  

22.  
23.  

11. Magasabb rendű differenciálegyenletek fogalma 
Definíció:  Az  

𝐹൫𝑥,𝑦, 𝑦ᇱ, … , 𝑦ሺ௡ሻ൯ ൌ 0. 

kifejezést magasabb rendű differenciálegyenletnek nevezzük. 

1 Hiányos magasabb rendű differenciálegyenletek  

I) 𝐹൫𝑥, 𝑦ሺ୬ሻ൯ ൌ 0 
a) 𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑦 ൌ න…
ต
௡

න𝑓ሺ𝑥ሻ 𝑑𝑥…𝑑𝑥ᇣᇧᇤᇧᇥ
௡

൅
𝑐ଵ

ሺ𝑛 െ 1ሻ!
𝑥௡ିଵ ൅

𝑐ଶ
ሺ𝑛 െ 2ሻ!

𝑥௡ିଶ ൅ ⋯൅ 𝑐୬ିଵ𝑥 ൅ 𝑐୬ 

 
b) 𝑦ሺ𝑛ሻ nem lehet vagy csak nehezen lehet kifejezni 

 

ቊ
𝑥 ൌ 𝜑ሺ𝑡ሻ 
𝑦ሺ𝑛ሻ ൌ 𝜓ሺ𝑡ሻ

 

𝐹ሺ𝜑ሺ𝑡ሻ,𝜓ሺ𝑡ሻሻ ൌ 0 

ቊ
𝑥 ൌ 𝜑nሺ𝑡ሻ

𝑦 ൌ 𝜓𝑛ሺ𝑡, 𝑐1, 𝑐𝑛
. 

II)  
𝐹൫𝑥,𝑦ሺ𝑘ሻ,𝑦ሺ𝑘൅1ሻ,⋯ ,𝑦ሺ𝑛ሻ൯ ൌ 0
𝑦ሺ𝑘ሻ ൌ z, í𝑔𝑦
𝐹൫𝑥, 𝑧, 𝑧′, … , 𝑧ሺnെ𝑘ሻ൯ ൌ 0
𝑧 ൌ 𝜔ሺ𝑥, 𝑐1, … , 𝑐4െ𝑎ሻ െ  általános megoldás 
𝑦ሺ𝑘ሻ ൌ 𝜔ሺ𝑥, 𝑐1, … , 𝑐𝑛െkሻ

 

  nem tartalmaz  x változót 
F (y,y_1^',…,y^((n)) )=0 lehet eggyel csökkenteni a fokszámot: 
𝑦 ൌ 𝑦ሺ𝑥ሻ,    𝑧 ൌ 𝑧ሺ𝑦ሻ 

𝑦′ ൌ 𝑧;   

III) Homogén az y változóhoz és deriváltjaihoz képest 



𝐹൫𝑥, 𝑡𝑦, 𝑡𝑦ᇱ, … , 𝑡𝑦ሺ௨ሻ൯ ൌ 𝑡௠ ⋅ 𝑓൫𝑥,𝑦,𝑦ଵ
ᇱ ,𝑦ሺ௨ሻ൯ 

IV) 𝑧 ൌ ௬ᇲ

௬
A baloldal valamely függvény pontos deriváltja: 

𝐹൫𝑥, 𝑦,𝑦ᇱ , . .𝑦ሺ௡ሻ൯ ൌ 0 pontos derivált; 

𝐹൫𝑥, 𝑦,𝑦ᇱ , . .𝑦ሺ௡ሻ൯ ൌ ௗ

ௗ௫
𝛷൫𝑥, 𝑦,𝑦ᇱ , . .𝑦ሺ௡ିଵሻ൯. 

3. Hiányos változójú elsőrendű implicit alakú differenciálegyenletek 

20. Feladat Oldjuk meg az   𝑦ᇱᇱᇱ ൌ sinଶ 𝑥  differenciálegyenletet!  

Megoldás:  

𝑦ᇱᇱᇱ ൌ sinଶ 𝑥 

𝑦ᇱᇱ ൌ ׬ sinଶ 𝑥 𝑑𝑥 ൌ ଵ

ଶ
𝑥 െ ଵ

ସ
sin 2𝑥 ൅ 𝑐ଵ, itt felhasználtuk  sinଶ 𝑥 ൌ ଵିୡ୭ୱమ ௫

ଶ
 

𝑦ᇱ ൌ
𝑥ଶ

4
൅

1
8

cos 2𝑥 ൅ 𝑐ଵ𝑥 ൅ 𝑐ଶ; 

𝑦 ൌ
𝑥ଷ

12
൅

1
16

sin 2𝑥 ൅ 𝑐ଵ𝑥ଶ ൅ 𝑐ଶ𝑥 ൅ 𝑐ଷ. 

Felelet: 𝑦 ൌ ௫య

ଵଶ
൅ ଵ

ଵ଺
sin 2𝑥 ൅ 𝑐ଵ𝑥ଶ ൅ 𝑐ଶ𝑥 ൅ 𝑐ଷ. 

III) nem tartalmaz  𝑥 változót 

F ൫𝑦,𝑦ଵ
ᇱ , … ,𝑦ሺ௡ሻ൯ ൌ 0  

21. Feladat Oldjuk meg az 𝑦ᇱᇱ ൌ 𝑦ᇱଷ ൅ 𝑦ᇱ  differenciálegyenletet!  

Megoldás: 𝑦ᇱᇱ ൌ 𝑦ᇱଷ ൅ 𝑦ᇱ; 

𝑦ᇱ ൌ 𝑧ሺ𝑦ሻ; 𝑦ᇱᇱ ൌ 𝑧 ⋅ 𝑧ᇱ 

𝑧 ⋅ 𝑧ᇱ ൌ 𝑧ଷ ൅ 𝑧 ; 

𝑧 ് 0 

𝑧 ⋅ 𝑧ᇱ ൌ 𝑧ଷ ൅ 𝑧 /: z 

𝑧ᇱ ൌ 𝑧ଶ ൅ 1; 

𝑑𝑧
𝑑𝑦

ൌ 𝑧ଶ ൅ 1;   



ௗ௭

௭మାଵ
ൌ 𝑑𝑦; 

𝑐ଵ ൅ 𝑦 ൌ arctg 𝑧 ;   

𝑧 ൌ tg ሺ𝑦 ൅ 𝑐ଵሻ; 

𝑦ᇱ ൌ tgሺ𝑦 ൅ 𝑐ଵሻ ; 

𝑑𝑦
𝑑𝑥

ൌ tgሺ𝑦 ൅ 𝑐ଵሻ ; 

ௗ௬

 ୲୥ሺ௬ା௖భሻ
ൌ 𝑑𝑥; 

𝑥 ൌ න  
cos ሺ𝑦 ൅ 𝑐ଵሻ

sin ሺ𝑦 ൅ 𝑐ଵሻ
𝑑𝑦 ൌ ln |sin ሺ𝑦 ൅ 𝑐ଵሻ| ൅ 𝑐ଶ 

vizsgáljuk a 𝑧 ൌ 0 esetet, akkor 𝑦 ൌ C. 

Felelet: 𝑦 ൌ C vagy 𝑥 ൌ ln |sin ሺ𝑦 ൅ 𝑐ଵሻ| ൅ 𝑐ଶ 
 

Feladatok 
Oldja meg hiányos másodrendű differenciálegyenletet 

13.  

14.  

15.  

16.  
17. ,6" xу   

18. 0
3'2'"  yyyy  

19. .0'"  yху  
20.   0cossin1 2  xyx  

21.  393yy  , ha 7)1(1)1(  yy  

22.  

23.  

24.   

25.   



26.   

27.   

28.   

29.   

30.   

31.   

32.   

33.   
A teljes differenciál kijelölése segítségével oldja meg: 

 

34.   

35.   

36.   

37.  

38.   

39.   

40.  

41.   

42.  

43.   
 
 

12. Állandó együtthatós magasabb rendű homogén lineáris 
differenciálegyenletek. 

Definíció: Magasabb állandó függvény együtthatós lineáris differenciálegyenletnek nevezzük 
a következő alakú differenciálegyenletet:  

𝐿ሾ𝑦ሿ ≡ 𝑦ሺ௡ሻ ൅ 𝑎ଵ𝑦ሺ௡ିଵሻ ൅ 𝑎ଶ𝑦ሺ௡ିଶሻ ൅ ⋯൅ 𝑎௡ିଵ𝑦ᇱ ൅ 𝑎௡𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ,  

ahol 𝑎ଵ,𝑎ଶ, … ,𝑎௡ valós számok. 

𝑃ሺ𝑘ሻ ≡ 𝑘௡ ൅ 𝑎ଵ𝑘௡ିଵ ൅ 𝑎ଶ𝑘௡ିଶ ൅ ⋯൅ 𝑎௡ିଵ𝑘 ൅ 𝑎௡ 



karakterisztikus polinomnak nevezzük. 
A polinom 𝑘ଵ, 𝑘ଶ, … , 𝑘௡ gyökeit karakterisztikus számoknak nevezzük. 

Vizsgáljuk azt az estet, amikor a karakterisztikus polinom 𝑘ଵ,𝑘ଶ, … ,𝑘௡ különböző valós 
számok. Ekkor az 

𝑦ଵ ൌ 𝑒௞భ௫,  𝑦ଶ ൌ 𝑒௞మ௫, … ,𝑦௡ ൌ 𝑒௞೙௫  

függvények az állandó együtthatós egyenlet alaprendszere lesz. 
Tehát az általános megoldás felírható  

𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒௞భ௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒௞మ௫ ൅ ⋯൅ 𝐶௡𝑒௞೙௫, 

alakban, ahol 𝐶ଵ,𝐶ଶ, … ,𝐶௡ tetszőleges számok. 

Az összes karakterisztikus szám különböző, de köztük vannak komplexek is, akkor minden 
egyes valós k gyök az 𝑒௞௫megoldást adja  és minden egyes konjugált komplex a±bi gyökpár 
két valós lineárisan független részmegoldást cos 𝑏𝑥,  𝑒௔௫sin 𝑏𝑥 alakban. Összeségében n valós 
részmegoldásunk van a következő alakban 

𝑒௞௫,  𝑒௔௫cos 𝑏𝑥,  𝑒௔௫sin 𝑏𝑥, 

melyek alaprendszert alkotnak. 

A karakterisztikus polinom rendelkezik ismétlődő gyökökkel. Ekkor 

𝑒௞భ௫, 𝑥𝑒௞భ௫, 𝑥ଶ𝑒௞భ௫, … , 𝑥௦ିଵ𝑒௞భ௫. 

az egyenlet megoldásai. Amint az könnyen megmutatható, ezek lineárisan függetlenek a (-
∞,+∞) intervallumon. Ha a 𝑘ଵszám valós, akkor a függvények is valósak lesznek. Így minden 
s multiplicitású 𝑘ଵ valós karakterisztikus számhoz s valós lineárisan független megoldás 
tartozik. 

Ha van egy s multiplicitású a+bi komplex karakterisztikus számunk, akkor az a-bi 
konjugált szám is ugyanilyen multiplicitású karakterisztikus szám lesz. Az a+bi szám s 
komplex megoldást von maga után: 

𝑒ሺ௔ା௜௕ሻ௫, 𝑥𝑒ሺ௔ା௜௕ሻ௫, 𝑥ଶ𝑒ሺ௔ା௜௕ሻ௫, … , 𝑥௦ିଵ𝑒ሺ௔ା௜௕ሻ௫. 

A valós és képzetes részek elkülönítésével 2s valós megoldást kapunk: 

൜𝑒
௔௫ cos 𝑏𝑥 , 𝑥𝑒௔௫ cos 𝑏𝑥 , … , 𝑥௦ିଵ𝑒௔௫ cos 𝑏𝑥
𝑒௔௫ sin 𝑏𝑥 , 𝑥𝑒௔௫ sin 𝑏𝑥 , … , 𝑥௦ିଵ𝑒௔௫ sin𝑏𝑥

 

 
22. Feladat Adjuk meg az 𝑦ᇱᇱ ൅ 5𝑦ᇱ െ 6𝑦 ൌ 0 egyenlet általános megoldását! 

Megoldás:   

Felírjuk a karakterisztikus polinomot: 



𝑃ሺ𝑘ሻ ൌ 𝑘ଶ ൅ 5k െ 6; 

Megkeressük a gyökeit: 

𝑘ଶ ൅ 5k െ 6 ൌ 0 

1 21, 6,k k   . 

Adjunk meg egy alaprendszert: 
𝑦ଵሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௫,  𝑦ଶሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି଺௫,   

 

 így az általános megoldás felírható: 2 3
1 2 3

x x xy c e c e c e    alakban. 

Felelet: az egyenlet általános megoldása 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒ି଺௫ahol 𝐶ଵ,𝐶ଶ, tetszőleges 
számok. 

 

23. Feladat Adjuk meg az 06116  yyyy  egyenlet általános megoldását! 

Megoldás:   

Felírjuk a karakterisztikus polinomot: 

𝑃ሺ𝑘ሻ ൌ 3 26 11 6k k k   ; 

Megkeressük a gyökeit: 

3 26 11 6 0k k k     

1 2 21, 2, 3k k k   . 

Adjunk meg egy alaprendszert: 
2 3

1 2 3, , ,x x xy e y e y e    

 

 így az általános megoldás felírható: 2 3
1 2 3

x x xy c e c e c e    alakban. 

Felelet: az egyenlet általános megoldása 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒ଷ௫ahol 𝐶ଵ,𝐶ଶ,𝐶ଷ tetszőleges 
számok. 

24. Feladat Adjuk meg az 𝑦ᇱᇱ െ 4𝑦ᇱ ൅ 5𝑦 ൌ 0 egyenlet általános megoldását! 

Megoldás:   

Felírjuk a karakterisztikus polinomot: 



𝑃ሺ𝑘ሻ ൌ 𝑘ଶ െ 4k ൅ 5; 

Megkeressük a gyökeit: 

𝑘ଶ െ 4k ൅ 5 ൌ 0 
𝑘ଵ,ଶ ൌ 2 േ 𝑖 

Adjunk meg egy alaprendszert: 
𝑦ଵሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ଶ௫ cos 𝑥 ,  𝑦ଶሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ଶ௫ sin 𝑥 ,   

 

 így az általános megoldás felírható: 𝑦 ൌ 𝑒ଶ௫ሺ𝐶ଵ cos 𝑥 ൅ 𝐶ଶ sin 𝑥ሻ alakban. 

Felelet: az egyenlet általános megoldása 𝑦 ൌ 𝑒ଶ௫ሺ𝐶ଵ cos 𝑥 ൅ 𝐶ଶ sin 𝑥ሻahol 
𝐶ଵ,𝐶ଶ, tetszőleges számok. 

25. Feladat Oldjuk meg a következő Cauchy feladatot:   

ቐ
𝑦ᇱᇱ ൅ 4𝑦 ൌ 0

 𝑦ሺ0ሻ ൌ 1
𝑦ᇱሺ0ሻ ൌ 4

 

Megoldás:   

Első lépésként felírjuk a differenciálegyenlet általános megoldását. A karakterisztikus 
polinom: 

𝑃ሺ𝑘ሻ ൌ 𝑘ଶ ൅ 4; 

Megkeressük a gyökeit: 

𝑘ଶ ൅ 4 ൌ 0 
𝑘ଵ,ଶ ൌ േ2𝑖 

Adjunk meg egy alaprendszert: 
𝑦ଵሺ𝑥ሻ ൌ cos2 𝑥 ,  𝑦ଶሺ𝑥ሻ ൌ sin2 𝑥 ,   

 

 így az általános megoldás felírható: 𝑦 ൌ 𝐶ଵ cos 2𝑥 ൅ 𝐶ଶ sin 2𝑥alakban. 

A kedzdeti értékek segítségével meghatározzuk a 𝐶ଵ,𝐶ଶ számok értékét, felírjuk az 𝑦ሺ0ሻ és 
 𝑦ᇱሺ0ሻ kifejezéseket, majd a kapott egyenletrendszert megoldjuk 

൜
𝐶ଵ ൅ 𝐶ଶ ⋅ 0 ൌ 1,

െ2𝐶ଵ ⋅ 0 ൅ 2𝐶ଶ ൌ 4. ⇒ ൤
𝐶ଵ ൌ 1,
𝐶ଶ ൌ 2, 𝑦 ൌ cos 2𝑥 ൅ 2sin 2𝑥 

 

Felelet: a Cauchy feladat megoldása 𝑦 ൌ cos 2𝑥 ൅ 2sin 2𝑥. 

 



26. Feladat Adjuk meg az 033  yyyy egyenlet általános megoldását! 

Megoldás:   

Felírjuk a karakterisztikus polinomot: 

𝑃ሺ𝑘ሻ ൌ 3 23 3 1k k k   ; 

Megkeressük a gyökeit: 

3 23 3 1 0k k k     

1 2 3 1k k k   . 

Adjunk meg egy alaprendszert: 
2

1 2 3( ) , ( ) , ( )x x xy x e y x xe y x x e   , xxx excxececy 2
321   

,   
 

 így az általános megoldás felírható: xxx excxececy 2
321  alakban. 

Felelet: az egyenlet általános megoldása xxx excxececy 2
321  ahol 

𝐶ଵ,𝐶ଶ,𝐶ଷ tetszőleges számok. 

27. Feladat Adjuk meg az 𝑦ᇱᇱᇱ ൅ 3𝑦ᇱᇱ ൅ 3𝑦ᇱ ൅ 𝑦 ൌ 0egyenlet általános megoldását! 

Megoldás:   

Felírjuk a karakterisztikus polinomot: 

𝑃ሺ𝑘ሻ ൌ 𝑘ଷ ൅ 3𝑘ଶ ൅ 3𝑘 ൅ 1; 

Megkeressük a gyökeit: 

𝑘ଷ ൅ 3𝑘ଶ ൅ 3𝑘 ൅ 1 ൌ 0 
𝑘ଵ ൌ 𝑘ଶ ൌ 𝑘ଷ ൌ െ1. 

Adjunk meg egy alaprendszert: 

𝑦1ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒
െ𝑥,𝑦2ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥𝑒െ𝑥,𝑦3ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥2𝑒െ𝑥,  

,   
 

 így az általános megoldás felírható: 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒ି௫ ൅ 𝐶ଶ𝑥𝑒ି௫ ൅ 𝐶ଷ𝑥ଶ𝑒ି௫alakban. 

Felelet: az egyenlet általános megoldása 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒ି௫ ൅ 𝐶ଶ𝑥𝑒ି௫ ൅ 𝐶ଷ𝑥ଶ𝑒ି௫ahol 
𝐶ଵ,𝐶ଶ,𝐶ଷ tetszőleges számok. 

Feladatok: 



Oldja  meg 

44.  

45.  

46.  

47.   

48.   

49.   

50.   

51.   

52.   

53.   

54.   

55.   

56.   

57.   

58.   

59.   

60.   

61.   

62.   

13. Állandó együtthatós magasabb rendű homogén lineáris 
differenciálegyenletekre visszavezethető 

differenciálegyenletek  
Euler-féle homogén differenciálegyenek nevezzük: 

𝑥௡𝑦ሺ௡ሻ ൅ 𝑎ଵ𝑥௡ିଵ𝑦ሺ௡ିଵሻ ൅ ⋯൅ 𝑎௡ିଵ𝑥𝑦ᇱ ൅ 𝑎௡𝑦 ൌ 0. 
Ebben az esetben az új változó 

𝑥 ൌ 𝑒௧ . 
Ekkor 



𝑦௫ᇱ ൌ 𝑦௧ᇱ ⋅ 𝑡௫ᇱ ൌ 𝑦௧ᇱ ⋅
1
𝑥௧
ᇱ ൌ 𝑦௧ᇱ ⋅ 𝑒ି௧ ,

𝑦௫మ
ᇱᇱ ൌ ൫𝑦௧మ

ᇱᇱ ⋅ 𝑒ି௧ െ 𝑦௧ᇱ ⋅ 𝑒ି௧൯𝑒ି௧ ൌ ൫𝑦௧మ
ᇱᇱ െ 𝑦௧ᇱ൯𝑒ିଶ௧ ,

𝑦௫య
ᇱᇱᇱ ൌ ൫𝑦௧య

ᇱᇱᇱ െ 3𝑦௧మ
ᇱᇱ ൅ 2𝑦௧ᇱ൯𝑒ିଷ௧ , … ,

𝑦௫೙
ሺ௡ሻ ൌ ቀ𝑦௧೙

ሺ௡ሻ ൅ ⋯൅ ሺെ1ሻ௡ିଵሺ𝑛 െ 1ሻ!𝑦௧ᇱቁ𝑒ି௡௧ .

 

Definíció: -Lagrange-féle differenciálegyenletnek nevezzük az  
ሺ𝑎𝑥 ൅ 𝑏ሻ௡𝑦ሺ௡ሻ ൅ ሺ𝑎𝑥 ൅ 𝑏ሻ௡ିଵ𝑝ଵ𝑦ሺ௡ିଵሻ ൅ ⋯

…൅ ሺ𝑎𝑥 ൅ 𝑏ሻ𝑝௡ିଵ𝑦ᇱ ൅ 𝑝௡𝑦 ൌ fሺxሻ,
  

 
ahol 𝑎, 𝑏, 𝑝ଵ,𝑝ଶ, … , 𝑝௡állandók. 
 
Lagrange-féle differenciálegyenlet nem más, mint az Euler-féle egyenlet általánosítása.  Ha az 
𝑎𝑥 ൅ 𝑏 ൌ 𝑞  helyettesítést használjuk, és 𝑞 ൌ 𝑒௧-t jelölünk, vagy a független változót rögtön az 
𝑎𝑥 ൅ 𝑏 ൌ 𝑒௧képlettel helyettesítjük, akkor a kezdeti egyenlet állandó együtthatós lineáris 
egyenletre redukálódik. 
28. Feladat Adjuk meg az 𝑥ଶ𝑦ᇱᇱ െ 4𝑥𝑦ᇱ ൅ 6𝑦 ൌ 0 egyenlet általános megoldását! 

Megoldás:  Legyen 

𝑥 ൌ 𝑒௧ , 

𝑦௫ᇱ ൌ 𝑦௧ᇱ ⋅ 𝑒ି௧, 

𝑦௫మ
ᇱᇱ ൌ ൫𝑦௧మ

ᇱᇱ െ 𝑦௧ᇱ൯𝑒ିଶ௧. 

Behelyettesítve a fenti kifejezéseket az eredeti egyenletbe, kapjuk: 

𝑒ଶ௧ሺ𝑦ᇱᇱ െ 𝑦ᇱሻ𝑒ିଶ௧ െ 4𝑒௧𝑦ᇱ𝑒ଵି௧ ൅ 6𝑦 ൌ 0. 

Az utolsó egyenletben az ismertlen függvény 𝑦 ൌ 𝑦ሺ𝑡ሻ. 

𝑦ᇱᇱ െ 𝑦ᇱ െ 4𝑦ᇱ ൅ 6𝑦 ൌ 0; 

𝑦ᇱᇱ െ 5𝑦ᇱ ൅ 6𝑦 ൌ 0. 

 

Felírjuk a karakterisztikus polinomot: 

𝑃ሺ𝑘ሻ ൌ 𝑘ଶ ൅ 5k ൅ 6; 

Megkeressük a gyökeit: 

𝑘ଶ ൅ 5k ൅ 6 ൌ 0 

𝑘ଵ ൌ 2 𝑘ଶ ൌ 3. 

Adjunk meg egy alaprendszert: 



𝑦ଵሺ𝑡ሻ ൌ 𝑒ଶ௧ ,  𝑦ଶሺ𝑡ሻ ൌ 𝑒ଷ௧ ,   
 

 így az általános megoldás felírható: 𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑐ଵ𝑒ଶ௧ ൅ 𝑐ଶ𝑒ଷ௧ alakban. 

 Végül visszahelyettesítjük 𝑡 ൌ 𝑙𝑛𝑥 vagyis 𝑒௧ ൌ 𝑥 értéket 

𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐶ଵ𝑥ଶ ൅ 𝐶ଶ𝑥ଷ 

Felelet: az egyenlet általános megoldása  
𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐶ଵ𝑥ଶ ൅ 𝐶ଶ𝑥ଷahol 𝐶ଵ,𝐶ଶ, tetszőleges számok. 

29. Feladat Adjuk meg az ሺ𝑥 െ 2ሻଶ𝑦ᇱᇱ െ 3ሺ𝑥 െ 2ሻ𝑦ᇱ ൅ 4𝑦 ൌ 0 egyenlet általános 
megoldását! 

Megoldás:  Legyen 

𝑥 െ 2 ൌ 𝑒௧ , ekkor 𝑥 ൌ 𝑒௧ ൅ 2, é𝑠 𝑥௧ᇱ ൌ 𝑒௧ ezért; 

𝑦௫ᇱ ൌ 𝑦௧ᇱ ⋅
ଵ

௫೟
ᇲ ൌ 𝑦௧ᇱ ⋅ 𝑒ି௧; 

𝑦௫మ
ᇱᇱ ൌ 𝑦௧మ

ᇱᇱ ⋅ ଵ
௫೟
ᇲ 𝑒

ି௧ ൅ 𝑦௧ᇱ ⋅ 𝑒ି௧ ⋅ ሺ𝑒ି௧ሻᇱ ൌ ൫𝑦௧మ
ᇱᇱ െ 𝑦௧ᇱ൯𝑒ିଶ௧. 

Behelyettesítve a fenti kifejezéseket az eredeti egyenletbe, kapjuk: 

2𝑡൫𝑦௧మ
ᇱᇱ െ 𝑦௧ᇱ൯𝑒ିଶ௧ െ 3𝑒௧𝑦௧ᇱ𝑒ି௧ ൅ 4𝑦 ൌ 0 

Az utolsó egyenletben az ismertlen függvény 𝑦 ൌ 𝑦ሺ𝑡ሻ. 

𝑦ᇱᇱ െ 4𝑦ᇱ ൅ 4𝑦 ൌ 0 

 

Felírjuk a karakterisztikus polinomot: 

𝑃ሺ𝑘ሻ ൌ 𝑘ଶ െ 4𝑘 ൅ 4 ൌ 0; 

Megkeressük a gyökeit: 

𝑘ଶ െ 4𝑘 ൅ 4 ൌ 0 
 

ሺ𝑘 െ 2ሻଶ ൌ 0 
𝑘ଵ ൌ 𝑘ଶ ൌ 2. 

Adjunk meg egy alaprendszert: 
𝑦ଵሺ𝑡ሻ ൌ 𝑒ଶ௧ ,  𝑦ଶሺ𝑡ሻ ൌ 𝑡𝑒ଶ௧ ,   

 

 így az általános megoldás felírható: 𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐶ଵ𝑒ଶ௧ ൅ 𝐶ଶ𝑡𝑒ଶ௧alakban. 



 Végül visszahelyettesítjük 𝑡 ൌ 𝑙𝑛 |𝑥 െ 2| vagyis 𝑒௧ ൌ 𝑥 െ 2 értéket 

𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐶ଵሺ𝑥 െ 2ሻଶ ൅ 𝐶ଶln |𝑥 െ 2| ⋅ ሺ𝑥 െ 2ሻଶ 

Felelet: az egyenlet általános megoldása  
𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐶ଵሺ𝑥 െ 2ሻଶ ൅ 𝐶ଶln |𝑥 െ 2| ⋅ ሺ𝑥 െ 2ሻଶ ahol 𝐶ଵ,𝐶ଶ, tetszőleges számok. 

Feladatok 
Oldja meg az állandó együtthatósra visszavezethető egyenletet: 

1. )sin(ln)cos(ln42 xxxyyxyx   

2.  

3.  
 
 

4. xlnxxy4yx3yx 22   
 
 
 

14. Magasabb rendű inhomogén lineáris 
differenciálegyenletek. 

 

Vizsgáljuk 

𝑦ሺ௡ሻ ൅ 𝑎ଵ𝑦ሺ௡ିଵሻ ൅ ⋯൅ 𝑎௡ିଵ𝑦ᇱ ൅ 𝑎௡𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ, 

állandó együtthatós lineáris inhomogén n-ed rendű differenciálegyenletet, ahol 

𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡ - valósszámok, az 𝑓ሺ𝑥ሻ függvény folytonos valamely ሺ𝑎, 𝑏ሻ 

intervallumon. 

Röviden így jelöljük: 

𝐿ሾ𝑦ሿ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ (12.1) 

ahol 

𝐿ሾ𝑦ሿ ≡ 𝑦ሺ௡ሻ ൅ 𝑎ଵ𝑦ሺ௡ିଵሻ ൅ ⋯൅ 𝑎௡ିଵ𝑦ᇱ ൅ 𝑎௡𝑦 

 

 

Ha a (12.1) egyenlet jobb oldala speciális alakú, akkor a próbafüggvény módszere 

használható az egyenlet parciális megoldásának meghatározására. 

1. Eset Legyen az 𝑓ሺ𝑥ሻ függvény egy polinom és egy exponenciális függvény szorzata, 

vagyis  



𝐿ሾ𝑦ሿ ൌ 𝑅௠ሺ𝑥ሻ𝑒ఈ௫, 

ahol 𝑅௠ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑟଴𝑥௠ ൅ 𝑟ଵ𝑥௠ିଵ ൅ ⋯൅ 𝑟௠ିଵ𝑥 ൅ 𝑟௠ െ m-ed rendű valós együtthatós 

polinom(ha m=0, akkor egy számról beszélünk) és 𝛼 valós vagy komplex szám. 

A) Legyen α egy nem karakterisztikus szám, azaz 𝑃ሺ𝛼ሻ ് 0 (P(α) karakterisztikus 

polinom). Ekkor a (12.11) egyenlet 𝑌 ൌ 𝑌ሺ𝑥ሻ parciális megoldása a következőképpen 

írható fel: 

𝑌 ൌ 𝑄௠ሺ𝑥ሻ𝑒ఈ௫  (12.2) 

ahol 𝑄௠ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑞଴𝑥௠ ൅ 𝑞ଵ𝑥௠ିଵ ൅⋯൅ 𝑞௠ିଵ𝑥 ൅ 𝑞௠ െ egy m-ed rendű ismeretlen 

együtthatós polinom. 

B) Legyen α k multiplicitású karakterisztikus szám, azaz 𝑃ሺ𝛼ሻ ൌ 𝑃ᇱሺ𝛼ሻ ൌ ⋯ ൌ

𝑃ሺ௞ିଵሻሺ𝛼ሻ ൌ 0, ahol 𝑃ሺ௞ሻሺ𝛼ሻ ് 0. Ebben az esetben (12.2) alakú próbafüggvény 

segítségével parciális megoldása nem konstruálható, mert 𝑃ሺ𝛼ሻ ൌ 0. Most a 

próbafüggvényt a következő alakban fogjuk keresni: 

𝑌 ൌ 𝑥௞𝑄௠ሺ𝑥ሻ𝑒ఈ௫, (12.4) 

ahol 𝑄௠ሺ𝑥ሻ -  𝑚-ed rendű ismeretlen együtthatós polinom.  

2. Eset Legyen az 𝑓ሺ𝑥ሻ függvény a következő alakú 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௔௫ቀ𝑅௠
ሺଵሻሺ𝑥ሻ cos 𝑏𝑥 ൅ 𝑅௠

ሺଶሻሺ𝑥ሻ sin𝑏𝑥ቁ, (12.4) 

ahol 𝑅௠
ሺଵሻሺ𝑥ሻés 𝑅௠

ሺଶሻሺ𝑥ሻ polinomok fokszáma m-nél nem magasabb, és legalább 
egyikük m fokú (lehetnek konstans számok is, egyikük lehet pontosan nulla). 

Vagyis az egyenletünk így néz ki: 

𝐿ሾ𝑦ሿ ൌ 𝑒௔௫ቀ𝑅௠
ሺଵሻሺ𝑥ሻcos 𝑏𝑥 ൅ 𝑅௠

ሺଶሻሺ𝑥ሻsin 𝑏𝑥ቁ, 

ekkor a próba függvény 

𝑌ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௔௫ቀ𝑄௠
ሺଵሻሺ𝑥ሻcos 𝑏𝑥 ൅ 𝑄௠

ሺଶሻሺ𝑥ሻsin 𝑏𝑥ቁ, 

ahol 𝑄௠
ሺଵሻሺ𝑥ሻ𝑖𝑄௠

ሺଶሻሺ𝑥ሻ - ismeretlen együtthatós polinomok m fokszámmal. 

 

30. Feladat Adjuk meg az 𝑦ᇱᇱ ൅ 3𝑦ᇱ െ 4𝑦 ൌ 4𝑥ଶ ൅ 3. egyenlet általános megoldását! 

Megoldás:  Mivel ez egy magasabb rendű állandó együtthatós inhomogén egyenlet, 
ezért az általános megoldás a következő alakban keresendő: 

𝑦 ൌ 𝑦଴ ൅ 𝑌 



ahol 𝑦଴ a homogén egynlet általános megoldása, 𝑌 az inhomogén egyenlet egy 
parciális megoldása 

Oldjuk meg 𝑦′′ ൅ 3𝑦′ െ 4𝑦 ൌ 0 homogén egyenletet! 

Akkor a karakterisztikus polinom és karakterisztikus számok: 

𝑘2 ൅ 3𝑘 െ 4 ൌ 0 ⇒  ൤
𝑘1 ൌ 1,
𝑘2 ൌ െ4 

így az általános megoldás: 𝑦଴ ൌ 𝐶ଵ𝑒௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒ିସ௫. 

Határozzuk meg az inhomogén egyenlet parciélis megoldását! A jobb oldal 𝑅௠ሺ𝑥ሻ𝑒ఈ௫ alakú, 
ahol 𝛼 ൌ 0 і 𝑚 ൌ 2, az . 𝛼 nem karakterisztikus szám, így a próbafüggvény: 

𝑌 ൌ 𝐴𝑥ଶ ൅ 𝐵𝑥 ൅ 𝐶.  

Kiszámoljuk a próbafüggvény megfelelő deriváltjait: 

𝑌ᇱ ൌ 2𝐴𝑥 ൅ 𝐵,  𝑌ᇱᇱ ൌ 2𝐴. 

majd visszahelyettesítjük a kezdeti egyenletbe: 

2𝐴 ൅ 3ሺ2𝐴𝑥 ൅ 𝐵ሻ െ 4ሺ𝐴𝑥ଶ ൅ 𝐵𝑥 ൅ 𝐶ሻ ൌ 4𝑥ଶ ൅ 3
െ4𝐴𝑥ଶ ൅ ሺ6𝐴 െ 4𝐵ሻ𝑥 ൅ 2𝐴 ൅ 3𝐵 െ 4𝐶 ൌ 4𝑥ଶ ൅ 3.

 

Meghatározzuk az ismeretlen együtthatókat: 

𝑥ଶ െ4𝐴 ൌ 4,
𝑥ଵ 6𝐴 െ 4𝐵 ൌ 0,
𝑥଴ 2𝐴 ൅ 3𝐵 െ 4𝐶 ൌ 3,

 

tehát 𝐴 ൌ െ1,𝐵 ൌ െ3,𝐶 ൌ െ4. 

Vagyis Y ൌ െ𝑥ଶ െ 3𝑥 െ 4. 

 Így az általános megoldás felírható: 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒ିସ௫ െ 𝑥ଶ െ 3𝑥 െ 4. 

Felelet: 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒ିସ௫ െ 𝑥ଶ െ 3𝑥 െ 4. 

Feladatok 
Oldjuk meg az állandó a próbafüggvény módszerével: 

1. 22345 xxyyy   

2. xxyyy sin3136   

3.  xeyyy 3296   

4.  



5.  

6.  
 

7.  

8.  

9.  

10.   

11.  

12.  

13.   

14.   

15.   

16.   

17.   

18.   

19.   

20.   

21.   

22.   

23.   

24.   

25.   

26.   

27.   

28.   

29.   

30.   
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