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1. A tantargy leirasa

HaiimenyBanns moka3uukis / A jellemzok
megnevezese

XapakTepHucTHKa HaBYAIBHOT JUCIHTLIIHYT / A
tantargy jellemzoi

neHHa popma
HaBuYaHHs / nappali
tagozat

3aouyHa (hopma
"HaBuaHH/ levelez6
tagozat

Kinbkicts kpenutib / Kreditszam — 5

0Oo6oB’s13k0Ba / Kotelezo

Kypc / Evfolyam:

3.

Cemectp / Félév

6.

Jlekuii / Eloadasok

28 ro/22 6ra | 6 Ton/6 6ra

IIpakTnuHi, ceminapcobki/ Gyakorlati,
szeminariumi

32ron/32 ora ‘ 0 rox/0 ora

JladopaTtopni/Laboratériumi

0 rox ‘ 0 6ra

Camocriiina po6oTa/Onallo munka

90 ron/90 6ra | 144 ron/144 6ra

Bun kontpointo:/Az ellendrzés formaja:
Icniut/Vizsga

A tantargy altalanos ismertetése

A Kozonséges differencidlegyenletek targy BSc szintli képzéshez késziilt képzési
teriilet: «01 Oktatas/Peadgogian képzési szakirany 014 Kozépsikolai oktatds (Matematika) és
014 Kozépsikolai oktatas (Informatika) programokhoz.

A tantargy célja, hogy megismertesse a hallgatét a differencidlegyenletek alapvetd
fogalmaival és eredményeivel. Tegye képessé arra, hogy onélléan gondolkodva tudjon
feladatokat megoldani, olyanokat, melyek illeszkednek az eléadas anyagahoz. A félév sordn a
hallgat6 alkalmazhatja azokat az ismereteket, megoldasi modszereket, amelyek a matematikai

analizis. tantargy tanuldsa kozben elsajatitott.

A kurzus soran a hallgato altal elsajatitandé altalanos és szakmai kompetencidkkal ill. a a
program eredményeivel a tantargy syllabuszaban lehet megismerkedni.
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2. A gyakorlati foglalkozasok témakorei

Szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenletek

Szoveges feladatok megoldasa differencidlegyenletek segitéségével
Homogénfokszamu differencialegyenletek

Homogén fokszamu differencidlegyenletre visszavezethetd egyenletek
Elsdrendi linearis differencialegyenletek.

Linedarisra visszavezethet differencidlegyenletek

Egzakt differencialegyenletek ¢s Egzaktra visszavezethetd differencialegyenletek
Elsdérendii implicit alakt differencidlegyenletek

Magasabb rendii differencialegyenletek fogalma

. Allandé egyiitthatos magasabb rendii homogén lineéris differencialegyenletek.

. Allandé egyiitthatos magasabb rendii homogén linearis differencialegyenletekre

visszavezethetd differencidlegyenletek

Magasabb rendii inhomogén lineéris differenciadlegyenletek



3. Szétvalaszthato valtozoju differencialegyenletek
1 Explicit alaku elsérendii differencidlegyenletek

a) y' =f);
y = [ f(x)dx + c, ahol c-allando;

1. Feladat Oldjuk meg a differencidlegyenletet: y' = 2sin x

Megoldas:

@ 2sinx;
dx

dy = 2sinxdx;

[ dy =] 2sinxdx;
y =-—2cosx+C
Felet: y = —2cosx + C

b) y' =fx)g®»)

f(x)dx+C
f 90) j
2. Feladat Adjuk meg a differencidlegyenlet megoldasat: xy’ +y = y?

Megoldas:

dy
——+y=y%
ve dx y=Yy
A,

dx y y
Ha y? —y # 0, és x # 0,akkor

1 p _dx'
-y T X

1

fy(y 4y = f

Meghatarozzuk a jobb oldali integral értékét:

[ f(A+B> f(_1+ 1)d Inly| +1Iny — 1|
—— _dy= — Jdx=[(—+——=)dy=—In|y|+In|y—1| =
yiy—1) y y—1 y y-1

-1
=lny |;

y

Visszatérve az integralegyenlethez:




Inx = In |2 |+lnC;

x = |y7_1 - C — ez az altalanos megoldas,
Megvizsgéalvaazy = 0 és y = 1 eseteket is szignularis megoldasokat kapunk.

Felelet:y=0,y=1,x=|yT_1 -C

2 Altalanos alaku szétvalaszthaté véltozoju differencidlegyenletek

M; (x)N; (y)dx + My(x)N,(y)dy = 0

M, (x) N> (y)
M, (x) ax+ | N ()

3. Feladat Adjuk meg a differencialegyenlet megoldasat: e*dx — (1 + e*)ydy = 0!

dy =C,

frjuk fel azt a mogldast, amely athalad a P(0;1) koordinataju ponton!
Megoldas:
e*dx — (1 +e*)ydy =0;

X

1+exdx—ydy=0;
ex
| o= dx = ydy;

y?2
ln(1+ex)=7+C;

y2=2-(n(1+e*) —c)
Felirjuk a P(0;1) ponton athaladé megoldast:

y(0) =1;

12 =2(n2 - ¢);

)

In2—-—c=

NI N -

c=ln2-z;
2 _ Xy _ 1.
y —Z(In(1+e ) ln2+2),

5 14+e* 1
y =2(ln +—>;

2 2



1+e*

+ 1.

y? =2In

Felelet: y2 = 2In Lte?

+1.

Feladatok
Oldja meg a szétvalaszthatd valtozdju differencidlegyenletet:
y(x + l)dy —x(y+1)dx=0

2. y(1+x))y =1+y"
3. 3e'tgydx+(1—e*)cos™ ydy =0.
4

P+ x)Y +x7 —x =0.
5. y'+sinx;y=sinx;y(\/E—J})dwydx:o.

V-2 =+v1+22y

—_—

6.
. —/1— 22y = /192
(x+ 1)y =y —2, 1. alt. mo=7?, 2. y(—3) = 1 kezdeti
g érték feladat megoldasa 7
1
2 r
r -1y = ————
9. X*y'+y=0
10. y'=tgx-tgy
11. yy,=1—2x
y
12. y'(x2+l) 2xy
13. y=2y'Jx, axmo y(4)=1
14. y'=(2y+1)ctgx, SAKIIO y[ j

3
yetgr+y=2y (%) =0
(y -|—;r:y)y + 2 — ;t:gzﬂ.
(l—l—Ji )dy—‘?.t,( +e¥)dr = 0.
Ty —|—;¢:)d;¢:—|—(y—;¢:2y)dy=0
+2)e¥ dr +y/x + 1dy = 0.
—|—yjd¢—(y 1—|—y)(l-|-;rg)%dy:{].
+ vy ) (cosx —I—Sinii)dILI— yvVsin 2z dy = 0; M (%D) :

15.

16.
17.
18. (
19. (
0.

(

.
1
2.



y—ry =a (1 + 12y ) , @ — TapamMeTp.

22.
23. .
dr L dy
2. V1 — 12 V1 - u?
=YY
25. L

26.



4. Szoveges feladatok megoldasa differencialegyenletek
segitéségével

1. Egy 100 [ teli viztartalyban 4g kiormész van oldott allapotban. A tartalyba 5 l/min
sebesseggel tiszta viz folyik-be, és az-oldat ugyanilyen sebességgel tulfolyon kifolyik.
Mennyi lesz-aviz klormésztartalma-félora mulva, ha-a-klormész-egyenletes-eloszlasat
dllando keveréssel-biztositjuk?
Megoldas: vezessiik be a kovetkezo jeloléseket
t perc — a megfigyelés kezdetétdl eltelt ido;

x(t) kg — az oldat aktualis klérmész tartalma t idopontban;

=20 g/1 — az oldat koncentracioja;
100

dt — valamilyen kis idévaltozas;

dx(t) — a klérmésztartalom valtozasa dt idovaltozas alatt;

dt 1d0 alatt 5dt tisztaviz folyik be a tartalyba és 5dt oldat folyik ki, ami 5kdt gramm
kloremszete visz magaval. Igy a klormész csokkenése felirhatd az alabbi alakban:

dx(t) = —5k - dt = —S%dt

Tudjuk, hogy kezdetben 4g klérmész volt a tartalyban igy x(0) = 4, felhasznélva az
utobbi két 6sszefliggést, kapjuk a kovetkez6 egyenletrendszert:

dx(t) = —0,05dt

x(0) =4

Ezt megoldva azt sziikséges meghatarozni, hogy mennyi az x(30) értéke.
Inx(t) = —0,05¢t + In C;

x(t) = e~005t . C;

x(0) = e7%050C = C = 4,

x(30) = e~00530 . 4 ~ 0,892 (g)

Felelet: f¢é1 6ra milva megkdozelitdleg 0,9 g klormész lesz a tartalyban.

2. Tudjuk, hogy az olvadas sebessége egyenesen aranyos a feliilettel. Mekkora lesz a
nagyobbik hogolyd abban a pillanatban, amikor a kisebbik teljesen elolvad?

Megoldas:

vezessiik be a kdvetkezo jeloléseket
t —a megfigyelés kezdetétol eltelt ido;

r(t) — a kisebb hogolyod sugara t idOpillanatban;

R(t) — a nagyob hogoly6 sugara t idopillanatban;



m(t) — a kisebb hogolyo tomege t idopillanatban;

dt— valamilyen kis idévaltozas;

dm(t) — a hdgoly6 tomegének valtozasa dr idovaltozas alatt;
A hogoly6 teljesen elolvad, ha a tomege 0-val egyenld.

A kisebb hogolyo térfogatat s felszinét az alabbi képeltekbdl hatdrozhatjuk meg:
V() = Tri);
S(r(t)) = 4nr?(t).

Az tomeg és a térfogat 6sszefiiggése: m(t) = p - V(t), ahol p — a hogolyo stirliségét leird
allando.

dm(t) = —kA(r(t))dt, ahol k — allandd, aranyosagi tényezd

dm(t)
dt

= —kA(r (1))

Oldjuk meg a fenti differencidlegyenletet:

d d -k
PV E®) =—kAr®) = V() = 714(7‘(1“));

d —k
“o5rw) = —AC©)

dt 3
p%nSrz(t) dZ—(tt) = %‘47‘[1’2(0;
dr(t)  k
a  p’
dr() = —
r(t) = ——dt;
p

integralas utan kapjuk:
) k t+C
r(t) =—-— .
p
A fenti egyenlet irja le, hogy valtozik a kisebb hogolyd sugara az id6 fliggvényében. Ebbdl fel
tudjuk irni, hogy a kezdeti idépontban r(0) = C, a fenti egyenlet felirhato a kovetkezo

képpen:

r(t) = —St + 7r(0).



Arra a t; id6pontra vagyunk kivancsiak, amikor r(t;) = 0.
k

t, = r(O)ﬁk , ekkor olvad el teljesen a kisebb hogolyo.

A nagyobb hogolyo sugardnak viselkedését vizsgalva az el6z6hoz hasonlé gondolatmenettel
kajuk:

R(t) —_—kt+R(O)-
== ,

tudjuk, hogy kezdetben a nagyobb hogolyd sugara kétszer akkora volt, mint a ksiebbiké, ezért

R() = —= ¢+ 2r(0)

Most vizsgaljuk meg az R(t) értékét a t; idopontban:
R(ty) = %kr(O)g + 27(0) = r(0).

Felelet: nagyobbik hogolyo sugara, abban a pillanatban, amikor a kisebbik teljesen elolvad
akkora lesz, mint a kisebbekké a kezdeti iddpontban.

Feladatok

1. A 10 liter vizet tartalmazé edénybe literenként 0.3 kg sot tartalmazo oldat folyik be
folyamatosan 2 liter /min sebességgel. Az edénybe belép6 folyadék dsszekeveredik a
vizzel, és a keverék ugyanilyen sebességgel kifolyik az edénybol. Mennyi s6 lesz az
edényben 5 perc mulva?

2. Allapitsuk meg, hogy a radium hany szazaléka bomlik el 100 év alatt, ha tudjuk, hogy
a radium felezési ideje 1590 év, azaz ennyi 1d6 alatt bomlik el a jelen 1évé atommagok
szamanak a fele.

3. Egy kézet megvizsgalt darabja 100mg urant és 14mg 6lmot tartalmaz. Ismert, hogy
az uran felezési ideje 4.5 - 109 év, és hogy 238 g uran teljes elbomlasakor 206 g 6lom
keletkezik. Allapitsuk meg a kézet korat!

4. A 200 m3 térfogatt szobaban 0.15% szén-dioxid gaz van. A ventillator percenként

20 m30.04% széndioxidot tartalmazo levegdt fuj be. Mennyi idé mulva csékken a

szoba levegdjében 1évo széndioxid mennyisége a harmadara?

A szobéba berepiilt két hogolyo, az egyik sugara éppen kétszer akkora, mint a masiké.

6. Egy baktériumtenyészetben a baktériumok szimanak novekedési sebessége
egyenesen aranyos a baktériumok szdmaval. Ha a baktériumok szama 48 ora alatt 100-
r6l 1000-re nd, akkor hany baktérium volt a 24. 6ra végén?

7. A szobaba berepiilt két hogolyo, az egyik sugara éppen kétszer akkora mint a masiké.
Tudjuk, hogy az olvadas sebessége egyenesen aranyos a feliilettel. Mekkora lesz a
nagyobbik hégolyo6 abban a pillanatban, amikor a kisebbik teljesen elolvad?

e



5. Homogénfokszamu differencialegyenletek
Definicio: Az f(x,y) m-ed rendii homogénfokszdmu fiiggvénynek nevezziik, ha tetszéleges

x,y, t estére teljesiil:

f(tx, ty) = t™f(x,).

Példaul: f;(x,y) = 3/2x3 + y3 elsé rendii homogénfokszamu fiiggvény, és f,(x,y) =

. x2-y? . . L e ,
arcsin 2+y > 0-ad rendli homogénfokszamu fiiggvény
xZ+y

filtx, ty) = Y203 + (ty) =t - Y23 +y3 =t fi(x,y),

(tx)* — (ty)? x? —y?

fo(tx, ty) = arcsinm = arcsinm =t% fo(x, ).

Definicio: 4 kovetkezo alaku differencialegyenletet:

y'=fxy) (3.1
homogén differencialegyenletnek nevezziik, ha f (x,y) egy 0-ad rendii homogen fiiggveény.

Kovetkezmény: Az M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 alaki egyenlet homogénfokszamu

differencidlegyenlet, ha M(X,y) és N(x,y) azonos rendii homogénfokszamu fliggvények.

Tétel: Bdarmely homogén differencidlegyletet valtozo csere segitségével visszavezethetiink

szétvalaszthato valtozoju differencialegyenletre.

4. Feladat  Oldjuk meg az (x3 + y3)dx — 3xy?dy = 0 differencialegyenletet!
Megoldas: Az (x3+ y3)dx —3xy?dy =0 egyenletet vizsgaljuk homogenitéas
szempontjabol: M(x,y) = (x3 +y3); N(x,y) = —3xy? mindkét esetben n = 3 fokszdmot
allapithatunk meg, igy az egyenlet homogénfokszamu. Bevezetjik az 0j valtozot: t = %; y =

xt; dy = tdx + xdt.
(x3 + x3t3)dx — 3x - x*t?(tdx + xdt) = 0;
x3(1 + t3 — 3t3)dx — 3x*dt = 0;

1-2

fdx _f 3t? it
x ) 1=2t3""

d« 1 d(-t3).
| === ==

3t2 3
tsdt;haxi 0,1—2t° + 0;

3
x
Fdx—




Injx| = =2In|; - 3| +3InC;
C
x? T :
— — 12
5t
1
y3=§x3—cx.

Felet: y = 3/%x3 — Cx.

5. Feladat Oldjuk meg az (x* + y?)dx = xydy differencidlegyenletet!
Megoldas: Az (x? + y2)dx = xydy egyenletet vizsgaljuk homogenitas szempontjabol:
M(x,y) = (x% + y2); N(x,y) = —xy mindkét esetben n = 2 fokszamot 4llapithatunk meg,
igy az egyenlet homogénfokszamu. Bevezetjiik az 01j valtozot:
t =§;y=xt; dy = tdx + xdt.
(x2 + x%t%)dx = x*t(xdt + tdx);
x2(1 + t®)dx = x3tdt + x%t%dx;
x%dx = x3 - tdt;
x2
—dx =tdt,hax # 0,
X
integralés utan:

£2
1n|x|+1nC=7,

Y - 2In(x - ¢);

x2

y =/ 2x2%In(x - ¢).

Felet: y = |x|\/2In(x - C).

Feladatok
Oldja meg a valtozoban homogén differencidlegyenletet
1. xsinl—ycosl+xy'cosl =0
X X X

2. (2x+ y)dx+ (y + x)dy =0



3. Hatarozzuk meg az (xz +2xy — * )dx + (xz —2xy—y* )dy =0 egzakt
differencialegyenletnek azt a partikularis megoldasat, amely az x =0,y = —2
kezdeti feltételt kielégiti!

4. y'=2i5c08 2.

X X
8. (x2 +3xy+y2)dx—x2dy:O

9. xy’:ylnl, ko y(1)=1.
x

10. xy' =/x2—-y2+y



6. Homogén fokszamu differencialegyenletre visszavezetheto
egyenletek

Vizsgaljuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet:

y, — aix+b,y+cq (3.2)

azx+byy+c,
ahol a4, a,, by, by, ¢4, c, — allando; ¢y, ¢, nullatdl kiillonbozo szamok.

Tétel: A (3.2) képletben szerepld differencidlegyenlet valtozo csere segitségével visszavezetheto
homogénfokszamu differencidlegyenletre.

Ha

a=|% Bso,
a, b,

x=¢+a,

y=n+p

a1a+b1ﬁ+C1=0

ahol a ¢és f kovetkezo egyenletrendszer megoldasai {aza + ey +cy =0

a; by
az b,
6. Feladat Oldjuk meg az y' =

A= = 0, akkor az uj véltoz6 z = a,x + b,y.

3x+2y+1
3x+2y-1

differencidlegyenletet!
Megoldas:

B 2l_¢_c—0
A=y 5l=6-6=0;

tehat vezessiink be 1j valtozot:

z =3x+ 2y;
1
y =5(z—3x);
dy 1ldz 3
dx 2dx 2’
)_1dz 3
2dx 2

Az y és y' értékeket a kapott kifejezésekkel helyettesitsjiik, igy

1/dz z+1
2(@3)=

2 \dx z—1
dz z+1
dx - z—1
dz 2z+2+3z-3
a: z—1

dz 5z—1

E‘ z—1



z—1

5Z_ldt=dx
1. 1
z—1 1,2z-1 1. z-gt+ts-1 1 4 1
fsz_le—ng_le—gf Z_l dZ—gf 1—§Z_1 dz =
5 5 5

- 2e-tmf-2) e

gy %(z—%ln|z—§|)+c=x.

Visszahelyettesitve az eredeti valtozokat kapjuk:

4 1
3x+2y—§|3x+2y—§ =5x—-5

Felelet: 3x+2y—§ 3x+2y—§| =5x—-5
. Feladat
__ 3x+2y+1

. Feladat Oldjuk meg az y' = Ity 1 differencialegyenletet!

Megoldas:
a=]3 ?=6-6=0

tehat vezessiink be 1j valtozot:

z=3x+ 2y;
1

y =5(z—3x);

dy 1dz 3

dx 2dx 2’

1,14z 3
2dx 2

Azy és y' értékeket a kapott kifejezésekkel helyettesitsjiik, igy
1/dz z+1
L)

2 \dx z—1
dz z+1
dx - z—1
dz 2z+2+3z-3
E= z—1
dz 5z—-1
@z z—1
z—1

dt = dx

5z—-1



1 1 1 | z-gte—1 1 4 1
zZ— zZ— “gTTg T
dz = dz = dz=z) (1-% dz =
ISZ—IZ Sf _12 Sf Z_l z Sf 52_1 z
5 5 5
1 4 1
=i(z=im|z—f) +e
’ 1 4 1
Igy E(z—gln|z—g|) +c=x.
Visszahelyettesitve az eredeti valtozdkat kapjuk:
4 1
3x+2y——|3x+2y—— =5x—-5
5 5
Felelet: 3x+2y—§ 3x+2y—§| =5x—-5
Feladatok
Oldja meg a valtozoban homogén fokszamura visszavezethetd differencidlegyenletre
x+7y+2
1y =22 0rTe
3x+5y+6
, 3x+2y+1
2. y'= SXreyT
3x+2y-1

3. (x=2y+3)dy+(2x+y—1)dx=0.
4, (x—y+4)dy+(x+y—2)dx=0.
5. 2(x+y)dy+ (3x+ 3y —1)dx =0, y(0) =2
6. 2x+y+ 1)dx — (4x + 2y — 3)dy = 0;
7. x—y—1+@H—-x+2)y' =0;

8. 2x —4y + 6)dx + (x + y — 3)dy = 0;

9. (x+4y)y' =2x+3y—-5;

10.(y + 2)dx = (2x + y — 4)dy;

Iy =2(22)

x+y—-1




7. Elsorendu linearis differencialegyenletek.
Definicio: Elsdrendli linedris differencidlegyenletnek nevezzilk a kovetkezd alaka
differencidlegyenletet:

y' +p)y = q(x)

Tétel: azy’ + p(x)y = q(x)
linearis differenciadlegyenlet megoldasa felirhato a kovetkezd alakban:

y = e_f p(x)dx , <f q(x)ef p(x)dxdx + C)

Elsérendli inhomogén lineéris differencidlegyenletek megolddsa az alland6 varidlasnak

modszerével.
9. Feladat Oldjuk megaz y' + sy = x*differencidlegyenletet!

Megoldas: Vizsgaljuk a homogén egyenletet:

’+4 = 0;
y Xy_ )
dy —4y
dx x '’
o —idx;
y x
dy__ i .
f;— fxdx,

Iny = —4Inx + Inc;
¥o = x~* - c a homogén egyenlet altalanos megoldasa.

Tekintsiik a c-t az x valtozo fiiggvényének:

y = x"*c(x);
-5

B c(x)

4
+x7% (%) + ;x“‘c(x) = x*
dc(x) — 4 4

dx X X5,

c(x) =

Felelet: y = x™* (x; + 6)

Uj valtozo6 bevezetésének modszere.

10. Feladat  Oldjuk megaz y' = 3x2y + x2differencialegyenletet!



Megoldas:
y=u-v;
y=u -v+u-v.
Az utols6 két kifejezést az eredeti egyenletbe helyettesitve kapjuk:
uv+u-v —3x%u-v=x2
u -v+ul —3x?%-v) = x2
Mivel a v fliggvényt tesztdlegesen valaszthatjuk meg, ezért legyen a v olyan, hogy teljesiil:
v' —3x%-v=0;

dv_

— = 3x%p;
dx ’
Inv=x34+C;
3
v = ex +C'

Mivel a v fiiggvényt tetszéleges modon valaszthatjuk, meg legyen C=0, tehat

3
u' e =x?
2 43
u' =e* -e™;
du  , _ 3
—=x%e";
dx

Felelet: y = —§+ C-ex’.

Feladatok
Oldja meg a linedris differencidlegyenletet

1. yV+xy—x=0

2. y'—yctgx=sinx.
3. (x2+1)y'+4xy=3.
4. y-y=e".

5. y'— Y xlnx

xlnx



6. y'+ytgx=;, SIKIIO y(O)ZO.
cos X

7. (l—xz)y'+xy=1, SIKIITO y(O)ZI.
8.

8. Linearisra visszavezetheto differencialegyenletek
Definicio: Bernoulli-féle differencialegyenletnek nevezziik az alabbi alaku egyenletet

y' +px)y =qx)y% (4.7)
ahol a valdsszam.

1

Az egyenlet z = y* ~% valtozo bevezetésével linearisra vezethetd vissza.

11. Feladat  Oldjuk meg az y' + 2xy = 2xy? Bernoulli-féle differencialegyenletet!
Megoldas: A mi esetiinkben a = 2. Alakitsuk at az egyenletet,

y' + 2xy = 2xy? |:y?

;]—; + Zx% = 2x

Vezessiink be 1j valtozot:
z=y"

igy

z' = —1y~2y’,
visszahelyettesitiink az egyenletbe:

—z' + 2xz = 2x;

z' —2xz = =2x

az utolso kifejezés egy linearis differencidlegyenlet, amit meg tudunk oldani.

Helyettesitsiink be a linearis egyenlet megoldo képletébe:
z=el (¢t [ —2xel ~2%dxqy);
z=e"(c+e™).

Fejezziik ki az y fliggvényt:

Felelet: y = ¢s szingularis megoldas az y = 0.

eX?.c+1

Definicio: Riccati-féle differencidlegyenletnek nevezziik az alabbi alaku egyenletet



y' =p)y*+qx)y +rx), (4.9

ahol ap(x), q(x), r(x) fiiggvények folytonosak valamilyen a < x < b intervallumon.

Keressiik a megoldast y = y; + z, alakban, ahol z = z(x)a ismeretlen fliggvény.

12. Feladat  Oldjuk meg az xy’ — (2x + 1)y + y? = —x?2 Riccati -féle
differencidlegyenletet, ha van olyan partikularis megoldasa, mely y = a - x alaku
Megoldas: Az y = a - x megoldast az eredti egyenletbe helyettesitve:
xa — (2x + Dax + (ax)* = —x?
kapjuk, hogy az egyenlet partikularis megoldasa: y = x. gy a megoldas y = x + z alkban
keresend6. Ezt az értéket visszahelyettesitve az eredti egyenletiinkbe, kapjuk:
x(14+2z)—Q2x+D(x+2)+ (x +2)? = —x?
x-z' —z+z%=0.
Az utdbbi egy Bernoulli-tipusu differencidlegyenlet. Az u = z172 4j valtoz6 bevezetése utan

kapjuk az
1

’ 1
-u' —-u=-=
X X

Amit a valtozok szétvalasztasaval is megoldhatunk: u = x - € + 1 4ltalanos megoldast

kapjuk.
fgy z7' = x - C + 1 és z=0 megoldasokat kell figyelembe venni.
Tehaty = ! €s:y =x.

1+Cx

Felelet: y = ﬁés Yy =X

9. Egzakt differencialegyenletek és Egzaktra visszavezetheto

differencialegyenletek
Definicio: Az

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (5.1)

elsorendii differencidlegyenletet egzaktnak nevezziik, ha létezik olyan U(x,y) kétvaltozos
valos fiiggveny, melyre igaz

M(x,y)dx + N(x,y)dy = dF (x,y).

Tétel: Legyenek az (5.1) dsszefiiggésben M(x,y) és N(x,y) folytonosak az (xq,y,) pont

valamely kornyezetében és a ket fiiggveny nem vehet fel egyidejiileg 0 értéket, ill. létezzen



parcialis derivaltak: Z—I: és Z—:. Ahhoz, hogy az (5.1) differencidlegyenlet egzakt legyen
sziikséges és elégséges, hogy teljesiiljon a kovetkezd osszefiiggés

oM _ N

dy  ox’
Gyakorlatban a keresett F (x, y) fliggvényt az alabb rendszerbdl taldlhatjuk meg
FGuy) = [ MEuydx + o)

FCoy) = [ NGy dy + )
az @(y) és YP(x) fiiggvények alkalmas valasztasaval.

13. Feladat  Oldjuk meg az (x3 + xy?)dx + (y3 + yx?)dy = 0 differencidlegyenletet!
Megoldas: Vizsgaljuk, hogy egzakt-e az egyenlet, ehhez szamoljuk ki a parcialis derivaltakat:
oM (x,y)  9(x® + xy?)

=2
dy dy >
Egzakt differencialegyenlettel van dolgunk.
ON(x,y) _9(y® +yx?)
= = 2xy

0x 0x

b

F(x,y) = [(x3 +xy?)dx + <p(y)}
Fx,y) = [(° + yx*) dy + (%)

2
4 2,2
y X"y
F(X.}I)=I > + YP(x)

Floy) =+ 2+ <p(y)}

Ahhoz, hogy fenti 6sszefiiggés igaz legyen a kovetkezd valasztas sziikséges

4

i
b =7
4
Yy
o) =)
, 4 2.2 4 4 2.2 4 A
Igy F(x,y) = x:+ xzy + y:vagyis az altalanos megoldas: x:+ 4 +yT =(C,C >0 vagy

(x% + y?)? = C, ahol € = 4C.

Felet: (x?> + y?)?2 =C.



Vannak olyan esetek, amikor az eredeti (5.1) egyenletiink nem egzakt, de 1étezik olyan m(x, y)
fliggvény mellyel mindkét oldalat megszorozva egzakt egyenletet kapunk:

m(x,y)M(x,y)dx + m(x,y)N(x,y)dy = 0. (5.3)
Ebben az esetben az m(x, y) fiiggvényt integral6 szorzénak nevezziik.

Legyen m = m(x), vagyis az integral6 szorzo csak az x-valtozotol fiigg és N(x,y) # 0,
ekkor
m(x) = ef‘l’(x)dx

Legyen m = m(y), vagyis az integral6 szorzo csak az y-valtozotol fiigg és M(x,y) # 0,
ekkor

m(y) = efw(J’)dy
14. Feladat  Oldjuk meg az (x? + y? + x)dx + xydy = 0 differencialegyenletet!

Megoldas: Vizsgaljuk, hogy egzakt-e az egyenlet, ehhez szamoljuk ki a parcialis derivaltakat:
oM(x,y) 9d(x%?+y%?+x) )
—_ —_ y

dy dy
ON(x,y) Oxy
ox  Ox
Ez az egyenlet nem egzakt tipusu. Ezért vizsgaljuk a kdvetkezd kifejezést:
OM(x,y) ON(x,y)\ 1 1 1
( - )i = @y - — ==
dy d0x N(x,y) Xy x

vagyis

IM(x,y) . IN(x,y) 1 _1
( dy dx )N(x,y) - (p(x) T X
Ekkor az integral6 szorzoét a kovetkezo alakban keressiik:
m(x) = ef Pdx - I3 = 5.
Szorozzuk meg az eredeti egyenlet mindkét oldalat m(x) = x kifejezéssel:
x - (x%+y?+x)dx + x*ydy =0
Vizsgaljuk meg, hogy az igy kapott egyenlet egzakt-e!
oM, (x,y) _0(x® +x-y*+x?)

=2 ,
dy dy Y
Ny (xy) _ 0x%y _
ax  ax Zxy.

Most mar egzakt differencialegyenlettel van dolgunk.

9

F(x,y) = [(x®+x-y? + x¥)dx + go(y)}
F(x,y) = [ x*y dy + {(x)



. Xt x%y? .\ X3 N \
242
Ahhoz, hogy fenti Osszefiiggés igaz legyen a kovetkezd valasztas sziikséges
x*  x3
P(x) = T + E}
p(y) =0
, 4 24,2 3 4 25,2 3
Igy F(x,y) = x: + % + x? vagyis az altaldnos megoldas: x: + 22X 4 x? =C.

4 24,2 3
Felet: =+~ +— = .
4 2 3

15. Feladat  Oldjuk meg a (2xy? — y)dx + (y? + x + y)dy = 0 differencidlegyenletet!
Megoldas: Vizsgaljuk, hogy egzakt-e az egyenlet, ehhez szamoljuk ki a parcialis derivaltakat:

OM(x,y)  0(2xy*—y)

=4y —-1;
dy dy Y
ON(x,y) 0(y*+x+7y)
—_— —_— 1
0x 0x
Ez az egyenlet nem egzakt tipusu. Ezért vizsgaljuk a kovetkezo kifejezést:
OM(xy)  ON(x.y) 1 _ 1 1 _ 2
( dy ox )—M(x,y) =W@y-1-1 —(2xy2-y) ¥’

Ekkor az integrald szorzot a kovetkezd alakban keresstik:

-2
m(y) = eflp(Y)dy = eITdy =

=

Szorozzuk meg az eredeti egyenlet mindkét oldalat m(y) = — kifejezéssel:

-

1 x 1
(2x——>dx+<1+—2+—>dy =0
y yey
Vizsgaljuk meg, hogy az igy kapott egyenlet egzakt-e!

oy 0y 1

dy dy y?'

x 1
N, (xy) _ o(i4y) _ 1

ox ox y2'

Egzakt differencidlegyenlettel van dolgunk.



b

Fey) =] (2x=3)dx + ) }
Feoy) = [(145+5)dy +9)
Fry) =22 =24 90)
F(ry) =y =+ Iy + ()

Ahhoz, hogy fenti 6sszefiiggés igaz legyen a kovetkezd valasztas sziikséges

P(x) = x? }
o) =Iny

fgy F(x,y) = x* — g + Iny vagyis az 4ltalanos megoldas: x? —% +Iny =C
Felelet: x> —g +Iny = C.

Feladatok:

Oldja meg az egzakt és egzaktra visszavezethetd differencidlegyenletet

L. (4x3y3 - 2xy)dx +(3xy? —x*)dy =0
e'dr+(z-e¥ —2y)dy = 0;

2. (63 1)
(22 +y)dr—zdy =0;
3. (63 iii)
e¥(ydzr —dy) = e*(zdy — dx);
4. (63iv)
5 (3zy+2y?)dr + (3zy+222)dy = 0.
6. (x+sin y)dx +(xcosy+sin y)dy =0,
7. (x+e'siny)dx+(y+e' cosy)dy=0;
8. (xy+sin y)dx + (xcos y+0.5x%)dy =0;
9. (x> +y +y)dx+2xy+x+e’)dy=0; y(0)=0;

10. (arcsinx + 2xy)dx + (x* + 1+ arctgy)dy = 0;
11. (tgy — ycosec’x)dx + (ctgx + xsec” y)dy =0 ;

b 2xve” +1ny)dx + (5 +D)dy = 0; y(0) =1
y

10. Elsorendi implicit alaku differencialegyenletek
Definicio: Elsérendi implicit differncidlegyenletnek nevezziik az



F(x,y,y) =0
kifejezést, ahol az F(x,y,z) fiiggvény folytonos valamely D tartomany felett, D < R3.

1. Hianyos valtozéju elsérendii implicit alaku differencidlegyenletek

l. F(x,y))=0
a) Az egyenlet megoldhato az x valtozohoz képest, tehat felirhato a kdvetkezd
alakban

x=¢l")
vezessiik be a p valtozot: y' = p.

b) az F(x,y") = 0 egyenletbdl nem fejezhetd ki elemi tton az x valtozo:
{x =¢(t)
Yy =y(t)
igy
dx = @' (t)dt
{dy = Y(t)dx

Ekkor a megoldas igy alakul:

x =@t
y = jtp(t)(p’(t) dt + C.
I F(y,y") =0, ekkor
F(y,y')=F (y, %) = G(y,x") igy a]) tipusu egyenletet kapunk.
II) F(y') = 0, ebben az esetben a
Flay) =0;->y =a, ay =$, igy F(%) = 0.
2. Altalanos formaja implicit differencialegyenletek

Vizsgaljuk: F(x,y,y’) = 0, nem hianyzik valtozo.

x = ¢(u,v)
y=vwv)
y' =x(wv)

Vizsgaljunk részeseteket:

a)
y = f(x,p)
X=X
y'=p
by  x=fy)
{ y'=p
x=fp)
16. Feladat  Oldjuk meg az y' —siny’ — x = 0 differencialegyenletet!

Megoldas: Hianyzik F(x,y') =0



y'—siny' —x =0
vezessiik be a p valtozot:

y'=p,
dy = pdx

d
dxz—y

p
x =Inp —sinp
dx 1
— =——C0Sp;
dp p P
d—yzl—cosp'
pdp P ’

dy=p (% — cosp) dp;

y=] (1—pcosz?)dp=p—j pcos pdp =

f=p y =cosp , ,
=f'=1 y = sinp =p-—psinp+ | sinpdp =

=p-—psinp —cosp + c.

|f=p y' =cosp
f'=1 y=sinp
=p—psinp —cosp +c¢
Yy =p—psinp —cosp +c¢

=p —psinp +f sinpdp =

Felelet: { _ x= 1r.1p —sip
y=p—psinp —cosp+c
F(y,y)=0

17. Feladat  Oldjuk meg az y = y? + 2y3 differencidlegyenletet!
Megoldas: y' = p; dy = pdx;

y =p*+2p%;
dy

=2 6p?;
gy = 2pHop

pdx
— =2p + 6p?;
dp p+6p

—(* 2\ dp-
dx—(pdp+ p)dp,
x=2p+3p*+c

x=2p+3p*+c

Felelet: { y= pz + 2p3

18. Feladat  Oldjuk meg az y'> — 4y’ + 2 = 0 differencidlegyenletet!
Megoldas:



19. Feladat  Oldjuk megaz y = xy’ — y’3 differencialegyenletet!

Megoldas:

y' =p;dy = pdx;

y =xp —p;

dy = xdp + pdx — 3p?dp;

xdp — 3p%dp =0

dp = 0;
p=c
y=cx—c3
vagy
x—3p?=0
p=i\/§;

2 3
y=ﬁx2+6

3 ~
Felelet: y = %xi + C vagyy = cx — ¢3

4(y—c)x +2x2=0

Feladatok:

Oldja meg hianyos masodrendii differencidlegyenletet

W=+ (zre(-11));




15 (z-Inx)-¢"—¢' =0.
16."= 6%

" 12 13
17.v —y +y =0
18, % —¥'=0.
19.(1+sinx)’y" +cosx =0
20.y" =93y, ha y()=1 y'(1)=7

Oldja meg a differencialegyenletet

ot — el a3
Yy=xy —x°yY

) Y? = 2ay = 8a”

r=yy?+1

3.
4. y=y'x+2(y")? (Clairaut)
2 "2
s, 47 5+
o 627y — 6y + (1207 — 32?)y’ — 62" + 2% = 0.
, y(r—Iny') =1 Yyt —y? =2
8.

= ()
Yy =exp| — | .
9. Y

y(y — 2zy')° =y

10.
3 / a2 2
A
2
;trzgrlny—y—g.
12. Y Yy
13, v° +y° =zyy.
g — oyt 2
4 T=UY I+ y™~.

s ;t:(y’g —1) =2y

6 2ry —y =1y Inyy'.
o = Yy’ + 2

17. Y vy Ty

18 2y’ = x(y? + 4).



o, y = .{._yf_ur:?_‘

- y=zy ++/1— *’F’,
Y= z(1+9)+vy

" Ey(y +2) = zy”

23

11. Magasabb rendi differencidlegyenletek fogalma

Definicio: Az

F(x,v,y',..,y™) =0.
kifejezést magasabb rendii differencidalegyenletnek nevezziik.

1 Hianyos magasabb rendi differencidlegyenletek
H Floy™)=0
a) y™ = f(x)

C2
y= Lff(x)dx dx+( 1)lx""l-l——(n_z)!

X" 4o x 4oy

n

b) y™ nem lehet vagy csak nehezen lehet kifejezni

{x = @(t)
y™ = y(t)

F(o(t), () =0

{ ®)
y = l/)n(t' C1,Cn
0
F(x’ y(k), y(k+1), e, y(n)) =0

y(k) =z igy

F(x,z,2,..,z2070) =0

z = w(x,cq,...,C4_,) — altalanos megoldas
yO = w(x,cq, o, Cpg)

nem tartalmaz x valtozot
F(y,y_1M,...,y"((n)) )=0 lehet eggyel csokkenteni a fokszamot:

y=yx), z=2z(y)
y =z

III)  Homogén az y valtozohoz és derivaltjaihoz képest



F(x,ty,ty’, .., ty®) =t™- f(x,y,y;,yW)

V) z= y;A baloldal valamely fiiggvény pontos derivaltja:

F(x,y,y',..y™) = 0 pontos derivalt;

F(x'y,y' ,_.y(n)) = %(p(x,y’yl ’“y(n—l)).

3. Hidnyos valtozoju elsérendli implicit alaku differencidlegyenletek

20. Feladat  Oldjuk meg az y""’" = sin? x differencialegyenletet!

Megoldas:

!

y'" = sin? x
1—cos? x
2

y" = [sin?xdx = 2x —2sin 2x + ¢y, itt felhasznaltuk sin?x =
2 4 1

2
x
y' =Z+§c052x+clx+cz;
X3
= —+—sin2x + ¢;x% + c,x + Cs.
y 12 " 16 1 2 3

3
Felelet: y = 916—2 + 1—1651n 2x + ¢ x?% + cx + 3.

III)  nem tartalmaz x valtozot

F(y,y1, ., y™) =0
21. Feladat Oldjuk megaz y"’ = y'3 + y' differencialegyenletet!
Megoldas: y'' = y"> + y’;
Yy =z20)y" =22
z-z' =2z3+4+2z;
z#0
z -z =z3+2z/:z
z=z2+1;

dz_ 24 1.
dy_Z ’



dz dy;

7241

¢ +y=arctgz;
z=1g(y +c1);

y =tg(y +c1);

dy
a=%@+q%

dy _
tg(y+cq)

b

cos(y + ¢;) ,

=| —F/—=dy =1 +c)| +
| S dy = InlsinGy + )l +
vizsgaljuk a z = 0 esetet, akkor y = C.

Felelet: y = C vagy x = In|sin(y + ¢;)| + ¢,

Feladatok
Oldja meg hidnyos masodrendi differencialegyenletet

¢'=0= (re(-11))

209" +(¢')* +(¢')* =0;
14.

15. P T¥ =0

(z-lnx)-¢" —¢" =0.
16.
17. V"= 6%,

" 12 3
18. W =y +y =0
19. % —¥'=0.
20. (I +sinx)"y" +cosx =0
21. ¥y"=93y% ha y()=1 y'(1)=7

- yyn _ yxﬂ 4 erg.

yﬂQ _ yym — (y_f) H.
23. .

24. yf;—l_%yf—'_yg :{/]-

Y

=)

I
o

yrﬂ + Q;E:yy”

25.



y"' +(y—2)y =0.
umyf? — 1.

a

26.

27.
- Q(yl mo ] Qy 31:yy"g — 0.
yzﬁy;ym o Qynﬂ} uurlyn — er».l

yyfym + Qy;-zyn — 3yyn'2r

29.

30.
31 Py +1=(1—-y)zy'.
y' +2yy” = (22 + 3)

H

32.
y(2ry" +y) = zy? + 1.

A feljes differencial kijelolése segitségével oldja meg:

30 Y =20y
i r_ i
. — 0
35, yy yy
0o
36. Y9 = 1‘;
ol — o
37 Yy yy
w W =YW +1)
" a2 —
39, yyTty

a0, Ty =29y — .

a1,
iyﬂ' y}' _ irzyy”
42,
"2 o 0 __
p Y —3yyT =0,
12. Allandé egyiitthatés magasabb rendii homogén linearis

differencialegyenletek.
Definicio: Magasabb alland6 fiiggvény egyiitthatos linearis differencidlegyenletnek nevezziik
a kovetkezd alaku differencidlegyenletet:
Lyl =y™ +a;y® ™D + apy™ =2 + o+ a1y’ + any = f (%),

ahol a4, a,, ..., a, valds szamok.

P(k) = k™ + a k™1 + a,k™ %2 + -+ a,_1k + a,



karakterisztikus polinomnak nevezziik.
A polinom kq, ks, ..., k,, gyokeit karakterisztikus szdmoknak nevezziik.

Vizsgaljuk azt az estet, amikor a karakterisztikus polinom k, k, ..., k,, kiilonb6z6 valos
szamok. Ekkor az

_ _k _ _k _ Jk
y, =ef¥ y, =e2¥ |y, =e™¥

fiiggvények az 4llando egylitthatos egyenlet alaprendszere lesz.
Tehat az altalanos megoldas felirhatd

y = Cie** + Cyef2* + .. + Cpefn*,
alakban, ahol C;, C,, ..., C, tetsz6leges szamok.

Az Osszes karakterisztikus szam kiilonb6zd, de koztiik vannak komplexek is, akkor minden
egyes valds k gyok az e®*megoldast adja és minden egyes konjugalt komplex atbi gydkpar
két valos linearisan fiiggetlen részmegoldast cos bx, e* sin bx alakban. Osszeségében n valos
részmegoldasunk van a kovetkez6 alakban

kx

e e™™cos bx, e**sin bx,

melyek alaprendszert alkotnak.

A karakterisztikus polinom rendelkezik ismétlodé gyokokkel. Ekkor

eklx’ xeklx‘ xzeklx' . x5—13k1x_
az egyenlet megoldasai. Amint az kdnnyen megmutathatd, ezek linearisan fiiggetlenek a (-
o,+00) intervallumon. Ha a k;szédm valds, akkor a fliggvények is valdsak lesznek. gy minden

s multiplicitdsu k; valds karakterisztikus szdmhoz s valds linedrisan fliggetlen megoldas
tartozik.

Ha van egy s multiplicitdsi a+bi komplex karakterisztikus szdmunk, akkor az a-bi
konjugélt szdm is ugyanilyen multiplicitdsu karakterisztikus szam lesz. Az a+bi szdm s
komplex megoldast von maga utan:

e(a+ib)x, xe(a+ib)x} xze(a+ib)x' . xs—le(a+ib)x_

A valos és képzetes részek elkiilonitésével 2s valdés megoldast kapunk:

{eax cosbx, xe**cosbhx,.., x5 1e® cosbx

e®sinbx, xe*®sinbx,.., x5 e sinbx

22. Feladat Adjuk megazy' + 5y’ — 6y = 0 egyenlet altalanos megoldasat!
Megoldas:

Felirjuk a karakterisztikus polinomot:



P(k) = k* 4+ 5k — 6;
Megkeressiik a gyokeit:
k? +5k—6=0
k =1,k,=-6, .
Adjunk meg egy alaprendszert: ]
X

yi1(x) = e%, y,(x) = e™%,

igy az altalanos megoldas felirhatd: y = c,e” +c,e’* +c,e’™ alakban.

Felelet: az egyenlet 4ltalanos megoldisa y = C;e* + C,e~®*ahol C;, C,, tetszéleges
szamok.

23. Feladat Adjuk megaz y" —6)"+11y"— 6y =0 egyenlet altalanos megoldasat!
Megoldas:
Felirjuk a karakterisztikus polinomot:
P(k) = kK —6k*>+11k—6;
Megkeressiik a gyokeit:

Kk —6k> +11k—6=0

Adjunk meg egy alaprendszert:

X 2x 3x
yl:e’yZZe ’y3:e >

igy az 4ltalinos megoldas felirhaté: y =ce* +c,e’* +c,e’ alakban.

Felelet: az egyenlet altalanos megoldasa y = C;e* + Cye3*ahol C;, C,, C; tetszbleges
szamok.

24. Feladat Adjuk meg az y"' — 4y’ 4+ 5y = 0 egyenlet altalanos megoldasat!
Megoldas:

Felirjuk a karakterisztikus polinomot:



P(k) = k* — 4k + 5;
Megkeressiik a gyokeit:

k?—4k+5=0
k1‘2=2ii

Adjunk meg egy alaprendszert:
y1(x) = e** cosx, y,(x) = e** sinx,
igy az altalanos megoldas felirhato: y = e2*(C; cos x + C, sin x) alakban.

Felelet: az egyenlet 4ltalanos megolddsa y = e?*(C; cosx + C, sin x)ahol
C;, Gy, tetszbleges szamok.

25. Feladat  Oldjuk meg a kovetkez6 Cauchy feladatot:

y'+4y =0

y(0) =1

y'(0) =4
Megoldas:
Els6 Iépésként felirjuk a differencidlegyenlet altalanos megoldasat. A karakterisztikus
polinom:

P(k) = k? + 4;

Megkeressiik a gyokeit:

k*+4=0

kl,Z = i2l

Adjunk meg egy alaprendszert:
y1(x) = cos2x, y,(x) =sin2x,

igy az altalanos megoldas felirhato: y = C; cos 2x + C, sin 2xalakban.

A kedzdeti értékek segitségével meghatarozzuk a Cy, C, szamok értékét, felirjuk az y(0) és
y'(0) kifejezéseket, majd a kapott egyenletrendszert megoldjuk

{ C1+C2'O:1, C1:1

—2C, -0+ 2C, — 4. c, :2,y=0052x+251n2x

Felelet: a Cauchy feladat megoldasa y = cos 2x + 2sin 2x.



26. Feladat Adjuk megaz y" —3y"+3y"— y = Oegyenlet altalénos megoldasat!
Megoldas:
Felirjuk a karakterisztikus polinomot:
P(k) = kK’ -3k* +3k-1;
Megkeressiik a gyokeit:

K =3k>+3k—-1=0
o=k, =k, =1.

Adjunk meg egy alaprendszert:
y(x)=e", y,(x)=xe", y,(x)=x"e", y=ce’ +c,xe’ + C3xzex

)

igy az altalanos megoldas felirhato: y = c,e” +c,xe” + c3xzex alakban.
Felelet: az egyenlet altalanos megoldasa y =c,e’ +c,xe’ + c3xzex ahol
Ci, C,, C5 tetszbleges szamok.
27. Feladat Adjuk megazy'’ + 3y" + 3y’ + y = Oegyenlet altalanos megoldasat!
Megoldas:
Felirjuk a karakterisztikus polinomot:
P(k) =k3®+3k?+3k+1;
Megkeressiik a gyokeit:

k3+3k?+3k+1=0
k1:k2:k3:_1.

Adjunk meg egy alaprendszert:
yi(x)=e*,y,(x) =xe7*,y,(x) =x

)

207,

igy az 4ltalanos megoldas felirhaté: y = C;e™ + C,xe ™ + C3x%e *alakban.

Felelet: az egyenlet 4ltalanos megolddasa y = C;e ™ + Cyxe™ + C3x%e*ahol
C;, Gy, C5 tetszdleges szamok.

Feladatok:



Oldja meg
" ) .
5. YV 2 45y =0
y" — 6y +25y =0

46.

o ¥V =0

4 y" — 6y’ + 8y = 0.

w0 Y —Y —2y=0
y(™) — 4y = 0.

50. )

51 y @ — 5y + 4y =0.

5 ¥ Ty =0.

55, ¥ —y=0.

sq, ¥ —y=0.

5 y" — 2y" + 9y’ — 18y = 0.

s6. ¥ = 0.

s7. ¥ +8y=0.
y(a_J _ Gy{d} i Qym — 0.
(4)

58.
so. ¥ —y=0.
4"+ 4y +y=0.

61 y®) — 10y” + 9y’ = 0.

(4) _ " _
62. Y 2y +y=0.

60.

13. Alland¢ egyiitthatés magasabb rendii homogén linearis
differencialegyenletekre visszavezetheto

differencialegyenletek
Euler-féle homogén differencialegyenek nevezziik:
x"y™ + qx" 1y D o4 q,_1xy' + a,y = 0.
Ebben az esetben az 0j valtozo
x = et
Ekkor



1
y92=y£-t,’c=y£7=y£-e :

t
-2t

= Ot et = oot = (e
yos = (y5 —3y2 + 2y))e™%, ...,

y,(cﬁ) = (yt(ﬁ) +o+ (D" (n— 1)!y{)e‘"t.
Definicio: -Lagrange-féle differencidlegyenletnek nevezziik az
(ax + b)*y™ + (ax + b)) 1py™D + ...
et (ax + D)pp_1y' + pry = (%),

ahol a, b, p1, P2, ..., Préllandok.

Lagrange-féle differencialegyenlet nem mas, mint az Euler-féle egyenlet altaldnositdsa. Ha az
ax + b = q helyettesitést hasznaljuk, és ¢ = e-t jeldliink, vagy a fiiggetlen valtozot rogtoén az
ax + b = etképlettel helyettesitjiik, akkor a kezdeti egyenlet 4llandd egyiitthatds linearis
egyenletre redukélodik.

28. Feladat Adjuk meg az x?y"" — 4xy’ + 6y = 0 egyenlet altalanos megoldasat!

Megoldas: Legyen
x = e,
ye=yi-e,
iz = (viz —yi)e
Behelyettesitve a fenti kifejezéseket az eredeti egyenletbe, kapjuk:
e?t(y" —ye 2t — 4ety’el "t + 6y = 0.
Az utolsé egyenletben az ismertlen fiiggvény y = y(t).
y' =y —4y' +6y=0;

y" =5y"+ 6y =0.

Felirjuk a karakterisztikus polinomot:
P(k) = k? + 5k + 6;
Megkeressiik a gyokeit:
k?+5k+6=0
ki =2k, =3.

Adjunk meg egy alaprendszert:



y1(t) = et y,(t) = e,

igy az altalanos megoldas felirhato: y(t) = c;e?t + c,e3t alakban.
Végiil visszahelyettesitjiik t = Inx vagyis et = x értéket
y(x) = Cyx? + Cyx3

Felelet: az egyenlet altalanos megoldasa
y(x) = C;x? + C,x3ahol C;, C,, tetszbleges szamok.

29. Feladat Adjuk meg az (x — 2)%y" — 3(x — 2)y’ + 4y = 0 egyenlet altalanos
megoldasat!

Megoldas: Legyen
x — 2 =et' ekkor x = et + 2,és x; = et ezért;
t

P L gt
yx_yt xl_yt e -
t

14 14

Vie =Yie et +yie™ (€7 = (vh — yi)e .
Behelyettesitve a fenti kifejezéseket az eredeti egyenletbe, kapjuk:
2t(y2 —yi)e™?t —3etyle t +4y =0
Az utolsé egyenletben az ismertlen fiiggvény y = y(t).

y'—4y' +4y =0

Felirjuk a karakterisztikus polinomot:
P(k) = k* — 4k + 4 = 0;
Megkeressiik a gyokeit:
k*—4k+4=0

(k—2)2=0
k1=k2=2.

Adjunk meg egy alaprendszert:
y1(6) = e, y, (1) = te”,

igy az 4ltaldnos megoldas felirhaté: y(t) = C;e?t + C,te? alakban.



Végiil visszahelyettesitjiik t = In |x — 2| vagyis et = x — 2 értéket
y(x) = Ci(x — 2)? + CIn |x — 2| - (x — 2)?

Felelet: az egyenlet altalanos megoldasa
y(x) = C;(x — 2)? + Coln |x — 2| - (x — 2)? ahol C;, C,, tetszdleges szamok.

Feladatok

Oldja meg az allando egyiitthatosra visszavezethetd egyenletet:

1. x*y"—xy' +4y = cos(Inx) + xsin(In x)

2 Qe A DV~ — e
, TP =3z’ +3p =z

; (2z4+1)%¢" —4(2x+1)¢’'+8p = 0.

4, x’y"-3xy' +4y=x+x"Inx

14. Magasabb rendii inhomogén linearis
differencialegyenletek.

Vizsgaljuk
y(n) + aly(n_l) + -4 an_ly’ + any = f(x)y

allando egyiitthatés linearis inhomogén n-ed rendii differencidlegyenletet, ahol

ai, ay, ...,a, - valésszamok, az f(x) fliggvény folytonos valamely (a,b)
intervallumon.
Roviden igy jeldljiik:

Lyl =f(x) (12.1)
ahol

Lyl =y™ +ay® D+ +ay 1y + any

Ha a (12.1) egyenlet jobb oldala specialis alaku, akkor a probafiiggvény modszere
hasznalhat6 az egyenlet parcialis megoldasanak meghatarozésara.
1. Eset Legyen az f (x) fiiggvény egy polinom és egy exponencidlis fliggvény szorzata,

vagyis



Lly] = Rpn(x)e™,
ahol R, (x) = rox™ +ryx™ 1 + -+ 1, _1x + 7, —m-ed rendli valds egyiitthatos
polinom(ha m=0, akkor egy szdmrol besz¢éliink) és a valos vagy komplex szam.
A) Legyen a egy nem karakterisztikus szam, azaz P(a) # 0 (P(a) karakterisztikus
polinom). Ekkor a (12.11) egyenlet Y = Y (x) parciélis megoldasa a kovetkez6képpen
irhato fel:

Y =Q,(x)e** (12.2)
ahol Q. (%) = qox™ + q1x™ 1 + -+ + qu_1X + ¢,y — egy m-ed rendli ismeretlen
egyiitthatos polinom.
B) Legyen o k multiplicitasu karakterisztikus szam, azaz P(a) = P'(a) = -+ =
P¥=D(a) = 0, ahol P®)(a) # 0. Ebben az esetben (12.2) alaku probafiiggvény
segitségével parcidlis megoldasa nem konstrualhatd, mert P(a) = 0. Most a
probafiiggvényt a kdvetkezd alakban fogjuk keresni:
Y = x*Q,,(x)e®*, (12.4)

ahol Q,,(x) - m-ed rendi ismeretlen egylitthatos polinom.
2. Eset Legyen az f(x) fiiggvény a kdvetkezo alaku

flx) = eax(R,(,P (x) cos bx + R,(,f) (x) sin bx), (12.4)

ahol R,(,i )(x)és R,(,f)(x) polinomok fokszdma m-nél nem magasabb, és legalabb
egyikiik m foku (lehetnek konstans szamok is, egyikiik lehet pontosan nulla).

Vagyis az egyenletiink igy néz ki:
Lly] = eax(R,(i)(x)cos bx + R,(,f)(x)sin bx),
ekkor a proba fiiggvény

Y(x) = ea"( ,(i) (x)cos bx + Q,(f) (x)sin bx),

ahol Q,(,,% ) (x)iQ,(Tf ) (x) - ismeretlen egyiitthatds polinomok m fokszammal.

30. Feladat Adjuk megazy” + 3y’ — 4y = 4x? + 3. egyenlet 4ltaldnos megoldasat!

Megoldas: Mivel ez egy magasabb rendii allandd egyiitthatos inhomogén egyenlet,
ezért az altaldnos megoldas a kdvetkezd alakban keresendo:

y=yo+Y



ahol y, a homogén egynlet altalanos megoldésa, Y az inhomogén egyenlet egy
parcialis megoldasa

Oldjuk meg y* + 3y’ — 4y = 0 homogén egyenletet!
Akkor a karakterisztikus polinom ¢és karakterisztikus szamok:

k1=1,

2 —
k"+3k—4=0 > [k2=—4

igy az altalanos megoldas: y, = C;e* + C,e™**.

Hatarozzuk meg az inhomogén egyenlet parciélis megoldasat! A jobb oldal R,, (x)e** alaku,
ahol @ = 0 im = 2, az . @ nem karakterisztikus szdm, igy a probafiiggvény:

Y = Ax* + Bx + C.
Kiszamoljuk a probafiiggvény megfeleld derivaltjait:
Y =2Ax+B,Y" =2A.
majd visszahelyettesitjiik a kezdeti egyenletbe:

2A+3(2Ax +B) —4(Ax*+ Bx +C) = 4x*+3
—4Ax? + (6A — 4B)x + 2A+ 3B — 4C = 4x* + 3.

Meghatarozzuk az ismeretlen egyiitthatokat:

x? —44A =4,
x! 6A—4B =0,
x® 24+ 3B—-4C =3,

tehat A = —1,B = —3,C = —4.

Vagyis Y = —x2 — 3x — 4.

fgy az altalanos megoldas felirhato: y = C;e* + C,e™** — x? — 3x — 4.
Felelet: y = C;e* + C,e™** — x? — 3x — 4.

Feladatok

Oldjuk meg az allando a probafiiggvény modszerével:
I y'+5)' +4y=3-2x—x"
2. y'—6y"+13y=x+3sinx
3. Y46y +9y=2e"

y" — 6y’ + 25y = 6e2*



y"' + 2y’ + 5y = —4x? cos(2x)

5.

6. Y — 6y + 13y = (8z +4)e**

. y" + 3y =6+9sin3z +4e 37
. y' — 2y — 3y =2cos3zr

, Y6y 34y = 1722 — 62z + 23

o V' —y=(2z+3)e” 4 e
n Y =2 = e (2 + 2 —2)
- y" —y=xe’sinr.
. y' +y=xcosz,

14, y'+y =e T+ 2 — 1.

15 Y + 7y + 10y = re™ 2% cos b,
y" +vy =sinr+ rcos.

y" — 2y + by = 2xe” + e sin 2z,

s y" — 6y + 8y = Sre® + 2¢4% sin .

16.
17.

o y" —y = eTsinz + 22,

2. Y +4y =cosz-cos3r.

- y" — 6y’ + 13y = 23 — 3 cos 2.
n Y =2y +2y=(r+e")sinz.

’. y ) + 5y" + 4y = sin - cos 2z.

24, Y +4y = r?sin® .

55 y W — 4y + 8y — 8y + 4y = e (sinx + x cos ).

o Y 2"+ 4y — 8y = e sin 2 + 227,

7 Y =8y +20y = 5rel® sin 2.

28 y" — 2y +y = 2re® + ¥ sin 2.

29, y'+y +ky =1
30, ¥+ ky = e
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JAudepennianbHi piBHAHHA METOIWYHI BKA3iBKM 10 MPAKTUYHHUX 3aHATH 3 JUCHUTUTIHH
«/IndepeHmianbHUX piBHSIHDY» A1 3100yBayiB nepuioro (6akagaBpCchKOro) piBHS BUIIOT OCBITH
JICHHOT Ta 3a04HOI ()OpM HaBYaHHs, OCBITHs mporpama: «Cepemnst ocBita (Indopmarnka)y
rairy3b 3HaHb: «01 Ocgita/[legarorika», cnemianbHicTh (ciemianizaiis): «014 Cepenns ocBita
(014.09 TIndopmaruka)», «Cepemans ocBita (Maremaruka)y ramy3p 3HaHb: «01
Ocsita/llegarorika», cnemianpHicTh (cmemiamizamis): «014 Cepenns ocBita (014.04
Marematuka)»/ Po3poOnuk: Kyuinka K. — beperose: 3VI im. ®.Pakomi II, 2024. 52 c.
(YropchKOIO MOBOIO).

HaBuanpHO-MeTOIMYHE BHIaHHA po3poOiieHe Ha OcHOBI OCBITHBOI MpOTrpamMH IMiIrOTOBKH
OakaaBpiB 3 ramysi 3HaHb «01 Ocsita/llegarorika» 3a Hanpsmom «014 CepemHst ocBita
(Inpopmartuka)», «014 Cepennst ocpita (MaTemaTuka)» Ta iF04Or0 3aKOHOJABCTBA 3 METOIO
3abe3nedeHHs 3700yBayiB OCBITH JEHHOI Ta 3a04HOi (OpPM HaBUaHHS 3aKapIaTChKOTO
yropcbkoro iHcTuTyTy iM. ®@.Pakomi Il MeToquuarMY BKa3iBKaMU 10 BUBUCHHS TUCIUTUTIHA
«/IndepeHmiabHUX pIBHAHB». Y METOAMYHHUX BKa3iBKaX PO3KPHUTO 3MICT, CTPYKTYpY,
MporpaMy HaBYaJbHOI AMCLMILUIIHU Ta HABEJEHO 3aBJAaHHSA Ul MPAKTUYHUX 3aHSATh.



Bupobnuuo-npakmuune 6u0aHHs1

JAundepenuianbhi piBussansa/ Kozonséges differencialegyenletek

MeTO)IH‘lHi BKa3iBKH A0 MPAKTHYHHUX 3aHATH

2024 p.

3ameepOxceHo 00 BUKOPUCMAHHA Y HABYAAbHOMY rPoyeci Ha 3aciOaHHIi Kagedpu
mamemamuku ma iHgpopmamukru 3YI im. ®@.Pakoui Il (mpomokon Ne 1 gio «13» cepriHa 2024

pOKy)

Posznanymo ma pexomenoosano Haguanvno-memoouunow padoio 3aKapnamcskozo
yeopcwvkoeo incmumymy imeni @epenya Paxoyi I (npomoxon Ne 26 cepnusa 2024 poky)

Pexomenoosarno 0o euoanns 6 enexmpontiii popmi (PDF)
piwennuam Buenoi paou 3axapnamcwvkozo y2opcvrkozo incmumymy imeni @epenya Paxoyi 11
(npomoxkon Ne 7 6io 27 cepnusi 2024 poxy)

[TiarorosieHno 1o BuaanHs B enekTponHii ¢popmi (PDF) xadenporo matremaTnku ta
iHopMaTUKH cribHO 3 BupaBHUYUM Biai1oM 3aKapHaTChbKOro yrOPChbKOTo IHCTUTYTY iMEH1
®epenra Pakorri 11
P03poOHMKH METOAMYHHX BKA3iBOK:

PeueHseHTH:
FaHHa Cnuska-Tunuw,ak — 3aBigysayd Kadeapu Teopii MMOBIpHOCTEN | MaTeMaTUYHOro aHasisy
YKHY, nokTop ¢isnko-matemaTUYHUX HayK, npodecop (m. Y:kropoa)
Mupocnae CTOMKA — noueHT Kadbeapy MaTemMaTUKM Ta iIHGOPMATUKM 3aKapnaTCbKOro yropCbKoro
iHCTUTYTY imeHi ®epeHua PaKou, Il, KaHaAnaaT ¢isMKo-maTeMaTUYHUX HAYK, OOLEHT

BianosiganbHi 3a BUNYCK:
Kamanin KYYIHKA — 3aBigyBay Kadeapu maTtemaTvku Ta iHOpMaTMKM 3aKapnaTCbKoro
YIropcbKoro iHCTUTYTy imeHi ®epeHua Pakoui |l, AoueHT, KaHaMAaT ¢i3MKO-mMaTeMaTUYHUX HAYK
OneKkcaHOop OBbOLL — HayanbHUK BugasHuyoro Bigainy 3YIim. ®.Pakoui Il
3a 3MiCT METOJUYHHUX BKA31BOK BiJIMOBIIaJIbHICTh HECYTh PO3POOHUKH.

BunaBuuurspo: 3akapnarcbkuii yropcbkuii inctutyT iMeHi ®@epenua Paxoui II (agpeca:
1. Komryra 6, M. beperose, 90202. Enextponna momrta: foiskola@kmf.uz.ua) Cmamym
«3axapnamcovkozo yeopcvkoco incmumymy imeni @Depenya Paxoyi II» (3ameepooceno
NPOMOKONOM 3a2anbHux 300pie brazoodiiinozo ¢ondy 3a 3VI, npomoxon Nel 6io 09.12.2019p.,
npuunamo 3azanvuumu 360pamu 3YI1 im. @.Paxoyi II, npomokon Ne2 eio 11.11.2019p.,
s3apeecmposano Llenmpom naoanusa aominicmpamusHux nociye bepeziecvkoi micvkoi paou,
12.12.2019p.)
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