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A tantargy leirasa

XapakTepHucTHKa HaBYAIBHOT JUCIHTLIIHYT / A
tantargy jellemzoi
neHHa popma 3aouyHa (hopma
HaBuYaHHs / nappali HaBuaHHs/ levelezd
tagozat tagozat
O06oB’si3k0Ba / Kitelezo
Kypc / Evfolyam:
3.
Cemectp / Félév
6.
Jlekuii / Eloadasok
28 ro/22 6ra | 6 Ton/6 6ra

IIpakTnuHi, ceminapcobki/ Gyakorlati,
Kinbkicts kpenutiB / Kreditszam — 5 szeminariumi
32ron/32 ora ‘ 0 rox/0 ora

JladopaTtopni/Laboratériumi
0 rox ‘ 0 ora
Camocriiina po6ora/Onall6 munka
90 ron/90 6ra | 144 ron/144 6ra
Bun kontpointo:/Az ellendrzés formaja:
Icniut/Vizsga

HaiimenyBanns moka3uukis / A jellemzok
megnevezese

A tantargy altalanos ismertetése

A Kozonséges differencidlegyenletek targy BSc szintli képzéshez késziilt képzési
teriilet: «01 Oktatas/Peadgogian képzési szakirany 014 Kozépsikolai oktatds (Matematika) és
014 Kozépsikolai oktatas (Informatika) programokhoz.

A tantargy célja, hogy megismertesse a hallgatét a differencidlegyenletek alapvetd
fogalmaival és eredményeivel. Tegye képessé arra, hogy onélléan gondolkodva tudjon
feladatokat megoldani, olyanokat, melyek illeszkednek az eléadas anyagahoz. A félév sordn a
hallgat6 alkalmazhatja azokat az ismereteket, megoldasi modszereket, amelyek a matematikai
analizis. tantargy tanulasa kozben elsajatitott.

A kurzus soran a hallgato altal elsajatitandé altalanos és szakmai kompetencidkkal ill. a a
program eredményeivel a tantargy syllabuszaban lehet megismerkedni.
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Az eloadasok témakorei

Differencidlegyenletek ¢s a matematikai modellezés

Elemi uton megoldhat6 differencidlegyenletek

Homogénfokszamu €s homogénfokszamiira visszavezethetd differencialegyenletek
Elsdrendii linearis differencialegyenletek. Linearisra visszavezethetd
differencidlegyenletek

Egzakt és egzaktra visszavezethetd differencidlegyenletek

Elsérendli implicit alakt differencidlegyenletek

Magasabb rendii differencialegyenletek fogalma. Hianyos magasabb rendii
differencidlegyenletek

Magasabb rendii linearis differencidlegyenletek partikuldris megoldésai. Linearisan
fiiggetlen fiiggvény rendszerek.

Allando egyiitthatos magasabb rendii homogén lineéris differencialegyenletek.

. Alland¢ egyiitthatos magasabb rendii homogén lineéris differencialegyenletekre

visszavezethetd differencialegyenletek

. Alland¢ egyiitthatos magasabb rendii homogén lineéris differencialegyenletek.
12.

Magasabb rendli inhomogén linedaris differenciadlegyenletek. Linearis inhomogén
alland6 egyiitthatos egyenletek megoldasa probafiiggvény modszere



1. Differencialegyenletek és a matematikai modellezés
A kiilonbozd fizikai jelenségek, a tudomany és a technoldgia szdmos teriiletén zajlo

technologiai  folyamatok, a  kOzgazdasidgtanban, az  Okologidban ¢és  mads
tarsadalomtudomanyokban felmeriild egyes folyamatok tanulmanyozasa soran nem mindig
lehetséges kozvetleniil nyomon kdvetni az adott folyamatot vagy jelenséget leird értékek
kozotti kapcesolatot. Sok esetben azonban lehetséges a folyamat meghataroz6 jellemzoi
(fliggvények), azok valtozasi sebessége és az idd kozotti funkciondlis kapcsolat kimutatasa,
azaz a kivant fliggvényeket és azok derivaltjait tartalmazo egyenletek megtaldlasa. Az ilyen
egyenleteket differencialegyenleteknek nevezziik, az ismeretlen fiiggvény (megoldas)
megtalalasat pedig differencidlegyenlet integralasnak nevezziik.

Egy valos jelenség vagy folyamat vizsgalata soran kapott differencidlegyenletet e jelenség vagy
folyamat differencidlmodelljének nevezziik. A differencidlmodelleket az altaluk leirt valos
objektumok dinamikus matematikai modelljeinek is nevezik. Az ilyen modellek a kivant fiiggd
valtozokon kiviil tartalmazzak a keresett fliggvények (sebesség, gyorsulas stb.) derivaltjait is.
A differencidlmodellek segitenek megérteni a vizsgélt jelenségeket és folyamatokat, lehetévé
folyamatok fejlodési mechanizmusanak leirdsara és tovabbi fejlddésének eldrejelzésére a

gyakran tul koltséges vagy lehetetlen jellegli valodi kisérletek nélkiil.

Feladat: Adjuk meg a tudoményos informaciéaramlas novekedésének torvényét (a tudomanyos
publikaciok szdmanak novekedése), ha tudjuk, hogy a novekedési rata egyenesen aranyos a
publikacidk szdmanak elért szintjével. Hatdrozza meg, hogy mennyi idobe telik, amig a
publikacidk szama megduplazodik a kiindulasi szdmhoz képest, ha a relativ ndvekedési rata
7%.
Legyen y(t) a publikaciok szama t iddpontban, y, pedig a kezdeti publikaciok szdma, azaz
y(0)=y_0. Az informacidaramlas ndvekedési liteme mint valtozas mértéke

y'(@) =ky(®)
ahol k>0,k az aranyossagi tényezd, amely egy adott tudomanyteriileten a publikaciok
értékeléseit jellemzi.
A késébbiek megtanuljuk, hogy a vizsgalt egyenlet megoldasa
y(t) = yoe*,
ahol y(0) = y, kezdetben a publikacidk szama.



Most megkeressiik azt a T id6t, amely alatt a tudomanyos informacidaramlas a kezdeti
mennyiséghez képest megdupldzodik. A feladat feltétele szerint az informacidaramlés
novekedésének relativ y'/y liteme 7%, tehat k=0,07. Mivel y(T) = 2y,, akkor

In2

0.07 ~ 10 év.

y(T) =y =2y, = T=

Alapfogalmak.
Azokat az egyenleteket, amelyekben az ismeretlen fliggvény és derivaltjai is eléfordulnak

differencidlegyenletnek nevezzik.

Definici6: A kdzonséges differencidlegyenletnek nevezziik x fliggetlen valtozo és azy = y(x)
fliggdvaltozé valamint az y’,y", ..., y™ derivéltjai kozotti osszefliggést:

F(x,3,9,9", ...y™) =0 (L1)
ahol F folytonos fiiggvény.

A fenti definicidban hasznalt jelolés nem Iényeges: a fiiggetlen valtozot jeldlhetjiik t -vel, a
keresett fliggvényt lehet s, f, ¢ s.

Definici6: Egy kozonséges differencidlegyenlet rendjének nevezziik az egyenletben szerepld
ismeretlen fliiggvény legnagyobb derivaltjanak rendjét.

Az (1.1) egyenletben feltételezziik, hogy a kivant fliggvény n-edik rendii derivaltja valéban
szerepel az egyenletben, mig a tobbi paraméter jelenléte opcionalis.

Az alabbiakban példakat talalunk a kdzonséges differencidlegyenletekre:

y=xy +y3 y +1y'|=0y"+y=cosx,
yV —4y" + 5y" =2y +y = xe¥, y10 = x,
[Mepui 1Ba 3 HABEICHUX PIBHSHBb MAIOTh MEPIIHIA MTOPSAIO0K, TPETE PIBHSIHHS - IPYTUIl OPSIIOK,
YETBEPTE PIBHSAHHSA - YCTBEPTHH MOPSAIOK, M'ATE - NECATHIA MOPSIOK.
Az elsé két egyenlet elsérendii, a harmadik egyenlet mésodrendii, a negyedik egyenlet
negyedrendi, az 6todik egyenlet pedig tizedrendil.
Ha egy differencidlegyenlet egy ismeretlen fiiggvény tobb fliggetlen valtozé szerinti parcialis
derivaltjait tartalmazza, akkor parcialis differencialegyenletrdl beszéliink. Nézziink néhany
példat az ilyen egyenletekre:

ou  du ou d*u

— — =0, —=a%?—,
P T T v
0%u o 0°u 0%*u 0*u 9J*u

otz ¢ 0x?2’ 0x? + ayZ + 072 = f(x,y,2).




A tovabbiakban csak kozonséges differencidlegyenleteket fogunk vizsgalni, és mind a
fliggetlen valtozot, mind a keresett fiiggvényt valosnak tekintjiik.
Definici6: valamely (a,b), —oo < a < b < 400, nyilt intervallumon az (1.1) egyenlet
megoldasanak nevezziik az n-szer differencialhaté y = y(x) fliggvényt, amelyre teljestil

F(,y ),y (x),y" (%), .., y™ () = 0
tetszéleges x € (a, b) esetére.
Példa. Az y = cos2x megoldasa az y"' + 4y = 0 masodrendii differencialegyenletnek a
(—00, +00).
Ezt kdnnyen ellendrizhetjiik, ha a masodrendii derivalt értékét behelyettesitjiik. De zgyanigy
megoldas lesz y = sin2x,y = 3cos 2x,y = cos 2x — sin2x. S6t altaldban minden y =
C;cos 2x + C,sin 2x alaku fiiggvény megoldasa a vizsgalt egyenletnek, ahol C;, C, tetszdleges
szamok.
Geometriai szempontbol egy differencidlegyenlet megoldasa a Descartes-féle derékszogli
koordinata-rendszerben egy gorbének felel meg, amelyet integralgérbének neveziink.
A tetszbleges konstansoktdl fiiggd integralgdrbék halmazat integral gorbesereg nevezziik.
Példaul az y" = 2 egyenlet megoldasai az y = x? + C;x + C, parabolak kétparaméteres
gorbeseregét alkotjak, amelyek mindegyike egy-egy integralgdrbe.
A differencidlegyenletek tantargy keretein beliil a f6 feladata a A differencidlegyenletek
elméletének f6 feladata az 6sszes megoldasanak megtaldlasa és tulajdonsagaik tanulmanyozasa

Osszes megoldasanak megtalalasa és tulajdonsagaik tanulmanyozasa.
2. Elemi uton megoldhato differenciilegyenletek

Az elsorendu differencidlegyenletet altalanos mddon fel lehet irni az aldbbi forméaban

F(x,y,y") =0,

ahol x egy fiiggetlen valtozo, y az x ismeretlen figgvénye, F(x,y,y') azx,y,y’ = Z—Z valtozok

adott fiiggvénye.
Ha a (2.1) egyenlet megoldhato a derivalt vonatkozasdban, akkor végiil is a kdvetkez6 alakban
irhato fel.
y' =fxy).
A differencidlegyenlet ilyen forméaban torténd felirdsat mormal vagy expilicit alaknak

nevezzik.



Ebben az alakban gyakran el6fordul, hogy elemi uton megoldhato differencialegyenleteket

kapunk.

Lassunk néhany esetet!

1.

a)

b)

Explicit alaki elsérendii differenciilegyenlet

y' = f(x);

dy

T f(x)

y = [ f(x)dx + c, ahol c-allando;

y' =1

dy .

Ix = f(y) (f (¥) # 0 mivel, ha f(y) = 0 akkory = c)
d

Fon = 4%

| % = [ dx + c, ahol c-allando.

Nézziink egy példat!
Példa: Oldjuk meg az elsérendi differencialegyenletet: y' =y — 1!
Megoldas: Vizsgaljuk az els6 esetet,hay = 1, ekkor y' =0, igyy = c,azazy = 1;
abban az esetben, ha y # 1, akkor rendezés utan kapjuk:
ydTyl = dx;
az integralast kovetden:
Inly—1|=x+1InC;;
gy ly — 1| = Ce**
Felelet: y=1; y=1+4+Ce*, y=1—-C-¢e*; C > 0.
y'=fx)g®»)

két részesetet vizsgalunk:

A)gy)=0=>y"=(

B)g() # 0 = == f(x)dx

integralas utan kapjuk:

f 4y f f(x)dx +C
—= x)dx .
g ’
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Tehat az egyenlet megoldasa felirhaté y = C; vagy a B) pontban kapott integralegyenlet

megoldasaként.

Példa: Oldjuk meg a kovetkezd differencialegyenletet: y' = x + xy?
Megoldas: Rendezés utan kapjuk: y' = x(1 + y2) 1

két részesetet vizsgalunk:

A) y=0y=0;
B) y # 0, akkor

dy

1+y2=xdx

Integralés utan kapjuk:

xZ
arctgy = > +C

=t x2+C
y=1 2

Felelet: y = 0; vagy y = tg (x; + C).
2. Szétvalaszthato valtozdju elsorendii differencialegyenlet
Definicio: Az
M; (x)N; (y)dx + My ()N, (y)dy = 0 (2.1)
alaku differencidlegyenletet szétvalaszthato valtozdjunak vagy szeparabilisnek nevezziik.

A fenti egyenlet integralasahoz biztositani kell, hogy a dx el6tt allo egylitthatd csak x-t6l, a
dy elotti egylitthato pedig csak y-tol fiiggjon. Ezt ugy érjiik el, hogy az egyenlet mindkét

N, (y) # 0

oldalat elosztjuk az M, (x)N;(y), szorzataval, természetesen feltételezve, hogy { M,(x) %0
2

Megszorozzuk az egyenlet mindkét oldalat

1
N{My'

U=
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Ezutan megkapjuk

M1 (x) Ny (y)
MG g 4 2D g — 0. (22
o X T =0 (22

A z utolso egyenletet differencidlok egyenldségének tekinthetjiik, igy az integralok egy

konstanssal kiilonboznek a differencialoktol, azaz.

le(x)d +ny2(y)dy=C

W M0 ] N

ahol C egy tetszdleges konstans, x,, yo pedig az egyenlet egyiitthatdinak folytonossagi
tartomanyabol szarmazé szdmok. Ez az 6sszefiiggés az eredeti egyenlet dltalanos megoldasa.

Felirhat6 a kovetkez6 formaban is

M, (x) dx+j N, (y)

VAeS Ny =6

mert a valtozo felsé hatari hatarozott integralok és a hatarozatlan integralok ugyanazon

fliggvények primitivjei, és ezért csak a C-be felvehetd konstansokban kiilonbdznek.

Ha az a szam megoldésa az M, (x) = 0, egyenletnek, akkor x = a a (2.1) egyenlet megoldasa,
mivel dx = 0, és M,(a) = 0. Hasonloképpen, ha b az N;(y) = 0 egyenlet gyoke, akkor y =
b a (2.1) egyenlet gyoke.

A (2.2) differencidlegyenletet altalanosabb formaban is felirhatjuk:
M(x)dx + N(y)dy =0

Az éltalanos megoldas felirhato a kdvetkezd alakban:

fM(x)dx+f N(y)dy = C.

Példa: Oldjuk meg a kdvetkezd differencialegyenletet:
x(y? —1Ddx —y(x?—1)dy =0
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Megoldas: Rendezés utan kapjuk

__r 1
=00 -
hay # £1;x # £1

x y

xz—ldxzyz—l

lj‘ dx? _1[ dy? +11 c
2) x2—1_2) y2—1"2"

dy

In|x? —1| =In|y?2 —-1|-C

igy megkaptuk az altalanos megoldast.

Konnyen ellendrizhetjiik, hogy |x| = 1 |y| = 1 szintén megoldésai az egyenletnek.

x2-1+C
c

Felelet: |x| =1, |[y|=1, =%

3. Homogénfokszamu és homogénfokszamura visszavezetheto

differencialegyenletek
Definicio: Az f(x,y) m-ed rendii homogénfokszdmu fiiggvénynek nevezziik, ha tetszéleges

x,y, t estére teljesiil:

f(tx, ty) = t™f(x, ).

Példaul: f;(x,y) = 3/2x3 + y3 elsé rendii homogénfokszamu fiiggvény, és f,(x,y) =

x2
2

N2
arcsin +y > 0-ad rendli homogénfokszamu fiiggvény
y

X

13



filtx, ty) = Y2003 + (ty)® = - Y223 +y3 = t* - fi(x,),

(tx)* — (ty)? x? —y?

fo(tx, ty) = arcsinm = arcsinm =t% fo(x, ).

Definicio: 4 kovetkezo alaku differencidlegyenletet:

y' =f(xy) 3.1

homogén differencialegyenletnek nevezziik, ha f (x,y) egy 0-ad rendii homogen fiiggveény.

Kovetkezmény: Az M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 alaki egyenlet homogénfokszamu

differencidlegyenlet, ha M(X,y) és N(x,y) azonos rendii homogénfokszamu fliggvények.

Tétel: Bdarmely homogén differencidlegyletet valtozo csere segitségével visszavezethetiink

szétvalaszthato valtozoju differencialegyenletre.

Bizonyitas: Megmutatjuk, hogy egy tetzs6leges homogén differencidlegyenlet visszavezethetd

szétvalaszthatd valtozoji egyenletre. Ha a (3.1) egyenlet jobb oldala egy 0-ad rendli homogén

fokszamu fiiggvény, akkor definicié szerint f (tx, ty) = f(x,y). Hat = 1/x,-et helyettesitjiik,

akkor (x,y) = f(1,y/x), és igy a (3.1) egyenletet felirhatjuk y" = f(1, y/x) alakban, ami azt

mutatja, hogy a (3.1) alakii homogén egyenletben a jobb oldal val6jaban csak az y/x torttdl

fligg. Ezt szem el6tt tartva, helyettesitsik u = y/x, azaz
Y =ux

ahol u = u(x) az x valtozé egy 1) fiiggvénye. Ekkor
du
y=ux+u=>ux+u=f1Q,u) = X = f(d,u) —u.

Tehat szétvalaszthato valtozoju egyenletet kaptunk. van. Integraljuk azt:

du
f(LLu)—u

du
f W=IH|X|+C

dx
=7 FQLuw)#ux+0) =

du

fLuw)-u

altalanos integralja a kovetkezoképpen irhato fel

Ha bevezetjiik a kovetkez6 jelolést: F(u) = [

, akkor a (3.1) homogén egyenlet
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F(y/x) =In|x| + C.

A (3.1) homogén egyenlet megoldasai lehetnek az y = ax(x # 0), fliggvények is, ahol
f(1,a) =aésx = 0(y # 0), ami a valtozok szétvalasztasakor elveszhet. Ezek a szingularis

megoldasok lehetnek.
Példa: Oldjuk meg a differencidalegyenletet:
.y Yy / Yy _
xsin=—ycos—+ xy'cos == 0.

Megoldas:

.y y / y
xsin=—ycos=+ xy'cos= = 0;
x y x y x ’

(sinz—zcosX) +8cosZ-y’ =0;
X X X X

(o)
=——XX_ X hacos=#0;
y 8co s% ! x !

sinZ-Zco sz)

Flay) = - Eees)

50053 homogén fokszamu fliggvény n = 0.
. .. wox . ; d
Vezessiik be a kovetkezd Valtozot% =t;, igyy =t+x d—;.

Ezeket az eredeti egyenletbe helyettesitve kapjuk:

sint—tcost+(t+x%)cost=0;

dt

sint —tcost+t-cosx+x-cost—=0;
dx

costdt

———x=-1

sint dx

cost dx

sint T x

Integralas utan kapjuk:

In|sint| = =In|x| + InC;
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_ c
sint =—;
X
A t véltozo6 helyére vissza helyettesitve az eredeti értéket kapjuk:
sinX =C.
X
Felelet: sin% =C.

Homogénfokszamu differencialegyenletre visszavezetheté egyenletek.

Vizsgaljuk meg a kdvetkezd differencidlegyenletet:

" a;x+biy+cq (3 2)

azx+byy+cy
ahol a4, a,, by, by, ¢;, ¢, — allando; ¢y, ¢, nullatdl kiillonbodzo szamok.

Tétel: A (3.2) képletben szerepld differencidlegyenlet valtozo csere segitségével visszavezetheto

homogénfokszamu differencidlegyenletre.
Bizonyitds: Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

a; by

A= a, byl

A tovabbiakban 2 esetet vizsgalunk:

1) A # 0, tehat a,;b, # a,b,, valaszuk ki az a és f allandokat Gigy, hogy azok megoldasai

legyenek a kovetkezd egyenletrendszernek:

{a1a+blﬁ+cl == 0 (3.3)

aa+c,f+c, =0
Mivel A # 0, ezért a fenti egyenletrendszerb6l az a és B egyértelmiien meghatarozhato.

A (3.2) egyenlet estére végezziik el a kovetkezo valtozo cserét: x = &+ a,y =n + B, ahol &,

1 Gj valtozo, a és B (3.3) egyenletrendszer megoldasa. Ekkor
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dy = dn;
dx = d¢.

igy

dn _ (alf+b1n+a1a+b13+cl)
df - azf+b2n+a2a+b2[3+cz >

mivel a és B (3.3) egyenletrendszer megoldasa ezért

an _ (a1f+b177)
aé az§+ban

az utolso egyenlet homogén fokszamu.

2)A=0,a;, # 0, by # 0 tehdt 22 = Z— = 1, ahol A — allando.
2

2

Vezessiik be a kovetkez6 valtozot:
Z = ayx + byy.
fgy: z’ = a, + b,y’, a (3.2)-es egyenletet rendezve és a fenti valtozot helyettesitve kapjuk:

" Alazx+bay)+cy
azx+byy+cy, ’

' 1 Az+cq
(z' —ay) b,

z+cy
Az utdbbi pedig egy szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenlet.
Ezzel a tételt bebizonyitottuk. o

Kovetkezmény: A fenti helyettesitések segitségével az

a,x + by + c1>
a,x + b,y + ¢,/

y’=f(

egyenlet is visszavezetheté homgénfokszamu differencidlegyenletre, ahol f(u) — folytonos

fliggvény.

Példa: Oldjuk meg a kovetkezod differencidlegyenletet:
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y’=2(y+1 )2!

x+y-—2
. _ 10 1 _
Megoldas.A—|1 1|— 1+0.
Deset: x=¢+a,y=n+p.

{,8+1=0; p=-1
a+f—-2=0, a=3"

{x=§+3
y=n-1

an _ o (1)

ag 2 (f+n) ’
n_,.oan_ a ..
3 t; £ t+d§ f,

dt t \?
t%-ggf-— 2(;:;).
A szétvalaszthato valtozoju differenciadlegyenletet integralva és a valtozok értékeit

visszahelyettesitve kapjuk:

y+1
(y + 1exp {Zarctgx — 3} =C

Felelet:

(y + 1exp {Zarctg z—t;} =(C,C>0

4. Elsorendii linearis differencialegyenletek. Linearisra
visszavezetheto differencialegyenletek
Elsorendii linearis differencialegyenletek

Definicié: Elsérendii linearis differencidlegyenletnek nevezzilk a kovetkezd alaka

differencidlegyenletet:
A(x)y'+ B(x)y + C(x) =0, 4.1)
ahol A(x), B(x), C(x) folytonos fiiggvények.

Ha egy adott intervallumon A(x) # 0, a (4.1) egyenértékii a kovetkez6 egyenlettel
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y' +p)y =q(x) 4.2)

B c
ahol p(x) = %,q(x) = —%.

Ha a q(x) fiiggvény azonosan egyenlé nullaval, akkor a (4.2) egyenletet linearis homogén
differencidlegyenletnek  nevezziik, ellenkez6 esetben pedig linearis inhomogén
differencidlegyenletnek nevezziik.

Tétel: a (4.2) linearis differencidlegyenlet megoldésa felirhat6 a kovetkezo alakban:

y = e_f p(x)dx . <f q(x)ef p(x)dxdx + C)

Bizonyitasl (Az alland6 varidlasanak modszere (Lagrange-modszer):
El6szor integraljuk a linearis homogén egyenletet

y' +pl)y =0,(4.3)

amely egy szétvalaszthato valtozdju rendelkez6 egyenlet:

dy _ N dx (y £ 0) =
T p(x)y - p(x)dx (y # 0)

ln|y|=—j p(x)dx +C =

y=Ce Jr®dx  (4.4)
A (4.4) képlet a (4.3) egyenlet Osszes megoldasat leirja, mivel az y=0 megoldds, amely a
valtozok szétvalasztasakor elveszhet, de ez benne van az altalanos megoldas képletében (ha
C=0).
A (4.2) linearis inhomogén egyenlet megoldasat a (4.4) formaban keressiik, a tetszéleges C

konstans helyett valamilyen C(x) fliggvénnyel, azaz a kdovetkezé forméaban

y = C(x)e~ ] pPMax_(45)

A (4.5) kifejezés értékét a (4.2) egyenletbe behelyettesitve a kdvetkezdket kapjuk

C'(x)e~J P@dx _ c(x)p(x)e~ S pPax 4
+p()C(x)e~ ] POAx = g(x) =

C'(x) = q(x)el PM 5 C(x) = f q(x)el P®axgy 4 C,
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ahol C egy tetszdleges alland6. Az igy leirt C(x) fliggvényt a (4.5)-be behelyettesitve

megkapjuk a (4.2) linearis egyenlet altalanos megoldasanak képletét:

y = e_f p(x)dx | <f q(x)ef p(x)dde + C)

Bizonyitas1 (Uj valtozo bevezetésének modszere (Bernoulli-modszer):

A (4.2) lineéris inhomogén egyenlet megoldasat két differencialhato fiiggvény u = u(x) ésv =
v(x) szorzataként keressiik, azaz y = uv alakban.

Ezt a (4.2) egyenletbe behelyettesitve megkapjuk a kovetkezdket

uv+uv +p@)uv =qx) =

uv+u@ +p)v) = qx). (4.6)

Mivel kezdetben a v fliggvényt tetszéleges ezért, gy valasztjuk, hogy az a
v +px)r=0,
egyenlet megoldasa legyen, tehat
v=e lP@ax 4 ¢

Az igy kapott v fliggvényt C=0 értékkel behelyettesitjiik a (4.6) 6sszefiiggésbe. Ekkor

u e PO = g(x) = u = f q(x) - el POdxgyx 4 (.

Az igy kapott u és v fliggvényeket az y = uv képletbe behelyettesitve ismét az

y = e_f p(x)dx , (.f q(x)ef p(x)dde + C)

Osszefiiggést kapjuk.

Elsorendi linearis differencialegyenletre visszavezetheto egyenletek

Bernoulli-féle differencialegyenlet.

Definicio: Bernoulli-féle differencialegyenletnek nevezziik az alabbi alaku egyenletet

y' +px)y =q()y, 4.7)
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ahol a valdsszam.

Ha o = 0 a (4.7) egyenletben, akkor egy linearis inhomogén egyenletet kapunk, ha o =1,
akkor egy szétvalaszthatd valtozoju egyenletet, ezért feltételezziik, hogy a #0, o #1.
A Bernoulli-egyenlet megolddsdhoz, akarcsak egy linedris egyenlet esetében, az allando
varidlasnak modszerét fogjuk hasznalni. Integraljuk eldszor az

y' +p)y =0
egyenletet. Melynek az altaldnos megoldasa:

y = Ce~J p)ax
A Bernoulli-egyenlet megoldésa a kdvetkez6 modon adhaté meg

y = C(x)e~/ P™ax 4 8)
ahol C(x) — ismeretlen fliggvény. Az utdbbi kifejezést a (4.7) egyenletbe helyettesitve kapjuk:

Cf(x)e_f p(x)dx _ C(x)p(x)e‘f p()dx 4 p(x)C(x)e—f p()dx _
= q(x)C*(x)e~) PIdx
C'(x) = q(X)C“(x)e(l—“)f p(x)dx —

dC(x) _
f 0 =f q(x)e-0 ] pMdxgy 4 ¢, =
1-a
Cl *) =] q(x)e=0 I Pdxgy 4 ¢,
—a

Tehat,

1

C(x) = ((1 — a)f q(x)e-0J peaxgy 4 C)l—(x

ezt a C(x) fliiggvényt behelyettesitve a (4.8) egyenletbe, megkapjuk a Bernoulli-egyenlet

altalanos megoldasat:

1

y=e I P@Ix((1 —q) [ q(x)e=Df Peaxgy 4 )=,

Az y=0 megoldas elveszhet, ha 0>0. a0 esetén az y=0 fliggvény nem megoldasa a Bernoulli-

egyenletnek.
5. Egzakt és egzaktra visszavezetheto differencialegyenletek

Egzakt differencidlegyenletek
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Definicio: Az
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (5.1)

elsorendii differencidlegyenletet egzaktnak nevezziik, ha létezik olyan U(x,y) kétvaltozos

valos fiiggveny, melyre igaz
M(x,y)dx + N(x,y)dy = dF (x,y).

A definici6 alapjan az (5.1) kifejezés atirhatdé dU = 0 alakba, ezért az egzakt

differencidlegyenlet altalanos megoldasa felirhato a kovetkez6 képen U(x,y) = C.
Példaul: Adjuk meg az xdx + ydy = 0 differencialegyenlet altalinos megoldasat!

2 2
Megoldas: Konnyen észrevehetjiik, hogy az F(x,y) = y; + y; figgvényteljes differencialja

megegyezik a fenti differencidlegyenlet megoldasaval, igy az altalanos megoldas felirhato:
X2  y?
Z i+l =g
2 * 2
alakban.
Eléfordulhatnak olyan esetek is, amikor nem is olyan kénnyti ,.kitalalni” a megoldést, s6t még

azt is el kellene donteni, hogy egyaltalan egzakt differencidlegyenlettel van-e dolgunk. Ebben
nyujt segitséget a kdvetkezo tétel.

Tétel: Legyenek az (5.1) dsszefiiggésben M(x,y) és N(x,y) folytonosak az (xg,y,) pont

valamely kornyezetében és a két fiiggvény nem vehet fel egyidejiileg 0 értéket, ill. létezzen
parcidlis derivaltak: Z—A; és 3_1:’ Ahhoz, hogy az (5.1) differencidalegyenlet egzakt legyen
sziikseges és elégséges, hogy teljesiiljon a kovetkezo osszefiiggés

oM _ ON

dy  ox’
Bizonyitas:

=:(5.2) egzakt tehat 1étezik, olyan F(x, y) fiiggvény, hogy : M(x,y)dx + N(x,y)dy =
dF (x,y) ezért

0F (x,y) 0F(x,y)
B P M(x,y), oy - N(x,y).
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Mivel M (x,y), N(x,y) fiiggvények parcialis derivaltjai 1éteznek, ezért a vegyes derivaltjaik is

egyenlok
oM _9°F(x,y) ON _0°F(x,y)
dy  dyox ' ox = 0xdy
p. O _ N
Ezért: oy~ ox
=: Tudjuk, hogy Z—I;I = Z—Z. Az F(x,y) fiiggvény megvalaszthato ugy, hogy
0F(x,y)
7 = M(x,
Ep (x,¥)

ekkor megadhat6 a kovetkezd alakban:

Flx,y)=[ M(x,y)dx+C(y) (5.2)

ahol C(y) tetszOleges, folytonos fliggvénye az y valtozénak. Olyan F(x,y) fiiggvényt

OF (x,y)
i)

keresiink, melyre = N(x,y), igy felhasznalva az (5.2) osszefiiggést, kapjuk

0
@mewM+0m=wa
vagyis
€O =NEY) =3[ MEydx.  (53)

Tehat az a kérdés, hogy 1étezik-e olyan C(y) fiiggvény mely nem fiigg az x-t6l csak az y
valtozotol. Ahhoz, hogy megvalaszoljuk ezt a kérdést vizsgaljuk az (5.3) jobb oldalanak x

valtozo szerinti parcialis derivaltjat:

%(N(x,y) —%f M(x,y)dx) =
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_ON(x,y) 0 (0
- % (& f M(x, y)dx)
ON(x,y) O0M(x,y)
p—vl — —_— O
0x dy

Mivel a (5.3) kifejezés jobb oldaldnak x szerinti derivaltja 0, ezért a C (+) is csak az y-
valtozotol fligghet.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
Példa: Oldjuk meg:

(x3 +y)dx + (x —y)dy = 0.
Megoldas:

Ellendrizziik, hogy egzakt-e az egyenlet:

oM oN
ay — ~ ox Tehat a feltétel teljesiil, igy keressiik meg azt az F(x, y) fiiggvényt,

melyre igaz:

5

F(x,y) = [ M(x,y)dx + w(y)}
F(x,y) = [ N(x,y)dy + P (x)

4

X
F(x,y) =I+xy+<p(y)

2

F(x,y) = xy = + ()

igy
() =— y;Z
Y =5

4 2 4 2
Tehat: F(x,y)= % +xy— y? , vagyis az egyelet altalanos megoldas: C = % + xy —y? .
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4 2

Felelet: C =x—+xy—y—
4 2

Egzaktra visszavezethet6 differencialegyenletek

Vannak olyan esetek, amikor az eredeti (5.1) egyenletiink nem egzakt, de 1étezik olyan m(x, y)

fliggvény mellyel mindkét oldalat megszorozva egzakt egyenletet kapunk:
m(x,y)M(x,y)dx + m(x,y)N(x,y)dy = 0. (5.3)
Ebben az esetben az m(x, y) fiiggvényt integral6 szorzénak nevezzik.

Tehat, amennyiben sikeriil helyesen kivalasztani az integral6 szorzot, akkor (5.3) egyenlet,

mar egzakt lesz, vagyis:

2o (m(x,) - M(x,)) = 52 (m(x,y) - N6 y);

om(x,y) IM(x,y) om(x,y)

Mz ) + IN(x,y) _
3y @ y) +mxy) — =

o N(x,y)—m(x,y)T 0

rendezve:

om(x,
N(x,y) 2 — M(x, y)

omxy) _ (OM&xy) _ ON(xY)Y |
o = (P - 2D m(x, y). (5.4)

Vizsgaljunk néhany egyszerii esetet:

1) Legyen m = m(x), vagyis az integrald szorzo csak az x-valtozotol figg és N(x,y) #
0. Adjuk meg az m(x) fuggvényt.
Ekkor az (5.4) kifejezés a kovetkezo alakot veszi fel:

om(x) (0M(x,y) ON(x,y) _
0x _< oy  ox )m(x),

N(x,y)

OM(x,y) ON(x,y)
m — dy dx
m Nxy) (-9

Amennyiben az (5.5) kifejezés jobb oldala csak az x-valtozotdl fiigg, meg tudjuk

hatarozni az m(x) fiiggvényt. Ehhez vezessiik be a kovetkez6 jelolést:

_ (OM(x,y) ON(x,y) 1
(p(x)—< dy  ox )N(x,y)
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2)

m(x) =cC- efqo(x)dx;
ebben az esetben a ¢ allando, lehet eggyel egyenld

m(_x) = efso(x)dx

Legyen m = m(y), vagyis az integrald szorz6 csak az y-valtozotol fiigg és M(x,y) #
0. Adjuk meg az m(y) fiiggvényt.
Ekkor az (5.4) kifejezés a kovetkezd alakot veszi fel:

om(y) [(0M(x,y) ON(x,y)
-M(x,y) ay < 3y ox -m(y).
! OMa(x,y)_aNgx,y)
" _ __oy @ ox
— = TR (5.6)

Amennyiben az (5.6) kifejezés jobb oldala csak az y-valtozotdl fiigg, meg tudjuk
hatarozni az m(y) fliggvényt. Ehhez vezessiik be a kovetkez6 jelolést:

_ (OM(x,y) ON(x,y) 1
¢(y)—< dy o ox )—M(x,y)

m(y) =cC- eflp(Y)dY;

ebben az esetben a ¢ allando, lehet eggyel egyenld

m(y) = eflp(Y)dy.
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Riccati-féle differencialegyenlet.
Definicio: Riccati-féle differencidalegyenletnek nevezziik az alabbi alaku egyenletet

y' =p)y*+qx)y +r), (4.9

ahol ap(x), q(x), r(x) fiiggvények folytonosak valamilyen a < x < b intervallumon.

Bizonyos feltételek mellett a Riccati-féle egyenlet a Bernoulli-féle egyenletre vezethetd vissza.
A (4.9) egyenlet specialis esetként tartalmazza a korabban vizsgalt egyenleteket: ha p(x)=0,
akkor linearis egyenletet kapunk, ha r(x)=0, akkor a Bernoulli-féle egyenletet.
Nézziik meg, hogy milyen feltételek mellett tudjuk megoldani a Riccati-féle egyenletet.
Ha p, q és r allanddk, akkor (4.9) egy szétvalaszthatd valtozoja differencidlegyenlet.
Az y' = @(x) - (ay? + by + c)egyenlet, ahol a, b és c konstansok és a? + b? # 0,
szétvalaszthatd valtozoju differencidlegyenlet.

2
Azy' = az—z + b% + cegyenlet, ahol a? + b? # Oegy homogénfokszamu egyenlet.

Azy' =ay?+ b% + é — egyenlet egy altalanositott homogén egyenlet (m=-1).
Miutan y = zx ™! helyettesitiik, egy e szétvéalaszthato valtozoju differencidlegyenlet kapunk
xz' =az’+ (b + 1)z +c.

A Riccati-féle egyenlet altalanos megoldasat nem mindig tudjuk felirni, bar a Cauchy-tétel
szerint van megoldasa barmely y(x,) = y,, kezdeti feltétel esetén, ahol az x = xypont a
p(x),q(x), r(x). figgvények folytonossagi intervallumaba tartozik.

Ha a Riccati-féle egyenlet valamely partikularis megoldasa ismert, akkor ez az egyenlet
visszavezethetd a Bernoulli-féle egyenletre.

Legyen y; = y;(x) a(4.9) egyenlet megoldasa, azaz.

y1 =p@)yi +q(x)y; +r(x). (4.10)

Keressiik a megoldast y = y; + z, alakban, ahol z = z(x)a ismeretlen fiiggvény. Ekkor,
figyelembe véve a (4.10) osszefiiggést, az alabbiakat kapjuk

yi+2z' =p@)yi +2p(X)y1z + p(x)z* + q(X)y, + q(x)z +r(x) =
z' — 2p(X)y; + q(x))z = p(x)z>.

Az utolso egyenlet a Bernoulli-féle differenciadlegyenlet a z fliggvényre nézve, amelynek meg
tudjuk hatarozni az altalanos megoldasat. A Riccati-féle egyenlet szignularis megoldasa lehet

az y = y,(x) figgvény.

6. Elsorendu implicit alaku differencialegyenletek
Definicio: Elsorendi implicit differncidlegyenletnek nevezziik az
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F(x,y,y')=0 6.1)
kifejezést, ahol az F(x,y,z) fiiggvény folytonos valamely D tartomany felett, D < R3.

Definicié: az y = y(x) fiiggvényt a (6.1) egyenlet megolasanak nevezziik, ha az folytonos
valamely (a, b) intervallumon és az egyenletbe helyettesitve tetszéleges x érték esetére igaz

egynléséget kapunk:

F(x,y(x),y’(x)) =0,Vx € (a,b).

Amennyiben a (6.1) egyenlet megoldasa soran az y' kifejezhet6 elemi fiiggvények
segitségével, akkor néhany y' = f,.(x,y), (k = 1,2, ..., fi(x, y) valds fiiggvény) explicit

alaku differencidlegyenlet megoldasa utan megkapjuk az eredti (6.1) megoldasat is.
Példa: Oldjuk meg a kdvetkez6 implicit alaku differencidlegyenletet:
Y2+ (* -1y -y*=0

Megoldas: Az egyenletre tekinthetiink ugy, mint egy masodfoku egyenletre, ahol a valtozo az

ismeretlen fliggvény, tehat legyen y’ =t,
t?+ @2 -Dt—y?=0,
hatarozzuk meg a diszkriminans értkét:

D=y* =2y +14+4y2=(@?+1)>>0
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t, = —-+y*+1=1,
2 2
y=x+C(Cj,
-y2+1-y%-1
t2: > :_yz.
1
y_x+C2

Ezért az altaldnos megoldas felirhaté a kovetkezd alakban

y-x—c)(y-—o=)=0

X+Cy

1. Hianyos valtozoju elsérendli implicit alaku differencidlegyenletek
l. F(x,y)=0
a) Az egyenlet megoldhat6 az x véltozéhoz képest, tehat felirhaté a kovetkezd
alakban
x=9W", (6.2)
vezessiik be a p valtozot:
y' =p,
dy = pdx

a (6.2) egyenletbdl: Z—Z =¢'(p),

dx = ¢'(p)dp

vissza helyettesitve az eredti egyenletbe a kdvetkezdt kapjuk:
x = ¢(p)
y= ] po'(p)dp +C

Példa: x = shy' +y'.
Megoldas: y' = p;
x=shp+p

dx _ d(shp+p) _
> ap =chp+1

dy = p(chp + 1)dp.
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{ x=shp+p .
y=[ p(chp+ dp+C

Az altalanos megoldas:

x=shp+p
2

y=p -shp—chp+p7+C

b) az F(x,y") = 0 egyenletbdl nem fejezhetd ki elemi tton az x valtozo:

{x = @(t)
y' =)

igy
dx = ¢'(t)dt
{dy = Y(t)dx’

Ekkor a megoldas igy alakul:

x = @(t)
y = [ver@drc
I F(y,y") =0, ekkor
F(y,y')=F (y, ﬁ) = G(y,x") igy a ) tipusu egyenletet kapunk.
III) F(y') = 0, ebben az esetben a
Flay) =0;->y =ai ay :%, igy F(%) = 0.

2. Altalanos formaja implicit differencialegyenletek

Vizsgaljuk: F(x,y,y’) = 0, nem hianyzik valtozo.

x=¢(u,v)
y=v(wv)
y' = x(wv)

a) Vizsgaljunk részeseteket:

y = f(xp)
X=x
y =p
y=fxy');
y' =p;

dy _of Oof dp.

ox 0x  dp ox’



_of ofdp

S ox 6pdx
aw_or_ o o
dx p'ap_ ox " op’

Az utobbi, egy linedris differencidlegyenlet.

b) x=fy);

{ y' =p
x=fQ,p)

dx _0f of dp.
dy dy dpdy’
1_9f ofdp.
p dy opdy’
dp (1 0f\ of
5 6%) %

Az utdbbi, szintén egy linearis differencialegyenlet.

7. Magasabb rendu differencidlegyenletek fogalma. Hianyos
magasabb rendi differencialegyenletek

Magasabb rendii differencialegyenletek fogalma
Definicio: Az
F(x,y,y',..,y®™)=0. (7.0
kifejezést magasabb rendii differencialegyenletnek nevezziik.

Definicio: Legyen az y = y(x) n-szer folytonosan differencialhato az (a, b), intervallumon.
Az y = y(x) fiiggvenyt a (7.1) egyenlet megoldasanak nevezziik az (a, b) intervallumon, ha

azt az egyenletbe helyettesjtve minden x € (a, b) esetére igaz egyenldséget kapunk.

1 Hianyos magasabb rendii differencialegyenletek
D Floy™)=0
a) y™ = f(x)
y® = [ fdx + e
C2

f J.f(x) dx .. dx+( 1)' x4+ (n_z)!x"‘2 + ot x+

Tl

b) y™ nem lehet vagy csak nehezen lehet kifejezni
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{x = (1)
y™ =)

F(o(t), () =0

dy™ D = yMdyx = [ ()’ (t)dt;

y®D = f YO (Ot + ¢y = i (&, ¢1);

y(Tl—Z) = f lpl(t’ Cl)(pl(t)dt + C2 = lpz (tl Clr CZ);

y = lpn(tr Cl! ) Cn);

{ X = (pn(t)
y = lpn(t; C1,Cn
1)
F(x' y(k)' y(k"'l), e y(n)) — 0
y® =z,igy
F(x, z,7', ..., Z(n_k)) =0
z = w(x, ¢y, ..., C4_gy) - 4ltalanos megoldas
y® = w(x, cq, oy Croi)
111) nem tartalmaz x valtozot

F(y,y1, ., y™) =0

Megmutatjuk, hogy lehet eggyel csokkenteni a fokszdmot:
y=y&), z=2()
y =2z
_dy' dz dz dy
T dx  dx  dy dx 2V
i dy” d (dz dy " 12
~dx _dx(dy Z)dx (z"-2+27%) -2
y™ =w(z,z,..,z2071)
F (y, 2,2 -z, ..,0(z,7, ___,Z(n—l))) ~0
ZI = q)(y' Cl! ey Cn_]_)
: dy
y =z= f ? =x+C,

4 -7
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IV) Homogén az y valtozoéhoz és derivaltjaihoz képest

F(x,ty, ty', ... ty®) =t™- f(x,y,y;,yW)

Z=y7,=> y:efz(x)dx;

y =¥z
y'=y'z+y-z =y(z*+2z)

y"' =y (2 +2)+y(2z 2 +2") =y} +yzz' +2yz- 72 +y-z"' =y(z®+3z-2 +

2
y(n) =y- 1/)(2, Z{,Z(n_l));

y™-F (x, 1,222 +7,..,9(z 7, ...,z(”‘l))) =0;

Y = Cy - €Xp {f o(x,c;,cy e, cn_l)dx}.

V) A baloldal valamely fiiggvény pontos derivaltja:

F(x, vy ,--y(")) = 0 pontos derivalt;
F(x, y’y’ Ve y(n)) = %(p(x’ y,y' N 'y(n—l)).

8. Magasabb rendii linearis differencidlegyenletek partikuléris

megoldasai. Linedrisan fiiggetlen fliggvény rendszerek.
1. Altalanos fogalmak

Definicié: Magasabb rendii fliggvény egyiitthatds linearis differencidlegyenletnek nevezziik a
kovetkezd alaku differencidlegyenletet:

y® 4+ ()y® D + 4 pp ()Y + pu(0)y = f(x). (8.1)

ha f(x) = 0 akkor homogén n-ed rendii differencialegyenletrdl beszéliink;
f(x) # 0 akkor inhomogén n-ed rendii egyenlettel van dolgunk.

Vizsgaljuk a (8.1) egyenlet megoldasanak a létezésének a kérdését. Ha a legmagasabb rendii
derivaltat kifejezziik, akkor a kdvetkezoket kapjuk:

y® = fx) = p1 ()y® D — o = pp_ 1 (0)y' = Pa(X)y.
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Haa p;(x),p2(x), ..., pn(x) és f(x) fliiggvények folytonosak valamely (a, b) intervallumon,
akkor az utolso egyenlet jobb oldala folytonos fliggvény az (a,b) és rendelkezik folytonos,
tehat korlatos derivaltakkal az [a;, b;] € (a, b) szakaszon. Vagyis a Cauchy tétel értelmében
tetszOleges

Y(%0) = Yo, ¥'(%0) = Yo, s YD (x0) = ", x € (a,b)

kezdeti feltételeke esteére a (8.1) egy és csak egy moglodasa az y = y(x). Ez a megoldas n
szer differencialhaté az (a, b) intervallumon.A (8.1) egyenletnek nincs szingularis
megoldasa.

A egyszerliség kedvéért jeloljiik a (8.1) egyenlet bal oldalat L[y]-val:

Lyl =y™ 4+ p,()y@ Dt + p, (0)y'ty + pa(X)y

vagyis az L a kovetkez6 miiveletek végrehajtasat jeloli:

dd1 dn—l

d
L= Frh Pl(x)m + -t Pn—1(x)a + pn(x)

ekkor az L megfeleltetést n-ed linearis differencialoperatornak nevezziik.
A linedris differencidloperator tulajdonsagai:

1 Az allando tényez6 kiveheto a linearis differencialoperator elé: VC - const L[Cy] =
CL[y]

2 L[y, +y.]1 = Lly:] + L[y,]

Az L operator hasznalataval a linearis inhomogén egyenletet L[y] = f(x), mig a
linearis homogén egyenlet

Lly]=0 (8.2)
alakban irhato fel.
2. A magasabb rendii linearis differencidlegyenletek partikularis megoldasainak

tulajdonsagai

Tétel: Ha y, a (8.2) linearis homogén egyenlet partikularis megoldésa, akkor y = ¢ -
Y1, ahol ¢ egy tetszdleges konstans, szintén megoldasa ennek az egyenletnek.

Bizonyitas: Mivel L[y;] =0,V a < x < b, akkor az L operator 1. tulajdonsaga
szerint L[c - y;] = ¢ L[y;] = 0, és ezért ¢ - y; a (8.2) egyenlet megoldasa.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Tétel: Ha y; és y, a (8.2) linearis homogén egyenlet partikuldris megoldésai, akkor az
Osszegiik szintén megoldédsa ennek az egyenletnek.
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Bizonyitas:

Mivel L[y;]=0,L[y,] =0, Va <x < b, akkor az L operator 2. tulajdonsaga
szerint L[y; + y,] = L[y;] + L[y,] = 0. igy y; + y, a (8.2) egyenlet megoldasa.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Tétel: Ha y, , y,, ... ¥, a(8.2) linearis homogén egyenlet partikuldris megoldésai,
akkor az 6sszegiik linearis kombinacidja szintén megoldéasa ennek az egyenletnek.

Bizonyitas:

Az el6z0 két tétel alapjan, ha y; , y,, ... ¥, megoldas, akkor szintén megoldas lesz a
kovetkezo fliggvény

y=0Cy1+ Gy, + -+ Gy
Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

9. Allandé egyiitthatés magasabb rendii homogén linearis

differencialegyenletek.

Definicio: Magasabb allando fliggvény egyiitthatds linearis differenciadlegyenletnek nevezziik
a kovetkez6 alaku differencialegyenletet:

Lyl =y®™ + a;y® D + apy® 2 + -+ apqy’ + any = f(x),
ahol a4, a,, ..., a, valds szamok.
Ha f(x) # 0 akkor inhomogén n-ed rendii egyenlettel van dolgunk
amennyiben f(x) = 0 akkor homogén n-ed rendii differencialegyenletrdl beszéliink;
Lyl =y®™ + ay™ D + a;y® P + -+ ap 1y + a,y = 0,(9.1)

Az elézéekben bizonyitottuk, hogy az altalanos megoldas felirasashoz elegendé megtalélni az
egyenlet egy alaprendszerét: y; (x), y,(x), ..., ¥, (x) . Ekkor az 4ltalanos megoldas felirhat6 a
kovetkezd alakban:

Yy = Cy1(x) + Gy () + - 4 Cuyn (%),
ahol Cy, Gy, ..., C,, — tetszdleges szamok.
Trivialis, hogy a y' + ay = 0 egyenlet megoldasa lesz az y; = e~%* fiiggvény.

Ellendrizziik le, hogy magasabb rendii egyenletek estében is megadhatd-e a k egyiitthato
olyan médon, hogy az

partikularis megoldas legyen!

Helyettesitsiik be (9.1) egyenletbe felhasznalva, hogy
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dTl
dxn

(ekx) — Kekx
kapjuk:

Lle®™] = (k™ + a k™1 + ayk™ 2 + -+ a,_1k + a,) - e*.
tehat az y = e** akkor és csak akkor lesz a (9.1) megoldasa, ha k gyoke lesz a

P(k)=k™+ a; k™t +ak" %+ -+ a, 1k +a, 9.2)
polinomnak, vagyis ha megoldasa a lenti egyenletnek

kK" + a k™t + ak™ 2 + -+ a, 1k +a, = 0.
Definicio: A (9.2) képletben szerepld
P(k)=k™+a k™t +ak™ %+ -+ a,_1k +a,

kifejezést az (9.1) egyenlet karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

Definicié: A polinom k4, k, ..., k,, karakterisztikus szamoknak nevezziik.

Allandé egyiitthatés, homogén, n-ed rendii linearis differencialegyenletek megoldasa.
Egyszeres valos gyokok esete.

Vilagos, hogy (9.1) egyenlet alaprendszerének strukturaja fiigg a (9.2) karakterisztikus
polinom gyokeitdl. Vizsgaljuk azt az estet, amikor a karakterisztikus polinom kq, k,, ..., k,,
kiilonboz6 valés szamok. Ekkor az

y, = ef1¥ y, = ekeX g = ekn¥ 9.3)

fliggvények a (9.1) egyenlet n-db megoldésa lesz, mely az x valtoz6 minden értkére
értelmezve van. Tehat ahhoz, hogy a (9.3) alaprendszert alkosson elég megmutatni, hogy
fiiggetlen rendszert alkotnak.

Vizsgaljuk a (9.3)-as fliggvények Wronski-determinansat:

eklx ekzx eknx
k eklx k ekzx k eknx
W(x) — 1 2 n —

k{l_leklx k;l_lekzx k,’}‘lekn"

1 1 1

_ (kx| K1 kp o kn

=e

n-1 n-1 n—-1

kl k2 kn

A fenti 6sszefliggésben a Vandermonde determinanst kaptuk, mely értéke
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1 1 1
k1 kz cee kn :n(kl_k')
iy

n-1 n-1 .. n-1 i<j
k™0 ks kn

Mivel a karakterisztikus szamok kiilonbozoek, ezért W [x] # 0, igy (9.3) fiiggvényrendszer
linearisan fiiggetlen és alaprendszere lesz a (9.1) egyenletnek, tehat az altalanos megoldas
felirhato

y = Cief* + Cyek2¥ 4 ... + Cpefn*,
alakban, ahol Cy, C;, ..., C, tetszdleges szamok.
Példa : Adjuk meg az y" — 4y’ + 3y = 0 egyenlet altalanos megoladast!
Megoldas: Felirjuk a karakterisztikus polinomot:
P(k) = k? — 4k + 3.

Megkeressiik a gyokeit:

k?—4k+3=0

ki=1¢s k, =3
igy az altalanos megoldas felirhato: y = C;e* + C,e3*

Felelet: az egyenlet altalanos megoldasa y = C;e* + C,e3¥, ahol C;, C, tetszdleges zsamok.

Allandé egyiitthatés, homogén, n-ed rendii linearis differencialegyenletek megoldasa. A
karakterisztikus polinom rendelkezik komplex gyokokkel.

Ebben az esetben a (13.1) valos megoldasainak megtaldldsdhoz célszerli megadni a komplex
megoldasokat.

Definicié: Az x valds valtozo y(x) = u(x) + iv(x), ahol i = V-1, komplex fliggvényét a
(9.1) egyenlet komplex megoldasanak nevezziik az (a,b) intervallumon, ha L[y]=0 minden
Xx€(a,b)-re .

Legyen a+bi a (9.1) egyenlet karakterisztikus szdma. Tudjuk, hogy ha egy valds egyiitthatokkal
rendelkezd algebrai egyenletnek van komplex gydke, akkor a gydk konjugéltja szintén
megoldasa lesz P(k) = 0 egyenletnek. Igy a a vizsgalt esetben a-bi is komplex gydk.

Vizsgaljuk az y; = e(@+bDx g5y, = ¢(@=bDx fijgovényeket! Tudjuk, hogy ezek a fiiggvények
felirhatok

y1 = e**(cos bx + isin bx), y, = e**(cos bx — isin bx)
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alakban.

Tétel: Ha az y(x) = u(x) + iv(x) fiiggvény a (9.1) egyenlet megoldasa, akkor az u(x) és v(x)
fliggvények mindegyike szintén megoldasa ennek az egyenletnek.

Bizonyitas. Mivel a tétel feltétele szerint L[y] =0, az L linearis differencidloperator
tulajdonsagait  felhasznalva megkapjuk: L[y] = L[u +iv] = L[u] +iL[v] =0, tehat
L[u] = 0, L[v] = 0, amit bizonyitani kellett.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Tehat az a+bi karakterisztikus szdm a (9.1) egyenlet két valos megoldasat adja: az y,; fiiggvény
valoés és képzetes részei, azaz az e*cosbx,e?sinbx filiggvények a (9.1) egyenlet
megoldasai, €s linedrisan fliggetlenek a (-oo,+o0)-en (a fliggetlenség bizonyitdsat Wronski
determinans vizsgalataval végezhetd el).

Nyilvanval6, hogy az a-bi karakterisztikus szam nem ad Uj, linedrisan fliggetlen
részmegoldéasokat a (9.1) egyenlethez. Ha tehat az 6sszes karakterisztikus szam kiilonb6z0, de
koztiikk vannak komplexek is, akkor minden egyes valos k gyok az e**megoldast adja és
minden egyes konjugalt komplex at+bi gyokpar két valds linedrisan fliggetlen részmegoldast
cos bx, e**sin bx alakban. C)sszeségében n valos részmegoldasunk van a kdvetkezd alakban

ek* e%cos bx, e™sin bx,
melyek alaprendszert alkotnak.
Példa: Adjuk meg az y'V — 6y’ + 12y"" + 6y’ — 13y = 0 egyenlet altalanos megoldast!
Megoldas: Felirjuk a karakterisztikus polinomot:
P(k) = k* — 6k3 + 12k? + 6k — 13
Megkeressiik a gyokeit:
k* — 6k3 + 12k?> + 6k — 13 =0
ki=-1,k,=1,k;=3+2i,k,=3—-2i
igy az altalanos megoldas felirhato:
y = Cie ™ + C,e* + C3e3%cos 2x + C,e3¥sin 2x

Felelet: y = Cie ™ + Cye* + C3e3* cos 2x + C,e3* sin 2x, ahol Cy, C,, C3, C, tetszdleges
szamok.
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Allandé egyiitthatés, homogén, n-ed rendii linearis differencialegyenletek megoldasa. A
karakterisztikus polinom rendelkezik ismétlodé gyokokkel.

Ebben az esetben a kiilonboz0 karakterisztikus szamok szama kisebb lesz n-nél, és ezért a (9.1)
egyenlet e*/* alaku parcialis megoldasainak szama is kisebb lesz n-nél. Megmutatjuk, hogyan
talalhatjuk meg a fennmarado6 részmegoldasokat.

Legyen k; — komplex vagy valés multiplicitasa s. Ahogy azt algebrabdl tudjuk,
P(ky) = P'(ky) = -+ = POV (k) = 0, PO (k) # 0,
ahol P (k) a (9.2) képlettel megadott karakterisztikus polinom. Az
L[e**] = P(k) - e*¥,

kifejezést a k valtozd szerint derivaljuk m-szerint

m
L(x™ek*) = z ¢l P (k)xmJekx,
j=0

igy
L(xme¥*)=0,m=0,1,..,s — 1.
Ez azt jelenti, hogy

ekiX xekix y2ekix  ys—lekix

a (9.1) egyenlet megoldasai. Amint az konnyen megmutathato, ezek linearisan fiiggetlenek a (-
o0,+00) intervallumon. Ha a k;szam valds, akkor a (9.3) figgvények is valdsak lesznek. igy
minden s multiplicitasu k; valés karakterisztikus szamhoz s valds linearisan fiiggetlen
megoldas tartozik.

Ha van egy s multiplicitdsu a+bi komplex karakterisztikus szamunk, akkor az a-bi
konjugalt szdm is ugyanilyen multiplicitasti karakterisztikus szdm lesz. Az a+bi szam s
komplex megoldast von maga utén:

e(a+ib)x, xe(a+ib)x, xze(a+ib)x’ s—le(a+ib)x'

vy X

A valos és képzetes részek elkiilonitésével 2s valos megoldast kapunk:

{eax cosbx, xe**cosbx,.., x5 le® cosbx

e®sinbx, xe*®sinbx,.., x5 1e sinbx

(9.4)

Koénnyen bizonyithatd, hogy ezek a megoldasok linearisan fiiggetlenek a (-o0,+0)
tartomanyban. Csakgy, mint egyszerli komplex karakterisztikus szam esetén, az a-bi
tobbszords karakterisztikus szdm esetén sem keletkeznek 1j valos linearisan fliggetlen
részmegoldasok. fgy minden s multiplicitasi komplex-konjugalt a+bi karakterisztikus szampar
2s valos linearisan fiiggetlen (9.4) alaku megoldasnak felel meg.
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Példa: Adjuk meg az y¥ — y!V + 8y"" — 8y" + 16y’ — 16y = 0 egyenlet 4ltaldnos
megoldast!

Megoldas: Felirjuk a karakterisztikus polinomot:
P(k) = k5 — k* + 8k® — 8k? + 16k — 16
Megkeressiik a gyokeit:
k> —k*+8k®—8k?+16k—16=0
ki =1k, =k =2i,ky, = ks =—2i
igy az altalanos megoldas felirhato:
y = Cye* + C,cos 2x + C3xcos 2x + C,sin 2x + Csxsin 2x

Felelet: y = C;e* + C,cos 2x + C3xcos 2x + C,sin 2x + Csxsin 2x ahol Cy, C,, C3, Cy, Cs
tetszéleges szamok.

10. Alland¢ egyiitthatés magasabb rendii homogén linearis
differencialegyenletekre visszavezetheto

differencialegyenletek
Euler-féle differencialegyenlet

Tekintsiink néhany linedris differencidlegyenletet valtoz6 egyiitthatokkal, amelyek a fiiggetlen
valtozo vagy a kivant fliggvény helyettesitésével allando egyiitthatos egyenletekre vezethetdk
vissza.
Definicio: Euler-féle differencidlegyenletnek nevezziik az

xty®™ + q x" 1y 4t g xy’ + ayy = f(x),
ahol a4, a,, ..., a, allando.

A tovabbiakban Euler-féle homogén differencidlegyenlettel fogunk foglalkozni:
x"y™ + qx"y®™D 4y g, xy' +a,y = 0. (10.1)

Allitsuk fel a homogén Euler-féle differencialegyenlet altalanos megoldasat x > 0
esetén (ha x < 0 minden tovabbi szamitasban helyettesitsiik x-et —x —szel). Helyettesitsiik a
fliggetlen valtozot a kovetkezd képlettel

x =et.
Ekkor

o 0 o — ! -t
yx_yt'tx_yt'?_yt'e ’
t

"o " —t ’ —t\ -t _ " N -2t
yio=(ylz et —yl-e et = (y2 —yi)e %,
nr nr

yis = (yis = 3y2 + 2y{)e ™3, ...,
M _ (™ 11— 1)y et
Yoo = (Y oo+ (DT (= Dly)em ™.
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Az igy meghatarozott yy, y,2, ..., yg? kifejezéseket és x = e’ a (10.1)-be behelyettesitve egy
n-ed rendi allando egyiitthatos linearis homogén egyenletet kapunk. Ha megtalaljuk ennek az
egyenletnek az altaldnos megoldasat és behelyettesitjiik t = Inx, megkapjuk az : Euler-féle

differencidlegyenlet t 4ltalanos megoldasat.

Példa : Adjuk meg az x2y"" — 3xy’ + 3y = 0 egyenlet altalanos megoladast!

Megoldas: Jeloljiik a fiiggetlen valtozot x = et kifejezéssel, ekkor t = Inx. Ahogy az elméeti
részben mar megadtuk:

I ,—t

I
Ve =Yt€
-2t

Yz = (viz — yt)e

Ha ezeket a kifejezéseket behelyettesitjiik az eredeti egyenletbe, a kovetkezd egyenletet
kapjuk az y = y(t)fiiggvény meghatarozasara:

e?t(y" —ye %t —3ety'et+3y=0 = y" —4y' + 3y = 0.
Felirjuk a karakterisztikus polinomot:
P(k) = k? — 4k + 3.
Megkeressiik a gyokeit:
k?—4k+3=0
ki =1¢s k, =3
igy az altalanos megoldas felirhato:

y(t) = Ciet + Cre3t = y(x) = Ce™* + (3% =
y(x) = Cix+ Cx3.

Lagrange-féle differencialegyenlet

Definicid: -Lagrange-féle differencidlegyenletnek nevezzik az
(ax + b)*y™ + (ax + b)) 1py™ =D + ...

, (10.2)
vt (ax + D)pp_1y’ + pry = (%),

ahol a, b, p1, p3, ---, Préllandok.

Lagrange-féle differencialegyenlet nem mas, mint az Euler-féle egyenlet altalanositdsa. Ha az
ax + b = q helyettesitést hasznaljuk, és g = e®-tjeldliink, vagy a fiiggetlen valtozot rogton az
ax + b = e'képlettel helyettesitjiik, akkor a (10.2) egyenlet alland6 egyiitthatds linearis
egyenletre redukélodik.

Egyelore a Lagrange-féle differencidlegyenletet akkor tudjuk megoldani, ha az homogén.
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11. Allandé egyiitthatés magasabb rendii homogén linearis

differencialegyenletek.
Linearis inhomogén egyenlet altalanos megoldasanak szerkezete

Vizsgaljuk az

Y™ +p )y + P, ()Y + 4 o (0)Y + pu(x)y = f(x), (11.1)
mely roviden igy irhaté fel L[y] = f(x)

LIyl = y™ +pi()y®™D + p, )y ™D + -+ ppy ()Y + pp(X)y

és a (11.1) egyenlethez tartozé inhomogén egyenletet:

Lly] = 0. (11.2)
A kovetkezokben megmutatjuk, hogy linearis inhomogén egyenlet altalanos megoldasa
mindig megadhatod, ha a (11.2) egyenlet altalinos megolddsa és a (11.1) egyenlet

barmely parcialis megoldésa ismert.

Tétel: Az (11.1) linearis inhomogén egyenlet altalanos megoldasa megadhat6 a (11.2)
homogén egyenlet altalanos megoldasa és a (11.1) inhomogén egyenlet egy partikularis
megoldasanak sszegeként.

Bizonyitas. Legyen az Y = Y (x) (11.1) egyenlet ismert partikularis megoldasa, azaz
LIY]=%).

Helyettesitsiik az ismertelen fiiggvényt y = z + Y -val, ahol z = z(x) az 0] keresett
fliggvény. Behelyettesitve ezt a (14.1)-be és figyelembe véve az L operator linearitasat,
megkapjuk, hogy

Lyl =Llz+Y]=L[z] + L[Y] = f (%)
Mivel L[Y] = f(x), akkor
L[z] =0
vagyis z a (11.2) linedris homogén egyenlet megoldasa.
A homogén a (11.2) egyenlet altaldnos megoldasa
z=C1y1 + Gy, + -+ Gy

egyenlet altalanos megoldasa, ahol y;, y,, ...az egyenlet valamilyen alaprendszere az
egyenletnek, és C;, C,, ..., C, tetszdleges allandok.

Vagyis
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y=0Cy, +Cy, +-+Cy, +Y. (11.3)

Megmutatjuk, hogy a (11.3) altalanos megoldas, ehhez azt kell belatni, hogy
Cy,Cy, ..., C, dllandok megvalaszthatok 1Ugy, hogy tetszdleges elére megadott
peremfeltételeket kielégitsen.

Vizsgaljuk a kovetkezo feltételeket:

y(xo) = Yo, ¥' (o) = ¥4, -,y V(o) = y5" V(11.4)
A (11.3)-as kifejezést a (11.4)-be behelyettesitve kapjuk

y=0Cy:1+Cy, + -+ Cy, +7Y,
V' =Gy + Gy, + -+ Gy + Y,

y@ D =y 4y 44 Gy Yy (oD,

Ha ebbe a rendszerbe behelyettesitjiik x = x,-t, akkor egy n lineéris egyenletbdl allo
inhomogén rendszert kapunk Cj,C,,..,C,n db ismeretlennel, amelynek f6
determinansa W (x,). Mivel y;,Vy,, ...,V alaprendszert alkotnak, ezért W (x,) # 0.
Vagyis a (,C,,...,C, értékek egyértelmlien meghatdrozhatok a fenti
egyenletrendszerbdl.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Tétel: Legyen a (11.1) egyenlet jobb oldala két fiiggvény Gsszege vagyis

Lyl = fi(x) + f2(x).

Ha y; — partikuléris megoldéasa a (11.1) egyenletnek L[y] = f;(x), és y, — szintén
partikuléris megoldasL[y] = f,(x), akkor y; + y, is partikularis megoldasa a (11.1)
egyenletnek.

Bizonyitas
Lly; + y21 = Ly1] + Lly,] = f1(x) + f2(x).

Az allandé varialasanak médszere.
Legyen a (11.2) homogén egyenlet megoldéasa
z2=0Cy,+ Gy, + -+ Cyn, (11.5)
ahol y;, y,, ..., ¥, alaprendszer, C;, C,, ..., C,, tetszbleges allandok.
Ekkor a (11.1) egyenlet partikuldris megoldasat (11.5) alakban keressiik, ahol a
Cy, Cy, ..., C, &llandokat fiiggvényekre cseréljiik

y=C(0)y; + Gy, + -+ C(X)y,.  (11.5)
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Valasszuk ki tgy a C;(x), C,(x), ..., C,,(x) figgvényeket, hogy a (11.5) kifejezése
megoldasa legyen az (11.1) homogén egyenletnek. Derivalas utan kapjuk:
Y' =Gy + Gy + o+ Guyn + Ciyn + Goyp + -+ Coys
Legyen
Ciyy + Coyp + -+ Gy = 0
igy
y'=Ciy1+ Gyz + o+ Gy
Ujra derivaljuk az utolsé kifejezést:
y' =Gyl + Gyy e+ Coyy + Ciyn + Gy + o+ Gy
Ha C{y; + Cy5 + -+ + Cpy, = 0, akkor
y' =Gyt + Gy 4+ Gy
Folytassuk a fent bemutatott eljarast, valaszzuk meg a C;, C,, ..., C, szdmokat ugy, hogy

Ciy ™ + Gy 4+ CLy? = 0, kapjuk

YD = Gy 4 Gy e Gy

Végiil is

y® =y + Gy + -+ Gy +

+Ciy Y+ T e Gy,

Az igy kapott derivalatakat helyettesitsiik az (11.1)-es egyenletbe rendezés utan ezt kapjuk:
-1 ,
(™ + )y + e puca COYE + on(0)y1) +
+C (7" + pr )y e uca (OYE + Pa()Y2) + -

ot Cn(yrgn) + pl(x)yr(ln_l) + et pn—l(x)y;l + pn(x):)’n) +
’ -1 I} -1 ’ -1
+Ciy P+ Oy e G Y = f ().

Mivel y;,y,, ..., ¥, megoldas, ezért a fenti egyenletben minden zardjelben 1évo kifejezése
egyenld nullaval. Tgy

G+ Gy e+ G Y = F ).

Tehat a C;(x),C,(x),...,Cp(x) fiiggvényeket Ugy kell megvalasztanunk, hogy megoldéasa
legyen az alabbi egyenletrendszernek:
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( Ciy, + Gy, + -+ Cpy, =0,
Ciy1 + Gy, + -+ Chyn, = 0,

\ "

G+ Gy A G =0,

12 -1 i -1 12 -1
i+ Gy e G = F ).

Egy n linedris algebrai egyenletbél 4ll6 inhomogén egyenletrendszert kaptunk
C{(x), C3(x), ..., C;,(x) ismeretlennel. Mivel ennek a rendszernek a f6 determinansa az
Vi, Y2, - Vo fliggvényekbdl alkotott Wronski-determindns, ezért a rendszernek egyetlen
megoldasa van. Integralassal megkapjuk aC; (x), C,(x), ..., C,(x) fliggvényeket, majd ezeket
be kell helyettesiteniink a (11.5) képletbe.
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12. Magasabb rendii inhomogén linearis
differencialegyenletek. Linearis inhomogén allando
egyiitthatos egyenletek megoldasa probafiiggvény modszere

Vizsgaljuk
y® +a;y® T + et a1y + any = f(%),

alland6 egyiitthatés linearis inhomogén n-ed rendll differencialegyenletet, ahol

a,,a, ..., a, - valosszamok, az f(x) fiiggvény folytonos valamely (a,b)
intervallumon.
Roviden igy jeloljiik:

Lyl =f(x) (12.1)
ahol
Lyl =y™ +ayy™ D+ + ap_1y' + any

Ha a (12.1) egyenlet jobb oldala specialis alaku, akkor a préobafiiggvény modszere
hasznalhat6 az egyenlet parcidlis megoldasanak meghatarozasara.
1. Eset Legyen az f (x) fiiggvény egy polinom és egy exponencialis fliggvény szorzata,
vagyis
Lly] = Rp(x)e™,

ahol Ry, (x) = rox™ + 1 x™ 1+ -+ 1, 1x + 7, —m-ed rendi valds egyiitthatos
polinom(ha m=0, akkor egy szamrol besz¢liink) és a valds vagy komplex szam.
A) Legyen a egy nem karakterisztikus szam, azaz P(a) # 0 (P(a) karakterisztikus
polinom). Ekkor a (12.11) egyenlet Y = Y (x) parcialis megoldasa a kdvetkezoképpen
irhato fel:

Y =0Q,,(x)e™ (12.2)
ahol @, (x) = q,x™ + qlxm‘1 +-+q, x+q,— egy m-ed rendli ismeretlen
egylitthatos polinom.
Megmutatjuk, hogy ebben az esetben meg tudjuk keresni a polinom egytitthatoit.
A Q, (x) polinom egyiitthatéi 0gy talalhatok meg, hogy a (12.2) kifejezést
behelyettesitjiik a (12.1) egyenletbe, €s a kapott egyenldség mindkét részében az x
azonos hatvanyaihoz el6tt allo egyiitthatokat egyenldveé tessziik. Gy6zodjiink meg arrol,

hogy a q,q, ..,q,, egyitthatok ebben az esetben egyértelmiien megtalalhatok.

Valoban, figyelembe véve az L operator tulajdonsagait, megkapjuk:
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LYY = L(qox™ + ¥~ + o4 q, g X +4,,) - 6] =
= q,L[x™e™] + q,L[x""1e™] + -+ q__,Llxe™] + (12.3)
+q,,L[e™] = (rox™ + 11 x™ L+ o+ 11X + 1 )@,

Korabban megmutattuk, hogy
L[e**] = P(a)e™;
Llx*e™] = Y5, CsjP(j)(a)xS_je“x.

Felhaszalva az el6z0 Osszefliggéseket a (12.3) -as kifejezés e®™ — valo egyszertiisités

utan kapjuk:
m m—1 .
Q) ChPYV(@x™7 +q, z Clo PO (@)xm= 17 + ..
j=0 j=0

1

wtaq, z CJiP(")(a)xl_f +q,P(a) =

7=0
=1oxm +rx™ X + T

Egyenlitjiik az x azonos hatvanyai el6tt all6 szorz6 tényezoket:
x™  qyP(a) =Ty, )
xm1 qOmP’(a) +q,P(a) =14,

x0 qOP(m)(a) + qlP(m_l)(a) + 4 qm_IP’(a) +q,P(@) =rp.

)

Mivel P(a) # 0, a fenti egyenletrenszerbdl egyértelmiien meghatarozhatok Q,, (x)
polinom egylitthatodi, példaul q, = ry/P(a), q; = (; — gomP'(a))/P(«) ...

Ezzel megmutattuk, hogy az
LIyl = Ry (x)e™,

egyenlet paricalis megoldasa valdban felirhato a

Y = Qmx)e™
probafiiggvény segitségével, amennyiben @ nem gyoke a karakterisztikus polinomnak.
B) Legyen o k multiplicitast karakterisztikus szam, azaz P(a) = P'(a@) = -+ =
P¥=D (@) = 0, ahol p® (a) # 0. Ebben az esetben (12.2) alakt probafiiggvény
segitségével parcialis megoldasa nem konstrualhatd, mert P(a) = 0. Most a

probafiiggvényt a kdvetkezd alakban fogjuk keresni:

Y = x*Q,,(x)e**, (12.4)
ahol Q,,(x) - m-ed rendii ismeretlen egyiitthatds polinom.

A (12.4) probafiiggvényt a (12.1), egyenletbe helyettesitve kapjuk:
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LIY] = L[x*Q, (x)e™] = qL[xktmies]| =
]ZO ;

m m
Z q clts. . pUt) (g)m=is = 2 rxm,
: =

Az x azonos hatvéanyai el6tt 4ll6 egyiitthatok egyenlitése utan felirhatjuk:
xX™ | qoCiéemP (@) = 7o,

x1 qo(k + m)PEA™M =D () + q, (k + m — DPE+IM=2)(g) 4 ...

mivel P®)(a) # 0 ezért a qo, q4, ..., g egyiitthatokat egyértelmiien maghatarozza a
fenti rendszer.

2. Eset Legyen az f(x) fiiggvény a kdvetkezo alaku
f(x) = eax(RT(,}) (x) cos bx + R,(,f) (x) sin bx), (12.49)

ahol R% ) (x)és Rg)(x) polinomok fokszama m-nél nem magasabb, és legalabb
egyikiik m foku (lehetnek konstans szamok is, egyikiik lehet pontosan nulla).

Vagyis az egyenletiink igy néz ki:

Lly] = e“x(R,(T?(x)cos bx + R,(j)(x)sin bx),

ibx —ibx ibx_ ,—ibx

Mivel cos bx = = ,sinbx = z—f, ezért (12.4) atirhat6 a kovetkezd modon
B R(l) » eibx —ibx N R(Z) » eibx _ e—ibx B
f@) = RY (e —— W e ———— =

— ﬁg)(x)e(aﬂb)x + ﬁr(:)(x)e(a—ib)x

ahol ﬁ,%)(x), ﬁ,(,,f) (x) — polinomok fokszama m, vagyis f (x) két, az 1. esetben taglalat,
kifejezés 0sszege.

Ezt felhasznalva, ha a + bi nem karakterisztikus szam, akkor a parcialis megoldas

Y(x) = "T(r})(x)e(aﬂ'b)x + ér(j)(x)e(a—ib)x

48



a probafiliggvény segitségével keresendd, ahol

Q,(i ) (x)1 ~,(f) (x) — ismeretlen egyiitthatos polinomok, melyek fokszama m. Haszndlva az
Euler-képlet felirhato, a vizsgalt esetben, a proba fiiggvény végso alakja:

Y(x) = eax(Q,(,f) (x)cos bx + Q,(,f) (x)sin bx),

ahol QT(,} ) (x)iQ,(,f ) (x) - ismeretlen egyiitthatds polinomok m fokszammal.

Legyen az a + bi szdm k multiplicitdsu karakterisztikus szdm, ekkor felhasznalva az 1. eset
B) részében kapott eredményeket és az el6z6 gondolat menetet kovetve kapjuk a
probafiiggvényt:

Y(x) = xkeax(Q,(,})(x) cos bx + 02 (x) sin bx).

ahol Q,(,,% ) (x)iQ,(Tf ) (x) - ismeretlen egyiitthatds polinomok m fokszammal, k az a + bi
pultiplicitasa.
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JAudepennianbHi piBHAHHA METOIWYHI BKA3IBKM 10 MPAKTUYHHUX 3aHATH 3 JUCHUTUTIHH
«/IndepeHmianbHuX piBHSIHD» IS 3100yBayiB nepuioro (6akagaBpCchKOro) piBHS BUIIOT OCBITH
JICHHOT Ta 3a04HOI ()OpM HaBYaHHs, OCBITHs mporpama: «Cepemnst ocsita (Indopmaruka)y
rairy3b 3HaHb: «01 Ocgita/[legarorika», cnemianbHicTh (ciemianizaiis): «014 Cepenns ocBita
(014.09 TIndopmaruka)», «Cepemans ocBita (Maremaruka)y ramy3p 3HaHb: «01
Ocgita/llegarorika», cnemianpHicTh (cmemiamizarnis): «014 Cepenns ocBita (014.04
Marematuka)»/ Po3poOnuk: Kyuinka K. — beperose: 3VI im. ®.Pakomi II, 2024. 52 c.
(YropchKOIO MOBOIO).

HaBuanpHO-MeTOIMYHE BHIaHHA po3poOiieHe Ha OcHOBI OCBITHBOI MpOTrpamMH IMiIrOTOBKH
OakaaBpiB 3 ramysi 3HaHb «01 Ocsita/llegarorika» 3a Hanpsmom «014 CepemHst ocBita
(Inpopmartuka)», «014 Cepennst ocpita (MaTemaTuka)» Ta iF04Or0 3aKOHOJABCTBA 3 METOIO
3abe3nedeHHs 3700yBayiB OCBITH JEHHOI Ta 3a04HOi (OpPM HaBUaHHS 3aKapIaTChbKOTO
yropcbkoro iHCTUTYTy iM. @.Pakomi Il MeToquuarMY BKa3iBKaMU 10 BUBUCHHS TUCIUTUTIHA
«/IndepeHmiabHX pIBHAHB». Y METOAMYHHUX BKa3iBKaX PO3KPHUTO 3MICT, CTPYKTYpY,
MporpaMy HaBYaJbHOI AMCLMILUIIHU Ta HABEJEHO 3aBJAaHHSA Ul MPAKTUYHUX 3aHSATh.
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Bupobnuuo-npakmuune 6u0aHHs1

MudepenunianbHi piBasiaHs/ Kozonséges differencialegyenletek

MeToan4Hi BKa3iBKH 10 NIPAKTUYHHUX 3aHATH

2024 p.

3ameepooicero 00 6uUKOpUCMAHHA )Y HABYAILHOMY NPoYeCi HA 3aciOanHi Kagedpu mamemamuxu
ma ingpopmamuxu 3YI im. @.Paxoyi Il (npomoxon Ne 1 6i0 «13» cepnusn 2024 poxy)

Posensanymo ma pexomendosarno Haguanvro-memoouunoro paoow 3akapnamcbKoco
yeopcobkoeo incmumymy imeni @epenya Pakoyi Il (npomoxon Ne 22 6io «26» cepnus 2024

POKY)

Pexomenoosarno 0o euoanns 6 enexmpontii hopmi (PDF)
piwennam Buenoi paou 3axkapnamcokoeo yeopcbkozo incmumymy imeni @epenya Paxoyi 11
(npomoxkon Ne 7 6io « 27» cepnnus 2024 poky)

[TinroroBneHo 10 BuaanHs B enekTpoHHii ¢popmi (PDF) kadenporo matemaTnku ta
iHpopMaTHKH cIbHO 3 BugaBHUYUM BiIiiI0M 3aKapraTChbKOT0 YTOPChKOTO 1HCTUTYTY IMEHI
®epenra Pakori 11
Po3pobHMKHM METOAMYHIX BKA31BOK:

PeuensenTu:
Tanna Cnuexa-Tunuwax — 3aBigyBad kadeapu Teopii HMOBIpHOCTEH i MATEMAaTUYHOTO aHATI3y
YxHY, nokrop ¢izuko-MaTeMaTHIHUX HayK, podecop (M. YKropom)
Mupocnae CTOUKA — noueHT kKadeapd MaTeMaTHKH Ta iHQOPMATHKM 3aKapraTchKOTo
Yropchbkoro iHcTuTyTy iMeni ®epenna Pakori 11, kanauaar gizuko-MaTeMaTHYHUX HAYK, TOLEHT

BiamoBinanbHi 32 BHITYCK:
Kamanin KYYIHKA — 3aBimyBau kadempm wMaTeMaTHKH Ta 1HPOPMATHKH 3aKaplaTChKOTO
yropcbkoro iHCTHTYTYy imeHi ®@epenna Pakori II, momeHT, xaHaumat (isMKO-MaTEeMAaTHYHHUX HayK
Onexcandp JJOBOIIl — nadyanpauk Bumgasauyoro Bigainy 31 im. @.Pakori 11
3a 3MICT METOAMYHUX BKa31BOK BiIMOBIJAIbHICT HECYTh PO3POOHUKH.

BunaBunurso: 3akapnarcekuii yropcbkuil inctutyT iMeni ®@epenna Paxoui II (agpeca:
1. Komyra 6, M. beperose, 90202. Enexrponna nomra: foiskola@kmf.uz.ua) Cmamym
«3axkapnamcvkoco yeopcvkoz2o incmumymy imeni Depenya Paxoyi Iy (3ameepoicerno
nPOMOKOIOM 3a2anbHux 300pie bnazooditinozo ¢pondy 3a 3VI, npomokon Nel 6io 09.12.2019p.,
nputinamo 3azanehumu 300pamu 3V im. @.Paxoyi II, npomoxon Ne2 eio 11.11.2019p.,
3apeecmposano Llenmpom nHaoanusa aominicmpamusHux nociye bepeziecokoi micvkoi paou,
12.12.2019p.)
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