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A tantargy leirasa
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A tantargy altalanos ismertetése

A Valoszinliség szamitas és matematikai statisztika targy BSc szintli képzéshez késziilt
képzési teriilet: «01 Oktatas/Peadgégia» képzési szakirdny 014 Kozépsikolai oktatés
(Informatika) programhoz.

A tantargy célja, hogy megismertesse a hallgatét a valdszinliségszamitas és statisztika
alapvetd fogalmaival és eredményeivel. Tegye képessé arra, hogy 6nélléan gondolkodva tudjon
feladatokat megoldani, olyanokat, melyek illeszkednek az eléadas anyagahoz. A félév sordn a
hallgat6 alkalmazhatja azokat az ismereteket, megoldasi modszereket, amelyekat a tantargy
tanulasa kozben elsajatitott.

A kurzus soran a hallgat6 altal elsajatitando altalanos és szakmai kompetenciakkal ill. a
program eredményeivel a tantargy syllabuszaban lehet megismerkedni.

Szakmai kompetenciak
3K17. Képes a tudomanyos ismeretszerzési modszerek alkalmazasara az oktatasi folyamatban.



3K 21. Matematikai modszerek ¢és modellek alkalmazasanak képessége az
oktatasban/pedagogidban.
3K 26. Képes kiilonbozd dsszetettségii problémak megoldasara az iskolai informatikéban.

A program eredményei

IMIPHI. A tanulok nyelvi, beszédbeli és kulturalis tapasztalatainak felhasznalasa, akik az
ukrajnai dshonos népekhez vagy nemzeti kisebbségekhez tartozo tanuldk, az ukrajnai az oktatas
megszerzésének folyamataban.

IMIPH 3. Folyékonyan kommunikaljon az allam- és idegen nyelveken, amikor a kovetkezo
témakrol beszélget. szakmai kérdések megvitatasa a pedagdgia, a matematika €s az informatika
tertiletén.

ITPH 8. A tanulok matematikai és informatikai ismereteinek kialakitasa a korszerti tudomanyos
eredményekre alapozva.

ITPH 20. Tudomanyos ismeretszerzési modszerek alkalmazasa a pedagogiai tevékenységben,
megfigyelni elemezni, hipotéziseket megfogalmazni, adatokat gytijteni, kisérleteket végezni,
elemezni és értelmezzék az eredményeket, készitsenek modelleket és hatarozzak meg azok
hatékonysagat.

ITPH 22. A matematika és az informatika fObb részteriileteinek ismeretének bemutatasa.
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Eloszo

Ez a konyv a els6sorban II. Rdkdczi Ferenc Karpataljai Magyar Féiskola informatika szakos
hallgat6i szdmadra oktatott valdszinliségszamitdsi tananyaghoz késziilt. Hasznos lehet azonban
azoknak a nem matematika szakos olvasoknak is, akik valészinliségszdmitdst tanulnak vagy
csak egyszertien érdeklddnek e tudomanyag irdnt. A feladatgyGjtemény Osszedllitdsakor fontos
szempont volt a valészinliségszdmitasban klasszikusnak szdmité feladatok bemutatdsan kiviil a
mindennapi életiinkben el6forduld véletlen események szemléltetése a matematika szemszogébol.
A feladatok 6sszedllitdsa sordn felhasznalasra keriiltek a kovetkezd példatarak: [2, 3, 4, 5, 7, 8].

Minden fejezet az adott részben megtaldlhaté feladatok megolddsdhoz sziikséges elméleti
résszel kezdddik, ezek alkalmazasat példa mutatja be. Ez utan kovetkeznek az hallgatok szamara
kittizott feladatok.

A feladatok nehézségi sorrendben kovetik egymast. El6fordulhat az is, hogy az olvasé
egészen mds feladatot taldl konnylinek vagy nehéznek, mint a szerzd.

Végiil koszonetet mondok és minden kollégdmnak és tanitvdnyaimnak, akik mar a kdonyv

megirdsa sordn is segitségemre voltak hasznos észrevételeikkel.



1. fejezet

Kombinatorika

A valészinliségszamitds klasszikus felfogdsa alapvetden két gyokérre timaszkodik, a kombinatorikéra
€s az eseményalgebrara. Ezek koziil torténetileg is az elsd a kombinatorika. A kdvetkezdkben a
kombinatorikai fogalmakkal foglalkozunk, melyek a klasszikus valdszintiségszdmitdsi feladatok

megoldasdhoz hasznos segitséget nyujtanak.

* Permutacio.
A permutici6 roviden adott szdmu elem sorba rendezését jelenti. Aszerint, hogy az
elemek mindegyike kiilonb6z0, vagy vannak koztiik egyformék is, ismétlés nélkiili vagy
ismétléses permutdciorol beszéliink.
Ismétlés nélkiili permutacié. Legyen adott n kiilonboz6 elem. Az elemek egy meghatarozott
sorrendjét az adott n elem ismétlés nélkiili permuticidjanak nevezziik, és szamukat a P,
szimbolummal jeldljiik. Az n kiillonbdzd elem 6sszes lehetséges sorrendjének (permutacidinak)
szama:

P,=n-(n—-1)-(n—2)-...-1=nl

Példa: Anna, Bea és Csilla egyiitt mennek moziba. Hany féle képen iilhetnek le harom
egymads melletti szé€kre?

Megoldds: Minden lehetséges sorrend hdrom elem egy-egy permuticidja.

Hérom elem 0sszes permuticidinak szama

P;=31=3-2-1=6.

Ismétléses permutacié. Az ismétléses permutécio abban kiillonbozik az ismétlés nélkiilitdl,

hogy a sorba rendezendd elemek kozott vannak egyformdk (azonosak) is.

Legyen adott n elem, melyek kozott r (r < n) kiillonboz6 talalhatd, ezek ay, as, . . ., a,.



Ha az a; elem k;-szer, az a, elem ky-sz0r, . .. az a, elem k,.-szer fordul el és
k1+k2+...+k‘r:n,

akkor az n elem egy lehetséges sorrendjét ezen elemek ismétléses permuticidjanak nevezziik.

P7(L 1,k2 )

A permuticiok szamat szimb6lummal jeloljiik. Rogzitett n, r s

k1, ks, ..., k. esetén az ismétléses permuticiok szdma:
Pz, k) _ n!
" kilko! - .- k!

Példa: Szabalyos dobdkockat 14-szer feldobva 3 darab 6tost, 2 darab négyest, 4 darab
harmast és 5 darab egyest kaptunk. Hany ilyen dobdssorozat lehetséges?
Megoldds: 14 szam lehetséges sorrendjérdl beszéliink, melyek kozott rendre 5, 4, 3, és 2

azonos van. Tehat a lehetséges esetek szdma

p5:432) 14!

TP TR TR

Variacio.

A variéci6 hétkoznapi, egyszerli megfogalmazasban kiilonb6z6 elemek koziil adott szamu
elem kivalasztasat jelenti, azzal a feltétellel, hogy a kivalasztas sorrendje sem kozombos.
Ahogy a permutacioknal, itt is beszélhetiink ismétléses és ismétlés nélkiili varidciokrol,

attdl fiiggden, hogy megengedjiik-e egy elem tobbszori kivalasztisat.

Ismétlés nélkiili variacié. Legyen adott n kiillonboz6 elem. Ha adott n elem kozil k
elemet (0 < k£ < n) ugy vdélasztjuk ki, hogy mindegyik csak egyszer keriil sorra és
a kivélasztas sorrendje is szamit, akkor az n elem egy k-ad osztdlyd ismétlés nélkiili
V¥ szimbdlum jeloli.

Adott n elem 6sszes k-ad osztalyt ismétlés nélkiili varidciéinak szdma

VE=n-n—-1)-n—2)-...-(n—k+1)

n

Mas alakban is felirhato:

woon!
Vo = (n—k)!

7 2

Példa: Egy feladatmegoldé versenyen 10 résztvevd indult, 9sszesen hat kiilonbozé értéki

dijat osztanak ki. Hanyféleképpen alakulhat a dijazottak névsora? (Minden résztvevd

10



csak egy dijat kaphat.)
Megoldds: Az elso dij nyertesét 10 indul6 koziil valaszthatjuk ki, a masodikat 9 indul6

koziil, ..., a hatodikat 5 indulé koziil. Igy az 6sszes lehetdség szama

10!
6 __ _
v = e - 151200.

Ismétléses variacié. Ha az adott n elem koziil k elemet gy valasztunk ki, hogy egy elem
tobbszor is sorra keriilhet €s a kivdlasztds sorrendje is szdmit, akkor az n elem egy k-ad
osztalyu ismétléses varidciojat kapjuk.

Az n elem k-ad osztdlyd ismétléses varidcidinak szdmat a VD szimbélummal jeloljiik.

Adott n elem Osszes k-ad osztalyu ismétléses varidcidinak szdma:

VEE) — pk

n

Példa: Egy feledékeny didk elfelejtette szamzaras szekrénye 4 jegyt kodjat. Hany lehetdséget
kell kiprébdlnia ahhoz, hogy biztosan ki tudja nyitni a szekrényét, ha kéd minden jegye
tizféleképpen vélaszthaté meg?
Megoldds: Minden szdmjegy tizféleképpen valaszthat6 ki €s a sorrend is szdmit. fgy a
lehetséges kodok szama

Vi = 10" = 10000.

Kombinacié.

A kombinéci6 kiillonbozé elemek koziil adott szamu elem kivalasztasat jelenti, azzal a
feltétellel, hogy a kivalasztds sorrendje kozombos. Ebben az esetben is beszélhetiink
ismétléses és ismétlés nélkiili kombindciokrol, attdl fiiggden, hogy megengedjiik-e egy
elem tobbszori kivélasztisat.

Ismétlés nélkiili kombinacié. Legyen adott n elem. Ha az adott n elem koziil £ elemet
(0 < k£ < n)dgy vélasztunk ki, hogy mindegyik csak egyszer keriil sorra, és a kivélasztds
sorrendje nem szdmit, akkor az n elem egy k-ad osztilyu ismétlés nélkiili kombindciéjat

kapjuk.
Az n elem k-ad osztalytd kombindciéinak szdmét C* szimbélummal jeloljiik.
Adott n elem Osszes k-ad osztalyd ismétlés nélkiili kombindcidinak szdma:

k __ n!
Cn T Ekl(n—k)!"
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A fenti kifejezést szokds az ( : > szimb6lummal is jelolni (olvasd: n alatt a k).

Példa: Adott szamu konyvbdl négyet 210-féleképpen lehet kivalasztani. Mennyi a konyvek
szdma?
Megoldds: Legyen a konyvek szdma n. Az n konyvbdl C? féleképpen lehet kivédlasztani
négyet, tehat

C4 = 210.

Alakitsuk at ezt a kifejezést:
n!

— =210
4l(n —4)! ’

n(n —1)(n —2)(n —3) =210 - 24.

A fenti egyenletnek egy pozitiv egész megoldédsa van a 10. Tehét a konyvek szama 10.
Ismétléses kombinacié. Ha adott n elem koziil k£ elemet ugy valasztunk ki, hogy egy
elem tobbszor is sorra keriilhet és a kivélasztds sorrendje nem szamit, akkor az n elem

egy k-ad osztdlyt ismétléses kombindcidjat kapjuk.

Az n elem k-ad osztdlyt ismétléses kombindcidinak szamét a C*® szimbslummal jeloljiik.

Adott n elem Osszes k-ad osztalyd ismétléses kombinacidinak szama:

Ck(i)_(n+k—1)!_ n+k—1
T El(n—1) k ‘

Példa: Egy gyerek 5 kiilonboz6 fagylaltbdl vélaszthat egy haromgombdcos adagot. Hanyféle
lehetdsége van a vélasztasra, ha az adagolés sorrendjére nem vagyunk tekintettel? (T6bb
gombdc is dllhat ugyanabbdl a fagylaltbol)
Megoldads: Az Osszes elem szdma 5, ezekbdl harmas csoportokat képziink, melyekben
a sorrend nem szdmit és az elemek ismétlédhetnek. Tehat ismétléses kombindciérol
beszéliink, vagyis a lehetdségek szdma:
053(1-) _ (5+3-1)! _ 7-6-5.

31(5—1)! 1-2-3

12



Feladatok:

1.

10.

11.

Egy futéversenyen hét futé keriilt a dontébe. A dontdben hany kiilonb6z6 befutasi sorrend

lehetséges?

. Nyolc ember hianyféleképpen tud elhelyezkedni egy padon?

. Ha az adott elemek szdmat 2-vel csokkentjiik, a lehetséges permuticiok szdma 1/12

részére csokken. Mennyi volt az elemek szdma?

Nyolc ember - jeloljiik 6ket rendre A-, B-, C-, D-, E-, F-, G-, H-val - leiil egy padra.
Haényféleképpen helyezkedhetnek el ugy, hogy A és B egymds mellet iiljon?

. Egy nyolc f6bdl 4ll6 tarsasdg egy kor alakd asztal koriil elhelyezett nyolc széken akar

helyet foglalni. Hanyféleképpen torténhet ez, ha két elhelyezkedést, akkor és csak akkor
tekintiink kiilonb6zonek, ha a tarsasdgnak van legaldbb egy olyan tagja, akinek legalabb

az egyik szomszédja a két elhelyezkedésben kiilonboz6.

Nyolc ember - jeloljik 6ket rendre A-, B-, C-, D-, E-, F-, G-, H-val -leiil egy kerek
asztalhoz. Héanyféleképpen helyezkedhetnek el ugy, hogy A és B egymds mellet {iljon?
(Két elhelyezkedést akkor és csak akkor tekintiink kiilonbozének, ha a tarsasdgnak van
legaldbb egy olyan tagja, akinek legaldbb az egyik szomszédja a két elhelyezkedésben

kiilonb6z4.)
Tiz kiilonb6z6 szinl gyongybdl hany kiilonb6z6 lanc készithetd?

Hény olyan 1-gyel kezd6d6 otjegyli szdmot lehet felirni az 1, 2, 4, 7, 9 szamjegyek
felhaszndlasdval, amelyeknek az utols6 szdmjegye 7, ha a felirds sordn egy-egy szdmjegyet

csak egyszer hasznalhatunk?

Hény 15-el kezd6dd otjegyli szdm képezhetd az 1, 3, 5, 7, 9 szdmjegyekbdl, ha a szdmok

képzésénél egy-egy szamjegy csak egyszer szerepelhet?

Hény 5-el oszthaté otjegyli szdm képezhet6 a 0, 1, 2, 3, 4 szdmjegyekbdl, ha minden

szdmjegy csak egyszer szerepelhet?

Hény 5-el oszthat6 hatjegyt szdm képezhetd a 0, 1, 2, 3, 4, 5 szdmjegyekbdl, ha minden

szdmjegy csak egyszer szerepelhet?
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Hény o6tjegyli paros szam képezhet6 a 0, 1, 2, 3, 4 szdmjegyekbdl, ha minden szdmjegy

csak egyszer szerepelhet?

Hény 6tjegy paratlan szdm képezhetd a 0, 1, 2, 3, 4 szdmjegyekbdl, ha minden szdmjegy

csak egyszer szerepelhet?

Hényféle sorrendben huzhatunk ki egy dobozbdl 5 piros, 7 fehér és 3 kék golydt, ha
csak az olyan huzdsok tekintjiik kiilonbozének, amelyekben a szinek mds sorrendben

kovetkeznek?

Egy dobozban két sarga goly6é van. Hany darab piros goly6t kell a dobozba tenniink, ha
azt kivanjuk elérni, hogy a dobozban 1év6 6sszes golyokat kihtizva, 21 kiilénb6z6 sorrend

legyen lehetséges? (Az azonos szind golyokat nem kiilonboztetjiik meg.)

Hany féle sorrendben irhatdk fel a kvetkez6 szavak betdi:
a) MATEMATIKA;

b) KARPATALIJA;

¢) KOMBINATORIKA;

d) PARALELOGRAMMA?

Ot hazaspar foglal helyet egy padon. Hanyféleképpen helyezkedhetnek el, ha a hazastdrsak

egymads mellett akarnak iilni, de sem két n6, sem két férfi nem iilhet egymas mellé?

5 piros, 2 fehér és 2 kék golydt hanyféleképpen lehet ugy elrendezni, hogy a 2 kék golyo

egymads mellet legyen?

Egy osztdlyban 15 ledny és 15 fid tanul6 van. Kettesével iilnek le a padokba. Hanyféle
ilésrend készithetd, ha két lany, illetve két fid nem {iilhet egymas mellé? (a kétszemélyes

padokat tekintsiik egyetlen oszlopban elhelyezve.)

Egy osztalyban 10 fiu és 10 lany van. Tornadran kettesével sorakoznak 15 kiilonbozd
eszkozért ugy, hogy 2 lany ill. 2 fid nem édllhat egymads mellé. Az eszkdzoket meghatdrozé

sorrendben osztjdk ki. Es minden par egyet kap. Hanyféleképpen torténhet a szétosztds?
Hény olyan hatjegyli szdm van, amelynek egyik szamjegye sem 0?

Hény "sz6t" képezhetiink az A, E, I, O, U magan- és B, C, D, F mdassalhangzdokbdl ugy,
hogy minden "szoban" 4 magan- és 4 mdssalhangz6 legyen. Két magan- illetve két

massalhangz6 egymds mellé ne keriiljon, és minden massalhangz6 csak egyszer szerepeljen.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Hany otre végz6dd otjegyl szdm van?

Egy 25-6s 1étszamu kozosség 3 tagu vezetdséget valaszt: titkart és 2 vezetdségi tagot.

a) Hanyféleképpen torténhet ez?

b) Hény olyan kimenetele lehet a vdlasztasnak, hogy a tagok koziil Gipsz Jakab legyen a
titkar?

¢) Hany olyan kimenetele lehet a vdlasztdsnak, hogy a tagok kozott Gipsz Jakab vezetdségi

tag legyen?

Egy 25 6s tarsasagbdl egy konyvet, egy tarsasjatékot, egy labdét, egy toltStollat és egy

ceruzat sorsoltak ki. Hanyféleképpen végzddhet a sorsolds?

Hény olyan négyjegytijegyli szdm van, amely csupa paros szamjegybdl all és minden

szamjegy csak egyszer szerelhet?

Hény rendszamtabla készithetd 26 betli és 10 szamjegy felhasznaldsaval, ha a rendszdm

két bet(ibdl és az utdna kovetkez6 négy szdmjegybdl 4ll.( Nulldval is kezdddhet.)

15 tanul6 nyaralni indul. 3 db négyszemélyes €s 1 db haromszemélyes szobat kapnak.

a) Hanyféleképpen helyezkedhetnek el, ha a szobdkon beliili elhelyezkedést nem vessziik
figyelembe?

b) Hanyféleképpen helyezkedhetnek el, ha a szobdkon beliili elhelyezkedést figyelembe

vessziik?

Egy cégnél harom osztélyvezetd, hat csoportvezetd és harminc beosztott dolgozik. Hanyféleképpen
valaszthatunk ki koziiliik egy kiildottséget, melyben egy osztalyvezetd, két csoportvezetd
és tiz beosztott szerepel? Hanyféleképpen tehetjiik ezt, ha a kereskedelmi osztily vezetdje

és az druforgalmi csoport vezetdje mindenképpen a kiildottek kozott kell, hogy legyenek?

Egy képviseld egy napon 10 interpellaciét hallgatott meg, ebbdl hatot elfogadott. Tetszdlegesen
kivalasztottunk harom interpellaciot.

a) Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

b) Héany kiilonbozé olyan kivalasztds van, amelyek koziil pontosan kettét fogadott el a
képvisel6?

¢) Mennyi annak a valdszintisége, hogy koziiliik legalabb két interpellaciot fogadott el az

adott képvisel6?
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Hényféleképpen oszthat6 ki 10 személy kozott 2 db S00- hr-as, 3 db 200- hr-4s és 4 db

50- hr-as jutalom?

Egy 0nkiszolgél6 étterem pultjan 6 kiilonboz6 leves és 9 kiilonbozd f6zelék dll. Hanyféle

lehet egy 4 fOs tarsasdg egyiittes fogyasztdsa, ha mindenki eszik levest is, f6zeléket is?

Szilveszter éjfélkor egy héttagu bardti tarsasdgban mindenki mindenkivel koccint. Hany

koccintas ez 0sszesen?

Otos lottén (6tot hiiznak kilencven szambdl) hdny kiilonboz6 szelvényt kell kitolteni,

hogy biztosan legyen 6tos taldlat?
Egy konvex sokszogbe 0sszesen 77 4tl6 hizhat6. Hany oldalu a sokszog?

Egy csomag 32 lapos magyar kartyabol kihizunk 2 lapot ugy, hogy az elsének kihtizott
lapot a huzas utdn visszatessziik. Hany esetben lesz a kihuzott lapok kozott legaldbb egy

asz?

Egy csomag 32 lapos magyar kartydbol kihtizunk két lapot dgy, hogy az elsének kihizott
lapot a hiizds utdn nem tesz-sziik vissza. Hany esetben lesz a lapok kozott legalabb egy

kiraly?

Hényféleképpen helyezkedhet el 15 személy 3 darab 6tszemélyes csénakban, ha 1-1
csonakon beliil az elhelyezkedést figyelmen kiviil hagyjuk?

Piros, fehér és fekete szinl jatékkockdnk van, amelyeket egy dobozba helyeziink el.

Kett6t kivesziink és dobunk veliik. Hanyféle kimenetele lehet a kisérletnek?

Adott a sikban 25 kiilonb6zd pont, amely koziil barmely hdrom nem illeszkedik egy

egyenesre. Hany egyenest hatdroznak meg ezek a pontok?

Hény haromszoget hatdroz meg 12 olyan, egy sikban fekvs egyenes, amelyek kozétt nincs

parhuzamos, és koziililk birmely harom nem illeszkedik egy pontra?

Hanyféleképpen lehet leolvasni a MATEMATIKA sz6t az dbrardl, ha az olvasas sordn
csak jobbra és lefelé haladhatunk?

16



I GRS
3>z o3
mI=| 3>z
>R =8> 2

M
A
T
E
M
A

43. Hanyféleképpen lehet leolvasni a GENIUSZ szét az 4brardl, ha az olvasds sordn csak

olyan mezdbe léphetiink tovdbb, amely csucsaval vagy lapjaval érintkezik az el6z6 mezbvel?

G
E|E|E
N|N|N|N|N
I [T |I |I |I|I|I

ulu|ju|U|U|U|U|U
S|{S|[S|S|S|S|S|[sS|S|S|S
z zZ\|z\|z|z|z|z|Z|Z z

17



Ellenorzo kérdések:

2.

3

4.

5

7

Hény kiilonb6z6 sorrendje lehet n elemnek?

Mit neveziink n elem k-adosztalyu ismétlés nélkiili kombinacidjdnak?
Mennyi n elem k-adosztdlyu ismétléses varidcidinak szama?

Hogyan szdmoljuk ki az n! (n faktoriélis) szamot?

Hogyan szdmoljuk ki a C* binomidlis egyiitthat6t?

------

Dontse el, az alabbi allitdsok koziil melyik igaz, melyik hamis!

a Amikor n elem k-adosztalyd ismétléses kombinacidjardl beszEliink, k£ > n is lehet.
b A lottéhuzasok szamat ismétlés nélkiili kombindcidval lehet meghatarozni.
¢ Ha egy kombindcidban két elemet felcseréliink, egy masik kombinéciét kapunk.

d Haegy ismétléses varidcidban két kiilonbozd elemet felcseréliink, egy mdsik ismétléses

variaciot kapunk.

e Az n elem k-adosztdlyd ismétlés nélkiili kombinécidinak a szima megegyezik az (n —

k)-adosztalyd ismétlés nélkiili kombindcidinak a szamadval. (k # n — k).

f Az n elem k-adosztalyd ismétlés nélkiili varidcidinak a szdma megegyezik az (n-k)-

adosztdlyd ismétlés nélkiili varidcidinak a szdmaval. (k # n — k).

g Az n elem k-adosztdlyd ismétléses kombindcidinak a szdma megegyezik n — k + 1

elem k-adosztalyd ismétlés nélkiili kombindcidinak a szamadval.

h Aznelem k-adosztdlyu ismétlés nélkiili kombindcidinak a szama megegyezik, az olyan

n elemid ismétléses permuticiok szamdval, ahol k illetve n-k elem azonos.
i A kendszelvény kitoltésekor egy ismétlés nélkiili kombinaciét adunk meg.

J A totdszelvény kitoltésekor egy ismétlés nélkiili varidciét adunk meg.
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2. fejezet

Eseményalgebra

Fontosabb alapfogalmak:

* Eseménylagebrai alapfogalmak:

- elemi esemény, - biztos esemény,
- Osszetett esemény, - esménytér,
- lehetetlen esemény, - egymast kizar6 események.

* Miiveletek eseményekkel:

- események metszete AN B = A - B,

- események unidja AU B = A+ B,

- események kiilonbsége A\ B = A — B,
- események komplementere A.

Példa: Egy medencét két csapon keresztiil lehet megtolteni. Az A esemény jelentse azt, hogy
az els6 csapon at folyik a viz, B azt, hogy a masodik csapon at folyik. Fogalmazzuk meg a
kovetkezd eseményeket:

a) AN B;

b) AU B.

Fejezziik ki A és B eseményekkel és az eseményalgebrai miiveletekkel a kovetkezd eseményeket:

c) legalébb az egyiken nem folyik;
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d) csak az egyiken folyik!
Megoldds:

a) Csak az elsén folyik.
b) Egyiken sem folyik.

c) AU B.
d)(A-B)U(B-A).
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Feladatok:

1. Igazoljuk a De-Morgan azonossagokat, azaz, hogy
AUB=ANBé ANB=AUDB!

2. Haromszor dobunk egy kockaval. A; jelentse azt az eseményt, hogy az i-edik dobds hatos,

1 = 1,2, 3. Mit jelentenek az alabbi események:
b) A; U Ay;
c) AN As;
d) A, U AU As;
e) A; N AyN As;
f) A;nAy;
g) A —Ay?

3. Tiz pénzérmét kell megvizsgalnunk, hogy szabdlyosak-e vagy sem. Legyen A; az az
esemény, hogy a i-edik pénzérme szabdlyos (i = 1,...,10). Mit jelentenek az aldbbi

események?

a) A U...UA;
b) A;N...NA;
c) A U...UApy;
d) Ay nN...NAy;
e) Ay U...UAy;
) Ay 0 A
g) AU A, U As;
h) AgU Ag N Ajp;

1) A1 U (Ag N AIO);
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j) A1 N (Ag N Agp).

4. Egy repiil6gépnek 4 hajtémiive van, 2 jobb oldali és 2 bal oldali. A gép akkor tud
felszdllni, ha mindkét oldalon van legaldbb egy miikod6képes hajtomd. J; esemény:
a jobb 1. hajtéml mikodoképes, Jo esemény: a jobb 2. hajtémi miikoddképes, B,
esemény: a bal 1. hajtomi miikodSképes, B, esemény: a bal 2. hajtémii miikodSképes.

Vilassza ki az alabbi események koziil azokat, amikor a repiil6 biztosan fel tud széllni!
a) J1UJyUBy U Bsy;
b) JiNJoN By N By;
¢) (J1UJ2) N (ByU By);
d) JiNJyU BN By;
e) JiN(JyU B;) N By;
f) J1U(JyN By) U Bs.

5. Egy brokercégnél egy alkalmazott haromféle részvénnyel kereskedik egy adott napon.
Jelentse az A esmény azt, hogy az adott napon kotott tizletet az els fajta, B esemény azt,
hogy kotott iizletet a masodik fajta, C' esemény azt, hogy kotott iizletet a harmadik fajta

részvényre. Fogalmazzuk meg, hogy mit jelentenek az alabbi események:

a) AUB;

b AUBNC

0 ANBNC:

d ANBNC;

e) A;

H AUBNC;

9 ANBNC;

h) AUBUC;

iy ANBNC;
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i) (AUBUCNANBNC):
kb (ANB)UANC)UBNO);

D (ANBNO)UMANBNC)UANBNOC)UJANBNC). Formalizaljuk a kovetkez8 eseményeket:
a) az adott napon nem mindegyik fajta részvényre kotott tizletet;

b) pontosan kétféle részvénnyel kereskedett az adott napon;

c) volt iizletkotés az adott napon ennél az alkalmazottnal!

6. Milyen kapcsolatban vannak A és B események, ha

a) ANB = A;

b) AUB = A4;

c) AUB = AnN B,

d) AU(ANB)=B?

7. Egy mihelyben harom gép dolgozik. Jelentse A; azt az eseményt, hogy az i-edik gép egy éven

belill elromlik, i = 1,2, 3. Fejezziik ki az A; eseményekkel és az eseményalgebrai miiveletekkel:
a) csak az els6 romlik el;
b) mindharom elromlik;
c¢) egyik sem romlik el;
d) az els6 és a masodik nem romlik el;
e) az elsé és masodik elromlik, a harmadik nem;
f) csak egy gép romlik el;
g) legfeljebb egy gép romlik el;
h) legfeljebb két gép romlik el;

i) legaldbb egy gép elromlik!
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8. Egy kockat 6tszor egymas utan feldobunk. Jeldljiik B;-vel azt az eseményt, hogy a j-edik dobds

6-0s. Fejezziik ki a Bj-kel a kovetkezd €s az eseményalgebrai miiveletekkel:

a) az 6todik dobaskor kapunk el6szor 6-ost;

b) legaldbb egyszer 6-ost dobunk;

¢) pontosan négyszer dobunk 6-ost;

d) azels6 és a negyedik dobds 6-0s, a tobbi koziil az egyik biztosan nem 6-0s!

9. Két dobdkockaval dobunk. Milyen kapcsolatban vannak A és B események? Adjuk meg az AN B

eseményt!
a) A: paratlan az 6sszeg, B: dupla 6-ost dobunk;
b) A: paros az 6sszeg, B: dupla 6-ost dobunk;
c) A: paratlan az 6sszeg, B: legaldbb egy hatost dobunk.

10. Egy kockaval hdromszor dobunk, a dobott szdmokat lejegyezziik a dobds sorrendjében. Legyen
A: minden dobott szam kiilonb6z8,
B: egy darab hatos van a dobdsok kozott.
Fejezziik ki A és B eseményekkel és az eseményalgebrai miiveletekkel a kovetkezd eseményeket!

Szamoljuk ki az eseményekhez artoz6 elemi események szamat is:
a) minden dobott szdm kiilonb6z6 és egy darab hatos van koztiik;
b) a dobott szamok kozott vannak egyformak is;

¢) pontosan egy 6tost dobtunk, és van a szamok kozott egyforma is;

d) a dobott szaimok kozott vannak egyformak, €s nem egy 6tos van kozottiik!

11. Egy matematika szakra jar6 féiskolasnak 3 tantargybdl kell vizsgat tennie: matematikai analizisbol,
geometridbol, algebrabol. Legyen M esemény: matematikai analizisb6l sikeres vizsgat tett, G
esemény: geometriabol sikeres vizsgat tett, A esemény: algebrabdl sikeres vizsgat tett. Fejezziik

ki M, G, A eseményekkel és az eseményalgebrai miiveletekkel:

a) csak egy targybol tett sikeres vizsgat;
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b) legaldbb egy targybdl sikeres vizsgét tett!

12. Egy érmével dobunk. Ha az esemény fej, mégegyszer, ha irds, még kétszer. Irjuk fel az eseményteret!
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Ellen6rz6 kérdések:
1. Mit értiink események Osszegén?
2. Mit értiink események szorzatdn?
3. Mikor mondjuk azt, hogy az A esemény maga utan vonja a B eseményt?
4. Dontse el, az alabbi allitdsok koziil melyik igaz, melyik hamis!

* Barmely két esemény koziil az egyik maga utdn vonja a masik bekovetkezését.

» Két esemény szorzata olyan esemény, amely a két komponens esemény mindegyikét

maga utdn vonja.
* Az események szorzata felcserélhetd (kommutativ).
* Az események Osszeaddsa dtzardjelezhetd (asszociativ)
* Egy esemény az ellentettjével teljes eseményrendszert alkot.
* Egy esemény €s az ellentettje nem egymast kizdré események.

* Az események Osszege akkor kovetkezik be, ha a komponens események valamelyike

bekovetkezik.

* Az események szorzata akkor kovetkezik be, ha a komponens események valamelyike
bekovetkezik.

* Az események valdszintisége lehet akar 1000

* Az események valdszinlisége a véletlen kisérlet minden egyes végrehajtasakor mas
€s mas.

* Az ellentett esemény valdszinlis€ége mindig nagyobb mint az esemény valdszindisége.

* Az ellentett esemény valOsziniliségének €s az esemény valdszinliségének Osszege
mindig 1.

* Az események szorzatdnak a valdszinilisége nem lehet nagyobb barmely komponens
esemény valoszinliségénél.

* Az események Osszegének a valdszinlis€ége nem lehet nagyobb barmely komponens

esemény valdszintiségénél.

A fiiggetlen események kizdrjdk egymast.

A fiiggetlen események nem zarjak ki egymast.
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Két olyan fiiggetlen esemény, melyek koziil egyik sem lehetetlen vagy biztos esemény,

nem zdrhatjdk egymadst ki.

Fiiggetlen események szorzatdnak valészintisége egyenld az események valdszintiségeinek

szorzataval.

Fiiggetlen események szorzatdnak valészintisége egyenld az események valdszintiségeinek

Osszegével.
Egymast kizar6 események szorzata a lehetetlen esemény.
Ha két esemény szorzatanak valészintisége nulla, akkor a két esemény kizarja egymast.

Egymast kizaré események 0sszegének valoszintis€ége a komponens események valdszintiségeinek

0sszege.
A lehetetlen és a biztos események minden eseménytdl fiiggetlenek.

Egy esemény nem lehet fiiggetlen a komplementerétdl.
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3. fejezet

Valosziniiségszamitas

3.1.

Klasszikus valoszintiség

A valészintiségszamitas axiomai.

L. axiéma: Barmely A eseményre igaz 0 < P(A) < 1.

II. axiéma: A biztos esemény valdszintisége 1.

III. axiéma: Legyen A és B események egymast kizardak, akkor P(A + B) = P(A) +
P(B).

Tobb véges vagy megszdmldlhaté szamu egymast paronként kizar6 esemény akkor

PAj+ Ay + ...+ A, +..)=P(A) + P(Ay) + ...+ P(A,) + ...

Valészintiségszamitasi tételek.
Komplementer események valdszintisége:
P(A)=1- P(A).
Ha Ay, Ay, ... A,, ... események teljes eseményrendszert alkotnak akkor
> PA)=1.
Események kiilonbségének valdszintisége

P(A— B) = P(A)— P(AN B).
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Események 0sszegének valdszinlisége

P(A+ B)=P(A)+ P(B) — P(ANn B).

* A val6sziniiségszamitas klasszikus képlete. Ha egy kisérletnek csak véges sok kimenetele

lehet, és az egyes kimeneteleknek azonos a valoszintisége, akkor a kisérlettel kapcsolatos

események €s ezek valoszinlisége klasszikus valdszinliségi mez6t alkotnak.

P(A) k  kedvezd elemi események szdma
n Osszes elemi esemény szdma

Példa: A 32 lapos magyar kartydabdl visszatevés nélkiil kihizunk 5 lapot. Mennyi annak a

valészindsége, hogy

a)

b)

c)

minden kihuzott lap azonos szinf;
a kihuzott lapok kozott van piros;

z0ld vagy piros lapok koziil legalabb az egyik szin van a kihuizott lapok kozott?

Megoldds: Magyar kartyabol 5 lapot C5, = 201376 médon valaszthatunk ki. Ezért az dsszes

elemi esemény szdma n = 201376.

a)

b)

Legyen A esemény: minden kihtzott lap azonos szinl. Vizsgaljunk egy adott szint,
példdul a zoldet. A csomagban 8 zold szind lap van ezek koziil 6t C§ = 56 médon
valaszthat6 ki. A csomagban 4 kiilonb6z0 szin van, tehat a lapok szinét négytéleképpen
vélaszthatjuk ki. Ezért az A eseményre kedvezd esetek szdma k4 = 4 - C3.

A kérdezett val6szintiség: P(A) = %4 ~ 0,001

Legyen B esemény: a lapok kozott van piros. Ez azt jelenti, hogy lehet 1, 2 ,3 vagy 4
piros a kihtzott lapok kozott. Ezért ebben az esetben érdemes a B eseményt vizsgélni: a
kihuzott lapok kozott nincs piros. Vagyis 24 lap koziil (ezek a lapok nem pirosak) 6tot kell

kivalasztani visszatevés nélkiil, tehdt a B eseményre kedvezd esetek szama: k5 = C3,.

A kérdezett val6szintiség: P(B) =1— P(B) =1 — %2 ~ 0, 789.
Legyen C' esemény z0ld vagy piros lapok koziil legaldbb az egyik szin van a kihizott

lapok kozott. Itt is egyszeriibb a komplementer eseménnyel szdmolni. C' sem zold, sem
piros nincs a kihdzott lapok kozott. Vagyis 16 lapbdl vdlaszthatunk 6tot kg = Cfg =
4368.

A kérdezett val6szindiség:

P(C)=1-P(C)=1-% ~0,979.
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Feladatok:

1. Prébagyartas utan kidertil, hogy annak a valdsziniisége, hogy a vizsgalt gyartmany anyaghibds,
0,15, annak pedig, hogy mérethibas, 0,3. A két esemény egyszerre 0,08 valoszintiséggel

kovetkezik be. Mennyi a valoszintisége, hogy egy termék hibatlan?
2. Bizonyitsuk be, hogy ha P (A) > 0,8 ¢és P (B) > 0,8, akkor P(AN B) > 0, 6!

3. Ha a kovetkezd szavak bettit Osszekeverjiik, és véletlenszerien sorba rakjuk, mennyi a
valdsziniisége, hogy ujra az eredeti sz6t kapjuk:
a) BEREGSZASZ;
b) KARPATALJA?

4. Egy dobozban 5 piros goly6 van. Legkevesebb hany fehér golyo6t kell hozzétenni, hogy

fehér goly6 hizdsanak valdszintisége nagyobb legyen 0,9-nél?

5. Egy urnaban 6 piros, tobb fehér és fekte goly6 van. Annak a valdszinlisége, hogy egy
goly6t kihizva, az fehér vagy fekete golyo lesz: %; hogy piros vagy fekete lesz: % Hény

fehér és fekete goly6 van az urndban?

6. Egy cukraszddba egy 9 {0s tarsasdg érkezik. Hdarom dobostortat, 2 tirds rétest és 4
soml6i galuskat rendelnek. A pincér kihozza a siiteményeket, de sajnos elfelejtette,
hogy ki melyiket rendelte, igy véletlenszertien teszi le ket a vendégek elé. Mennyi a

valészinlisége annak, hogy mindenki a megfelel siiteményt kapja?

7. Egy vendégld egyik asztaldndl 9 vendég iil, mindenki rendel egy italt, dsszesen 3 tiditSt
4 voros és 2 fehér bort. A pincér taldlomra osztja ki az italokat. Mennyi a valdszinlisége,

hogy mindenki azt kapja, amit kért?

8. A 32 lapos magyar kértyabol egyszerre 3 lapot huzunk. Mi annak a valoszintisége, hogy
a kihuzott lapok kozott legaldbb egy zold van?

9. Két kockaval dobunk. Mennyi annak a valdszintisége, hogy legalabb az egyik kockan
6-ost dobunk?

10. Legalabb hanyszor kell egy érmét feldobni ahhoz, hogy 0,95-nél nagyobb valdszintiséggel
legyen a dobdsok kozott fej?

11. Legalabb hanyszor kell feldobni két szabdlyos dobokockat ahhoz, hogy legfeljebb 0,74

valdszintiséggel egyszer se kapjunk dupla hatost?
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

a)

b)

c)

18.

19.

20.

21.

Egy szabalyos dobokockdval kétszer egymds utdn dobunk. Mennyi a valdszintisége, hogy

az els6 dobas eredménye nagyobb, mint a masodiké?

A biivos hatos jaték a kovetkezd: 2 szabdlyos dobdkockdval dobva akkor nyeriink, ha
van hatos a dobott szdmok kozott vagy ha a dobott szamok Osszege 6. Mennyi a nyerés

valészindsége?

Dobjunk fel 3 szabalyos dobdkockat egymastdl fiiggetleniil. Mennyi a valdszintisége

annak, hogy a dobott szdmok 0sszege primszdm lesz?

Egy kockéval 6-szor dobunk. Mennyi a valoszintis€ége annak, hogy van olyan szdm, amit
legalabb kétszer dobunk?

Toscana hercege szerette a szerencsejdtékot. Eszrevette, hogy ha két kockdval dobott,
akkor a 9 gyakrabban jott ki, mint a 10, ezért irt Galileinek, hogy fejtse meg a rejtélyt.
Mit vélaszolhatott Galilei?

Mennyi a val6szintisége, hogy egy szelvénnyel fogadva az 6tos lotton (6tot hiznak kilencven

szambol) legalabb

4 talalatunk lesz;
Otosiink lesz;
legalabb kettes taldlatunk lesz?

Mennyi annak a valdszintisége, hogy 2 ember sziiletésnapja azonos napra esik? (Februart

28 nappal vegyiik szamitasba, a sziiletésnapok 3—é5 valészintiséggel esnek az egyes napokra.)

Legaldbb hany ember esetén nagyobb %—nél annak a valdszintisége, hogy legaldbb 2-nek

azonos honapra essék a sziiletésnapja (minden hénapot azonos valészintiséggel véve)?

Dobjunk fel 10 darab egyforma érmét. Mennyi a valdszinlisége, hogy mindegyiken fej

vagy mindegyiken irds van?

Tiz egyforma par cip6bdl kivalasztunk véletlenszerlien 4 cipSt. Mennyi annak a valészintisége,

hogy lesz legaldbb egy par?
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

b)

28.

29.

30.

a)
b)

31.

Egy dobozban n goly6 van az 1,2, ....,n szdmokkal jelolve. Egyenként kihuzzuk az
Osszes goly6ot. Mi a valdszinlisége, hogy minden alkalommal nagyobb szdmu golyét

hizunk ki, mint az el6z6 volt?

Egy parkoloban 8 hely van. Odaérkezve egy auté véletlenszertien beall az iires helyek
valamelyikére. 4 auté all mar bent, amikor egy busz érkezik. Akkor tud bedllni, ha van 4

egymads melletti szabad hely. Mennyi a val6szintisége, hogy ezt meg tudja tenni?

10 lapra felirjuk a 10 szamjegyet. Hatdrozzuk meg annak a val6szintiségét, hogy 2 lapot

kihdzva, egymas mellé téve a kapott szdm oszthaté 18-cal.

Egy kerek asztalhoz n kiillonb6z6 magassagu ember il le. Mi a valészindisége, hogy a

legnagyobb és a legkisebb egymas mellé keriil?

Egy kalapban 3 lap van, egyikre 1, a masodikra 2 és a harmadikra 3 van irva. Négyszer

hizunk visszatevéssel. Mennyi a valészintisége, hogy a kihizott szdmok 0sszege paros?
Mennyi a valdszinlisége, hogy a bridzskartyét szétosztva

legfeljebb egy jatékos kezében van 2 4sz;

a négy 4sz koziil mind a négy jatékosnak egyet-egyet osztanak?

100 alma koziil 10 férges, kivesziink koziilikk vdlogatds nélkiil 5-6t. Mennyi annak a

valdsziniisége, hogy lesz kozottiik férges?

Mennyi a val6sziniisége, hogy az 6t lottészamot novekvd sorrendben hizzak ki?

Tekintsiik az 1,2, . . . , n szamoknak egy véletlen permutédcidjat (minden permutécié egyformén

valészinid)! Mennyi a valdszintisége, hogy
az 1 és 2 szamok egymads mellé keriilnek;
az 1, 2 és 3 szdmok egymads mellé keriilnek?

Egy urndban ugyanannyi piros goly6 van, mint fehér. Ha visszatevés nélkiil huzunk

kett6t, akkor annak valészintsége, hogy mindkettd piros, 3—%. Hény goly6 van az urndban?

32



32. Egy 10-lakdsos hdz elkésziiltekor kideriil, hogy 7 lakds hibamentes, bar a tobbi is bekoltdzhetd.
Ot lakdsba mar bekoltoztek a lakok. Mi a valdszinfisége annak, hogy pontosan 3 hibdtlan
lakdsba és két hibasba koltoztek be?

33. Egyszerre dobunk 6 szabdlyos kockaval. Mi a valdsziniisége annak, hogy legalabb két

azonos dobdkockdn azonos pontszam lesz feliil?

34. A mostani influenzajarvany mutatdi szerint a lakossag
15%-a betegedett meg. Mennyi annak a valdszintisége, hogy a 18 f&s csoportban legfeljebb

3 influenzds beteg van?

35. Egy villanykortét gyart6 cég termékei kozott 8% selejtes. Mekkora annak valészintisége,

hogy 10 véletlenszeriien kivalasztott korte kozott
a) legalabb 2 selejtes;

b) pontosan 4 selejtes lesz?
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3.2. Geometriai valosziniliség

Geometriai valdsziniiségrol beszéliink, ha
- a H eseménytér egy geometriai alakzat,
- az A esemény a H egy részhalmaza,

- egy véletlen pont A tartomanyba esésének valdszintisége aranyos az A halmaz mértékével.

Ekkor az esemény bekovetkezésének valdszintisége:

P(4) = %

ahol a p(-) mérték lehet: hossz, teriilet, térfogat vagy felszin.

Példa: Egy kikot6hoz 24 6ras idStartamon beliil véletlen id6pontban 2 hajé érkezik. Az el6bb
érkezd rogton megkezdi a pakoldst, mely egy o6rédt vesz igénybe. Mi a valdsziniisége, hogy
valamelyik hajénak varakoznia kell?
Megoldas: Legyen x az els6 hajo érkezésének idGpontja, y a masodik hajé érkezésének idGpontja.
Mivel két valtozdval van dolgunk ezért, a keresett valészinliséget két teriilet ardnyaval adjuk
meg.
A H eseményteret egy 24x24-es négyzet alkotja, mivel
0<z<24és0 <y <24 Tehat S(H) = 242,
Vizsgaljuk a kedvezd elemi események A halmazat. Ha a méasodik hajo érkezik késdbb, akkor
a kedvezd eseteket az y — x > 1 egyenlGtlenség irja le, ellenkez6 esetben z — y > 1. A
koordinatarendszerben dbrdzolva a kedvezd eseteknek megfelel pontok az besatirozott alakzatot
adjék.
Vagyis S(A) =2 - % Ezért az A esemény bekovetkezésének valdszintisége:

S(A) 232



Feladatok:

1. Egy focilabdat taldlomra nekirignak egy hdznak, amely fala 10 m hosszi €s 5 m magas
(egyenletes eloszlast feltételeziink). A hdzon két 2 m x 1,5 m-es ablak van. Mennyi a

valészinlisége, hogy ablakot talél el a labda?

2. A gazvezetékek meghibdsodésa barhol bekovetkezhet €s a hiba egy szakaszba vald esésének
valészinlisége a szakasz hosszdval ardnyos. Egy 50 méter hosszu giazvezetékbdl 2 helyen
szivarog a gaz. A 2 hiba egymastdl fiiggetleniil keletkezett. Ha a hibdk kozelebb vannak
egymashoz 2 méternél, akkor az aszfaltot csak 1 helyen kell bontani. Mi a valoszinlisége

annak, hogy nem sziikséges 2 bontds?

3. Véletlen szerlien vdlasztottak egy pontot a

K = {(p> Q)|p S [_17 1]7 qec [_]—7 1]}
halmazbdl. Mi a valdszintisége, hogy az x2 + 2px + q = 0 egyenlet gyokei valés szamok?

4. Két szamot valasztunk a 0 és 1 kozott. Mi a valészintisége annak, hogy szorzatuk kisebb

4 1419
55 nél?

5. Véletlenszertien felirunk két, egynél kisebb szamot. Mekkora annak a valdszintisége,

hogy Osszegiik kisebb egynél és szorzatuk kisebb %—nél?

6. Egy egységnyi hosszisigu szakaszon taldlomra kivdlasztunk két pontot. E pontok az
adott szakaszt harom részre osztjdk. Mekkora annak a val6szintisége, hogy e szakaszokbol

haromszog rajzolhat6?

7. Egy még 1étezd, vasartereken jatszott régi angol jaték a pennyguritds: adott egy 2 egység

oldalhosszisagu négyzethalo és egy 1 egység atmérdji penny. A cél az, hogy az elguritott

penny ne essen vonalra. Hogyan szdmitjuk ki a nyerési esélyeket?

8. Egy kis kikotdben egyszerre csak egy hajo rakodhat. Az egyik nap 5 és 12 6ra kozott
biztosan érkezik két hajé. A rakodds mindkettd esetében 53 percet vesz igénybe. Mennyi

a valdszintisége, hogy nem kell varniuk egymasra?

9. Anna munkaideje haromnegyed 6t és 6t kozott véletlenszeriien, egyenletes eloszlds szerint
ér véget. Béla fél ot és negyed hat kozott szokott odaérni, hogy hazavigye, szintén

véletlenszerlien, egyenletes eloszlds szerint.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a) Mennyi a valdszintisége, hogy Béla hamarabb odaér, mint ahogy Anna végez?

b) Mennyi a valdszintisége, hogy egyikiiknek sem kell 15 percnél tovabb varakoznia?

Andrés és Betti megbesz€lik, hogy munka utdn taldlkoznak. Mindkettejiiknek egymastol
fiiggetleniil véletlenszerlien, egyenletes eloszlas szerint ér véget a munkaideje 4 6ra és fél
6 kozott.
a) Mennyi a valdszintisége, hogy az el6bb jovének nem kell 10 percnél tobbet védrnia a
masikra?
b) Ha Andrés fél 6rat hajland6 varni, Betti, aki tiirelmetlenebb, csak negyed 6rdt, mennyi

a valdszinlisége, hogy taldlkoznak?

Vilasztunk a (0,1) intervallumon taldlomra egy pontot
(egyenletes eloszlds szerint). Jeloljiik e pontnak a 0-t6] val6 tavolsagét £ -vel. Mennyi a
annak a valdszintisége, hogy a £, az 1 — & és az 1/2 hosszisagu szakaszokbdl haromszoget

lehet alkotni?

Egy egységnyi hosszisagu szakaszon taldlomra kijeloliink két pontot. Mekkora a valdszintisége

annak, hogy a koztiik 1év6 tavolsdg kisebb mint egy el6re megadott h hossz, ahol 0 < h <
1?

Egy r sugaru kor keriiletén megjeloliink egy pontot. Ezutdn a korlapon taldlomra valasztunk
egy masik pontot (egyenletes eloszlas szerint). Mennyi a valésziniisége, hogy a két pont

tdvolsaga kisebb, mint 2

A (0; 1) intervallumon taldlomra védlasztunk két szamot (egymastol fiiggetleniil €s egyenletes
eloszlas szerint).

Mennyi a valdszintisége, hogy kiilonbségiik

a) 1/4 és 1/2 kozé esik;

b) kisebb lesz, mint a kisebbik szam?

Egy beregszaszi aruhazhoz két aruszallitd érkezik egyenletes eloszlds szerinti véletlen
idSpontokban: a Munkécsrol érkezd 8 és 10 ora kozott, az Ungvarrdl érkezd pedig 9 és

10 6ra kozott. Mennyi a valdszintisége, hogy az ungvari teheraut6 érkezik meg elébb?

Egy 15 cmx15 cm-es négyzet alaku tdblara nyilakat 16viink. Mennyi a valészintisége
annak, hogy a taldlat a négyzet miden oldalatdl

a) legalabb 3 cm-re van;
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b) legfeljebb 9 cm-re van?

17. Egy 20 cm sugaru vizlevezetd akna fed6lapjan 4 darab egymadssal parhuzamos téglalap
alaku rés van. A rések 20 cm hossziak és 4 cm szélesek. Egy kislany véletleniil elejtett
az akna felett egy 0,5 cm sugard gyongyot. Mennyi annak a valdszinlisége, annak, hogy

a gyongy beleesik az akndba, nem érintve kozben a rések széleit?

18. Vizszintes tdbldra d tdvolsdgu parhuzamos egyeneseket rajzoljunk. Egy [ < d hosszisagi
tlit dobalunk a tablara megporgetve azt. Mennyi a valdszinlisége, hogy a tli metszi

valamelyik egyenest? (Buffon-féle tiiprobléma)

Ellenorzo kérdések:
1. Mik a valdszinliség axioméai?
2. Mit allit a Poincare tétel?

3. Mi a teljes eseményrendszer fogalma?
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4. fejezet

Feltételes valoszintliség

4.1. Feltételes valosziniiség, teljes valosziniiség tétele, Bayes
tétel

* Feltételes valoszintiség.
Legyen A és B egy kisérlettel kapcsolatos két esemény, ahol P(B) # 0.
Az A esemény B feltétel melletti bekovetkezésének valdszintisége:
P(ANB)
P(AB) = ———=

Ha a H eseménytér elemi eseményeinek a szdma véges, akkor

AN B
| B

P(A|B) =

Legyenek A;, As, ... A, a H eseménytér tetszOleges eseményei, ezek egyiittes bekdvetkezésének
valészintisége:
P(AiNAyN..NA,) =
=P(A,JATNAN..NA, 1)
P(A, 1]A1NAsN .. NMA, 5)...- P(A3]Ay) - P(Ay).
Példa: Két kockaval dobunk. Mennyi annak a valdszinlsége, hogy a dobott szamok

Osszege 7, feltéve, hogy a dobott szdmok 6sszege paratlan.

Megoldds: Legyen A esemény: a dobott szamok Osszege 7;
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B esemény: a dobott szamok 0sszege pdratlan.

A B eseményre kedvezd esetek: (1,2), (1,4), (1,6), (2,1), (2,3), (2,5), (3,2), (3,4), (3,6),
4,1), (4,3), (4,5), (5,2), (5,4), (5,6), (6,1), (6,2), (6,4), (6,6).

A C Bezért AN B = A, vagyis az A N B eseményre kedvezd esetek: (1,6), (2,5), (3,4),
4,3), (5,2), (6.1)

A kérdezett valoszindiség:

P(A|B) =

* A teljes valdsziniiség tétele.
A By, Bs, ... B, események teljes esményrendszert alkotnak, ha paronként kizarjak egymast
és Osszegiik a biztos esemény.
Ha B, B,, ... B, teljes esményrendszert alkotnak a H eseménytérben és P(B;) # 0 (i =
1,2, ...,n), akkor a H eseménytér tetszéleges A eseményére érvényes a teljes valoszinliség

tétele:

P(A) = ZP(AlB»P(Bi)-

* Bayes tétel.
Ha By, Bs, ... B, teljes esményrendszert alkotnak a H eseménytérben és P(B;) # 0 (i =
1,2,...,n), tovabbd a H eseménytér tetszoleges A eseményére, melyre P(A) # 0, akkor
P(A|By)P(By)

n

P(B,|A) = .
;P<A|Bi)P(Bz’>

Példa: Egy f6iskoldra konyvvitel és matematika szakos hallgatok jarnak. A harmadik évfolyamon
négyszer annyi konyvvitel szakos hallgaté van mint matematikus. Statisztikdbol a konyvviteles

hallgatok 68%-a, a matematikusok 82%-a tett sikeres vizsgat. Mennyi annak a valdszintisége,

hogy

a) egy véletlenszerlien kivélasztott hallgat6 sikeres vizsgat tett;

b) egy sikeres vizsgat tett hallgaté matematikus?

Megoldds: Legyen B; esemény: a kivdlasztott hallgaté matematikus;
B, esemény: a kivélasztott hallgaté konyvvtel szakos;

A esemény: a kivalasztott hallgaté sikeres vizsgat tett;
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A

valasztottunk;

B esemény: a kivélasztott hallgatd sikeres vizsgat tett, feltéve, hogy matematikust

A|B; esemény: a kivdlasztott hallgato sikeres vizsgit tett, feltéve, hogy konyvvitel szakost
valasztottunk;

Ekkor: P(By) = £ = 0,2, P(B;) = 3 = 0,8,

P(A|By) = 0,82, P(A|Bs) = 0,64.

a) A teljes valdszinliség tételét hasznaljuk:

P(A) = P(A|B1)P(Bi) + P(A|By)P(B2) =
=0,2-0,82+0,8-0,64 =0, 708.

b) Itt a Bayes tételt hasznaljuk:

_ P(A|By)P(B) _
P(Bi]4) " P(A|B,)P(B;) + P(A|B,)P(B,)
0,2-0,82

0,2-0,82+40,8-0,64

~ 0,232.
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Feladatok:

1.

D

1)
a)
b)
c)
d)
e)
f)

2.

Egy miihelyben 3 gép dolgozik. Az elkésziilt munkadarabokat a min6ségellendrzésen 1.,

IL., illetve III. osztdlyba soroljék.

B1: Lo. B2 :Il.o. | B3:IIlo.
Al: 1.gép | 500 510 415
A2:2.gép | 440 390 275
A3:3.gép | 320 300 190

A napi 0ssztermékbdl véletlenszerien kivalasztunk egyet.

Trjuk fel szimbélumokkal és szamoljuk ki:

- mennyi a valdszintisége, hogy a 2.gép készitette a munkadarabot, feltéve, hogy els6é
osztalyu;

- mennyi a valdszintisége, hogy masodosztalyd a munkadarab, feltéve, hogy nem a 3.gép

készitette?

Szamitsuk ki és fogalmazzuk meg szavakkal az aldbbiak jelentését:
P(Ay);

P(A1]By);

P(A{|B; U By);

P (§2|Z1 U AQ) )

P (Al UAZ‘Bl UBg) 3
P(A, U Ay|By).

Egy villamos 10 percenként jar. Feltéve, hogy az el6z6 mar legaldbb 3 perce elment,

mennyi a valdszintisége, hogy a kdovetkezd 5 percen beliil jonni fog?

. Egy asztalndl négyen kartydznak. A 32 lapos magyar kdrtyat egyenléen osztjdk egymds

kozott. Ha az egyik kivdlasztott jatékosnak nem jut 4sz, mennyi a valészintisége, hogy a

kovetkezének sem jut?

Egy 32 lapos kartyacsomagbdl 4 lapot hiizunk ki egymdsutdn visszatevés nélkiill Mennyi

a valdszinlisége annak, hogy az elsé 2 lap kirély, a harmadik fels6 a negyedik pedig, 4sz?
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10.

11.

12.

. Egy dobozban 5 fehér és két piros golyé van. EI&bb két golyét hizunk a dobozbdl

visszatevés nélkiil, majd egy harmadikat. Mennyi a valészinlisége annak, hogy a harmadik

kivett goly6 piros?

Van hdrom testvér. A legnagyobb szeret rosszalkodni, ezért ha egyediil hagyjak, 0,7
valdszinliséggel rossz fat tesz a tlizre. A kozépsd ha latja, hogy bétyja rosszalkodik,
0,5 valdszintiséggel csatlakozik hozza. A legkisebb szereti utdnozni testvéreit, tehat ha
mindketten rosszalkodnak, 0, 8 valészintiséggel utdnozza Sket. Egy délutdin magukban
jatszanak az udvaron. Mennyi a valészinlisége, hogy mindhdrman rosszalkodni fognak,

amikor sziileik kimennek utanuk?

. Azonos fajta drukbol két tételiink van. Az elsd tétel 15, a masodik tétel 20 darabbol

all. Mindkét tételben 1-1 hibds darab van. Az els6 tételbdl egy véletlenszertien valasztott

darabot attesziink a masodikba. Ezutdn a médsodik tételbdl vilasztunk egyet és ezt megvizsgaljuk.

Mi a valészintisége annak, hogy ez a darab selejtes?

Két doboz mindegyikében 100 db csavar van. Az elsé dobozban 10 db selejtes, a mdsodikban
6. Taldlomra kivesziink egy csavart valamelyik dobozbdl. (A dobozok koziil egyenld

valészintiséggel vélasztunk) Mennyi annak a valdszinlisége, hogy a kivett csavar j6?

100 db kész miiszer kozott el6fordulhat 0,1,2,3,4 hibas. Ezek el6forduldsanak valdszintisége

15 1 1
6° 12> 4° 127

vehetjilk meg, mennyi annak a valdszintisége, hogy hibatlan miszert vasarolunk?

rendre: és é Feltételezve, hogy barmelyik miiszert egyenld valdszintiséggel

Valakit keresiink az egyetemen. A keresett személy egyforma valdszintiséggel lehet adott
5 terem valamelyikében, és annak a valdszinlisége, hogy az 6t terem valamelyikében
jelen van: p. Mér 4 termet megnéztiink, és a keresett személyt nem taldltuk. Mennyi a

valdszintisége, hogy az 5-ik teremben megtalédljuk?

Egy egyetemi vizsgan az A szakos hallgatok 60%-a, a B szakos hallgaték 80%-a szerepel
sikeresen. Az A-szakos hallgatok az évfolyam 15%-ét teszik ki. Mennyi a valdszintisége

annak, hogy egy taldlomra kivélasztott hallgat6 sikeresen vizsgédzott?

Egy céllovoldében harom rekeszben vannak puskdk. Az elsé rekeszben 3 puska, a mdsodikban
1, a harmadikban 2. Ezekkel rendre 0,5; 0,7; 0,8 valoszintiséggel taldlunk célba. Mennyi

a taldlat valészindisége, ha taldlomra vélasztunk ki puskat?
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Két varos kozotti taviré osszekottetés olyan, hogy a leadott tavirdjelek koziil a pontok

2_
5

ardnya 5:3. Mennyi annak a valdszinlisége, hogy ha a vevd oldalon pontot kaptak, akkor

e vonalla torzul, a vonalak %—a pedig ponttd. A leadott jelek koziil a pontok és vonalak

az adé pontot tovabbitott?

Amennyiben baratndnk kdzvetleniil a randevink el6tt megy fodraszhoz, akkor 90%, hogy
elkésik a randevirdl. Tizszer olyan gyakran fordul eld, hogy elkésik a randevirdl, mint
az, hogy randevu el6tt fodraszndl volt. Ha elkésik, mennyi a valdszintsége, hogy fodrdszndl

volt?

Egy gyarban hdrom gép gyart csavarokat. A termékek 25%-at az A gép, 35%-at a B, a
tobbit a C-gép gyartja. Az A gép 5%-ban, a B gép 4%-ban a C-gép pedig 25%-ban termel
selejtet. Ha egy taldlomra kivalasztott csavar selejtes, mennyi a valdszinlisége, hogy az A

g€p gyartotta.

4 goly6t helyeziink el egy kalapban: 1 fehéret, 1 kéket €s 2 pirosat. A kalapot megrazzuk,
majd valaki kihuz belble két golyét. Megnézi dket, és fennhangon kijelenti, hogy legalabb

az egyik piros. Mennyi a valészintisége, hogy a mdsik kihtzott goly6 is piros?

Tegyiik fel, hogy a férfiak 5%-a és a n6k 0,25%-a szinvak. Egy 20 n6bdl és 5 férfibol allo
csoportbdl 1 személyt taldlomra kivalasztottunk. Megdllapitjuk, hogy szinvak. Mennyi a

valészintisége, hogy nét valasztottunk ki?

Egy didk a vizsgan 0,6 valoszintiséggel tudja a vélaszt a kérdésre. Ha nem tudja, akkor
tippel, €s 0,2 valdszintiséggel taldlja el a helyes vélaszt. Feltéve, hogy a didk helyesen

valaszolt, mekkora az esélye, hogy tudta a valaszt?

Egy gépesitett iigyintézéssel rendelkezd irodaban 3 gép dolgozik parhuzamosan, azonos
tipusu ligyiratok intézésében. Az elsd gép naponta 10 aktdval végez, a mdsodik napi
15, a harmadik napi 25 aktdval. Hibdsan kezelt iigyirat naponta atlagosan 0,3, 0,9 ill.
0,5 db taldlhat6 egyes gépek munkdjadban. Az Osszesitett napi mennyiségbdl taldlomra
kivesziink egy példanyt, s azt rossznak talaljuk. Mekkora a valdsziniisége, hogy az els6

g2ép készitette?

Egy adott betegségben szenvedd betegek 63 %-at egy olyan Uj kezelésnek vetik ald, amely
a kordbbi 38 %-16l 81%- ra javitja a gyogyuldsi ardnyt. Egy gydgyult beteget kivélasztva

mi a valdszintisége, hogy 6 az 1j kezelésben részesiilt?
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21.

22.

23.

24.

b)

25.

a)
b)

26.

Sportoloknal azt vizsgaljak, haszndlnak-e doppingszert. Az erre haszlalt teszt 99%-ban
vezet pozitiv eredményre, ha valaki hasznalja a szert. Tudjuk, hogy a sportolok 1%-a
haszndljam a szert €s azt is tudjuk, hogy 1%-ban akkor is pozitiv lesz a teszt, ha nem
doppingol a sportol6. Mennyi a valdszintsége, hogy tényleg doppingol a sportold, ha

pozitiv lett a tesztje?

Egy kdvézoban a felszolgdlé megfigyelése szerint a kolumbiai kdvét vdlasztok 50%-a
ad borravalo6t, a bécsi kavékeveréket valasztok 20%-a, mig a guatemalai kavét vélasztok
30%-a. Mennyi a valdszintlisége, hogy egy borravalot ado vendég kolumbiai kavét ivott,

ha az eladott kdvék 20%-a kolumbiai, 70%-a bécsi és a maradék guatemalai?

Szinbad, a szultannak tett szolgalataiért, valaszthat egyet az N = 100 haremholgy koziil
ugy, hogy az egyenként elbtte elvonuld holgyek valamelyikére rdmutat. Tegyiik fel,
hogy a hdaremholgyek szépségiik szerint egyértelmien sorrendbe allithatok, és Szinbad
taktikdja a kovetkezd: a véletlen sorrendben elvonulé holgyek koziil, az els6 n = 10
szemrevétele utdn azt vélasztja, aki szebb minden kordbban latottndl. Mennyi annak

valésziniisége, hogy Szinbad a legszebb haremholgyet valasztja?

Egy tizemben 3 gép van, az els6 adja a termelés 40%-at, a masik kettd 30-30%- at. Az elsd
és a masodik gép 0,05 valészintséggel termel selejtet a harmadik 0,1 valészintiséggel.

Mennyi a valdszintisége, hogy
az tizem termékei koziil egyet kivélasztva az selejtes lesz;
ha taldlunk egy selejtes terméket, azt az els6é gép gyartotta?

A matematika dllamvizsgdn 4 témakorben szerepelnek kérdések: matematikai analizis,
algebra, analitikus geometria és valészinliségszdmitds, egy didk a felsorolt tantiargyakbdl
feltette kérdéseket megfeleléen 70%, 60%, 80% és 50% valdszintséggel tudja. Tegyiik
fel, hogy az 6sszes kérdés 40% analizis, 30%-a algebra, 15%- geometria. Mennyi annak

a valdszintlisége, hogy

egy feltett kérdésre a didk tudta a vélaszt;

egy didk helyes vdlaszai koziil egyet kivélasztva azt tapasztaljuk, hogy az valdszinlis€gszamitas?

Egy hasznéltaut-kereskedd azt vizsgélja befolydsolja-e a kocsi fényezése az eladasi drat.

Megfigyelései a kovetkezOk: az eladott autdk 45 %-at megvették katalégusar felett, 25
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%-at katalogusar alatt, a tobbiért katalogusarat adtak. A kataldgusar felett megvasarolt
gépkocsik 65%-a volt metdlfényezés, a katalogusar alatt eladott 30 %-a volt metalfényezés,
mig a kataldgusdron eladott autékndl ez az ardny 45 %. Kivélasztunk tetsz6legesen egy

eladott autét. Mennyi annak a valdészintisége, hogy
a) metalfényezési;

b) ha metdlfényezésii, akkor katalégusar felett kelt el?
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4.2. Események fiiggetlensége

» Két esemény fiiggetlensége.

Legyen A és B a H eseménytér két eseménye. Az A és B fiiggetlenek, ha
P(ANB)= P(A)- P(B).
Ha az A és B események fiiggetlenek, akkor:
- P(A|B) = P(A);
- Aés B, Aés Billetve A és B események is fiiggetlenek.

* Tobb esemény teljes fiiggetlensége.
A H eseménytér Ay, As, ..., A, eseményei teljesen fiiggetlenek, ha koziilik barmely k
szamu esemény egyiittes bekovetkezésének valdszinlisége egyenld az egyes események
valdszinliségének szorzataval.

Az Ay, A, ..., A, események egyiittes bekovetkezésének valdszindsége:

Példa: Ketten 16nek céltablara. A taldlat valoszinlsége az els6 személy esetében 0,8 a masodik
esetében 0,65. A taldlatok egymadstdl fiiggetlenek. Ha mindketten egy-egy 10vést adnak le,
mennyi a valdszinlisége annak, hogy legalabb egy taldlat van a céltdblan?

Megoldds: Legyen:

Ay az az esemény, hogy az els6 16vész taldl,

A, az az esemény, hogy a masodik 16vész talal, ekkor az

A N A, az az esemény, hogy legaldbb egy taldlat van. A keresett valészintiség:

P(A N Ay) =1- P(ANA).

Az A és Ay események fiiggetlenek, ezért az A, és A, események is fiiggetlenek, azaz P(A; N
Ay) = P(A)) - P(Ay). Bzért:

P(A NAy) =1—-P(A))-P(A) =1-0,2-0.35=0,93.
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Feladatok:

1. Haromszor dobunk fel egy szabdlyos pénzdarabot. Jelentse A azt az eseményt, hogy a
dobasok kozott fej és irds is el6fordul, B pedig azt az eseményt, hogy legfeljebb egy iras
fordul el6. Allapitsuk meg, fiiggetlen-e A és B!

2. Feldobunk egy kockdt. A kovetkez6 események koziil melyek fiiggetlenek:
A: parosat;
B: pératlant;
C': primszamot;
D: legaldbb 2-t dobtunk?

3. Két kockaval dobunk, legyenek

a) FE: a dobdsok 0sszege 6; F': a dobdsok Osszege 7;

G az els6 kocka 3-at mutat;

b) E: a dobdsok Osszege 7; F': az els6 kocka 3-at mutat;

(G: a masodik kocka 4-et mutat. Fiiggetlenek-e ezek az események?

4. Egy kockat és két pénzdarabot dobtunk fel egyszerre. Mennyi a valdszintisége, hogy a

kockdn hatost, és az egyik pénzen irast, a masikon fejet dobunk?

5. Egy gyéar harom szerelGcsarnokdban végzett statisztikai vizsgélat szerint az els6 szerel6csarnokban
a munkaids 85 %-aban, a masodik szerel6csarnokban a munkaid6 90%-aban, a harmadik
csarnokban pedig a munkaidd 80%-4ban zavartalan a termelés. Mennyi annak a valdszintisége,

hogy a munkaidd egy adott idépontjdban:
a) mind a harom csarnokban zavartalan a termelés,
b) legalabb az egyik csarnokban zavartalan a termelés?
¢) csak az egyik csarnokban zavartalan a termelés.

6. Egy szabdlyos jatékkockat egymads utdn 6tszor feldobunk. Mennyi a valdszinisége annak,

hogy

a) minden dobdssal paros szdmot dobunk;

b) legaldbb egyszer hatost dobunk?
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7.

b)

10.

11.

12.

13.

Annak a valészintisége, hogy egy miiszak alatt az automata nem készit selejtes terméket:
0,9. Mi a valdsziniisége annak, hogy 3 miiszak alatt nem lesz egyetlen selejtes termék

sem?

A munkds 3 automatdra figyel. Annak a valoszinlisége, hogy egy 6rdban az 1.-nél sziikség

lesz ra: 0,9, a 2.-nél: 0,8 és a 3.-nal: 0,85. Mi a val6szinlis€ége annak, hogy
1 6ran beliil egyiknél sem lesz ré sziikség;
legalabb 1-nél nem lesz rd sziikkség 1 6ran beliil?

A kész termékek meghibdsoddsat forma €s méret szerint kiillonboztetik meg. A formai
meghibasodds valdszintisége 0,05, a méret szerinti meghibasodds valdszintisége 0,01. Mi

a valoszinlisége annak, hogy a taldlomra kivalasztott termék forma- és mérethibds lesz?

Legalabb héanyszor kell feldobni két szabalyos dobdkockat ahhoz, hogy legfeljebb 0,74

valdszintiséggel egyszer se kapjunk dupla hatost?

Egy konyvtarban csak miiszaki és matematikai konyvek vannak. Annak a valdszinlisége,
hogy valamelyik olvasé miiszaki, ill. matematikai konyvet valaszt, 0,7, ill. 0,3. Hatarozzuk
meg annak a valdszinliségét, hogy 5 olvas6 egymds utdn vagy csupa miiszaki vagy csupa

matematikai konyvet kolcsonodz, ha mindegyikiik csak 1 konyvet visz el.

Egy automatizalt gépsor egy gyartasi ciklusban 10 gépet gyart, amelyek mindegyike 0,01
valészintiséggel hibas. Hany ciklus alatt késziil 0,8-nél nagyobb valészindséggel legalabb

egy hibés gép?

Egy dobozban 1-t61 8-ig szamozott, 8 darab papirlap van. Véletlenszeriien kivesziink egy
lapot. Legyenek az A, B és C a kovetkezd események:

A - a kivett lapon pdros szam van,

B - a kihizott szdm 4-nél nem nagyobb,

C - a kihuzott szdm 2, vagy 5-nél nagyobb.

Igazoljuk, hogy P(AN BN C) = P(A) - P(B) - P(C) és az adott események mégsem
fliggetlenek!
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Ellenorzo kérdések:

1. Mit értiink az A esemény relativ gyakorisdgan?

2. Mennyi a lehetetlen és a biztos esemény relativ gyakorisdga egy n-szeres kisérletsorozatban?

3. Mi a feltételes valoszinliség definicigja?

4. Mondja ki a Bayes tételt!

5. Dontse el, az aldbbi allitdsok koziil melyik igaz, melyik hamis!

Az esemény relativ gyakorisdga mindig nagyobb, mint az esemény elméleti valoszintisége.
A relativ gyakorisag lehet kisebb is és nagyobb is, mint az elméleti valdszinliség.

Ha egy esemény relativ gyakorisdga 1, akkor az esemény a biztos esemény.

A kisérletek szdmédnak novekedtével a relativ gyakorisdg értéke egyre csokken.

Egymast kizar6 események relativ gyakorisdgainak 0sszege az 0sszegesemény relativ

gyakorisagét adja.
A teljes eseményrendszer relativ gyakorisdgainak osszege 1.

Egy eseménynek a biztos eseményre vonatkoztatott feltételes valoszintis€ége nagyobb

mint a feltétel nélkiili valészintisége.
A feltételes valdszintiség lehet 1-nél nagyobb is.

Egy esemény rogzitése utan a feltételes valoszinliség kielégiti a valdszinliség axidomait.

6. Mikor neveziink hdrom eseményt teljesen fiiggetlennek?

7. Mit allit a szorzasi szabély?

8. Dontse el, az alabbi allitdsok koziil melyik igaz, melyik hamis!

A fiiggetlen események kizarjdk egymast.

Ha két esemény ellentettei fiiggetlenek, akkor az események is azok.

A teljes eseményrendszer eseményei teljesen fiiggetlenek egymastol.

Barmely két esemény vagy fiiggetlen egymadstol, vagy pedig kizdrjdk egymast.

Barmely pozitiv valdszinliségli esemény onmagara vonatkoztatott feltételes valdszintisége

1.
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Béarmely pozitiv valosziniiségli, de nem egy valdszinliségii eseménynek az ellentettjére

vonatkoztatott feltételes valoszintisége 0.

Egymast kizaré eseményeknél az egymadsra vonatkoztatott feltételes valdsziniiség

mindig 0.
A teljes fiiggetlenségbdl kovetkezik a paronkénti fiiggetlenség.

A lehetetlen esemény onmagatdl is fiiggetlen
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S. fejezet

Valoszintiiségi valtozok és jellemzoik

5.1. Diszkrét valosziniiségi valtozok

Ha ¢ valdszinlségi valtozd lehetséges értékeinek szdma véges vagy megszamldlhatéan sok,

akkor a &-t diszkrét valdszintliségi valtozonak nevezziik.

* Valoszintiségeloszlas

a ¢ lehetséges értékei €s a valoszinliségiik megaddsa. Ha a & lehetséges értékei x1, o, . .

akkor a

valdszintiségeket a £ valtozo eloszlasanak nevezziik.

* A £ értékeihez tartoz6 valdszinliségek 6sszege 1. Tehat
%

* Az F(z) fiiggvény a £ valdszindségi valtozo

eloszlasfiiggvénye, ha F'(x) = P(£ < z).
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Diszkrét valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye megadhato:

(

0 hax < x4,
D1 haz; <z < 29,
p1+ P2 hazy <2 < 3,

p1+pe+ ... +pr haz, <z < xpq,

[ 1 hazx, <x

* Varhaté érték: M (&) = > x; - p;.

o Széras: D(€) = |3 (v — M(€))” - pi.

)

A szérasnégyzetre fenndll a kovetkezd Osszefliggés
D*(&) = M(&") — M*(5).
Példa: A magyar kartyacsomagbdl kihtizunk 3 lapot visszatevés nélkiil. Jelolje £ valdszintiségi
valtoz6 a kihuzott piros lapok szdmat!
a) Hatarozzuk meg a valdszintiségi véltozo eloszlasat!

b) Irjuk fel az eloszlasfiiggvényét!

¢) Hatédrozzuk meg az eloszlas varhato értékét €s szordsat!

Megoldds:A £ valészinliségi valtozé lehetséges értékei O, 1, 2, 3.

a) Az eloszlést a kovetkezd képletbdl szamoljuk ki:

Ck . 3k
P =k)=—"-*- ahol k=0,1,23.
Csy
Tehat a & valdszintiségi véltozo eloszlasa:
ki |0 1 2 3

pi | 0,408 0,445 0,136 0,011
a valdszinliségeloszlas dbrazoldsa botabran
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b)

az eloszlasfiiggvény abrazoldsa

F(x)

0,408
0,853
0,989

hax <0,
haO <z <1,
hal <z <2,
ha2 <z <3,
ha3 <z
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¢) Varhato érték:
M(E) = ;- p;=0-0,408 + 1-0,445 + 2 - 0, 136+

+3.0,011 =0,75

Szérés: ElGszor hatdrozzuk meg az M (£?) értékét

M(€?) =" a? p;=0%-0,408 + 1% 0,445 + 2% - 0,136+
+3%.0,011 = 1,088.
D?(&) = M(€%) — M?*(€) = 1,088 — 0,5625 = 0, 5255

Ezért az eloszlds szorasa: D(&) = /0, 5255 ~ 0, 725.
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Feladatok:

10.

. Harom kockaval dobunk. Szdmitsuk ki a dobott szamok 6sszege eloszlasfiiggvényének

az ¢ = 5, 2 helyen felvett értékét!

Egy érmével dobunk. Ha az eredmény fej, akkor még kétszer dobunk, ha irds, akkor

még egyszer. Mennyi az Osszes fej eredmények szdmanak varhaté értéke?

Két kockdval dobva, mennyi a dobott szimok maximumadnak ill. minimumaénak
vérhato értéke?

Két személy, A és B, két kockdval jatszanak. Az A jatékos akkor fizet B-nek, ha a
feldobott kockdkon pératlan szamok szerepelnek. A B jatékos, akkor fizet A-nak,
ha az egyik kockdn — de csakis az egyiken — pdros szdmot dobnak. Ha maés eset
fordul eld, egyik sem fizet. Milyen pénzdsszegben allapodjanak meg, hogy a jaték

igazsdgos legyen?

. Kétszemély A és B, a 32 lapos magyar kértydval jatszik. A jatékszabdly a kovetkezd:

az asztal kozepére tett kdrtyacsomagbol felvaltva feliitnek 1-1 lapot. Ha az elsd négy
feluitott lap kozott van piros , akkor A fizet B-nek 10 hrivnydt. Mennyit fizessen B
az A-nak, hogy a jaték igazsagos legyen?

Két kockdval addig dobunk, mig valamelyiken 6-ost nem dobunk. Mennyi lesz az

addigi dobdsszam varhaté értéke, ha az utolsé dobast is beleszamoljuk?

. Ermével dobunk addig amig el&szor fordul el8, hogy két egymds uténi dobds azonos.

Mennyi a sziikséges dobdasok szamdnak varhat6 értéke?

Egy kockdval hdromszor dobunk egymads utan. Jelentse a £ a hatos dobasok szamdt.
Hatdrozzuk meg M (§)-t és D(&)-t!

A ¢ valoszintiségi véltozo lehetséges értékei: -1, 0, 2, 3. Az ezekhez tartozo valdszintiségek

rendre: 1/12, 5/12, 1/4,1/4. Szamitsuk ki & varhato értékét és szorasat!

Két kockaval dobva mennyi a dobott szdmok

a) maximumanak;

b) minimumanak;

c) Osszegének eloszldsa, varhat6 értéke és szordsa?

11.

Rajzoljuk fel az eloszlasfiiggvényeket!

Két dobdkockaval dobunk. Legyen £ a dobott szamok kiilonbsége (a nagyobbikbdl

vonjuk ki a kisebbet). Hatdrozzuk meg & eloszlasfiiggvényét és varhato értékét!

55



12. Egy ujsagarusndl egy adott lapot atlagosan 100 vasarl6 keres egy napon. Ha naponta
120 lapot rendel, mennyi a vdrhaté haszna, ha az 5 hr-ért beszerzett lapot 6 hr-ért

adja a vasarlonak, €s a megmaradt példanyokat 3 hr-ért veszi vissza a terjesztd?

13. A kovetkez6 szerencsejatékot jatszuk: T-0sszeg befizetése ellenében dobunk egy
kockat, és ha az eredmény 1, 2 vagy 3, akkor nem nyeriink semmit, ha 4, 5 vagy 6 a

dobas eredménye, akkor 18, 24 illetve 30 a nyereményiink.

a) Milyen T-0sszegig érdemes jatszani?

b) Mennyi a jatékban elért eredmény szoérdsa, amikor a varhaté nyeremény értéke 07
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5.2. Folytonos valoszintiségi valtozo

Az F(z) fuggvény a ¢ val6szintliségi vdltozo eloszlasfiiggvénye, ha F(z) = P(§ < x).

Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai:
Monoton nem csokkend.
Balrdl folytonos, azaz

lim F(z)= F(a).

T—a~

A fiiggvény hatdrértéke:

lim F(z)=0 lim F(z)=1

T—r—00 T—00

Az F(z) fuggvény csak akkor lehet eloszlasfiiggvény, ha az el6z6 harom feltétel

mindegyike teljesiil réa.
Az eloszlasfiiggvény és stirtiségfiiggvény kozotti kapcsolat.

Legyen ¢ folytonos valészintiségi viltozo, az F'(x) figgvény derivaltjat a £ stirtiségfiiggvényének
nevezziik f(xz) = F'(z).

Az eloszlasfiiggvény eldallitasa a strtiségfiiggvénybdl:
F(z) = / f(t)dt

A stirtiségfiiggvény tulajdonsagai:
flxz) =0,
[ flx)de =1.

Az f(x) fuggvény csak akkor lehet siirliségfiiggvény, ha az el6z6 két dllitds mindegyike

teljestil ra.
Valésziniiségek kiszamitasa a stirtiség- és eloszlasfiiggvénybdl.

b

Pla<¢<t)= [ fa)dn,

b

Pl <t)= [ fla)da,
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Pla<¢<b)=Pla<¢<b)—
=Pla<&<b)=Pla<{<h)
e Virhaté érték: M(¢) = [ - f(x)da.
o Széris: D(€) = j/‘o (ac . M(§)>2 fz)dz.

A szorasnégyzetre fenndll a kovetkez6 Osszefiiggés
D(§)* = M(&") — M*(5),
ahol M (&%) = [ 2*- f(z)dx.

e A o(x) fuggvény a & valésziniiségi valtozo

karakterisztikus fiiggvénye, ha
o) = [ ra)etds

Példa: A (0, a) szakaszon véletlenszerien (egyenletes eloszlast feltételezve) kivélasztottak

egy pontot. Jelolje £ ennek a pontnak a szakasz kozéppontjatdl vald tdvolsagat.
a) Irjuk fel a ¢ eloszlds és siirtiségfiiggvényét!

b) Szdmoljuk ki a £ valészinliségi valtozé varhato értéké €s szorasat!
Megoldas:

a) A feladat feltételeibdl: 0 < < 2. Legyen
D<o < %, ekkor

P(§<m):P(g—x<§<g+x):%.

b |

58



A keresett eloszlasfiiggvény:

0 haz <O,
F(z) = %m haO<x§§7
1 ha% < .
A siirtiségfiiggvény:
2 ha0<z<?2
xTr) = F, T) = a = g7
i) (@) { 0 kiilonben .
b)
M(§) = /:E-f(:v)da::/g; _dx:%
% ;
Szoras: 2
0 = a2
M(§2)2/$2 f(x)da::/ﬁ —dIZEa
% ]

a?  a? 3a
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Feladatok:

1. Tegyiik fel, hogy egy étteremben a vendégek ebédiddben eltoltott idejét, percekben

mérve, a kovetkezd eloszlas fiiggvény jellemzi:

(

0 ha z <0
&% ha 0<z<30
F(z) = L' ha  30<2<60
1‘% ha 60 <z <120
\ 1 ha 120 < z

Abrézoljuk e fiiggvényt! Mekkora annak a valészintisége, hogy egy vendég az

étteremben 30 percnél tobb 1d6t tolt el?

2. Lehetnek-e valamely folytonos valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvényei az alabbi
fiiggvények? Hatdrozzuk meg a striiségfiiggvényét azoknak, amelyek lehetnek
eloszlasfiiggvények!

0hazx <1
2) Flz) = 3241 hax > 1

x+1
0 hax <2
b)F(x):{gc_2
mhawZ?
) F(x) 0haz <0
c T) =
ex hax >0
2% haxr <0,5
d) F(x)= )
1—4-hazx>0,5
0hazx <0
e) Flz)=¢ 2(4—z) hal <z <2
1ha?2<zx
0, ha <0
) F(z)=4
T+z° ha 0<zx

3. A (0, a) szakaszon véletlenszerdien megjeloliink egy pontot, majd az (a, 2a)szakaszon,

szintén véletlenszeriien, egy mésik pontot. Jelentse & e két pont tavolsdgat. Irjuk fel
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a £ eloszlas- és strtiségfiiggvényét.

4. Legyen a & varhat6 értéke M () és szérdsa D(€) > 0. Bizonyitsuk be, hogy az

M)

D) valdszintiségi valtozo varhato értéke O és szérdsa 1.

5. Strtiségfiiggvények-e a kovetkezo fiiggvény?

a)
sinz, O0<zx<m
flx) = .y
0, egyébként
b)
r+i —1<z<1
flx) = ? .y
0, egyébként
c)
T, O<ze<l1
2—z, 1<ax<?2
flz) =

0, egyébként

6. Legyen ¢ striségfiiggvénye a kovetkez6 alak:

24z), —A<z<0
2—-z), 0<z<A

e Ll

fz) =
0, egyébként

a) Hatdrozzuk meg az A értékét;
b) Irjuk fel a ¢ eloszlasfiiggvényét;

¢) Abrézoljuk a ¢ eloszlds- és siirtiségfiiggvényét!

7. A &-valosziniségi valtozo stirliségtiiggvénye a kovetkezd:

0 ha z<1
fl@)=4q 1z ha 1<z<3
0 ha z>3

Szamoljuk ki a az n = 2§ — 4 valdszintiségi valtoz6 karakterisztikus fiiggvényét!
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8. A &—valbszinliségi valtozo stirliségfiiggvénye a kovetkezo:

0 ha x2<0
flz) = %x ha O0<z<2

0 ha x>2

Szamoljuk ki a az n = 2§ + 3 valdszinliségi véltozo karakterisztikus fiiggvényét!

9. Szamitsuk ki a kovetkez0 siirliségfiiggvényekkel jellemzett eloszlasok véarhat6 értékét:

a)

0 ha =z¢(0,1)
fe) {1 ha z€(0,1)
b)
_ |r| ha xz¢ (—1,1)
f(x)_{ 1 ha ze(—1,1)
c)

1 T—2\2
— -(%5°)
xTr) = (& 2
f@) =S 7=

10. Valaki két telefonhivast var. Mindkét hivast 10 és 11 6ra kozott esedékes. Jelolje a
¢ valtozé a két hivas kozott eltelt id6t.

a) Hatdrozzuk meg a ¢ valdszintiségi valtoz6 eloszlasfiiggvényét!
b) Hatdrozzuk meg a & valdszintségi valtozé stiriségfiiggvényét!

c) Mennyi annak a valdszintisége, hogy a két hivds kozott 20 percnél kevesebb 1d6
telik el?

d) Mennyi annak a valdszintisége, hogy a két hivds kozott 25 percnél tobb id6 telik el?
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Ellenorzo kérdések:

1. Mi a val6szintiségi véltoz6 definicidja?
2. Milyen tulajdonsagok jellemzik egyértelmiien az eloszlasfiiggvényt?
3. Mi a vérhat6 érték definicidja?
4. Milyen tulajdonsdgai vannak a vérhat6 értéknek €s a szordsnégyzetnek?
5. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyik igaz, és melyik hamis!
— A val6sziniiségi véltoz6 olyan valds értéki fiiggvény, amelynek értelmezési
tartomdanya a K véletlen kisérlet ? eseménytere.
— Egy véletlen kisérlethez tobb valdszinliségi véltozot is értelmezni lehet.
— Az eloszlasfiiggvény szigorian monoton novekedd.
— Az eloszlasfiiggvény értékei nem negativak.
— Az eloszlasfiiggvény folytonos.

— Az eloszlasfiiggvény balrdl folytonos fiiggvény, aminek jobbrdl lehet els6faji

szakaddsa.
— Az eloszlasfiiggvény nem veheti fel a 0 és az 1 értékeket csak hatarértékben.

— Annak val6észinliségét, hogy egy valdszinliségi valtozo az értékeit egy intervallumban

veszi fel, az eloszlasfiiggvény segitségével meg lehet hatdrozni.

— Ha egy pontban az eloszlasfiiggvény folytonos, akkor az azt is jelenti, hogy azt

a pontot a valészinliségi valtozo nulla valészintiséggel veszi fel.

— Haa ¢ : Q — R fiiggvény értékkészlete az irraciondlis szamok halmaza, £ nem

lehet diszkrét valoszintiségi valtozo.

— Haa¢ : Q — Rfiiggvény értékkészlete véges, akkor & csak diszkrét valdszintiségi

valtozo lehet.

— A folytonos valészintiségi valtozok eloszlasfiiggvénye 1épcsds.

— Egy n-szeres Bernoulli kisérletsorozatban a p valdszinliségli A esemény gyakorisdga
binomiélis eloszldsu valdszintiségi valtozo.

— Minden valdszinliségi véltozonak van vérhat6 értéke.

— Minden val6szintiségi valtozonak van szordsa.

— A szoérdsnégyzet linedris.

— A varhat6 érték linearis.
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Két valésziniiségi véltozo szorzatdnak varhato értéke egyenld a varhato értékek

szorzataval.

Két fliggetlen valdszintiségi valtozo szorzatanak varhato értéke egyenld a varhatd

értékek szorzataval.

Két fiiggetlen valdszintiségi valtozo szorzatanak szérdsnégyzete egyenld a szordsnégyzetek

szorzataval.

Két fiiggetlen valdszintiségi valtozo dsszegének szérasnégyzete egyenld a szordsnégyzetek

Osszegével.

Két fiiggetlen valdszintiségi valtozo dsszegének varhato értéke egyenld a varhatd

értékek Osszegével.

Egy val6szintiségi valtoz6 négyzetének varhato értéke nem kisebb mint a varhato

értékének négyzete.

Egy val6szinliségi valtozé négyzetének varhato értéke egyenld a varhat6 értékének

négyzetével.
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6.

fejezet

Nevezetes eloszlasok

6.1. Nevezetes diszkrét eloszlasok

Hipergeometrikus eloszlas
Valosziniiségeloszlds: A £ lehetséges értékei: 0, 1,2, ..., n:

k n—k
CM ) C'N—M

PlE = k) = =,

tovdbba N, M, n nemnegativ egészek; M < N;
n < min(M; N — M).

. Y . M
Vdrhato érték: M(§) = n - p, ahol p = 5.

Szords: Mn-p-q-%,(qzl—p).

ahol k£ =0,1,2, ..

- Alkalmazds: Visszatevés nélkiili mintavétel: van N szdmu elem, amelybdl M kitiintetett.

Az N elembdl n-szer hizunk visszatevés nélkiil. A & a mintdban 1év0 Kitiinetett

elemek szama.
Binomialis eloszlas

Valosziniiségeloszldas: A £ lehetséges értékei: 0,1,2,...,n:
P=Fk)=CF.p".¢"% ahol k=0,1,2

tovabbd 0 <p < 1l,q=1—p.
Vdrhato érték: M (&) =n - p.
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a)
b)

Szords: \/n-p-q.
Alkalmazds:

Visszatevéses mintavétel;

Bernoulli probléma: Végezziik el az A kisérletet n-szer egymastdl fiiggetleniil,

legyen P(A) = p, ekkor P(A) = 1 — p = q. A £ valdszintiségi véltozé a vizsgdlt A

esemény bekovetkezéseinek szamat jeloli n kisérlet folyamén.
Negativ binomialis eloszlas

Valosziniiségeloszlds: A £ lehetséges értékei:
rr=k-+r,aholk=0,1,2,...:

Pl=k+r)=Crl,p ",

tovabba r adott pozitiv egész szam.
Vdrhato érték: M(§) = 7.
VTa

Szords: o aholqg =1 —p.
Alkalmazds: A binomidlis eloszldsndl megismert kisérletek esetén. Ennél az eloszldsnél
a & valdszintiségi valtozo azon kisérlet sorszamat jeloli, mely elvégzése soran az A

esemény pontosan r-edszer kovetkezik be.
Geometriai eloszlas

Valosziniiségeloszlds: A £ lehetséges értékei:
rr=k+1,ahol k=0,1,2,...:

PE=k+1)=p-q",

Vdrhato érték: M (§) = %.
V4

Szords: e aholg=1—p.

Alkalmazds: A negativ binomiélis eloszldsndl megismert kisérletek esetén, har = 1.
Ennél az eloszlasndl a & valészinlségi valtozd azon kisérlet sorszamat jeloli, mely
elvégzése sordn az A esemény el6szor kovetkezik be.

Példa: Egy teszt 20 kérdésbdl all. Minden kérdésre A, B, C és D valaszt adnak,

melyek koziil csak egy helyes. Mennyi annak a valdszintisége, hogy

a) a D legfeljebb egyszer szerepel;
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b) helyes védlaszként a B a negyedik kérdés utin fordul el6 el6szor;
c) helyes valaszként a B a nyolcadik kérdésnél fordul el6 mésodszor;

d) Varhatéan hany kérdésnél lesz B a helyes vélasz?

Megoldds: Minden kérdésnél egyenld valoszintiséggel valaszthatjuk barmelyik valasz

lehetdséget, ezért p = 0, 25.

a) Binomidlis eloszlast alkalmazunk : n = 15,
p = 0,25. Ebben az esetben a £ a 0 vagy az 1 értéket veheti fel.

PE<)=PE=0)+PE=1)=
= OSO ’ 07 250 ' 077520 + 0210 ' 0,251 : O, 7519 =~
~ 0,024.

b) Az valdszintiségi véltoz6 geometriai eloszlast. Ebben az esetben az 1) valdszintiségi

valtozé 4-nél nagyobb értéket vesz fel, tehat:
P(y>4)=1- (P(n=1)+ P(n=2)+ P(n=3)+
+P(n:4)) —1- (0,25+0,75~0,25+
+0,75%+0,2540,75° - 0,25) ~ 0,316,
c) A ¢ valészinliségi valtozé negativ binomiélis eloszlds. Ekkor £ +1r = 8, r = 2 ezért
k=6
P(£=6)=Ct-(0,25)%-(0,75)° = 0,078.

d) Azn val6észindségi valtozo binomidlis eloszldsu és varhat6 értéke a kovetkezd moédon

hatarozhat6 meg:
Mm)=n-p=8-0,25=4.
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e Poisson eloszlas
- Valosziniiségeloszldas: A & lehetséges értékei 0, 1, 2, ...

e
P(gzk)zﬁ-e, ahol A\ > 0.

- Vdrhato érték: M (&) = M.
- Szérds: D(&) = V.
- Alkalmazads:

a) Pont-elhelyezkedési problémadk: adott idéintervallumon, tdvolsdgon, teriileten, térfogatban
véletlenszerlien bekovetkezd pontszerli események, amelyeknél az egyes tartomanyokba

es6 pontok szdmdnak varhato értéke ardnyos a tartomdny nagysagdval.

b) Binomidlis eloszlds jol kozelithetd a Poisson eloszldssal, ha n nagy, p kicsi és
n - p — A. A binomidlis eloszlasndl megismert kisérletek esetén.
Példa: A tanulmanyi osztalyra 10 6ratdl 12 éraig 0,9 valésziniiséggel érkezik legalabb
egy hallgaté. Egy adott id6 alatt a tanulményi osztdlyt felkeresd hallgatok szdma

Poisson eloszlésu.

a) Hany hallgat6 érkezik atlagosan 10 6ratol 12 6rdig?

b) Mennyi annak a valdszintisége, hogy 11:00 és 11:30 kozott legfeljebb egy

hallgaté érkezik?
Megoldas: Legyen £ a tanulmdnyi osztilyt egy adott id6 alatt meglatogaté hallgatok
szama.
a) P(¢ = 0) annak a valdszintisége, hogy egy hallgaté sem keresi fel a tanulmdnyi

osztalyt 10 6rétdl 12 oraig.
Pl=0)=1-0,9=0,1,= ¢ > =0,1 =\ =2,3. Vagyis 10 6ratdl 12 6raig
atlagosan 2,3 didk érkezik.

b) Ha két 6ra alatt atlag 2,3 didk érkezik, akkor 11:00 és 11:30 kozott (fél ora alatt)
érkez6 hallgatdk atlagos szama: \; = 2,3 - %1 =0,575.

PE<1)=PEl=0)+PE=1)=
0.575°  0,575!
_ _—0,575 ’ )
— ¢ ( o T

) ~ 0, 886.
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Feladatok:

1.

a)
b)
c)
2.

a)
b)
c)
3.

b)

Suta Sara gépeléskor meglehetdsen gyakran csindl hibds leiitést. Megfigyelte,
hogy a leiitések 18%-a rossz. A leiitések j6 vagy rossz voltdt tekintsiik egymadstdl

figgetlennek. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy

egy 10 betiibdl all6 széban van legaldbb egy hibas leiités?

Egy 8 betlis sz6ban a 4. és az 5. betlit iititte le hibdsan?

Egy 5 betlis széban tobb betii hibas, mint j6?

Egy doboz desszertben 12 bonbon taldlhatd, amely koziil 4 mogyords és 8
csokoladé izesitésti. A bonbonok kiils6re teljesen egyformak. Egy alkalommal
megettiink a bonbonokbdl harmat. Jelolje a £ valészinliségi valtozé az elfogyasztott
mogyords bonbonok szdmat!

Hatdrozzuk meg a valdszintiségi véltozo eloszlasat!

Szamoljuk ki az eloszlas vérhat6 értékét és szordsat!

Héany mogyords bonbon van a kivalasztottak kozott legnagyobb valdszintiséggel
Statisztikai vizsgalatok alapjan tudjuk, annak a valdszintisége, hogy egy djsziilott
fi, 0,516. Tegyiik fel, hogy egy csalddban 6 gyermek van. Mekkora annak a
valészintisége, hogy legfeljebb két lany van koztiik?

Egy automata gépnél megfigyelték, hogy naponta atlagosan 12 db termék lesz

selejtes €s ezek szamanak szordsa 3,41. Hany terméket készit naponta a gép?

. Annak a valdszinlisége, hogy egy iizemben a

nyersanyag ellatds valamely napon zavartalan

0,75.

Mekkora a valészintisége annak, hogy egy héten (6 napon) keresztiil a nyersanyag
ellatds zavartalan?

Mennyi lesz az egyheti zavartalan ellatdsd napok szamdnak vérhat6 értéke?

Egy halastéban 1000 db hal van. Egyik nap kihaldsznak koziiliikk 100-at. Ezeket
valamilyen médon megjelolik, majd visszadobjak 6ket. Mdsnap megint kihaldsznak
100 halat, de most visszatevéssel. Hatarozzuk meg a masodik nap kifogott

megjelolt halak szdmanak vérhat6 értékét és szorasat!

. Az 52 lapos bridzskartyat négy jatékos kozott egyenlden osztjak szét.

27 otz 27 2

a) Mennyi az elsd jatékoshoz keriild 4szok szdménak varhat6 értéke?

b) Mennyi a valészintisége, hogy emberiinkhoz legalabb 2 4sz keriil?
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8.

10.

b)
11.

12.

a)

b)

13.

14.

15.
a)

b)

16.

Egy 40 elemii alkatrészhalmazban pontosan 5% a selejt ardny. Mennyi a valdszintisége,
hogy a halmazbdl egy 20 elemii mintét véve visszatevés nélkiil, a mintaban levd

selejtek szama éppen 2 lesz?

. Egy alkatrész halmazban 4 selejtes van. Mintat vesziink visszatevés nélkiil. A

mintdban szerepld selejtes alkatrészek szdmdnak varhat6 értéke 2, szorasnégyzete

2/3. Mennyi a valészintisége, hogy a minta legfeljebb 2 selejtest tartalmaz?
Egy kockéval addig dobunk ismételten, mig 3 darab 6-ost nem dobunk.
Mennyi a valésziniisége, hogy legaldbb 6tszor kellett dobni?

Mennyi a sziikséges dobdsok szamdnak vérhat6 értéke?

Egy urndban 10 piros, 10 fehér és 2 zold goly6 van. Ebbdl egy jat€kos addig
hizhat, amig az els6 zoldet kihizza. Ekkor a mésik jatékos annyi pénzt fizet
neki, amennyi goly6t kihuizott, majd 6 hiz zoldig. Ekkor az els6 jatékos fizet a
masodiknak annyit, amennyi goly6t huzott. Igazsidgos-e ez a jaték?

Egy dobozban 6 fehér és 4 kék golyé van. Egyenként hizunk visszatevésel
taldlomra valasztott golydkat. A dobozbdl addig vesziink ki golydkat, amig a

fehér huzasok szama el nem éri a harmat.

Mennyi annak a valdszinlisége, hogy a sziikséges golydk szama legfeljebb 6

lesz?

Mennyivel egyenld a kihtzott golydk szdmanak vérhat6 értéke és szordsa?

Egy dobozban 4 db fekete és 6 db fehér goly6 van, taldlomra valasztunk egy
goly6t amig fehéret nem hizunk. A kihuzott golyét azonnal visszatessziik.
Hatarozzuk meg a kihizott golydk szaménak eloszlasat, varhato értékét és szordsat!
Egy villamoson p = 0,04 valdsziniiséggel jelennek meg ellendrok, €s a bliccel ket
3000 forintra megbirsdgoljdk. Mennyi a valdszinlisége, hogy a birsdg fedezi
egy blicceld 4ltal a lebukdsig okozott kart, ha a jegy ara 150 forint?

Egy kockéval addig dobunk ismételten, mig 6-ost nem dobunk.

Mennyi a valdszinfisége, hogy legaldbb 5-szor kell dobni, hogy az els6 6-os
kijojjon?

Melyik az a k szam, amelyre teljesiil, hogy annak a valdszin(isége, hogy legalabb
k dobds kellett az elsd 6-osig éppen 0,5?

Egy adott izemben gydartott harisnydk k6zott minden ezredik hibas. A harisnydkat

kétszdzasaval csomagoljak dobozokba. 1000 doboz koziil atlag hany olyan lesz,
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17.

18.

19.

b)
20.

21.

22.

b)
23.

24.

amely csak hibdtlan harisnyékat tartalmaz?

Egy augusztusi éjszakan atlag 10 percenként észlelhetd csillaghullds. Mennyi
annak a valdszintisége, hogy egy negyedodra alatt két csillaghullast latunk?
Egy ruhaszovet anyagdban 100 m-enként dtlag 5 hiba van. Egy 300 méteres
szovetet 3 méteres darabokra vagnak. El6re ldthat6an hdany hibatlan darab lesz
ezek kozt?

Egy konzervgyar valamelyik tiveggyartdl 1literes iivegeket rendel. 200 darab
tveg koziil atlag 3 iiveg selejtes. Mekkora a valoszinlis€ge annak, hogy 1000
iveget atnézve, abban

pontosan 10 selejtes iiveget taldlunk;

legalabb 4 selejtes iiveget taldlunk?

Egy évben bekovetkezd repiildgép szerencsétlenségek szdma Poisson-eloszldst
kovet. Annak a valdszinlisége, hogy egy évben egyetlen repiil6 sem zuhan le
0,1. Varhat6éan hany repiil6 fog lezuhanni a kdvetkezd évben?

Egy egyetemi oktat6 300 oldalas jegyzetet irt, amelyben oldalanként atlagosan
2 nyomdahiba van. Minden lektor 0,75 valdszinliséggel vesz észre egy-egy
hibat. A lektor éltal észrevett hibdkat az oktatd kijavitja, majd tovabbkiildi
egy madsik lektornak. Legaldbb hany lektorra van sziikség, hogy legaldbb 0,5
valdszintiséggel hibétlan legyen a jegyzet?

Almaféank egyes gyiimolcseit megtimado férgek szama 1,5 paraméterti Poisson

eloszlast kovet. 10 almat leszediink.
Mi a benniik 1év6 férgek szamdnak védrhat6 értéke?

Mennyi a valdszinlisége, hogy egy almdban legaldbb két féreg lesz?

Moéricka, ha tirdzni megy, minden 1épésnél — az el6zményektdl fiiggetleniil
— valamekkora (kicsi) valdszintiséggel hasra esik és megiiti a térdét, illetve
valamekkora (kicsi) valdszinliséggel hanyatt esik és megiiti a konyokét. Egy 10
kilométeres turdn atlagosan 3-szor szokta megiitni a térdét és 2-szer a konyokét.
Legfeljebb milyen hosszu tirdra engedheti el az anyuk4ja, ha azt akarja, hogy
% valészintiséggel térd- és konyoksériilés nélkiil jarja meg?

Egy tabla mogyords-mazsolas csokiban atlagosan 30 mazsola van. Egy tdbla

csoki 15 kockébdl all. Egy kocka csokiban 1/2 valészintiséggel nincsen mogyorddarab.
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a) Milyen eloszlast lesz az egy tdbla csokiban levd mogyorddarabok szdma?
b) Letoriink 2 kockat és megessziik. Mennyi a valoszintisége, hogy az elfogyasztott

csokiban levé mogyoré- és mazsoladarabok egyiittes szdma legaldbb 27
25. Egy kockaval n-szer dobunk.
a) Adjuk meg a dobott hatosok szdmanak eloszldsat, varhato értékét és szordsat!
b) Mennyi a valoszintisége, hogy legalabb kettd, de legfeljebb négy hatost dobtunk?
26. Egy 1zz6 a minden egyes bekapcsoldskor 0,005 valdszintiséggel kiég. Legyen

az & véletlen valtozo értéke a kiégésig végbemend bekapcsoldsok szdma.

a) Szdmoljuk ki a £ varhat6 értékét és szorasat!
b) Mennyi a valdszintisége, hogy a véarhat6 értékénél tovabb tudjuk hasznalni?

27. Kaldacssiitéskor 1kg tésztdba 30 szem mazsolat tesznek. Mennyi a valdszintisége,

27 2

hogy egy 5 dekagrammos szeletben ketténél tobb mazsolaszem lesz?
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6.2. Nevezetes folytonos eloszlasok

o Egyenletes eloszlas

Stirdiségfiiggvény: A & valészinlségi valtozé az [a;b] intervallumon egyenletes

eloszlasunak nevezziik, ha a stirtiségfiiggvénye:

b—a

L haa<ax<b,
0 kiilonben .

Eloszlasfiiggvény:

0 haz <a,
;Z haa < x <b,
hat < x.

Vdrhaté érték: M (&) = “EL2.

Szords: D(§) = %

Alkalmazds: a & val6szintiségi valtozd az értékeit egy [a; b] véges hosszisdgu intervallumon

veszi fel és az [a; b] barmely részintervalluméba esés valdszintisége ardnyos a részintervallum

hosszaval.
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¢ Exponencidlis eloszlas

- Siriségfiiggvény: A £ valdszinliségi valtozét A > 0 paraméterli exponencidlis

2 2

eloszldsunak nevezziik, ha a stirliségfiiggvénye:

f@:{o ha z < 0,

A-e ™™ hax > 0.

- FEloszldsfiiggvény:

0 haz <0,
F(x) = )
1—e™™ haz >0.

- Vdrhato érték: M(§) = 1.

- Szords: D(§) = 3.
- Alkalmazas:
a) Ezazeloszlds olyan gépek és berendezések élettartamdra jellemzd, amelyek valamely

hirtelen behatas kovetkeztében mennek tonkre.
b) Vérakozasi, sorbandllasi id6 vizsgélatakor.

c) Ha egy jelenség adott id0 alatti bekdvetkezéseinek szama Poisson eloszldsu, akkor
a jelenség barmely két egymads utdni bekovetkezése kozott eltelt id6 exponencidlis

eloszlasu.

o Normalis eloszlas

- Striségfiiggvény: A £ valészintiségi viltozot (m, o) paraméterd normélis eloszldsinak
nevezziik, ha a stiriségfiiggvénye:
1 _(@=—m)?
flz) = e 22 ahol x,mé€ R,0>0

o\ 2w .

- Eloszldsfiiggvény:

1 x (tfrn)2
Fx) = e 22 dt
() oV 2T /

- Vdrhaté érték: M (&) = m.
- Szords: D(€) = o.

- Alkalmazds:
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a) Gyadrtési folyamatokban fellépd méretingadozasok, miiszerek mérési hib4ja.
b) Gépek berendezések élettartama, amelyek természetes elhasznal6ddssal mennek tonkre.

c) Haelég nagy szamau fiiggetlen kisérletet végziink el, akkor szinte barmelyik eloszlas

kozelithetd normalis eloszlassal.

Standard normalis eloszlas. Az m = 0; 0 = 1 paraméterd normadlis eloszlast

standard normalisnak nevezziik.

- Striségfiiggvény:
1 22
€T - — 6_7
)= o
- Eloszldsfiiggvény:

1 i t2

Kapcsolat a normalis - és standard normélis eloszlds kozott:

F(z) = @(x_m)

o

- P(—z)=1—P(x).

Példa: Munkapadrol kikeriilt termék hossza normadlis eloszldsu valészinilségi valtozé 20

cm varhato értékkel és 0,2 cm szorassal.

a) Mekkora annak a valdszintisége, hogy egy termék hossza 19,7cm és 20,3 cm kozé
esik?
b) Milyen pontossagot biztosithatunk 0,95 valdszintis€éggel a munkadarabok hosszéara?

Megoldds: Ekkor m = 20, 0 = 0,2. Jelentse £ valdszinfiségi valtozé a munkadarabok

hosszat.

a) A keresett valoszinliség:

P(19,7 < £ < 20,3) = F(20,3) — F(19,7) =

2 — —
:<I>< 0,3 20)_@(19,7 20)_
0,2 0,2

— 20(1,5) — 1=2-0,9332 — 1 = 0, 8664.
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2o

b) Legyen a munkadarab hosszdnak varhat6 értékétdl valo maximadlis eltérése A cm. Akkor

a keresett valoszintiség:

P(l€ —m| < 4) = P(lg —20] < 4) =

= P20~ A<E<20+A) = F(20+4) - F(20 - 4) =
20 + A — 20 20 — A —20

R ()

0,2 0,2
A A A
_ (b(o,_2) —<I><0’—2> - 2@(07—2) —1=0,95.

Ebbdl: @ ( %) — 0,975, a tablazatbol visszakeresve:

A
21,96
0,2

ebbdl: A = 0,392 ~ 0,4. Tehat 95% valdszintiséggel allithatjuk, hogy a hosszeltérés

4mm-nél nem hosszabb.
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Feladatok:

1. Mekkora a valészintiséggel vesz fel egy, a (—+/3,/3) intervallumon egyenletes
eloszlasu véltozo olyan értéket, amely a varthat6 értéktdl szorasandl nagyobb értéket

vesz fel?

2. Valaki egy siirg6s telefonhivast var. A hivas id6pontja egy reggel 8 6rakor kezd6dd,
ismeretlen hosszusagu intervallumon egyenletes eloszldsu valdszintiségi valtozo.
A hivést var6 fél tudja, a hivas 80% valdszintséggel 8 és 10 6ra kozott befut.
Allapitsuk meg, mekkora annak a valdszintisége, hogy 9:30 és 10 6ra kozott érkezik?

3. Egy egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozé véarhat6 értéke 3, szordsa 2.

a) Adjuk meg az eloszlas- és stirliségfiiggvényt!

b) Mennyi a valdszinlisége, hogy a véltozo értéke nagyobb, mint 5?

4. A[O; 1]intervallumon egymastdl fiiggetleniil két szamot védlasztunk taldlomra (egyenletes
eloszlas szerint).

a) Irjuk fel a két szam Ssszegének eloszldsfiiggvényét!

b) Irjuk fel az 6sszeg varhat6 értékét és szordsat!

¢) Mennyi a 2 szam szorzatanak varhat6 értéke?

5. Egy egység hosszusagu palca kettétorik, a toréspont egyenletes eloszlast kovet.

Hatédrozzuk meg a rovidebb darab hosszanak vérhato értékét!

6. Megfigyelték, hogy a postds legkorabban reggel 8-kor érkezik és az esetek 80 %-ban
9 6ra 36 perc eldtt. A postds érkezésének ideje egyenletes eloszlasu valdszinliségi

valtozd. Mennyi lesz a postds érkezési idejének varhat6 értéke és szordsa?

7. Egy intézet kiilfoldrdl konyveket rendel. Az ehhez sziikséges devizdra varni kell, a
tapasztalatok alapjan éltalaban 1/2 évet. A véarakozasi id6 exponencidlis eloszlasu.

Mennyi a valoszintisége, hogy az intézet egy negyedéven beliil megkapja a konyveket?

8. Egy stopposnak & 6rat kell varnia, amig egy aut6 felveszi. Tegyiik fel, hogy &
exponencidlis eloszldsd valészintségi valtozé A = % paraméterrel. Mekkora a
valészintisége, hogy a stopposnak legaldbb 3, de legfeljebb 6 o6rat kell varnia, amig

felveszik?

9. Annak a val6szintisége, hogy egy benzinkitndl a tankoldsra hat percnél tobbet kell

véarakozni, a tapasztalat szerint 0,1. Feltételezve, hogy a varakozési id6 exponenciélis
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eloszldst, mennyi a valdszintisége, hogy egy véletlenszeriien a benzinkithoz érkezd

gépkocsi hdarom percen beliil sorra keriil?

10. Egy miszer élettartama exponencidlis eloszldsi. Annak a valdszintisége, hogy legalabb

2 évig mikodik: 0,9. Mennyi a valészintisége, hogy legfeljebb 3 évig lesz miikodSképes?
11. Egy villanykorte élettartama exponencialis eloszldsd. Atlagosan 2 évig miikodik.
a) Mennyi a valdszintisége, hogy legaldbb egy évig fog miikddni egy dj villanykorte?

b) Mennyi a valdszintisége, hogy legaldbb egy évig fog miikddni egy fél éve miikodod

villanykorte?
¢) Mekkora életkort nem ér meg a villanykorték 10%-a?

12. Tegyiik fel, hogy bizonyos fajta izz6lampak "élettartama” normalis eloszlasi, m =
1000 o6ra vérhat6 értékkel és o = 100 6ra szorassal. Szamitsuk ki, hogy az els6 900

Ordban a lampdak hdny szdzaléka megy tonkre?

13. Legyen & normdlis eloszldst valdsziniisgi véltozé
m = 3, o = 2 paraméterértékekkel. Mekkora legyen az A szam, ha azt kivanjuk,

hogy ¢ a (2,A) intervallumban legaldbb 0,5 valészintiséggel essen?

14. Egy loveg tiizel egy 1200 méter tavoli célpontra. A I6tavolsdg ingadozdsa 1200
méter koriil normalis eloszlasu 40 méter szorassal. Hatdsosnak tekintiink egy 16vést,
ha a taldlat a célhoz 50 méternél kozelebb esik. A 16vések hany szdzaléka lesz

hatastalan?

15. A skot bakak mellkasdnak kormérete N(88; 10). A skot bakak mekkora hanyada fér
bele egy 84-es zubbonyba?

16. A hazimacskak testsilya jo kozelitéssel normalis eloszlast kovet: a macskak 10%-a
konnyebb, mint
1,5 kg és 20%-a nehezebb, mint 7 kg. Mekkora a 6 kg-nil nehezebb hdzimacskdk

aranya?

17. A programoz6 hallgaték valdszinliségszamitds gyakorlaton szerzett pontszama kozelitSleg
normadlis eloszldsu. 8%-uk szerzett kevesebb, mint 50 pontot és 12%- uk szerzett
tobb, mint 86 pontot. Mekkora hanyaduk szerzett 51 és 61, illetve 62 és 73 kozotti

pontszdmot?

18. Egy rekeszben 20 doboz kavé van. A dobozokba keriild kavé mennyisége (egymastol

fiiggetleniil) normalis eloszlasu valoszintiségi véltozo 25 dkg varhato értékkel és 0,1
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dkg szordssal. Jelentse A azt az eseményt, hogy egy rekeszben legaldbb 15 olyan
doboz van, amelyben a kavé mennyisége 24,8 és 25,2 dkg kozott van. Mennyi az A

esemény bekovetkezésének valdszinlisége?

19. Egy fatelepen gerenddkat vagnak méretre. A gerenddk hossza normdlis eloszldsu
valdszintiségi valtozo, 5 méter varhat6 értékkel és 2 cm szdrdssal. Jelentse £ valdszintiségi
véltozé egy gerenda hossza. Mennyi annak a valésziniiségi , hogy a & érétke 4,96 és

5,01 méter kozé esik?
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Ellenorzo kérdések:

1. Definidlja a binomialis eloszlast!
2. Mi a stirliségfiiggvénye a A p, o paraméterdi normalis eloszldsnak?
3. Mit jelent az, hogy az exponencidlis eloszlas orokifja?
4. Dontse el, hogy az aldbbi 4llitasok koziil melyik igaz, €s melyik hamis!
— Egy n-szeres Bernoulli kisérletsorozatban a p valdszinliségli A esemény gyakorisdga
binomiélis eloszldsd valdszintiségi valtozo.
— Az egyenletes eloszldsu valdszintiségi valtozo strtiségfiiggvénye 1€pcsds.
— Az exponencidlis eloszlas stirliségfiiggvénye paros.
— A p, o paraméteri normdlis eloszlés stirliségfiiggvénye szimmetrikus az x = p
fiiggbleges tengelyre.

— A A p, o paraméter(i normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye szimmetrikus a (p, 0, 5)

pontra.
— A hipergeometriai eloszldssal modellezhetd a visszatevés nélkiili mintavételezés.

— A binomialis eloszlassal modellezhets a visszatevés nélkiili mintavételezés.

A normalis eloszlas orokifja tulajdonsigu.

Az exponencidlis eloszlas orokifju tulajdonsagu.
— A geometriai eloszladsu valdszintiségii valtozo értékkészlete véges.

— A karakterisztikus eloszlds specidlis binomidlis eloszlas.
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7. fejezet

Eloszlasokra vonatkozo nevezetes
tételek

e Markov egyenlotlenség. Ha £ olyan nem negativ val6szintiségi valtozd, amelynek

van varhato értéke, és az a > 0, akkor

M)

a

P >a) <

e Csebisev egyenlotlenség. Ha £ valdszintiségi valtozonak van varhaté értéke és

szoOrasa, és az k > 0, akkor
P(l§ = M ()| = kD(§)) < k- D(&).

Az el6z0 tétel az alabbi alakokban is felirhato:

P~ M(©)] 2 2) < 2.
Pl M(©) <o) 2 1- 28

e Nagy szamok torvényének Bernoulli-féle alakja. Ha n fiiggetlen kisérletet végziink
egy A esemény megfigyelésére, €s s kisérletek sordan az A esemény &, -szer kovetkezett
be, akkor a %” relativ gyakorisag és az A esemény P(A) = p val6szintiségének
eltérése az alabbi modon becsiilhetd:

P(g—n—p’25)<ﬂ

n — e2n’
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ahol ¢ = p — 1, € > 0 — tetszbleges kicsi pozitiv valds szam.

Az el6z06 tételnél egy "gyengébb" becslést is megfogalmazhatunk:

P(g—n—p‘25)<

n ~ 4en
Példa: Egy automatabdl naponta atlagosan 200 adag kavé fogy. Ennek az értéknek a

szorasa 30 adag. Jelolje a £ valdszintiségi valtozo a naponta elfogyasztott kivé mennyiségét!

Az automatdba egyszerre 80 darab poharat lehet elhelyezni.

a) Becsiiljiik meg annak a valészintiségét, hogy egy napon 3-ndl tobbszor kell az automatat

pohérral feltolteni, ha a £ valdszinliségi valtozo eloszldsa nem ismert?

b) Becsiiljiik meg annak a valészintségét, hogy egy adott napon elfogyasztott kavé
adagok szama az atlagtdl legfeljebb 40%-kal tér el, ha a & valdszinliségi valtozé

eloszlasa nem ismert?

Megoldas: Legyen a & valdészintiségi valtozo a naponta elfogyasztott kivé mennyisége:

M(&), D(&).

a) A becsléshez hasznaljuk a Markov egyenl6tlenséget. Ekkor a = 240,

200
P& >240) < — = ,
(€ >240) < 540 0,833

b) A napi atlag 40%-a 200 - 0,4 = 80, a kérdezett valészindiség: | — M(§)| < 80. A

becsléshez hasznéljuk a Csebisev egyenltlenséget

D*(¢)

e2

P - M) <e)=1- P - M) 2¢e) =1~

a mi esetiinkben )

30
P(j§ = M(§)] <80) > 1 - o5 = 0,85.
Vagyis 85,9% annak a valdszinlisége, hogy egy nap alatt elfogyasztott kivé mennyisége

a véarhat6 értéktdl legfeljebb 40%-kal tér el.
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Feladatok:

1. Egy gyér egyik részlegében apr6 szogeket készitenek. A szogeket automata gép
csomagolja. A becsomagolt szogek mennyisége valdszinliségi valtozd, amelynek
varhat6 értéke 5000, szérdsa 10. A szogek szamdnak eloszldsa nem ismeretes.
Legfeljebb mekkora a valészintisége, hogy egy csomagban a szogek szdma a varhat6

értéktdl 50-nél tobbel tér el?

2. Egy forgalmas padlyaudvaron, meghatarozott idében, egy djsdgérus 1 ora alatt eladott
Ujsdgainak szdma Poisson - eloszlasu valdszinliségi valtozé A = 64 varhat6 értékkel.

Adjunk alsé becslést a

P(48 < £ < 80)

a valdszinliségre a Csebisev — egyenl6tlenség segitségével, ha ¢ az eladott olvasni

valdk szdmat jelenti.

3. Egy gyufa gydrban a dobozokat automata gép tolti. Az egyes dobozokban levd
gyufaszalak szama valdsziniiségi valtozd, melynek eloszldsa a tapasztalatok alapjin

a kovetkezd:
db 47 148 |49 |50 |51 52 |53

D 0,05/ 0,10| 0,15/ 0,40| 0,15{ 0,10| 0,05
Adjunk becslést a Csebisev - egyenlGtlenség segitségével a P(48 < & < 52) valészindségre,

majd szamitsuk ki e valdszinliséget pontosan is a fenti tdblazatban adott valoszinliség-

eloszlas alapjan!

4. Egy bankautomata élettartamanak atlagértéke 5 €v, az élettartam szordsa 0,5 év.
Legfeljebb mennyi annak a valdszinlisége, hogy az automata tényleges élettartama

legaldbb 1 évvel eltér az atlagos élettartamtdl?

5. Egy szinhdzban az egy estére eladott jegyek szdma a tapasztalatok szerint dtlagosan
500 db, az eladott jegyek szdménak 4tlagtol valo dtlagos eltérése 50 db. Legalabb
mennyi annak a valdszintlisége, hogy az eladott jegyek szama legfeljebb 120-szal tér

el az atlagos jegyforgalomto6l?

6. Egy célpontra 200 16vést adnak le. A taldlat valoszintis€ége minden 16vésnél 0,4.
Milyen hatérok kozé fog esni legalabb 90% valdszintiséggel a taldlatok

szama?
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7.

10.

a)

b)

11.

b)

12.

Egy szov6gép 500 szdllal dolgozik. Annak valészintisége, hogy egy szdl meghatarozott
idGtartam alatt elszakad: 0,008 minden szdlra. Hatarozzuk meg, hogy 0,95 valdszintiséggel

milyen hatarok kozott varhat6 a szdlszakaddsok szdma az adott idGtartam alatt?

. Valamely tdrsadalmi rétegben meg akarjuk hatdrozni a szinhdzba jardk ardnyat.

Héany megfigyelést kell végezni ahhoz, hogy a megfigyelésekbdl adddd ardny a
valddi aranytol legfeljebb 0,01-dal térjen el 95%-os valoszinliséggel?

Egy szovogép altal készitett szovet hosszdnak varhat6 értéke 35 m, szérds 0,3 m.
Legfeljebb mennyi annak a valdszintisége, hogy a szovet hossza legaldbb 1 m-rel

eltér a varhato értéktdl?

Egy gydgyszer mellékhatdsaként 24%-os valdszintiséggel jelentkeznek fejfdjasos

tiinetek.

Mennyi annak a valészintisége, hogy 2000 beteg kozott a fejfajasos tiinetek 15-30%-

ban fordulnak el6?

Hény beteg megvizsgalasra lenne sziikség ahhoz, hogy a becslés hibgjat 0,04 - ra

csokkentsiik azonos megbizhat6sdg mellett?

Egy pizéridban készitett pizzak stilya normalis eloszlasu m = 400¢ véarhat6 értékkel

€s 0 = 3g szorassal.
A pizzédk hany szazaléka lesz 398 g-nal nehezebb és 401 g-ndl konnyebb?

Mekkora annak a valészinisége, hogy a pizzak silya a 400 g-tdl legfeljebb 2,5 g-

mal tér el?

Annak valdszintisége, hogy egy sorsjeggyel nyeriink 0,01. Milyen hatarok kozott

mozog 90% valészintliséggel a nyerd sorsjegyek szdma, ha 2000 db sorsjegyet vasarolunk?
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Ellenorzo kérdések:

1.

2.

Mit éllit a Csebisev egyenl&tlenség?

Mondja ki a nagy szamok torvényének Csebisev féle alakjat!

. Mit 4llit a nagy szdmok torvényének Bernoulli féle alakja?

Mit allit a centralis hatareloszlas tétel?

. Mondja ki a Moivre-Laplace tételt!

Melyik allitas igaz, melyik hamis?

A Markov egyenl6tlenség csak a varhatd értéknél nagyobb ¢ valds szdmok esetén

érvényes.

A Csebisev egyenlStlenség csak diszkrét valdszintiségi valtozdkra igaz.

A Moivre-Laplace tétel egy specidlis esete a nagy szdmok torvényének.

A Csebisev egyenlStlenség a Markov egyenlStlenség specidlis esete.

A centrdlis hatareloszlas tétel azt llitja, hogy a binomidlis eloszlds nagy n paraméter

esetén kozelithetd normalis eloszlassal.
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8. fejezet

Tobbdimenzids valoszintiségi valtozok

8.1. Kétdimenzios diszkrét valosziniiségi valtozok

- A (&,n) diszkrét véletlen vektor (vagy kétdimenzids valdsziniiségi vdltozd) ha olyan
véletlen vektor, amely legfeljebb megszdmldlhatéan végtelen lehetséges értékekkel rendelkezik,
vagyis diszkrét valdszintiségi véltozok alkotjak.

A £ és 1 valdszintiségi valtozok kiilon-kiilon vett eloszldsa nem hatdrozza meg a két

valtozo6 egyiittes viselkedését.

- A £ és n egyiittes eloszldsa a P(§ = x;,n = y;) valoszinlségek sorozata (i,j = 1,2, ...),
ahol ¢ illetve ) valdszintiségi valtozé lehetséges értékeinek sorozata x1,xo, ..., illetve
Y1, Y2, -

Jeloljik: P(§ = x;,n =y,) = pi;, ahol (4,5 = 1,2, ...), ekkor

2.2 pi=1

i=1 j=1

- Diszkrét peremeloszldsok (margindlis eloszldsok):

G=Y pyj (i=12.)
j=1

szzpij7 (jzl,Q,)
i=1
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- Egyiittes eloszldsfiiggvény: a (€, n) véletlen vektor egyiittes eloszlds az

F(z,y) = P(§{ < x,n < y) formuldval meghatdrozott valds értékd fiiggvény.
Az F(x,y) fiiggvény akkor és csak akkor egyiittes eloszlasfiiggvény, ha rendelkezik az
alabbi tulajdonsdgokkal

a) xli)r_noo F(z,y) =0, yligloo F(z,y)=0.

b) lim F(z,y) =1
y—o00

¢) F(b,d)—F(b,c)—F(a,d)+F(a,c) > 0,Va < b,c < d. Teljesiil a "téglalap tulajdonsag"
azaz mindkét valtozéjaban monoton novekvd. Ez azt fejezi ki, hogy nemnegativ annak

val6szintisége, hogy a (£, n) pér beleessen egy téglalapba.
- Peremeloszlasfiiggvények(margindlis eloszldsfiiggvény):

Fe(z) = lim F(z,y)

Y—00

Fy(y) = lim F(z,y)

T—00

- Vdrhat6 érték: M (En) = > > zy;pij, M(§) = leiqz" M(n) = E%yjpj,
= j=

i=1j=1
S ..

- Feltételes vdarhatoérték: M (f In = yj) => xzz%
i=1 ’

- Fiiggetlenség: & ésn fiiggetlenek, ha egyiittes eloszlasfiiggvények felbomlik a két marginélis
eloszlasfiiggvény szorzatdra: F(v,y) = F; - F(n). Gyakorlatban elég ellendrizni, hogy
pij = ¢; -r; minden (4,5 = 1,2, ...), esetére.

00 2 00 2

- Szdrasnégyzer: D*(€) = Y. a2q; — (M(€)) . D*(n) = X wir; — (M(n))

i=1 Jj=1

- Kovariancia: cov(§,m) = M (&n) — M(£) - M(n).

Ha a £ és ) fiiggetlen valdszintiségi véltozoknak léteznek a véarhato értékeik, akkor 1étezik
a kovariancidjuk is és cov(&;n) = 0, azaz M (- n) = ME - Mn .

_ _cov(&m)
D(§)D(n)"

- Korreldcids egyiitthaté: R(&,n)
Példa:
A kétdimenziés diszkrét (£,n) vektorvaltozo egyiittes- és peremeloszldsairdl az alabbi

informdciodkat tudjuk:
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7 1 2 3 :
19 peremeloszldsa
0 0,13 0,02 0,45
0,2
K 0.3
peremeloszlasa

a) Hatdrozzuk meg az egyiittes eloszlast és a peremeloszlasokat!

b) Dontsiik el, fiiggetlen-e & és n !

¢) Irjuk fel az egyiittes eloszlasfiiggvényt!

d) Hatarozzuk meg a kovetkezd jellemzdket: M (&), M (n), M (& - n)!

e) Szamitsuk & és n kovariancidjat!

f) Szamitsuk ki £ és 1) szordsat!

g) Hatdrozzuk meg a korreldcios egyiitthatot!

h) Hatdrozzuk meg a P(§ = 1|n = 3) feltételes valdsziniiséget!

i) Szdmoljuk ki a P(0 < z;2 < n < 3) valdsziniiséget!

Megoldas:

a) Hatdrozzuk meg az egyiittes eloszlast €s a peremeloszldsokat!

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

7 1 2 3 :
19 peremeloszldsa
0 P11 0,13 0,02 0,45
0,2 D22 D23 92
' T1 0,3 T3 1
peremeloszlasa

88




fgy a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

(pn +0,13+0,02 =0,45
0,2 + paa + p23 = 2
pii+0,2=n
0,13+ p»=0,3

k0745 + P23 = T3

Az egyenletrendszer megolddsa utan felirhatjuk az egyiittes és peremeloszlasokat:

7 1 2 3 ;
19 peremeloszldsa
0 0,3 0,13 0,02 0,45
1 0,2 0,17 0,18 0,55
! 0.5 03 0,2 1
peremeloszladsa

b) Dontsiik el, fiiggetlen-e £ és n !
Ehhez ellendrizziik, hogy p;; = ¢;r; barmely i, j esetére.
Els6 1épésben ellendrizziik, hogy pi11 = q171.
pu=PE=0n=1)=0,7,
q1m1 = 0,45 - 0,5 vagyis p1; # ¢ir1. Tehat elmondhatjuk, hogy ¢ €s n nem fiiggetlenek.

¢) Irjuk fel az egyiittes eloszldsfiiggvényt!

Az eloszlastiiggvényt az egydimenzids esethez hasonldéan hatarozhatjuk meg.

¢) Irjuk fel az egyiittes eloszlasfiiggvényt!

(

0 har <0 é y <1,

0,3 hal0<zx<1 é 1<y<2,
0,43 ha0<z <1 é 2<y<3,
0,45 hal0<x <1 és 3 <y,
0,5 hal<zx é 1<y<2,

1 hal<zx és 3<uy.

\

d) Hatarozzuk meg a kovetkezd jellemzdket: M (&), M (n), M (& - n)!
M(€)=0-0,45+1-0,55 = 0,55;
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M()=1-0,5+2-0,3+3-0,2=1,T;
M(&-m)=0-1-0,340-2-1,340-3-0,02+1-1-0,241-2-0,17+1-3-0,18 = 1,08.

e) Szamitsuk & €s ) kovariancidjat!
cov(§,m) = M(fn) —M(&)-M(n)=1,08—0,55-1,7=0,145.

f) Szamitsuk ki £ és 1) szorasat!

2
A sz6rés kiszdmitasahoz kiszdmoljuk: > x2¢; = 0%2-0,45+1+2-0,55 = 0, 55; ekkor a
=1

(2

varhato érték ismeretében meghatarozhatjuk a szérast D(§) = /0,55 — 0,552 ~ 0, 497.
Hasonldan az 7 valtozo esetében:
M(n)=12-0,5+22-0,3+32-0,2 = 3,5,

D(n) = /3,5 — 1,72 ~ 0, 78L.

g) Hatédrozzuk meg a korreldcios egyiitthat6t!

_cov(énm) 0,145 o
R(&,n) = D(g)D?n) = oot — 0,374

h) Hatdrozzuk meg a P(¢ = 1|n = 3) feltételes valGsziniiséget!
P(€=1n=3) =55 =09

i) Szdmoljuk ki a P(0 < z;2 < n < 3) valdsziniiséget!
Haszndlhatjuk az egyiittes eloszlasfiiggvényt. Fontos figyelembe venni a szigori és nem
szigoru reldcios jeleket:
PO<&§2<n<3)=P(1<{<22<n<4)=
= F(2,4)— F(2,2) — F(1,4) + F(1,2) =
=1-0,5-0,4540,3 =0, 35.

90



Feladatok:

1. Az aldbbi tablazat XY egyiittes eloszldsat adja:

Y
0 1 2
X
1 2p 2p p
2 4p 3p 0
2p 4p 2p

a) Mennyi a p értéke?

b) Adjuk meg az X és Y egyiittes eloszldsat.

¢) Miaz X, illetve az Y peremeloszldsa?

d) Fiiggetlen-e egymadstdl az X és Y valoszintiségi valtoz6?

2. A (§,n) lehetséges értékeit a kovetkezs tabldzatba foglaltuk Gssze

T o |1
3
0 p
1 3p
2 2p 4p

a) Keressiik meg a p értékét, hatdrozzuk meg a perem eloszlasat!
b) Irjuk fel a (&, 7) eloszlas fiiggvényét!

3. A (&, 1) lehetséges értékeit a kovetkezs tabldzatba foglaltuk Gssze

Ui

1 (3 |4
§
-1 004 2p |01
0,05 |02 |01
p 005001

a) Keressiik meg a p értékét, hatdrozzuk meg a peremeloszlasat!
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b) Irjuk fel a (&, 7) eloszlas fiiggvényét!

¢) Hatdrozzuk meg a peremeloszlas fliggvényeket!

d) Szamoljuk ki: P(1,3 < £ <5,-0,1 <n<1),

e) Szamoljuk ki: M (§), M (n), D(§), D(n);

f) Szamoljuk ki az aldbbi feltételes valdszindséget: M (£|n = 0)!

4. Egy 10 f6s csoport nemek és vizsga eredmények szerinti megoszlasa a kovetkezd:

ledany fiu
eredménytelen | 2 1
eredményes 4 3

Kozottiik 2 szinhazjegyet sorsoltak ki. Legyen £ a nyertes lanyok, n az eredményesen

vizsgazott fitk szama. Irjuk fel a (¢, ) kétdimenzids eloszlsat!

5. Statisztikai adatok szerint annak a valdszintisége, hogy ikersziiléskor mindkét gyermek
fia: 0, 32, s azé, hogy mindkettd lany: 0,28. Annak a val6szintsége, hogy az elsé fid és a
masodik lany, egyenld annak a valészintiségével, hogy az els6 lany és a masodik fit. A &
legyen 0, ha az els6 iker fid, és n = 1, ha lany. Az valdészinliségi valtozé vonatkozzék a

mdsodik ikerre hasonl6képpen. Szamitsuk ki a £ és 7 korrelacids egyiitthatdjat!

6. Adott A és B esemény. Ismeretes, hogy P(A) = 1, P(B | A) = ; és P(A|B) = 1. A
¢ legyen 1, ha A bekovetkezik, és 0, ha A nem kovetkezik be. Hasonldképen 7: legyen
1, ha B bekovetkezik, 0, ha B nem kovetkezik be. Szamitsuk ki a £ és n korrelacids

egyiitthatojat!

7. A valésziniiségi vektor véltozé (€, n) lehetséges értékeit a kovetkez§ tablazatba foglaltuk

o0ssze
n
0 1
1 1
0 5|1
1 1
12 1
1 1
2 6 3
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a) Szamitsuk ki a ( = £ + n valdszintiségi véltoz6 eloszlasat!
b) Szamitsuk ki a { = |£ + 7| valészintiségi viltozo eloszldsat!

¢) Szamitsuk ki a ¢ = & -  val6szintiségi valtozo eloszlasat!

8. Adva van:
23 14 0,2 12
3
-0,5 0,12 3p 0,01 0,03
0 0,03 0,1 0,2 0,01
0,3 2p 0,12 0,06 0,07
Hat4rozzuk meg:
a) a p paraméter értékét!
b) M(n|¢ =0,5)!
9. Adva van:
Ty 2 3 4
3
0 0,04 0,04 0,03 0,1
1 0,02 0,16 0,22 0,01
2 0,06 0,01 0,02 0,02
3 0,11 0,07 0,06 0,03

Hat4rozzuk meg:
a) M(g)
b) M(¢ln = 0)

10. Egy kockat kétszer feldobunk egymads utdn. X értéke legyen a dobott 6-osok szdma, Y
értéke legyenek a dobott szdmok 6sszegének 3-mal valé osztasi maradéka. Fiiggetlen-e

az X ésaz Y?
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11. Egy piros és egy kék kockaval dobunk. Legyen X a piros kockdn dobott szdm, Y pedig
a két szdm Osszege. Szamitsuk ki Y'-nak az X = 3 eseményre vonatkoztatott feltételes

vérhat6 értékét!

12. Két valoszintiségi valtozo egyiittes valoszinliség-eloszldsat tartalmazza az aldbbi tablazat:

Y
X
0

-
—
[\

S |l
[en I NI

vl | O

a) Adjuk meg az egyiittes eloszlasfiiggvényt, a perem eloszlasokat.
b) Fiiggetlen-e a két valtoz6? Hanem, akkor adja meg a korrelacids egyiitthato értékét.

13. Gazda Dani gytimolcsdsében alma- €s kortefdk vannak. Betakaritaskor a leszedett gyiimolcsoket
L, II. és III. osztalyd mindsitéssel latjdk el. A sziiret végén Dani tdbldzatba foglalta a

betakaritott gylimolcsok mennyiségét:

Loszt Il.oszt IIT.oszt

(kg) (kg) (kg)
alma 700 400 50
korte 500 250 100

Véletlenszerlien vélasztunk egy gylimolcsot az évi termésbdl. A & = 0 jelentse, hogy
almat, ¢ = 1, hogy kortét véalasztottunk. Azn = 1, n = 2 és n = 3 jelentse, hogy a kivett
gytimolcs 1., I1., illetve III. osztalyu.

a) Készitsiik el az eloszlas tablazatat!
b) Szamitsuk ki a £ és 7 korrelacids egyiitthat6jat!
¢) Szamitsuk ki a £ 4 7 szorasat!

14. Egy autdszalonban kétféle modellt drusitanak (sportkocsit és csalddi aut6t) haromféle
szinben (fehér, eziist és piros szinekben). A tapasztalatok szerint a vasarlok 40%-a vasarol
sportkocsit, a tobbiek csalddi autét. A sportkocsit vasarlok fele eziist szint valaszt, fehér

és piros sportkocsit egyenld ardnyban vasarolnak. A csalddi autét vasarlok 50%-a fehér
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modellt vesz, a tobbi csaladi auté 1:2 ardnyban fogy eziist és piros szinekben. Definidljunk
két val6szintiségi véltoz6t! Legyen € = 1 ha a vasarlé sportkocsit vesz és & = 1 ha
csaladi autét, tovabba vegye fel n az 1, 2, 3 értékeket, ha a vdlasztott szin rendre fehér,

eziist illetve piros. Hatdrozzuk meg az aldbbiakat:
a) a (&, n) vektorvéltozo egyiittes eloszldsat;
b) a peremeloszldsokat;
c) a peremeloszlas-fiiggvényeket;
d) az egyiittes eloszlasfiiggvényt;
e) akovetkezd jellemzdket: M (&), D(§), M(n),D(n);
f) M(&-n), M(€+n);
g) vizsgaljuk £ és 7 a fliggetlenségét, korreldlatlansigat;
h) hatdrozzuk meg a £ és 1 korrelacids egyiitthat6jat!

15. Egy 52 lapos francia kdrtyacsomagbdl hizunk 2 lapot visszatevés nélkiil. Legyen £ a
pirosak, n pedig a kirdlyok szdma. Adjuk meg £ és n korrelacids egyiitthatéjat. Fliggetlenek-

e ezek a valtozok?

16. Egy gyarban mindség ellendrzés soran harom alkatrészt vizsgalnak, annak a valészindisége,
hogy a kivdlasztott alkatrész hibamentes 0,8. Jelolje a £ valdszintiségi valtozé a hibas

alkatrészek szamat egy ellendrzés soran, 7)- a hibatlanok szdmat. Hatdrozzuk meg:
a) a (&, n) vektorvéltozé egyiittes eloszldsat;
b) a peremeloszlasokat;
c) akovetkezd jellemzdket: M (&), D(§), M(n),D(n);

d) hatdrozzuk meg a & és 1 korreldcids egyiitthatdjat!
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8.2. Kétdimenzios folytonos valdsziniiségi valtozok

A (&, n) vektorvéltozé eloszlasfiiggvénye az F(z,y) = P(§ < x,n < y) val6s fiiggvény.

- Folytonos véletlen vektor: olyan véletlen vektor, amelynek 1étezik egyiittes stirliségfiiggvénye

f(s,t), s,t € R, ahol
F(x,y)://f(t,s)dtds.

—00 —00

Egy f(s,t) fiiggvény pontosan akkor stir(iségfiiggvénye valamilyen vektorvéltozénak, ha
a) f(s,t) >0;

b) T Tf(s,t)dtds:l.

—00 —O0

- Perem- vagy margindlis siiriiségfiiggvény: fe(s) f f(s,t)dt, fn(t) f f(s,t)d

- Feltételes siiriiségfiiggvény: fi(x|y) = J}E’Z%), filylz) = }}(;z%)

- Fiiggetlenség a (£, n) vektorvéltozé komponensei (£ és 7 ) pontosan akkor fiiggetlenek,

ha f(s,t) = fe(s)f,(t) teljesiil.

- Virhat6 érték: M (g(&,n)) = [ [ g(z,y)f(z1,22) dzy das.

—00 —00

- Feltételes vdarhato érték:
MEn=y) = f p L5 de,

Ml =x) = fyf

- Kovariancia: cov(§,m) = M (&n) — M(€) - M(n).
Ha a £ és ) fiiggetlen valdsziniiségi valtozoknak 1éteznek a varhat6 értékeik, akkor 1étezik

a kovarianciajuk is és cov(&;n) = 0, azaz M (€ -n) = ME - Mn .

cov(&;m)
D(€)D(n)’

- Korreldcids egyiitthato: R(§,n) =

- Konvolucio: Ha & és n fiiggetlen abszolut folytonos valdszindiségi valtozok f illetve g

stiriségfiiggvénnyel, akkor £+ is abszolit folytonos, tovdbbad a stirliségfiiggvénye z € R
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helyen

ha) = [ S0t~ o)
Példa: Kétdimenzids véletlen vektor a D tartomédnyban egyenletes eloszlasu.
Fa
2
I
I
- D’ I
! X
o 3 5

Hat4rozzuk meg:
a) az egyiittes stirségfiiggvényt;
b) az f¢(s) margindlis stirtiségfiiggvényt;
¢) az M(n|¢ = x) feltételes varhaté értéket;

d) a P(0,2 <n < 1,6/ = 3,5) feltételes valoszintiség értékét!

Megoldas:

a) Az egyiittes slirségfiiggvény meghatdrozasa céljabdl, felhasznaljuk az egyiittes stirliségfiiggvény

/Z /(:f(%y)dxdy — 1.

Mivel egyenletes eloszlasu véletlen vektorral van dolgunk, ezért tudjuk, hogy

tulajdonsagat:

flz,y) =C V(z,y) € D.

Ebbdl kovetkezik: C' [*° [*° dxzdy = 1. Ez a hatédrozott kettSs integral a D tartomény
teriiletét adja, ami meghatdrozhat6 a kovetkez6 képlet segitségével is Sp = %2 = 8.

Innen a stirtiségfiiggvény:

L ha(x,y) €D
flay) =49 % ( )
0 kilonben .
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b) A margindlis striségfiiggvény fe(s) f f(s,t) dt képlettel adhaté meg. Beldtjuk,

c)

d)

hogy fe(s) = 0, has € (—o0;0]|J(5;00). Tehdt elég vizsgalni: f¢(s) ff s,t)dt.
Ha s € (0;3] akkor a D tartoményt lentr6l a ¢ = O, fentr6l a ¢ = 2 vonal hatarolja és
fs,t) = 4. ezért fe(s) f dt =%, has € (0;3].

Ha s € (3;5] akkor a D tartomanyt lentr6l a ¢ = 0, fentr6l a ¢ = 5 — s vonal hatérolja és
f(s,t) = 1, fe(s) f sdt =1 =22 has e (3;5].

Osszefoglalva:

0 ha s < 0;

i ha0<s<3
5

flx,y) =
(@) 55 ha3<s<5
0 ha s < 5.
A feltételes varhato érték kiszamitdsahoz adjuk a feltételes stirliségfiiggvényt: fi(x|y) =
f(zy)
fn(y) >

0 ha s < 0;

1 ha0<y<2,0<z<3
folylz) = 21

= ha0<y<d—-uz3<z<5

0 ha s < 5.

A feltételes varhat6 értéket igy szamithatjuk ki:
2

ha z € (0;3], akkor M (n|¢ = z) = [ sydy =1,
0
5—x

ha x € (3;5), akkor M (n|¢ = z) “Lydy = 5. Osszefoglalva:
0

1 haze(0;3
f(%lﬁ—{ 52 haz € (3;5).

A keresendd Valészinfiséget a feltételes stirtiségfiiggvény segitségével szamoljuk ki: P(0,2 <
n<1,6/£=3,5 f f2(y|z)dy. Hax € (3;5), akkor a fels6 hatdr y = 5 — . Tehat, ha
x = 3,5 akkor a felso hatar y=1,5. Az x = 3,5 értéket a feltételes eloszlas fiiggvénybe

1,5
helyetsitve kapjuk: P(0,2 <n < 1,6|¢ =3,5) = [ 2dy = 2.
0,2
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Feladatok:

1. Legyen a £ és 1 valoszintiségi valtozok egyiittes strliségfiiggvénye

f@w%:{i}?i2§x§6ﬂ§ygli
0 kiilonben .

a) Igazoljuk, hogy ¢ és 7 fiiggetlenek!

b) Szdmitsuk kia P(0 < ¢ < 3,0 < ¢ < 2 valdszintiséget!

c) Irjuk fel a (¢, n) eloszlasfiiggvényét!

2. Legyen a £ és n valoszintiségi valtozok egyiittes strliségfiiggvénye

Fay) S+ %) ha0<z2<1s0<y<2,
xr,y) =
Y 0 kiilonben .

Adjuk meg a valtozok kovariancidjat €s a korrelacids egyiitthato értékét.
3. Legyen (§,n) egyiittes stirtiségfiiggvénye:

o) = }L(1+xy(x2—y2)) ha0 <z <1 é 0<y<2,
’ 0 kiilonben .

a) Irjuk fel a & és 1) perem- és siirtiségfiiggvényét!
b) Ellendrizziik, hogy & és 7 fiiggetlenek-e!

¢) Szamitsuk ki a £ és 7 korrel4cids egyiitthatdjat!
4. Legyen (&, n) egyiittes stiriségfiiggvénye:

foy) — { B@Tayty) moSa<t & 0<y<t
7 0 kiilénben .

Adjuk meg a peremeloszlasokat!
5. Legyen (&, n) egyiittes stirdiségfiiggvénye:

r+y ha0<z <1 é 0<y<1,
f(x,y) = .
0 kiilonben

Szamitsuk ki a a £ + 7 és £ - i) varhato értékét!
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6. A (§,n) vektorviltozo egyiittes siirtiségfiiggvénye:

A-e7™% hax>0 é y>0,
flz,y) = -
0 kiilonben .

a) Szamitsuk ki az A egyiitthat6 értékét!
b) Milyen valdsziniiséggel esik az n a (2, 4) intervallumba, ha § = 2 ?

7. A (&, n) vektorvaltozo egyiittes stirliségfiiggvénye:

A-2*(y+1) haze D,
f(x,y) = .
0 kiilonben,

ahol D = {y > z* — 1;y < 0}
a) Szdmoljuk ki az a paraméter értékét!
b) Milyen val6szintiséggel esik a (£,) a D1 = {y =z — 1;y = 0; 2 = 0} tartomdnyba?

8. A (&,n) véletlen vektor eloszldsfiiggvénye: A (£, n) vektorvdltozo egyiittes stiriségfiiggvénye:

Flz.y) 1, haxr <0 y <0
T,y) = )
Y 1 —e 2% — ™3 4 2273 Liilonben.

Szamoljuk kia P(0 < z <4, 0 <y < 2) valdszintiséget!

ol

9. Legyen a (&, n) véletlen vektor stirtiségfiiggvénye:

i ha(z,y) €D,
flzy) =4 * =
0 kiilonben,

ahol D = {—-4 <z <2 -3 <y <5} Szdmoljuk ki a korreldcids egyiitthat6 értékét!

10. A (&, n) véletlen vektor egyenletes eloszldst a D tartomédnyban.
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4

a) Irjuk fel a kétdimenzids véletlen vektor siiriségfiiggvényét!
b) Irjuk fel a peremeloszldsokat!

c) Vizsgiéljuk a & és 7 fliggetlenségét. Szamoljuk ki a korreldcids egyiitthatot!
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Ellenorzo kérdések:

1. Mi az egyiittes eloszlasfiiggvény €s a peremeloszlasfiiggvény fogalma, €s mi a kapcsolat

kozottik?
2. Mikor teljesen fiiggetlenek a &1, &5, &3 valoszinliségi valtozok?
3. Hogyan nevezziik a binomidlis eloszlds tobbdimenzids megfelel$jét?
4. Mik az egyiittes stiriségfiiggvény tulajdonsagai?
5. Az aldbbiak koziil melyik 4llitas helyes és melyik hamis?

» Az egyiittes eloszlasfiiggvény tobbvaltozos valds fiiggvény.

* Az egyiittes eloszlasfiiggvény ért€kei az 1-hez tartanak, ha valamelyik valtozo6jdval

+o00-hez tartunk.

» Az egyiittes eloszlasfiiggvény értékei az 0-hoz tartanak, ha valamelyik valtozgjaval

—o0-hez tartunk.

* Diszkrét valészintiségi valtozok egyiittes eloszldsa a peremeloszlasok Osszegeként

all eld.

* Diszkrét valoszinliségi valtozok peremeloszldsait az egyiittes eloszlasbol 6sszegzéssel

szamolhatjuk ki.

* Fiiggetlen folytonos valoszintiségi véltozok egyiittes siirliségfiiggvénye a peremstirtiségfiiggvények

Szorzata.

* Fiiggetlen folytonos val6szintiségi véltozok egyiittes eloszlasfiiggvénye a peremeloszlasfiiggvényel

szorzata.
» Az egyiittes eloszlas elemeinek Osszege 1.
* A vektor valdszinliségi véaltozé minden komponense valdsziniiségi valtozo.

* Az egyiittes siirliségfiiggvény minden véltozdjaban folytonos.
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9. fejezet

Statisztika

9.1. Leiro statisztikak

Ha egy populécidbdl kivalasztott egyedekhez valamilyen szdmszeri mutatét rendeliink, az igy
kapott adatok x1, xo, ..z, jellemzésére alkalmazhatunk centralis mutatdkat, a szorédést jellemzo
mutatdkat és ha elegendeden nagy szdmu adatunk van, akkor elkészithetjiik az adatok gyakorisagi

eloszlasat, illetve a relativ gyakorisagi eloszlast is, azaz a hisztogramot. Centralis mutaték
Kozépértékek

n
PES

i=1

1. Szamtani k6z€p:z =

&‘ 5

n
2. Mértani kozép 7, = ¢/ []
=1

3. Harmonikus koz€p:Ty = ————

X1 X9 Xn
4. Median. Ha mintdbdl hatarozzuk meg, akkor a nagysag szerint rendezett adatoknal a

kozépso adat,ha pdratlan elemszamu a minta; illetve a két koz€psd adat atlaga, ha paros

elemszamu a minta.

5. Médusz. Ha mintabdl hatarozzuk meg, akkor a leggyakoribb adat illetve a leggyakoribb

kategéria. Az adatok nagysdg szerinti rendez€sénél tobb helyen is kicsticsosodhat a

gyakorisag (multimodalis).
A szorddds jellemzoi

1. Terjedelem R = Tmax — Tmin

103



2. Kvartilisek. A nagysagrendbe éllitott értékek sorat elemezziik oly médon. hogy az n

szamu adatot negyedeljiik €s megéllapitjuk, hogy milyen nagysagu (értékli) adat tartozik.

* az als6 negyed felsd hatardhoz —ez az alsé kvartilis
* afelez6 értéket (medidn)— ez a k6zEépsd kvartilis

* afelsd negyed alsé hatardhoz — ez a felsé kvartilis

3. Kvantilisek. A rangsorba rendezett mintaadatokat k egyenld részre osztjuk és az osztopontoknak

megfeleld ismérvértékeket megallapitjuk. Ezeket kvantilis értékeknek nevezziik.

4. Tapasztalati szérds négyzet.A mintaclemek értékeinek atlagtdl vett eltérését négyzetre
> (zi-7)?

=1

emeljiik, majd 4tlagoljuk ezen négyzeteket. s* = —

5. Variancia(Korrigalt tapasztalati szords négyzet). A mintaelemek értékeinek atlagtdl vett

eltérését négyzetre emeljiik, majd atlagoljuk ezen négyzeteket. Az atlagoldsndl azonban
> (@i-2)?

n helyett (n-1)-gyel osztunk. s** = =

n—1
> (zi-2)°
6. Ferdeség =——
> (zi-a)’!
4 i=1
7. Lapultsag =——— — 3
Példa: Egy mintavételes felmérés szerint egy adott termék x drai ismertek a kiilonb6zé piaci

szereploknél. Hatdrozza meg a tabl4zatbdl a leird statisztikdkat!

Hely | 1 | 2 | 3 | 4| 5|6 | 7| 8109
Ar | 100 | 110 | 115 | 125 | 140 | 145 | 145 | 150 | 450

Megoldas:
L 100 + 110 + 115 4 125 4 140 + 145 + 145 + 150 + 450
7= T; = 5 ~ 164,4
n

i=1
A minta elemeinek szdma péros, igy a medidn egyenld az 7 €s 7 + 1 indexd tagok atalgdval:

Tpjp = x4 = 125 2041 = x5 = 140
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Terjedelem: R = Tyax — Tmin = 150 — 100 = 50. A tapasztalati szorasnégyzet kiszdmitdsahoz

hasznaljuk a kdvetkezd tédblazatot:

2, 100 110 115 125 | 140 | 145 | 145 | 150
z;—7 | —28,75| —18,75 | —13,75 | —3,75 | 11,25 | 16,25 | 1625 | 21,25
(z: — 7)* | 826,563 | 351,56 | 189,06 | 14,063 | 126,56 | 264,06 | 264,06 | 451,56

=1
826,563 + 351,56 + 189,06 + 14, 063 + 126, 56 + 264, 06 + 264, 06 + 451, 56
n 8

= 310,938,

S =+52=,/310,938 =~ 17,63.
Példa:A mintavételes felmérés szerint ismert az év sordn a kérhazat felkeres6k szama.
Az adatokat a latogatok életkora szerint csoportositottuk. atdrozza meg a tdblazatbdl a leird

statisztikakat!

Kor 20-29 | 30-39 | 40-49 | 50-59 | 60-69
Hany {6 | 45 36 175 361 825

Megoldads: Az Osszes latogatd szama n = 1442, a latogatok pontos kordt nem ismerjiik, de

tudjuk, hogy adott korcsortba hdny l4togaté tartozik. Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

[a;,a;11] | 20-29 | 30-39 | 40-49 | 50-59 | 60-69
n; 45 36 175 361 825

7

Ekkor az el6z0 feladatban felirt az x; szerepében az inetrvallumok kézéppontjai lesznek:

[ai, ai1] | 20-29 | 30-39 | 40-49 | 50-59 | 60-69 | Osszeg
T 24,5 34,5 44,5 54,5 | 64,5

n; 45 36 175 361 825 1442
x;-n; | 1102,5 | 1242 | 7787,5 | 19675 | 53213 | 83019

k
1 83019
T = — i Ny = ———— ~ 57, 57.
T ; T g
A legnaygobb gyakorisdggal rendelkez6 inetrvallum kezd6pontja xj,, = 60, itt a gyakorisag

ny, = 825hossza A = 69 — 59 = 9 az el6z6 és kovetkezd inetrvallumok gyakorisdgai:

NMy—1 = 361, Npy+1 = 0igy

o Mo—1
My = Tp, + =
2N, — NMy—1 — MMy+1
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10(825 — 361)

=00t SR 350

65

Median: 60
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Feladatok:

1. Egy halastéban 5 helyen mértek vizhdmérsékletet. A kovetkezd értékeket kaptdk Celsius-
fokban: 17,5; 16,9; 17,2; 15,8; 16,5. Adja meg az atlagot, a medidnt, a terjedelmet, a

varianciat és a szorast!

2. 10 petunia hajtas hosszdt mérték meg a kelés utani 10-dik napon. Az adatok cm-ben a
kovetkezdk: 10,2; 13,5; 14,2; 11,5; 12,1; 13,1; 11,8; 12,4; 13,9; 14,1. Adja meg az

atlagot, a medidnt, a terjedelmet, a varianciét és a szoérast!

3. 40 szem sdrgabarackot szedtek le egy far6l és megmérték a tomegiiket. Az adatok dkg-
ban a kovetkezok. 12,2; 12,9; 11,8; 11,9; 11,6; 11,1; 12,3; 12,2; 11,8; 11,8; 10,7; 11,5;
11,3; 11,2; 11,6; 11,9; 13,3; 11,2; 10,5; 11,1; 12,1; 11,9; 10,4; 10,7; 10,8; 11,0; 11,9;
10,2; 10,9; 11,6; 10,8; 11,6; 10,4; 10,7; 12,0; 12,4; 11,7; 11,8; 11,3; 11,1.

Adja meg az atlagot, a medidnt, a terjedelmet, a varianciat és a szordst! Készitsen az
adatokbdl hisztogramot és ennek alapjan is szamitsa ki az atlagot valamint a szdrdst €s
adja meg a moduszt is! Hasonlitsa Ossze az igy kapott értékeket, az eredeti adatokbol

kapott értékekkel! Mit tapasztal?

4. Egy tehenészetben az egyes tehenek altal adott tej zsirtartalmat hataroztdk meg %-ban.
120 tehént vontak be a vizsgdlatba. Az alabbi adatokat kaptdk: a) Adja meg az atlagot, a
medidnt, a terjedelmet, a varianciat és a szordst! b) Készitsen az adatokbdl hisztogramot
és ennek alapjan is szadmitsa ki az atlagot valamint a szérdst és adja meg a moduszt is!
¢) Hasonlitsa 0ssze az igy kapott értékeket, az eredeti adatokbodl kapott értékekkel. Mit

tapasztal!

9.2. Hipotézis vizsggalat paraméteres probak

Egy mintas u préba ¢ € Norm(m; o), m ismeretlen, o ismert, a £-re vonatkozd minta n elemi,

mo € R.

Hy : m = my | kritikus tartomény
Hl:m¢m0 2—2(13(‘U|><Oé
Hi-m<mg|1—®(u|) <aésu<0

Hi:m>mg|1—®(u|) <aésu>0
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ﬁ:é_mo\/ﬁ

o

Az egymintds u-proba a gazdasagi statisztikdban egymintds z-préba néven ismert.
Egy mintas t préoba
Példa: A férfiak magassdga (cm-ben) A (174, 7%)-eloszlast kovet. Egy kosdrlabdacsapat

jatékosainak magassdga a kovetkezo:

201, 197, 202, 198, 203, 201, 191, 196, 199, 205, 181, 212.

a)Allithatjuk-e 95%-o0s megbizhatdsagi szinten, hogy a kosarlabdajatékosok 4ltaldban magasabbak
a feln6tt koru férfi népességnél?

b) Es hogy dontenénk akkor, ha nem tudnank, hogy mennyi a szérds?

Megoldas:

a)n = 12, adott az (zy,...,x,) minta N (u, 7?)-eloszldsbol, Hy : p = 174, Hy : p > 174.
u-prébat kell csindlni. © = 198.833,

Hi-m=174
Ho:m >0

Ebben az esetben egyoldali az ellenhipotézis(egyszéli probardl beszéliink) ilyenkor arrdl tudunk
donteni, hogy a H; ellenhipotézist elfogadjuk-e vagy, igazdbdl a H telejesiilését nem viszgaljuk.
198.833 — 174

Vi3

gt mo gy 1988 1M A5 15989
o 7

az 5%-os (jobb oldali) kritikus tartomédny: C; = (®71(0.95), 00) = (1.645, 00), igy mivel
u(u) € Cy, a Hy-et fogadjuk el.

b) Ha nem ismerjiik a szordst, akkor az u-préba helyett ¢-probét kell csinélni.

Hy:m =174
H02m>0

A hagyomadnyos, eloszldstablazatbdl vald visszakereséses modszerrel csindlva a probat,

Sy = 7.626, igy a t-statisztika értéke:
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- E—my 198.8333 — 174

t = = V12 =11.281
sk v 7.6257

az 5%-os (jobb oldali) kritikus tartomdny: C; = (Ft’

ut) € Cy, a H,-et fogadjuk el.

'(0.95),00) = (1.796, c0), igy mivel

11

Felelet: a kosérlabda jatékosok éltaldban magasabbak, mint a feln6tt kord férfi lakossag.
Két mintas u proba { € Norm (mq;01) ,n € Norm (mq; 09) fiiggetlenek, my, mo ismeretlenek,

01, 09 ismer- tek, a £-re vonatkozé minta ny elemii, az n-ra vonatkozé minta n, elemii.

Hy : mqy = mo | kritikus tartomény
Hy:my #my | 2—-20(Jul) < «
Hy:my<mg | 1—®(Ju|) <aésu<0

Hy:my>mo | 1—9(Ju]) <aésu>0

ahol

A kétmintds u-proba a gazdasagi statisztikdban kétmintds z-préba néven ismert.

Paros mintas t- préba ¢ € Norm (mq;01),n € Norm (mg; 09) és kiilonbésiik is normélis
eloszlasu, akkor két minta kiillonbésgébdl 1) mintit hozunk létre, amelyre egymintds t- probat
hasznélhatunk.

Példa: Két fajdalomcsillapité ( X és Y ) hatdsat vizsgéltdk 8 betegen, mérve a fijdalom

megsziinéséig eltelt id6t (alkalmas idéegységben):

beteg 1. 2. 3. 4. 5 6. 7. &
X 32 16 57 28 55 12 21 29
Y 36 1.1 60 43 50 35 3.7 3.6

Az id6kiilonbségrol feltételezhetd, hogy normalis eloszlasu.
a) Van-e 1ényeges kiilonbség a két fajdalomcsillapit6 hatdsa kozott?
b) Azt sejtjiik, hogy az X fajdalomcsillapité gyorsabban hat (pl. mert tudjuk, hogy az Y javitott
valtozata). Igaz-e ez a sejtés?
Hipotéziseit pontosan megfogalmazva, dontsén 95% szinten!
Megoldds: a)

Hy :my = my,
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Hy :my, #m,y

Pérositott mintds t- porbat hasznélunk, két oldali ellenhipotézissel.

Legyen ( = X — Y. Ekkor a prébastatisztika:

¢ —0.725

Jn=

8 = —2.031
st To06 ¥*

f=

a kritikus érték:

tn—1

0.05
Fl (1 - %) —F (1 - T) = FZ1(0.975) = 2.365

Igy az elfogadasi tartomany: (—2.365,2.365) Mivel ¢ € (—2.365,2.365), a dontés: H,, tehat
nincs kiilonbség a két fajdalomesillapité hatdsa kozott.

Felelet: nincs szignifikdns kiillonbség a két fajdalomcsillapité hatdsa kozott

b)

Hy :my = m,,
Hy:mg, < my

(egyoldali) parositott mintas ¢-préba. A kritikus érték:
F ' (a)=-F"'(1-a)=-F_'"(1-0.05)=—F_'(0.95) = —1.895
Mivel £ = —2.031 < —1.895, a dontés: H, tehat az X fijdalomcsillapité gyorsabban hat,

mintaz Y .

Felelet: z X f4jdalomcsillapité gyorsabban hat, mint az Y
Két mintas F préba ¢ € Norm (mq;01),n7 € Norm (my; 09) fiiggetlenek, a paraméterek

ismeretlenck, a £-re vonatkoz6 minta n; elemu, az 7-ra vonatkoz6 minta n, elemu.

Hy : 01 = 09 | kritikus tartomény
Hy:01# 09| 2min{F(F),1 - F(F)} <«

Hy:01 <oy | min{F(F),1-F(F)}<aéF<1
Hy:01 >0y | min{F(F),1-F(F)}<aesF>1
ahol
. S?
F:Sz—’1 & F:=F|[F(n;y—1;ny —1)]
nno
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Két mintas t proba ¢ € Norm (mq;01),n € Norm (my;09) fiiggetlenek, o7 = o9, a
paraméterek ismeretle- nek, a {-re vonatkoz6 minta n; elemi, az 7-ra vonatkozd minta ns

elem.d

Hy : mqy = mo | kritikus tartomany
Hy:my#my | 2-2F(|t]) <«
Hy:my<my | 1—F(|t])) <aést <0

H1:m1>m2 1—F(|t|)<0¢ést>0

ahol

=] —2
= Sl \/"1"2("1+"Q ) és = F[T (my +ns—2)].
St tmst, |

A feltételben szerepel, hogy a szordsoknak meg kell egyezni, melyr6l F-probaval donthetiink.
¢ € Norm (my;01),n € Norm (my; 0y) fiiggetlenek, a paraméterek ismeretlenck, a £-re vonatkozo

minta n, elemii, az n-ra vonatkoz6 minta n, elemii, n; < ns.

Hy : my = mo | kritikus tartomany
leml%mg 2—2F(|t‘)<@
Hy:my<mg | 1—=F(t]) <aést<0

Hi:my>me | 1= F(|t]) <aést>0

ahol
1 1 o

i =G — —_— —|— — 1 = 1, ,n

Gi=&—= [ \/ﬁiﬁa'gg;7”’ 7 ( 1)
jeloléssel

t=——\n é F=F[T(n —1)
S C:nl

Vagyis a (y, . . ., (,, mintdra alkalmazzuk az cgymintds t-probat mq = 0 valasztassal.

Példa: Egy vasitvonal egy 5 ezrelékes emelked6jén egy napig mérték a vonatok sebességét.
Az adatok: (km/h-ban):
lefelé: 86.9,88.7,106.1,114.0,100.3,94.2,126.5,110.1,96.1, 116.8, 104.8, 122.0
felfelé: 102.3,84.4,74.5,82.0,86.9, 108.6, 100.5, 90.3, 78.2, 106.4.

Korabbi mérések azt mutatjak, hogy a sebesség jo kozelitéssel normalis eloszldsinak vehetd.
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Dontsiik el, hogy igaz-e az a sejtésiink, hogy a lefelé mend vonatok gyorsabban mennek!
Hipotéziseit pontosan megfogalmazva, dontson 95% szinten!
Megoldas: Jeloljiik a lefelé mért sebességeket x-szel, a felfelé mérteket y-nal. A fiiggetlen

mintdkra vonatkoz6 t-préba alkalmazhatdsdganak eldontéséhez el6szor tesztelniink kellene a

L2 2
Hy: 0, =0y,

.2 2
Hy 0, #0,

hipotéziseket. Gyakorlatban azonban egyoldali ellenhipotézits hasznélunk:

2
g
H()i—;:]_,
Uy
2
g
Hli—;>1
()

Ebben az esetben a szdmldloba keriil az a minta, amelyiknek nagyobb a korrigdlt tapasztalati
szOrdsa, jelen esetben az x.

Az F-statisztika:

pose 164224
s 149.014

akritikus érték: F,'  (1-0.1/2) = F;! (0.95) = 3.1. Mivel 1.1 < 3.1, a dontés Hy,

tehat haszndlhatjuk az (egyoldali) fiiggetlen kétmintas ¢-probat azonos szérdsnégyzetek esetére
Hy i my = my,

Hy:mgy >m,

hipotézisek eldontésére. A prébastatisztika:

- NNy (Ngy + 1y — 2)
ngy Sz + n,S; Ny + Ny

>
I

= 2.631

a kritikus érték:

Ft (1—a)=F_'(0.95) =1.725

tnz +ny —2

igy a dontés: H,, azaz a lefelé mend vonatok tényleg gyorsabban mennek.

Felelet: alefelé mend vonatok tényleg gyorsabban mennek.
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Feladatok:

1. Egy automata csévagd gép 1200 mm -es darabok levagasara van bedlitva. A levagott cs6
hossza véletlentdl fiiggd véltozd, amirdl tudjuk, hogy normdlis eloszlasu. Kivalasztunk

16 legyartott csovet. Ezek méretei:

1199,1198, 1203, 1195, 1195, 1196, 1205, 1198, 1203, 1196, 1195, 1198, 1200, 1198, 1199, 1200.

a) Régebbi adatfelvételekbdl tudjuk, hogy a cs6hossz szordsa 3 mm . Elfogadhaté-e, hogy
a szabvany cs6hossztdl valé eltérés nem szignifikdns?

b) Ha nem tudnénk, hogy a cs6hossz szérdsa 3 mm , akkor elfogadndnk-e, hogy a szabvéany
cs6hossztol valo eltérés nem szignifikdns?

Hipotéziseit pontosan megfogalmazva, dontson 95% szinten!

2. Egy bolt pénztdrosit azzal vadoltdk a vasarlok, hogy éltalaban tobbet szamol. A pénztiros
azzal védekezett, hogy csak véletlen tévedésekrdl lehet sz6, mindkét irdnyban tévedhet,
de ezek kiegyenlitik egymdst. Egy ellen6rzés sordn 12 szaml4jat vizsgaltdk meg véletlenszer(ien,
és az alabbi tévedéseket regisztraltak (a pozitiv ertékek a vasarlok karara torténd tévedéseket
jelolik):
30,20, —30, 15, 20, —25, 0,0, 14,0, 100, 0
Feltételezve, hogy a tévedések normalis eloszlast kovetnek, dondton 95%-os megbizhatdsagi
szinten igaza van-e a pénztiarosnak! Hipotéziseit pontosan fogalmazza meg(tehat legyen

felirva a Hy és H; is)!

3. Egy teherauté rakomannyi félliteres iidit6italbol 10 palackot véltelneszertien kivalasztottak

és lemérték azok lirtartalmat az alabbi értékeket kaptuk:

499, 525, 498, 503, 501, 497, 493, 496, 500, 495

Ismert, hogy a palackokba t6ltott tiditdital mennyisége normadlis eloszlasu 3 ml szérdssal.
95%-0s dontési szintet hasznélva vizsgalja meg a gyartd azon éllitasat, hogy a palackokba

atlagosan fél liter tiditditalt toltottek!
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4. Hanaponta 200 alkalommal valaki hallja a Maradj otthon jelszot az tigy is tesz. Kivalasztottak
véltlenszertien 5 személyt és kérték szdmolja meg hanyszor hallja ezt, a kovetkezd eredmények

sziilettek:

196,202, 198,197,190

Hipotéziseit pontosan megfoglamzva és feltételezve, hogy a fenti adatok normélis eloszlasbol
szarmaztathat6ak dontson 98%-os szinten arrdl, hogy egy atlag ember valéban 200 alkalommal

hallja a Maradj otthon kifejezést!

5. Két fajdalomesillapito ( X és Y ) hatdsat vizsgaltak 8 betegen, mérve a fdjdalom megszilinéséig

eltelt id6t (alkalmas id6egységben):

beteg 1. 2. 3. 4. 5 6. 7. &
X 32 16 57 28 55 12 21 29
Y 36 1.1 60 43 50 35 3.7 3.6

Az 1dokiilonbségrdl feltételezhetd, hogy normalis eloszlasu.

a) Van-e Iényeges kiilonbség a két fajdalomcsillapit6 hatdsa kozott? Hipotéziseit pontosan
megfogalmazva, dontson 95% szinten!

b) Azt sejtjiik, hogy az X fijdalomcsillapité gyorsabban hat (pl. mert tudjuk, hogy az Y
javitott véltozata). Igaz-e ez a sejtés?

Hipotéziseit pontosan megfogalmazva, dontson 95% szinten!

6. Az angol titkosszolgélat a II. vildghdbort alatt hirelemzéssel is probalkozott annak eldontésére,
hogy egy adott objektum megsemmisitésére inditott akcid sikeres volt-e. A hirelemzés
arra iranyult, hogy kisebb gyakorisdggal emitik-e a hirk6z16 szervek az aqott objektumot
a bombdzas utdn. Egy-egy akcid el6tt és utan 5-5 napon ét véletlenszeriien kivalasztott
egyor 4s iddintervallumokban figyelték, hogy az adott 6rdban 6sszesen hanyszor emlitik
az adott objektumot a német radidadok. Az egyik ilyen esetben az adatok az aldbbiak
voltak:
a bombdazis eldtt:
27,62,25,60,79,24,31,17,47,7,34, 1, 30,46, 1, 28,74, 66, 12,70, 3, 56, 76, 23, 16;
a bombdz4s utén:
20,11,4,0,19,36, 15,2, 35,0,59, 21,6, 38,37, 51,13, 73,75, 32,9, 33, 10, 8, 39, 71. Hipotéziseit

pontosan megfogalmazva, dontsén 95% szinten!
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10. fejezet

Példak zarthelyi dolgozathoz és elméleti
kérdések

10.1. 1.modul

1. szamu dolgozat

1. Egy gazdalkodds szakra jaré f6iskolasnak 3 nehéz tantdrgybdl kell vizsgat tennie: matematikabdl,
statisztikabol, kozgazdasagtanbdl. M esemény: matematikdbodl sikeres vizsgat tett, S
esemény: statisztikdbdl sikeres vizsgat tett, K esemény: kozgazdasdgtanbol sikeres vizsgat
tett. Fejezze ki M, S, K eseményekkel €s az esemény algebrai miiveletekkel: a)Csak egy

targybol tett sikeres vizsgdt b) Legaldbb egy targybol sikeres vizsgat tett.

2. Othdzaspar foglal helyet egy padon. Hanyféleképpen helyezkedhetnek el, ha a hdzastdrsak

egymds mellett akarnak {iilni, de sem két n8, sem két férfi nem iilhet egymas mellé?

3. A 32 lapos magyar kartyabol hanyféleképpen lehet kivalasztani nyolc lapot ugy, hogy
legalabb egy z6ld legyen a kivalasztott lapok kozott? 5. Egyszerre dobunk 6 szabdlyos
kockdval. Mi a valoszinlisége annak, hogy legalabb két dobokockdn azonos pontszdm

lesz feliil?

4. Egy villanykortét gyart6 cég termékei kozott 8% selejtes. Mekkora annak valészintisége,

hogy 10 véletlenszertien kivélasztott korte kozott pontosan 4 selejtes lesz?

5. Egy cukrdszda egy 9 f6s tarsasig érkezik. 3dobos tortat, 2 tirds rétest és 4 somloi galuskat

rendelnek. A pincér kihozza a siiteményeket, de sajnos elfelejtette, hogy ki melyiket
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rendelte, igy véletlenszerien teszi le ket a vendégek elé. Mennyi a valészinlisége annak,
hogy mindenki a megfelel6 siiteményt kapja? 8. Andrds €s Betti megbeszélik, hogy
munka utdn taldlkoznak. Mindkettejiiknek egymastol fiiggetleniil véletlenszeriien, egyenletes
eloszlas szerint ér véget a munkaideje 4 6ra és fél 6 kozott. Mennyi a valoszintisége, hogy

az elébb jovonek nem kell 10 percnél tobbet varnia a masikra?

6. Egy konyvkiadé két nyomddval dolgozik. Az elsé nyomda a kiadvanyok ? részét, a
maradék részt a masodik nyomda késziti. Az els6 nyomddban elkésziiltek 5 a/ Adja meg
a kovetkez0 valdszintiséget: egy taldlomra kivdlasztott kiadvany szépséghibds. b/ Adja
meg, mekkora a valdszinliség, hogy egy kiadvanyt az elsé nyomdédban nyomtattak, ha az

sz€pséghibds.
Elméleti kérdések szobeli szamonkéréshez:
1. Véletlen kisérletek. Miveletek eseményekkel.
2. Kolmogorov-féle valdszintiségi mez8. Eseményalgebrik.
3. Val6sziniiségszamitasi tételek(a valdszintiség folytonossdga és a tobbi)
4. Klasszikus valdszinliség.
5. Geometriai valdszinliség.
6. Feltételes valdszinliség. Szorzasi szabaly.
7. Teljes valoszintiség tétele. Bayes-tétele
8. Események fliggetlensége. Borel-Cantelli lemma

9. Bernoulli-féle kisérlet sorozat. Hanyszor kovetkezik be az A esemény a legnagyobb

valdszintiséggel?

10. Moivre-Laplace lokélis hatareloszlas tétele.

10.2. 2. modul

2. szamu dolgozat
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. Ermével dobunk addig, amig el8szor fordul eld, hogy két egymds uténi dobds azonos.

Mennyi a sziikséges dobdsok szdménak varhaté értéke és szordsa?

. Andrés és Béla a kovetkez6 jatékot jatsszak. Andrds egy érmével legfeljebb 3-szor dobhat.
A jaték befejezddik, ha valamelyik dobdsndl fejet dob. Ha els6, masodik vagy harmadik
dobasndl sikeriil fejet dobnia, akkor a nyereményei rendre 32 Fitying, 16 Fitying, 8
Fitying. Ha harmadikra sem sikertil fejet dobni, akkor fizet Béldnak 120Fitying-et. Kinek

kedveznek a jaték feltételei? Vdlaszod indokold!

) ) " ) 0, ha <0
. Eloszlasfiiggvény-e a kovetkezs fiiggvény? F(z) =
%, ha 0<zx

. Strtiségfiiggvények-e a kovetkezd fliggvény?

smr - )<gp<
o= {052
0, egyébként

. Valaki egy siirgds telefonhivast var. A hivas id6pontja egy reggel 8 érakor kezd6do,
ismeretlen hosszusdgu intervallumon egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozo. A hivést
var6 fél tudja, a hivas 80% valdszintiséggel 8 és 10 éra kozott befut. Allapitsuk meg,

mekkora annak a valészintisége hogy 930 €s 10 6ra kozott érkezik?

. Tegyiik fel, hogy egy étteremben a vendégek ebédidGben eltoltott idejét, percekben mérve,

a kovetkez6 eloszlas fliggvény jellemzi:

ha <0
ha 0<x<30
ha 30 <z <60
ha 60 <z <120
ha 120 < x

|&z pim Bla ©

120

\

Abrézoljuk e fiiggvényt! Mekkora annak a valésziniisége, hogy egy vendég az étteremben
20 percnél tobb idét tolt el ?

. Egy villanykorte élettartama exponencidlis eloszlasd. Atlagosan 2 évig miikodik. Mennyi

a valdszinlisége, hogy legaldbb egy évig fog miikddni egy ) villanykorte?
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8. Egy halastéban 1000 db hal van. Egyik nap kihaldsznak koziiliik 100-at. Ezeket valamilyen
modon megjeldlik, majd visszadobjdk Sket. Mdsnap megint kihaldsznak halat, de most
visszatevéssel. Hatarozzuk meg a masodik nap kifogott megjelolt halak szdménak véarhat6

értékét €s szorasat!

9. Almafank egyes gylimolcseit megtamado férgek szdma 1,5 paraméteri Poisson eloszlast
kovet. 10 almét leszediink. Mi a benniik 1évo férgek szdmanak vérhat6 értéke? Mennyi a

valdszinusége, hogy egy almdban legaldbb két féreg lesz?

10. Egy 40 elemd alkatrészhalmazban pontosan 5% a selejt ardny. Mennyi a valGszindisége,
hogy a halmazbdl egy 20 elemi mintdt véve visszatevés nélkiil, a mintaban levd selejtek

szdma éppen 2 lesz?

Elméleti kérdések szobeli szamonkéréshez:
1. Diszkrét valészintiségi valtozok és eloszlasuk. Varhato érték és tulajdonsigai
2. Diszkrét valészintiségi valtozok és eloszlasuk. Szoras €s tulajdonsigai
3. Folytonos valdszintiségi valtozok. Eloszlas fiiggvény és tulajdonsagai
4. Folytonos valészintiségi valtozok. Strliségfiiggvény, varhato érték és szoras.
5. Nevezetes diszkrét eloszldsok. Hipergeometrikus eloszlas.
6. Nevezetes diszkrét eloszldsok. Binomidlis elszlés.
7. Nevezetes diszkrét eloszldsok. Geometriai €s negativ binomidlis eloszlas.

8. Nevezetes diszkrét eloszlasok. Poisson eloszlas. A Poisson eloszlas €s binomialis eloszlas

kozotti kapesolat.
9. Karakterisztikus fiiggvény €s tulajdonsdgai.
10. Nevezetes folytonos eloszldsok. Egyenletes eloszlas.
11. Nevezetes folytonos eloszldsok. Exponenciélis eloszlas.

12. Nevezetes folytonos eloszlasok. Normalis eloszlas és varhat6 érétke. Nevezetes folytonos
eloszlasok. Standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok és kapcsoltuk a normalis

eloszlassal.
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3. modul

1. A (§,n) lehetséges értékeit a kovetks tablazatba foglaltuk dssze
a)a p paraméter ért€két
e) M(n | & =0)
b) az egyiittes eloszlast;
f) fiiggetlen-e a

¢) a permeloszlasokat

2. A(&;n) vektorvaltozo egyiittes stirdiségfiiggvénye:

& n 0 1

0 P P

p) 2p | 4p

{ Az3(y+3), haz € D
fla,y) = o

0; kiilonben

ahol D = {y > z* — 1;y < 0}
a) Szamoljuk ki az A paraméter értékét, b)Adjuk meg a peremeloszldsokat!
3. Egy célpontra 200 16vést adnak le. A taldlat valészintisége minden 16vésnél 0,4 . Milyen
hatdrok k6zé fog esni 90% valdszintiséggel a taldlatok szama?
4. Az atlétikai vilagbajnoksdgon résztvevd kokszfoldi csapat néhdny versenyzdje arra panaszkodott,
hogy a leadott doppingtesztjeiket nem megfeleléen analizaltdk és az egyik szernek tidlsagosan
magas koncentricidjit mutattdk ki, minek kovetkeztében a versenybirdsag tordlte az eredményeiket.
A Kokszfoldi Atlétikai Szovetség a laboratériumot tesztelendd nyolc mintat kiildott, melyek
mindegyikében a kérdéses anyag koncentracidja pontosan 0,5 g/1 volt. A laboratérium az

aldbbi eredményeket szolgéltatta:

0,485; 0, 518; 0, 460; 0, 530; 0, 560; 0, 550; 0, 490; 0, 575
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A laboratérium mérési hibajat normdlisnak tételezve fel dontson 95%-os szinten, igazuk
van-e az atlétdknak!
5. Egy teherautérakomannyi félliteres iiditSitalbol 10 palackot véletlenszertien kivalasztva és
lemérve azok urtartalmét az aldbbi, milliliterben kifejezett értékeket kaptuk:
499; 525; 498; 503; 501; 497; 493; 496; 500; 495 :
Ismert, hogy a palackokba toltott tiditdital mennyisége normalis eloszlasu 3 ml szorassal. 95%os
dontési szintet haszndlva vizsgédld meg a gyart6 azon allitdsat, hogy a palackokba dtlagosan fél
liter iditditalt toltottek!
6. Az Ezt idd teat 200gr - os dobozokban aruljak, a csomagologép szorasa 4gr. A Fogyasztévédelmi
FeliigyelGség lemérte 11 véletlenszertien kivalasztott tedsdoboz tomegét, melyekre az alabbi
értékeke adodtak:
196, 202, 201, 203, 198, 204, 197, 203, 190,191,197
Hipotéziseidet pontosan megfogalmazva és feltételezve, hogy a tedsdobozok tdmege normaélis
eloszlast kovet, donts 95%-os szinten, hogy az dtlagos tolt6tomeg tényleg 200gr, avagy kevesebb
annal
7. A Mindent Tudds Egyeteme masodéves kozgazdasz hallgatéi két zarthelyi dolgozatot irtak

statisztikabol. Az alabbi tdblazat tiz véletlenszertuen kivélasztott hallgatderedményeit tartalmazza

Hallgat6 A|/B|C|D|E|F|G|H|I]|IJ
I. dolgozat | 57 | 63 | 67 | 82 | 45| 65 | 53 | 32| 51 | 27
II. dolgozat | 53 | 62 | 63 | 80 | 46 | 64 | 44 | 28 | 50 | 29

A dolgozateredmények eltérést normadlis eloszldstinak tételezve fel donts 90% iios szinten,
vane kiilonbség a két dolgozat nehézségi foka kozott!

Elméleti kérdések szobeli szamonkéréshez:

1. A nagyszdmok torvényei.

2. Csebisev tétel és Bernoulli tétel

3. Kozponti hatareloszlés tétel

4. A statisztika alapfogalmai. Tapasztalati eloszlasfiiggvény és tulajdonségai.
5. A statisztika alapfogalmai.Strtiséghisztogram.

6. A statisztika alapfogalmai.Statisztikdk.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Pontbecslések €s tulajdonsdgaik

Intervallum becslések.

A hipotézisvizsgdlat feladata és jellemzdi. A hipotézisvizsgélat menete.

Hipotézisvizsgalat. Egymintés u-proba.
Hipotézisvizsgélat. Két mintds u-préba.
Hipotézisvizsgalat. Egymintés t-préba.
Péaros mintds T-proba
Hipotézisvizsgélat. F-proba

Hipotézisvizsgélat. Két mintds T-proba
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A standard normalis eloszlas eloszlas

P(z) = L / e % dt
V2r
—oo

X P (z) X D () X P (z) X D (z)
0.00 | 0.5000 0.35 | 0.6368 0.70 | 0.7580 1.05 | 0.8531
0.01 | 0.5040 0.36 | 0.6406 0.71 | 0.7611 1.06 | 0.8554
0.02 | 0.5080 0.37 | 0.6443 0.72 | 0.7642 1.07 | 0.8577
0.03 | 0.5120 0.38 | 0.6480 0.73 | 0.7673 1.08 | 0.8599
0.04 | 0.5160 0.39 | 0.6517 0.74 | 0.7704 1.09 | 0.8621
0.05 | 0.5199 0.40 | 0.6554 0.75 | 0.7734 1.10 | 0.8643
0.06 | 0.5239 0.41 | 0.6591 0.76 | 0.7764 1.11 | 0.8665
0.07 | 0.5279 0.42 | 0.6628 0.77 | 0.7794 1.12 | 0.8686
0.08 | 0.5319 0.43 | 0.6664 0.78 | 0.7823 1.13 | 0.8708
0.09 | 0.5359 0.44 | 0.6700 0.79 | 0.7852 1.14 | 0.8729
0.10 | 0.5398 0.45 | 0.6736 0.80 | 0.7881 1.15 | 0.8749
0.11 | 0.5438 0.46 | 0.6772 0.81 | 0.7910 1.16 | 0.8770
0.12 | 0.5478 0.47 | 0.6808 0.82 | 0.7939 1.17 | 0.8790
0.13 | 0.5517 0.48 | 0.6844 0.83 | 0.7967 1.18 | 0.8810
0.14 | 0.5557 0.49 | 0.6879 0.84 | 0.7995 1.19 | 0.8830
0.15 | 0.5596 0.50 | 0.6915 0.85 | 0.8023 1.20 | 0.8849
0.16 | 0.5636 0.51 | 0.6950 0.86 | 0.8051 1.21 | 0.8869
0.17 | 0.5675 0.52 | 0.6985 0.87 | 0.8078 1.22 | 0.8888
0.18 | 0.5714 0.53 | 0.7019 0.88 | 0.8106 1.23 | 0.8907
0.19 | 0.5753 0.54 | 0.7054 0.89 | 0.8133 1.24 | 0.8925
0.20 | 0.5793 0.55 | 0.7088 0.90 | 0.8159 1.25 | 0.8944
0.21 | 0.5832 0.56 | 0.7123 091 | 0.8186 1.26 | 0.8962
0.22 | 0.5871 0.57 | 0.7157 0.92 | 0.8212 1.27 | 0.8980
0.23 | 0.5910 0.58 | 0.7190 0.93 | 0.8238 1.28 | 0.8997
0.24 | 0.5948 0.59 | 0.7224 0.94 | 0.8264 1.29 | 0.9015
0.25 | 0.5987 0.60 | 0.7257 0.95 | 0.8289 1.30 | 0.9032
0.26 | 0.6026 0.61 | 0.7291 0.96 | 0.8315 1.31 | 0.9049
0.27 | 0.6064 0.62 | 0.7324 0.97 | 0.8340 1.32 | 0.9066
0.28 | 0.6103 0.63 | 0.7357 0.98 | 0.8365 1.33 | 0.9082
0.29 | 0.6141 0.64 | 0.7389 0.99 | 0.8389 1.34 | 0.9099
0.30 | 0.6179 0.65 | 0.7422 1.00 | 0.8413 1.35 | 09115
0.31 | 0.6217 0.66 | 0.7454 1.01 | 0.8438 1.36 | 0.9131
0.32 | 0.6255 0.67 | 0.7486 1.02 | 0.8461 1.37 | 09147
0.33 | 0.6293 0.68 | 0.7517 1.03 | 0.8485 1.38 | 0.9162
0.34 | 0.6331 0.69 | 0.7549 1.04 | 0.8508 1.39 | 09177
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X D (x) X D (x) X P (x) X D ()

1.40 | 09192 1.70 | 0.9554 2.00 | 0.9772 2.60 | 0.9953
1.41 | 0.9207 1.71 | 0.9564 2.02 | 09783 2.62 | 0.9956
1.42 | 09222 1.72 | 0.9573 2.04 | 09793 2.64 | 0.9959
1.43 | 0.9236 1.73 | 0.9582 2.06 | 0.9803 2.66 | 0.9961
1.44 | 0.9251 1.74 | 0.9591 2.08 | 0.9812 2.68 | 0.9963
1.45 | 0.9265 1.75 | 0.9599 2.10 | 0.9821 2.70 | 0.9965
1.46 | 0.9279 1.76 | 0.9608 2.12 | 0.9830 2.72 | 0.9967
1.47 | 0.9292 1.77 | 0.9616 2.14 | 0.9838 2.74 | 0.9969
1.48 | 0.9306 1.78 | 0.9625 2.16 | 0.9846 2.76 | 0.9971
1.49 | 09319 1.79 | 0.9633 2.18 | 0.9854 2.78 | 0.9973
1.50 | 0.9332 1.80 | 0.9641 2.20 | 0.9861 2.80 | 0.9974
1.51 | 0.9345 1.81 | 0.9649 2.22 | 0.9868 2.82 | 0.9976
1.52 | 09357 1.82 | 0.9656 2.24 | 0.9875 2.84 | 09977
1.53 | 0.9370 1.83 | 0.9664 2.26 | 0.9881 2.86 | 0.9979
1.54 | 0.9382 1.84 | 0.9671 2.28 | 0.9887 2.88 | 0.9980
1.55 | 0.9394 1.85 | 0.9678 2.30 | 0.9893 2.90 | 0.9981
1.56 | 0.9406 1.86 | 0.9686 2.32 | 0.9898 2.92 | 0.9982
1.57 | 0.9418 1.87 | 0.9693 2.34 | 0.9904 2.94 | 0.9984
1.58 | 0.9429 1.88 | 0.9699 2.36 | 0.9909 2.96 | 0.9985
1.59 | 0.9441 1.89 | 0.9706 2.38 | 0.9913 2.98 | 0.9986
1.60 | 0.9452 1.90 | 09713 240 | 0.9918 3.00 | 0.9987
1.61 | 0.9463 1.91 | 09719 242 | 0.9922 3.20 | 0.9993
1.62 | 0.9474 1.92 | 0.9726 244 | 09927 3.40 | 0.9997
1.63 | 0.9484 1.93 | 0.9732 246 | 09931 3.60 | 0.9998
1.64 | 0.9495 1.94 | 09738 248 | 0.9934 3.80 | 0.9999
1.65 | 0.9505 1.95 | 0.9744 2.50 | 0.9938 4.00 | 1.0000
1.66 | 0.9515 1.96 | 0.9750 2.52 | 0.9941 4.20 | 1.0000
1.67 | 0.9525 1.97 | 0.9756 2.54 | 0.9945 4.40 | 1.0000
1.68 | 0.9535 1.98 | 0.9761 2.56 | 0.9948 4.60 | 1.0000
1.69 | 0.9545 1.99 | 0.9767 2.58 | 0.9951 4.80 | 1.0000

123




Irodalomjegyzék

[1] Denkinger Géza Valdészinliségszamitds / G. Denkinger // Nemzeti tankonyvkiado,
Budapest, 1997.

[2] Denkinger Géza Valdszinliségszamitdsi gyakorlatok / G. Denkinger // Nemzeti
tankonyvkiadd, Budapest, 1997.

[3] Nagy Mdrta Valészinliségszamitds / M. Nagy, J. Sztrik, L. Tar // Debereceni Egyetem
Kossuth Egyetemi Kiadd, Debrecen, 2003.

[4] Nagy-Gyérgy Judit Val6szintiségszamitds / J. Nagy-Gyorgy, E. Osztényiné Krauczi,
L. Székely // Polygon, Szeged, 2007.

[5] Solt Gyorgy Valészintiségszamitas / Gy. Solt // Miszaki konyvkiadé, Budapest, 2004.

[6] Szabo Ilona Valdszinliségszamitas példatar / 1. Szabd // Bonex Press Bt., Székesfehérvir,
2006.

[7] Vetier Andrds Valészinliségszamitas 1. rész / A. Veiter // Typotex., 2021.

[8] Baneer K. T'. 36ipHuK 3a71a49 3 Teopil iMOBIPHOCTEH Ta MATEMATHIHOI CTATHCTUKU:
Hagu. noci6. / K. I'. Bazees, // KHEY, Kuis, 2006.

[9] Kaprammos M. B. Teopig iiMOBipHOCTEli Ta  MaTeMaTHYHA  CTATHCTUKA
/ M. B. Kapramos, // TBiMC, Kuis, 2004.

[10] Cmiocapuyk TI. B. Teopis [iMOBipHOCTE#i Ta MaTeMaTHYHA  CTATHCTHKA

/ TI. B. Carocapuyk, // Kapamaru, ¥Yxopox, 2005.

124
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