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1. Halmazok. Halmazok leképezése

A matematikaban valamely fogalmak els6dlegesek vagy meghatarozhatatlanok. Az egyik
ilyen fogalom koziiliik, a halmaz fogalma. A halmaz fogalma alatt objektumok tetszéleges
Osszességét értjiik, amelyeket a halmaz elemeinek nevezziikk. Megemlitjiik még az ugy neve-
zett sires halmazt, mely olyan halmaz, amely nem tartalmaz egyetlen elemet sem.

A halmazokat leggyakrabban a latin abc nagy bettiivel jeloljiik: A4, B, ..., Z, elemeiket pedig
— kis betiikkel: a, b, ..., z. Néhany fontosabb halmaz szdmara szabvanyos megjelolést fogad-
tak el. Igy, az N, Z, Q, R betiik jelolik megfeleléen a természetes szamok halmazat, az egész
szamok halmazat, a racionalis szamok halmazat, és a valos szamok halmazat. Az tires halmazt
a kovetkez6 szimbolum jeldli: @.

Azt a halmazt, amely véges szamu elemekbdl all, végesnek nevezziik. A véges X halmaz
elemeinek szamat a | X | jeloli. A véges halmazok felirhatdéak elemeinek felsorolasa altal;
altalaban ezek az elemek kapcsos zardjelekbe irodnak. Példaul, az A az els6 harom latin betl
halmaza, a kovetkez6képpen irhaté fel {a, b, c}. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az a
elem az A halmazhoz tartozik, és jelolése a € A vagy A 3 a. A d & A feliras azt jelenti, hogy
a d nem eleme az A halmaznak.

A B halmazt az A halmaz részhalmazanak nevezzilk, ha a B halmaz 6sszes eleme az A hal-
mazhoz tartozik, és a kovetkezOképpen jeldljiik: B € A vagy A D B. Az iires halmaz,
meghatarozasa alapjan, barmely halmaz részhalmaza.

Az A és B halmazokat egyenléknek nevezziik (jelolése A = B), ha az A halmaz részhal-
maza a B-nek, ¢és forditva, a B is részhalmaza az A-nak. Az A # B feliras azt jelenti, hogy az
A és B halmazok nem egyenlok.

Az A részhalmazat a B halmaz valddi részhalmazdanak nevezziik, ha A # @ és A # B.

Az A c B részhalmaz kivélasztdsakor gyakran valamilyen tulajdonsagot hasznalnak, ame-
lyet csak az A halmaz elemei elégitenek ki. Példaul, {n € Z|n = 2m barmely m € Z szamra}
az Osszes paros egész szam halmaza.

Két halmaz uniojanak egy olyan halmazt neveziink, amely mindazokbdl az elemekbdl all,
amelyek hozzatartoznak a megadott halmazok koziil legalabb az egyikhez. Az A és B halma-
zok unigjanak jelolése: A U B.

Két halmaz metszetének egy olyan halmazt neveziink, amely mindazokbdl az elemekbdl
all, amelyek egyidejlileg mind a két halmazhoz tartoznak. Az A és B halmazok metszetének

jelolése: AN B.



Az A és B halmazok kiilonbségének egy olyan halmazt neveziink, amelyek az A halmaz
mindazon elemeibdl all, amelyek nem tartoznak a B halmazhoz. Az A és B halmazok kiilonb-
ségének jelolése: A \ B.

Legyen X és Y tetszOleges halmazok. Az x € X és y € Y elemekbdl allo rendezett pdarok-
nak az (x,y) kifejezést nevezziik. Az (a, b) és (c,d) rendezett parok egyenldk, ha a = c és
b =d. Két X és Y halmaz Descartes-szorzatanak nevezziikk az x € X és y € Y elemekbdl allo
(x,y) rendezett parok Osszességének halmazat. Az X és Y halmazok Descartes-szorzatanak
jelolése: X X Y.

Az A X B halmaz p részhalmazat megfeleltetésnek vagy binér relacionak nevezzik az A és
B halmazok k6zott. Ha (a, b) € p, akkor azt mondjuk, hogy a b elem megfelel az a elemnek,
vagy, hogy az a elem p relaciéban van a b elemmel. Az (a, b) € p helyett gyakran az apb
kifejezést irjuk.

Azt a megfeleltetést, amely szerint az A halmaz barmely elemének megfeleltetiink egyetlen
egy elemet a B halmazbol, az A halmaz leképezésének nevezziik a B halmazba.

A halmazok leképezését altalaban a kovetkezd betlikkel jeloljik: f, g, h, ..., és igy irjuk:

f:A—> Bvagy A Z> B. Ezért azt mondjuk, hogy az A az f leképezés értelmezési tartomanya, a
B pedig az f leképezés értékkészlete.

Ha az f leképezés soran az a € A elemnek a b € B elem felel meg, akkor a b elemet az a
elem képének nevezzik, az a elemet pedig b elem dsképének (eredeti képének) nevezziik, és
igy jeloljik: b = f(a).

Az Imf = {f(a) | a € A} halmazt az f: A — Bleképezés képének nevezziik.

Az f: A > B leképezés sordn a b € B elem teljes 6sképének az f~1(b) ={a € A | f(a) =
b} halmazt nevezziik.

Az f:A— B leképezést sziirjektivnek nevezzilk, ha Imf = B. A leképezést akkor
nevezzilk injektivnek, ha az A halmaz tetszéleges a,,a, € A (ahol a; # a;) kiilonb6zo
elemeinek képei is kiilonbozdek, vagyis ha f(a;) # f(a,). Végil az f: A > B leképezést
bijektivnek nevezziik, ha az egyidejiileg szlirjektiv és injektiv is.

Az f:A - B és g: A - B leképezések f = g egyenldsége azt jelenti, hogy barmely a € A
elemre igaz az f(a) = f(b) egyenléség.

Az A halmaz 6nmagéra valé azonos vagy egyvenértékii leképezésének az olyan e4: A — A

leképezést nevezzik, hogy barmely a € A elemre e4(a) = a.



Tétel 1. Legyen f: A - B egy bijektiv leképezés. Akkor az f~1 megfeleltetés (amely a
kévetkezd szabdly szerint van megadva: minden b € B elemnek megfelel az & f~1(b) bsképe)
a B halmaz A halmazba valo bijektiv leképezése lesz.

A fent emlitett tétel értelmében az f~1: B — A leképezést az f leképezés fordirottjanak
nevezziik.
pezést nevezzilkk, amely barmely a €A elemre a gf(a) = g(f(a)) feltétellel van
meghatarozva.

Nyilvanval6, hogy egy tetszdleges f: A — B leképezés szamara

fea=1f, egf = f.

Tétel 2. Ha az f: A — B és g: B — A tetszéleges leképezések, melyek szamara gf = ey,
akkor f injektiv, g pedig sziirjektiv leképezés lesz.

Tétel 3. Az f: A — B leképezés akkor és csak akkor bijekiv, ha létezik egy olyan g: B — A
leképezés, hogy gf = ey és fg = egp.

Tétel 4. A leképezések szorzata kielégiti az asszociativitds térvényét. Tehat tetszdleges

harom leképezésre f: A — B, g: B = C, h: C — D teljesiil a h(gf) = (hg)f egyenldség.



2. Komplex szamok. A komplex szamok algebrai alakja

Legyen C = R X R a valés szdmok halmazanak Descartes-szorzata onmagara. Mint ahogy
korabban is (lasd. 1. fejezetet) figyelembe vessziik, hogy az (a, b) és (c,d) parokat, akkor
tekintjiik egyenldknek egymassal, ha a =c és b = d, és ebben az esetben felirhatjuk a
kovetkezot:

(a,b) = (c,d). (D
Két tetszbleges (a,b), (c,d) € C par dsszegének nevezziik a C halmazhoz tartozo kovetkezd
formaban felirt part:
(a,b) + (c,d) = (a+c,b+ad). (2)
Két tetszbleges (a, b), (c,d) € C par szorzatanak nevezziik a C halmazhoz tartozo kovetkezo
alakban felirt part:
(a,b) - (c,d) = (ac-bd,ad + bc). 3)

Tétel 1. Tetszéleges (a,b),(c,d),(e,f) € C parok sziamara igazak a kévetkezo

egyenloségek:
(a,b) + (¢, d) = (c,d) + (a, b),
[(a,b) + (c,d)] + (e, ) = (a,b) + [(c,d) + (e, /)],
(a,b) - (c,d) = (c,d) " (a,b),
[(a,b) - (c,d)] (e, f) = (a,b) - [(c,d) - (e, )],
(a,b) - [(c,d) + (e, f)] = (a,b) - (c,d) + (a,b) - (e, f).

Ezek szerint a C halmazon meghataroztuk az dsszeadas és szorzas két algebrai miveletét,
melyek ugyanolyan tulajdonsdgokkal rendelkeznek, mint a valos €s racionalis szamok
halmazanak elmeire vonatkozo 0sszeadas és szorzas miiveletek, tehat mindketté kommutativ,
asszociativ és érvényes rajuk a disztributivitas torvénye.

Nullas parnak nevezziikk a C halmazban az olyan (x,y) part, amely tetszéleges (a, b) € C
parra kielégiti az (a, b) + (x,y) = (a, b) egyenldséget.

Egységpdrnak nevezziik a C halmazban az olyan (x,y) part, amely tetszéleges (a,b) € C
parra kielégiti az (a, b) - (x,y) = (a, b) egyenlOséget.

A parok Osszegének ¢és szorzatanak egyenléségeire vonatkozd meghatarozasaibol
kovetkezik, hogy a (0,0) és (1,0) parok megfelelden az egyetlen nullds és egységpar a C
halmazban. Ezek a pdrok hasonl6 tulajdonsdgokkal rendelkeznek, mint a nulla és az egy

szamok a racionalis és valds szamok halmazaban.



Az (a,b) € C par ellentétes parjanak nevezzik az olyan (x,y) € C part, amelyre (a, b) +
(x,¥) = (0,0). Az (a, b) par ellentétes parjat a kovetkezovel jeloljik: —(a, b).

Az (a,b) € C par inverz parjanak nevezzikk az olyan (x,y) € C part, amelyre (a,b) -
(x,y) = (1,0). Az (a, b) par inverz parjat a kdvetkezdvel jeldljiik: (a, b) L.

Tétel 2. A C halmaz tetszéleges (a,b) parjara egyetlen ellentétes par létezik, tovabba

—(a,b) = (—a,—b). A C halmaz tetszoleges nem nullas (a,b) pdarjara egyetlen inverz par

létezik, tovibbi (a,b) ™ = (o, ——2—).

a?+b2’  a2+b?

A valds szamok Osszes rendezett parjainak C halmazat, melyen meghataroztuk a parok
Osszeadasanak ¢s szorzdsdnak miveletét, melyek a (2), (3) képletek altal megadottak, a
komplex szamok halmazanak nevezzik, ezen halmaz elemeit pedig komplex szamoknak:.

A 2. tételbdl az kovetkezik, hogy a komplex szamok Osszeaddsanak és a szorzasanak
miiveleteire 1éteznek ellentétes miveletek. Ezeket megfeleléen Kivondsnak és osztisnak
fogjuk nevezni és a kovetkezdképpen fejezhetdek ki:

(a,b) — (¢, d) = (a,b) + [-(c,d)]

(a,b)

(c,d)
Megvizsgaljuk az R = {(a, 0)|a € R} c C részhalmazt. Minden (a, 0) komplex szamnak

=(a,b) (c,d)*((c,d) #0).

ebbdl a halmazbdl megfeleltetiink egy valos a szamot ((a, 0) - a). Nyilvanvald, hogy ez a
megfeleltetés az R halmaz bijektiv leképezése az R halmazba és tetszéleges a,b € R
szamokra
(a,0)+ (b,0) > a+b, (a,0)-(b,0) > a-b.

Tehat az (a,0) alakil komplex szdmok, hasonléan a valds szamokhoz, Osszeadhatoak és
Osszeszorozhatdak egymassal. Tehat a vizsgélt R részhalmaz az algebrai tulajdonsagait
tekintve semmivel sem kiilonbozik a valos szamok R halmaztol. Ez pedig engedélyt nytjt az
(a,0) a komplex szam azonositdsdra a valés a szammal, vagyis értelem szerint, hogy a
komplex szdmok halmaza a valos szamok halmazat mint részhalmazt tartalmazza.

Most megvizsgaljuk a (0,1) komplex szamot és megkeressiik a négyzetét: (0,1)? = (0,1) -
(0,1) = (—1,0). Végeredményiil a (—1,0) komplex szamot kaptuk, amely a —1 valos
szamnak felel meg. Ezek szerint, a valos szamok halmazatol eltéréen a komplex szamok
halmazaban az x? + 1 = 0 egyenletnek létezik megoldasa.

Amennyiben (b,0) - (0,1) = (0, b), akkor a tetszéleges (a, b) komplex szam felirhat6 a

kovetkezOképpen:
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(a,b) = (a,0) + (b,0)-(0,1). 4)
Megjeloljiik a (0,1) komplex szamot i-vel, melyet a kovetkezokben imagindriusnak vagy
képzetes egységnek fogunk nevezni, a (4) egyenldséget pedig atirhatjuk a kdvetkez6 alakban:
(a,b) =a+b-ivagy (a,b) =a + bi.

Az a + bi jelolést a z = (a,b) komplex szam algebrai alakjanak nevezzik. Ebben a
felirasban az a szamot a z komplex szam valos részének, a b szamot pedig a z komplex szam
képzetes részének nevezzik.

Az a- bi komplex szamot az a + bi komplex szam komplex konjugdltianak nevezzik. A z
komplex szdm komplex konjugaltjdnak jelolése Z.

Tétel 3. 4 komplex szamok dsszeadasa, kivondsa, szorzdsa és osztisa algebrai alakban
felirhato a kovetkezoképpen:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i,
(a + bi)-(c + di) = (a-c) + (b-4d)i,
(a+ bi) - (c +di) = (ac-bd) + (ad + bo)i,
a+bi ac+bd bc-ad
ctdi c2+d? * cZ+dz

Hasonloan ahhoz, hogy a valds szamokat egy szamegyenes pontjaival lehet abrazolni, a

(c+di+#0).

komplex szamokat egy sik pontjai altal lehet abrazolni. Valoban, ha megvizsgalunk egy sikot,
amelyen megadott az xOy koordinatarendszer, akkor minden a + bi komplex szamra
megfeleltethetiink ezen a sikon egy pontot (a,b) koordinidkkal. Ezt a megfeleltetést a C

halmaz bijektiv leképezésének nevezziik az xOy sikra.

Y

b A_ . __ A Tovabba az xOy koordinata sik minden A pontjat kapcsolatba
| —
| lehet hozni egy OA vektorral (helyvektorral), amely a koor-
: dinatarendszer kezddpontjabol indul ki, végpontja pedig az A

@ a x pont. Ezért a komplex szdmok még egy mértani interpretaciot

1. 4bra engedélyeznek: minden a + bi komplex szam mértanilag

interpretalhato, mint (a, b) koordinatakkal rendelkez6 04 vektor (1. abra).

A komplex szdmok mértani interpretacidja lehetdvé teszi két komplex szam Osszeadasanak
és kivonasanak szemléletes értelmezését. Legyen adott a =a+bi és [ =c+di két
komplex szam. Az sszegiik az @ + 8 = (a + ¢) + (b + d)i komplex szam lesz. Mas részrol

pedig ismert, hogy a vektorok Osszeaddsa sordn a megfeleld koordinatdk adddnak Ossze.

Ezért, ha az OA vektor koordinatéi (a,b) (2. abra), az OB vektor koordinatéi pedig (c,d),
11



akkor az 0sszegiik (o—c’ vektor) koordinatai (a + ¢, b + d). Az OC vektor az a és B komplex

szamok Osszegének mértani dbrazolésa lesz.

Y Cla+c,b+d) vy A
4 - - P / (‘r —_ - Tj _________ B
I) » fll - / — , (_:!
df /v~ =D L/ =710 €T
, | Lo —d
@) a c e B!
2. 4bra 3. dbra

Amennyiben az @ = a + bi és f = ¢ + di komplex szamok kiilonbsége az a komlex szam
¢s a [ komplex szadm ellentettjének Gsszege, akkor mértanilag ezt az (a, b) koordinataji 04
vektor és a (—c,—d) koordinatija OB’ vektor Osszegeként abrazolhatjuk (3. abra), vagyis

mint (a — ¢, b — d) koordinatakkal rendelkz8 OC vektort.
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3. A komplex szamok trigonometrikus alakja
Legyen y = a + bi # 0 komplex szam az (a, b) koordinatakkal rendelkez6 04 vektorral

abrazolva (4. abra). Az 04 vektor hosszat megjeloljiik r-rel, a szoget pedig, amelyet a pozitiv

Ox tengellyel alkot ¢-vel.

T Akkor
""" b a=rcosp, b=rsing (D
E r \< ésay = a + bi komplex szam felirhat6 a kovetkezd forméaban
a 0 T ¥y =a+bi=rcosp+ (rsing)i = r(cos ¢ + isin @) (2)
Az (1) képletbdl kovetkezik, hogy r = Va2 + b? , a ¢ szog

pedig a kovetkezo6 feltételekkel adhaté meg

a . b
COSQ =T SN = s 3)

A komplex szam (2) formaban felirt kifejezését a komplex szam trigonometrikus alakjanak
nevezzilk. Az r valdos szamot a y komplex szam abszolut ertékének nevezzik és a
kovetkezéképpen jeloljik: |y|, a ¢ szoget pedig a y komplex szam argumentumdnak
nevezziik. A y komplex szam argumentumat a kovetkezéképpen jeloljik: argy.

Ha a komplex szam nem egyenlé nullaval, akkor az abszolut értéke egy valds pozitiv
szam; hogyha y = a + bi = 0, akkor az abszolut értéke egyenld nullaval. Barmelyik komplex
szam abszolut értéke egyértelmiien meghatarozhato.

Ha a y = a + bi komplex szdm nem egyenld nullaval, akkor az argumentuma a (3)
képletekkel hatdrozhatd meg a szoghdz viszonyitott pontossagaval, 2m tobbszordssel. Ha
y = 0, akkor az argumentuma nem meghatarozhat6.

Tétel 1. Tetszdleges, trigonometrikus formaban megadott, nem nulla a = ry(cos @, +
ising,), B = ry(cos @, + isin@,) komplex szamokra igaz, hogy

ap = riry[cos(@y + @) + isin(e; + @,)] . (4)

Tehat a komplex szamok szorzatinak abszolut értéke egyenld az abszolut értékek
szorzataval;, a komplex szamok szorzatanak argumentuma egyenlé az argumentumok
osszegével (21 tobbszords pontossdggal).

Tétel 2. Tetszoleges, trigonometrikus formdaban megadott, nem nulla a = ry(cos @, +
ising,), B = ry(cos @, + ising,) komplex szamokra igaz, hogy
1
2

% = —[cos(p1 — @2) + isin(p; — @;)]. (5)

T
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Tehat ket komplex szam hdanyadosanak abszolut értéke egyenlé a komplex szamok az
abszolut értékeinek hanyadosaval, két komplex szam hanyadosanak az argumentuma egyenlo
az argumentumok kiilonbségével.

A komplex szamok szorzdsanak ¢és osztdsanak mértani jelentése koOnnyen
megmagyarazhatd. Valdban, mivel a és B komplex
szamok szorzatat (hdnyadosat) abrazold vektort ugy
kaphatjuk meg, ha az a szamnak megfelelé vektort
g 01 + P2 elforgatjuk az  d6ramutatd jarasaval ellentétesen

A (megegyezben) ¢, szogre és |[|— szorosan széthtizzuk

(6sszenyomjuk) (lasd 5. ébra). Biztos, hogy az utolso
miveletet abban az esetben sziikséges elvégezni, ha
5. 4bra |B] > 1. Ha |B| < 1, akkor az a vektort |8| — szorosan
sz¢t kell huizni (6sszenyomni).
Az (5) képletb6l az kovetkezik, hogy az a =r(cos¢@ +ising) # 0 komplex szam
inverze a kdvetkezd szam lesz
a ! =r"Ycos(—¢) +isin(—¢)], (6)
vagyis |a”t| = |a|™t, arg(a™!) = —arga .
Legyen n egy tetszéleges természetes szam. Az a komplex szam n-edik hatvanyanak egy
olyan w komplex szamot neveziink, amelyet az @ szam 6nmagara vald n-szeres szorzatanak
eredményeként kapunk meg, vagyis

w=a'a.'a.
~———— —, —
n-—szer

Az a komplex szam n-edik hatvanyat a™-nel jeloljiik. A természetes hatvany fogalmat
kibovithetjiik az egész hatviany fogalmahoz. A definicionak megfelelden a® =1, a™ =
(a™H)" ahola € C\ {0}, n EN.

Tétel 3. Tetszoleges, trigonometrikus alakban megadott, nem nulla a = r(cos ¢ + i sin ¢)
komplex szamra, valamint tetszéleges n egész szamra igaz a kovetkezo képlet

a™ = r"*(cos(ng) + i sin(ng)). (7

A (7) képletet Moivre-képletének nevezzik.

Legyen n egy tetszdleges természetes szam, « pedig egy tetszdleges komplex szam. Az a
szam n-edik gyokének egy olyan  komplex szamot neveziink, amelynek az n-edik hatvanya

egyenlé a-val, vagyis " = a. Az a komplex szam n-edik gyokét a kovetkezOképpen
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jeloljikk: Na. Példaul, az 1, —1, i, —i szamok az 1 szam negyedik gyokei. Vagyis V1 = 1
vagy V1 = —1vagy V1 =i vagy V1 = —i.

Megjegyzés 1. Ha a egy tetszdleges pozitiv valés szam, akkor az Va jelolés az a szam
szamtani n-edik gyokére is utalhat. Ezért a tovabbiakban a nem egyértelmli szovegrészek
esetében az Va jeldlésnél utalni fogunk annak értelmére.

Megjegyzés 2. Mivel az a komplex szamnak tobb n-edik gyoke is létezhet, ezért az Va
jelolés néha az a szam Osszes n-edik gyokének halmazara utal.

Tétel 4. Tetszoleges, nem nulla a komplex szamra és egy tetszoleges n természetes szamra
az a szamnak pontosan n kiilonbéz6 mn-edik gyoke létezik. Mivel, ha az a szam

trigonometrikus alakja az r(cos ¢ + i sin @), akkor

(Va), = W(cos%znk + isin ¢+Tzlnk) (k=01,..,n—1), (8)

ahol Vr az r szdm szamtani n-edik gyoke.
Kovetkezmény 1. Az 1 szam n-edik gyokei a kovetkezo képlet segitségével szamithatoak ki
(VD = cos =+ i sin=%,  (k=01,..,n—1).

Tétel 5. Legyenek &y, &, ..., En—1— aZ 1 szam dsszes n-dik gydkei,  az a komplex szam
valamely n-edik gydke. Akkor a &y, B, ..., BEn—1 AZ @ komplex szam dsszes n-edik gyokei.

Tétel 6. Az 1 szam két n-edik gyokének a szorzata az 1 szam gydke lesz. Az 1 szam n-edik
gyokének forditottja szintén az 1 szam gyoke lesz. Az 1 szam n-edik gyokének tetszoleges
hatvanya szintén az 1 szam gyoke lesz.

Tovabba az 1 szam n-edik gyokeit n-edik egységgyokoknek fogjuk nevezni.

Az n-edik egységgyokot primitiv n-edik egységgydknek nevezziik, ha az nem az m-edik
egyseggyok n-tdl kisebb természetes m szam esetére. Az ilyen egységgyokok létezését az 1.
kovetkezmény eredményeként kapjuk meg, példaul, az &; = cos 27” + i sin 27” primitiv n-edik
egységgyok lesz.

Tétel 7. Legyen € n-edik egységgyok. Az € gyok akkor és csakis akkor lesz primitiv n-edik
egységgyok, ha az €°, €%, ..., e hatvanyai paronként kiilonbozdok, vagyis kimeritik az dsszes
N-edik egységgydket.

Tétel 8. Legyen ¢ primitiv n-edik egységgyok. Az €% szam akkor és csak akkor lesz primitiv
n-edik egységgyok, ha k relativ prim n-hez.

Az utolso tétel kovetkezményeként azt kapjuk, hogy a primitiv n-edik egységgyokeinek

szama egyenl6 az n-t6l kisebb és az n-nel relativ prim természetes szamok szamaval.
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4, Linearis egyenletrendszerek. A Gauss-eliminacio
A fejezet végéig jelolje F a racionalis vagy a valds vagy a komplex szamok halmazat. Az
F halmaz felett n ismeretlentdl x4, x5, ..., x,, figgd linedaris egyenletrendszernek neveziink a
kovetkez6 formaban megadott linearis egyenletek valamely rendezett 6sszességét
ay1%1 + Q1pXy + o+ QX = by,
Gz ¥ azzXz + o Gandn = by (1)
As1X1 + AsoXp + o+ + AgpXy = by,
ahol az s és n tetszéleges természetes szamok, a;;, bj(i = 1,2,..,s5;j = 1,2,..,n) az F
halmaz valamely elemei. Az a;; szdmot, amely az i-edik egyenlet j-edik x; ismeretlene el6tt
all, egyiitthatonak nevezzik, a b; szamot pedig az i-edik egyenlet szabad tagjanak nevezziik.
Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a rendszer egyiitthatoi kettds indexszel rendelkeznek.
Ha az (1) egyenletrendszer Gsszes szabad tagja egyenld nullaval, akkor az ilyen rendszert
homogeén linedris egyenletrendszernek nevezziik.

Az ismeretlenek egyiitthatdi egy téglalap alak tablazatot alakitanak,

ai;; Aq2 - Qqp
a1 Az = Qo

A= : : . : ) (2)
asl asz asn

amelyet s sorbol és n oszlopbol allo mdtrixnak neveziink (s X n méretli matrixnak, vagy
s X n-matrixnak), az a;; szamokat pedig a mdtrix elemeinek nevezziik. Ha s = n, akkor a (2)
matrixot n-edrendii négyzetes (vagy csak m-es) mdtrixnak nevezziik. A matrixnak azt az
atlojat, amely a bal felsé saroktol a jobb also sarokig tart (vagyis amelyik az a1, a5z, .., Ann
elemekbdl all), /6 datlonak nevezzik.

Az A matrixot az (1) rendszer matrixanak nevezzik. Az s X (n + 1)-matrixot, amelynek
elsé n oszlopa az A matrix oszlopai, €s az utolso oszlopa az (1) rendszer szabad tagjaibol all,
az (1) rendszer kibévitett matrixanak nevezzik.

Az (1) egyenletrendszer megoldasdnak az F halmaz egy olyan yq,v2, ..., ¥n, 1 szambol
allo sorbarrendezett rendszerét nevezziik, hogy az x; ismeretlenek helyébe behelyettesitve
megfelelden a y;(i = 1,2, ..., n) szdmokat a rendszer minden egyenlete azonossaga alakul.

Az (1) egyenletrendszer dltalanos megolddsanak egy olyan n kifejezésbol allo rendszert
neveziink, amely olyan paraméterektdl fiigg, hogy behelyettesitve ezen paraméterek helyére

az F halmaz tetsz6leges elemeit, megkapjuk az (1) rendszer 6sszes megoldasainak halmazat.

16



Az egyenletrendszert ellentmondonak nevezziik, ha nincs egyetlen megoldasa sem, és
megoldhato, ha van legalabb egy megoldasa. A megoldhato egyenletrendszert hatarozottnak
nevezziik, ha csak egy megoldésa van €s hatarozatlannak, ha tobb mint egy megoldasa van.

Legyen az (1) egyenletrendszeren kiviill megadva még egy t linearis egyenletbdl és n
ismeretlenbdl all6 rendszer

a1 X1 + QypXy + 0+ Xy = by,

Q2% + @y 1 ¥ Gann = by 3)

i X1 + ApXy + o+ afn Xy = by
Az (1) és (3) rendszereket ekvivalenseknek nevezziik, ha mindketté ellentmondo, vagy
megoldhaté és megoldasaik halmazai egybeesnek. Az (1) és (3) egyenletrendszerek
ekvivalencidjat a kovetkez6 modon jeloljik: (1) ~ (3).

Nyilvanval6, hogy a fenti egyenletrendszerek ekvivalencidja kielégiti a kovetkezd
tulajdonsagokat. Béarmely egyenletrendszer ekvivalens oOnmagéval. Ha az (1)
egyenletrendszer ekvivalens (3) egyenletrendszerrel, akkor a (3) is ekvivalens az (1)-sel.
Tovabba, ha az (1) egyenletrendszer ekvivalens (3) egyenletrendszerrel, a (3) ekvivalens
valamilyen () rendszerrel, akkor az (1) egyenletrendszer is ekvivalens lesz a () rendszerrel.

Legyen a (3) egyenletrendszer t egyenleteinek szama egyenl6 az (1) egyenletrendszer s
egyenleteinek szamaval. Akkor mondhatjuk, hogy a (3) rendszer az (I) tipusu elemi
atalakitasok segitségével kifejezheté az (1) egyenletrendszerbdl, hogyha minden egyenlet, az
i-ediket és j-ediket kivéve, valtozatlan marad, az i-edik és j-edik pedig helyet cserélnek. Ha a
(3) egyenletrendszerben minden egyenlet, kivéve az i-diket, ugyanolyan mint az (1)-ben, a
(3) rendszer i-edik egyenlete pedig a kovetkezOképpen néz ki:

(a1 + cag)xy + (a2 + cagr)x; + - + (am + cagp)xn, = by + by,
ahol k #i , ¢ az F halmaz valamely szama, akkor azt mondjuk, hogy (3) rendszer a (II)
tipusu elemi atalakitasok segitségével kifejezhet6 az (1) egyenletrendszerbdl.

Tétel 1. Két linearis egyenletrendszer ekvivalens, ha az egyik megkaphato a masikbol
veges szamu (1) és (I1) tipusu elemi atalakitasok alkalmazdsaval.

Tétel 2. (Gauss-tétel) Bdrmely n ismeretlent tartalmazo, az F halmazbol vett
egyiitthatokkal rendelkezé egyenletrendszer vagy ellentmondo vagy véges szamu elemi

atalakitasok segitségevel a kovetkezo alaku linearis egyenletrendszerhez hozhato:
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Aqp X, + 00+ Appe, Xge, + 000+ g, X, + -+ QX = by,
Aok, Xk, + o+ Aop, Xpe, + - + AonXn = by, (4)

ahO|TSn,1Sk1<k2<<kr,a]k]¢0(]=1,2,,t)

A (4) alaka egyenletrendszert lépcsozetes linearis egyenletrendszernek nevezzik.
Kovetkezmény 1. A linedris egyenletrendszer akkor és csak akkor hatarozott, ha
ekvivalens a lépcsdzetes rendszerrel, amelyben az egyenletek szama megegyezik az

ismeretlenek szamaval.
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5. Permutaciok. Transzpoziciok

Legyen M egy véges halmaz, amely n elembdl all. Ezeket az elemeket atszamozzuk,
vagyis az M halmaz mindegyik elemének megfeleltetiink egy 1,2, ...,n szamot a természetes
szamok koziil. Amennyiben az M halmaz elemeinek természete nem 1ényeges, vehetjiik ugy
is, hogy M = {1,2,...,n}. Akkor az M halmaz elemeit szamozasi sorrendben kiirva az
1,2, ...,n természetes szamok valamilyen elrendezését kapjuk. Példaul, az 1,2,3,4 szamokat a
kovetkez6 modokon lehet sorba rendezni: 3,2,4,1 vagy 2,4,1,3. Az 1,2, ..., n szamok barmely
elrendezését n elem rendezésének nevezziik.

Jelolése n! =123+ n (olvasd: "n-faktorialis”).

Tétel 1. Az n elem rendezéseinek szama n!-sal egyenld.

Ha valamely rendezés barmely két elemének megcseréljiik az elhelyezkedését, a tobbit
pedig a helyén hagyjuk, akkor kapunk egy ijabb rendezést. Az ilyen atalakitasat a rendezés

Tétel 2. Minden n elem n! rendezését elrendezhetjiik olyan sorrendben, hogy a soron
kovetkezo rendezés mindegyikét az el6zo6 transzpozicidja altal kapjuk meg, barmely rendezés
kezdésével.

Kovetkezmény 1. Bdrmely n elem rendezése néhdany transzpozicio segitségével
megkaphato ugyan ezen elemekbol allo mas tetszoleges rendezésbol.

Az adott rendezés i és j elemei inverziot alkotnak, ha i > j , de az i sorszama kisebb a j
sorszamatol. A rendezést pdrosnak nevezziik, ha elemei paros szamu inverziot alkotnak, és
paratlannak pedig az ellenkezé esetben. Nyilvanvald, hogy az 1,2,...,n rendezés paros
tetszOleges n € N szdmra, mivel inverzidinak szdma nulldval egyenld.

Tétel 3. Barmely transzpozicio megvaltoztatja a rendezés parossagat.

Kovetkezmény 2. Bdarmely n € N \ {1} szamra az n elembdl dllo paros rendezések szama
. . , ,o, . ,
megegyezik a paratlan rendezések szamaval, ami egyenlo > -vel.

Az M ={1,2,...,n} halmaz bijektiv leképezését Onmagara n-edrendii permutdcionak
nevezzik. A o:M — M permuticiot szétirt és szemléltetett formaban a kdvetkezdképpen

abrazoljuk:

_( I .y
= (ot oty o) (1)
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ahol (iy,iy,...,0,) egy n elembdl Aallo tetszéleges rendezés. Nyilvanvald, hogy a
(0(iy), 0(iy), ..., 0(iy)) szintén n elem rendezése. A o permuticiot az (1) forma szerint

kiilonb6z6 modon lehet abrazolni, tobbek kozott
o= (]1 2 . n)
.1 jz e -_]n !

Tétel 4. Az 6sszes n-edrendii permutdaciok szama nl-sal egyenlo.

ahol j, = o(k), k =1,2,..,n.

n-ed rendii azonos (egység) permutacionak a kovetkezo permutaciot nevezziik:
e = (1 2 . Tl).
1 2 ..n

Tétel 5. Legyen o tetszéleges n-edrendii permutdcio. A o permutacié (1) forma szerinti
osszes felirdsaban az elso és mdsodik sorban a rendezések pdrossaga vagy egybeesik, vagy
kiilonbozik.

Az n-edrendii permutaciot pdrosnak nevezziik, ha az (1) forma szerinti felirdsban a
rendezések parossaga az els és a masodik sorban egybeesnek, és pdratlannak az ellenkezd

esetben.

Tétel 6. Barmely n € N\ {1} szamra az n-edrendii paros és paratlan permutdaciok szama
egybeesik, ami egyenlo"n;! - vel.

Legyen g, § — n-edrendii tetsz6leges permutaciok. Amennyiben o, § —az M = {1,2, ..., n}
halmaz bijektiv leképezéséi 6nmagara, akkor a o és § leképezések szorzata szintén az M

halmaz bijektiv leképezése lesz 6nmagara. Ezért a 06 szintén permutacio lesz, amit a o és &

permutaciok szorzatanak neveziink. Ha

(1 2 . Tl) (Il 2 .. Tl)
oc=\{. . ., o=1. . .,
i 1y e I 1 J2 e Jn

5 (1 2 n>
00 = | : . : .
ljl ljz "'ljn

akkor a szorzatuk

Az 0sszes n-edrendii permutacioé halmazéanak jeldlése S,,.

Tétel 7. Tetszoleges o, 8, U € S, permutdciokra teljesiilnek a kovetkezo tulajdonsdagok:
1) (&) = a(6p);

2) ed = oe = 0;

1

3)létezik egy olyan o =1 permutécio, hogy oo™ =o lo =e.

A o~1 permutaciot a o permutaci6 inverzének nevezziik. Nyilvanvald, hogyha
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akkor

=3

Azt a permutacidt, amelyet az azonos permutacidobol az alsod sor egy transzpozicidja altal
kapjuk, transzpozicionak nevezzik.

Tétel 8. Barmely & permutdcio néhany transzpozicio szorzata lesz, valamint ezen
transzpoziciok szamanak a parossdaga egybeesik a 6 permutacio parossagaval.

Kovetkezmény 3. Két azonos parossaggal rendelkezé permutacio szorzata paros
permutacio, két kiilonbozé pdarossdaggal rendelkezd permutacio szorzata pedig paratlan
permutacio.

Legyen u egy n-edrendii permutacio és N, az M = {1,2, ..., n} halmaz részhalmaza, amely
mindazokbdl az ie M elemekbdl all, amelyekre u(i) #i. A u permutaciot ciklusnak
nevezziik, ha tetszbleges i,j € N, elemekre létezik egy olyan természetes k szam, hogy
k() =j. At= |Nu| szamot a p ciklus hosszanak nevezziik. A u ciklust az (i;iy ... i;)
szimbolummal jel6ljiik, ahol i; —az N, tetszéleges eleme és i, = ,u(iq_l)(q =23, ..,t).

A u, 6 € Sy ciklusokat idegeneknek nevezziik, ha N, N Ns = @ .

Tétel 9. Bdarmely permutacio a szorzok sorrendjének pontossagaval egyértelmiien felirhato

paronkeént idegen ciklusok szorzataként.

Legyen k a ciklusok szama a u € S,, permutacio paronként idegen ciklusok szorzata altali
felbontasdban. A p permutacio csékkenésének nevezzik a |Nu| — k kiilonbséget.
Tétel 10. A permutdacio padrossaga egybeesik ezen permutacio kiilonbségének

parossagaval.
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6. n—edrendi determinansok.

A determinansok tulajdonsagai
Hasonloan, mint a 4. fejezetben megjeldljiik F-el a kovetkezd halmazok egyikét: a Q
racionalis szamok halmazat, az R valos szadmok halmazat vagy a C komplex szamok
halmazat. Az F halmaz elemeit pedig egyszeriien szamoknak fogjuk nevezni.

Legyen adott az F halmazbdl vett elemekbdl allo valamely n-edrendii négyzetes matrix

a1 Qg2 0 Qqp
ay1 Qzp - dap

: 2 ; €]
Ap1 Anz 0 Qpp

Megvizsgaljuk ezen a matrix n elemei szerinti lehetséges szorzatokat, mely elemek
kiilonb6z6 sorokban és kiilonb6zd oszlopokban helyezkednek el, vagyis a kovetkezd formaju
szorzatokat

A1, Az, = Aniy s (2)
ahol az iy, iy, ..., i, indexek az 1,2,3, ..., n szamokbdl allé valamely permutaciot alkotnak. Az
ilyen szorzatok szdma egybeesik az n elembdl allo6 Gsszes kiilonbdzé permuticid szdmaval,
vagyis n!-al.

Ha most megjeldljiik o-val a kdvetkezd alakt permutaciot

(1 2 n)
o=\. . .,
ll lz ...ln

akkor a (2) szorzatot is atirhatjuk az a;4(1)@24(2) *** Ang(n) alakban.

Az (1) matrix n-edrendii determindnsanak nevezzik az n! tagok algebrai Osszegét,
amelyek ezen matrix minden sordnak ¢€s oszlopanak egyesével vett elemeinek kiilonféle
szorzatai (vagyis (2) alaku szorzatok), emellett minden ilyen tag plusz eldjelet kap, ha a neki
megfeleld permutacid paros, illetve minuszt — az ellenkezd esetben.

Ha az (1)-es matrixot megjeloljiik A-val, akkor mindezek utan az A matrix determinansat a

kovetkezOképpen fogjuk jeldlni:

ai1 Az ot Qip
jal = | T T S 3)
An1 Qnz " Qnn
Tehat
|A] = Zaesn(—l)inv (@) A16(1)A20(2) **" Ano(n), (4)
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ahol, emlékezziink vissza, hogy S,, az 0sszes n-edrendii permutaciok halmaza, inv (o) a o
permutacid inverzioinak a szama.

A kovetkezd alaki matrixot

ay;; Az anq
Az Q22 ** Ap2

: . ) . (5)
A1n Qo Ann

az (1) matrix transzponaltjanak nevezziik. Megjeldljiik az A matrix transzponalt métrixat AT -
vel. Azt is mondhatjuk, hogy az ATmatrixot az A matrix transzpondldsanak segitségével
kapjuk.

Tétel 1. Az A matrix determindnsa egyenlé az AT transzpondlt matrix determinansaval.

Az 1. tételbdl az kovetkezik, hogy a matrix soraihoz fiiz6d6 barmely allitds a matrix
determinansarél igaz a matrix oszlopai esetében is, és forditva. Ezért a kovetkezd 2 — 9
tételeket csak a determindns soraira fogjuk megfogalmazni. Megjegyezziik azt is, hogy a
determinans sorai vagy oszlopai alatt annak a matrixnak a sorait vagy oszlopait értjiik,
amelyiknek a determinansét szdmoljuk.

Tétel 2. Ha a determinans egyik sora nullakbol tevidik éssze, akkor ez a determindns
nullaval egyenlo.

Tétel 3. Ha a determindns két soranak felcseréljiik az elhelyezkedését, akkor a determinans
elojele az ellenkezojére valtozik.

Tétel 4. Az a determinans, amelyik két egyforma sort tartalmaz, nullaval egyenlo.

Tétel 5. Ha a determinans valamely soranak mindegyik elemét megszorozzuk egy y
szammal, akkor maga a determinadns is megszorzodik y-val.

Tétel 6. Az a determindns, amelyik két egymdshoz ardanyos sort tartalmaz, nulldval
egyenlo.

Tétel 7. Ha eqy n-edrendii determinans i-edik soranak minden egyes eleme két
osszeadando osszegeként irhato fel

a;j = b; + ¢, j=1,..,n,
akkor ez a determindns egyenld két determindns oOsszegével, amelyeknek mindegyik sora,
kivéve az i-ediket, — ugyanazok, mint az adott determindnsé, az i-edik sora pedig az egyik

ilyen determindnsnak a b; elemekbdl dll, a masik esetében pedig — a c; elemekbdl.
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A matematikai indukcido modszerének felhasznalasaval, a 7. tétel altalanosithatdé arra az
esetre, amikor az i-edik sor minden eleme k Osszeadanddk Osszegeként van felirva, ahol
k> 2.

Mondhatjuk, hogy a (3) determinans i-edik sora a ky,...,ks; szdmu sorok linedaris
kombindcioja, ha 1éteznek olyan aq, ..., ag szamok, hogy

ajj = a1ay,j + -+ asagj, j=1,..,n

Tétel 8. Ha a determindans valamelyik sora egyenld a tobbi sor linedris kombindcidjaval,
akkor a determinans nullaval egyenlo.

Tétel 9. Ha a determinans egyik sordanak elemeihez hozzaadjuk egy madsik sor ugyanazon
szammal megszorzott megfelel6 elemeit, akkor a kapott determindns az adott determinanssal

lesz egyenlo.
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1. Az aldeterminans és az elem komplementere.

Determinansok Kiszamitasa

Legyen adott a kdvetkezd n-edrendi determinans:

aj; o Qip

A= (1)

Ap1  *° Opn

Megvizsgalunk egy n-tol kisebb k természetes szamot. Legyen iq,iy, ..., Ik €S J1,J2, s Jr —
megfeleléen az (1) determinans sorainak és oszlopainak sorszama, melyek novekvo
sorrendben allnak, vagyis

I <y <o <y, J1 <Jp < < Jg.
A kovetkezd k-adrendli determinanst

Gisjy " Qg

M= (2)

Qirjy " Qg
az iq,iy, ...,I szamu soroktdl és a ji,j,...,Jx szaml oszlopoktdl vett k-adrendii
aldetermindansnak nevezziik, vagy egyszeriien csak a megadott oszlopok és sorok metszetén
elhelyezett aldeterminansnak. Azt is mondhatjuk, hogy a (2) aldeterminanst az (1)
determinansbdl az iy, iy, ..., i;-t0l eltérd sorszamu sorok és a ji,jy, ..., ji-tol eltérd oszlopok
kihtizasa altal kapjuk. Tovabba, legyen M’ a A determinans aldeterminansa, amelyet az
i1,ip, .., i sorok €s a ji,ju, ...,jr 0szlopok kihuzdsa segitségével kaptunk. Az M’
aldeterminanst az M aldeterminans komplementer aldeterminansdanak nevezziik. Nyilvanvalo,
hogy az M aldeterminans az M’ aldeterminans komplementere lesz.

Ha az (1) determinans M aldetermindnsa megfelelden az iy, iy, ..., i sorszamu sorok és a
J1,J2, -, Jr sorszamu oszlopok metszetén helyezkedik el, akkor a fejezet végéig az M
aldeterminans Osszes sordnak és oszlopdnak sorszamainak Osszegét sp,-mel fogjuk jelolni,
vagyis

Sy =1i1+ +ip+j+-+Jk.
A (—1)*MM’ szamot az M aldeterminans algebrai komplementerének fogjuk nevezni.

Tétel 1. Egy tetszoleges k-adrendii M aldeterminans szorzata a A determinansban lévo
algebrai komplementerére egy algebrai ésszeg lesz, melynek tagjai (M aldetermindns
tagjainak és az M' komplementer aldetermindns (—1)*M eldjellel vett tagjainak szorzata) a A
determinansnak is tagjai, és emellett eldjeliik az emlitett osszegben és a a A determinansban

megegyezik.
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Tétel 2. (Laplace tétele). Legyen eqy n-edrendii determindansban tetszélegesen kivdlasztva
k sor (vagy k oszlop), 1 < k <n — 1. Akkor ez a determindns egyenlé az dsszes, az adott
sorokban (oszlopokban) elhelyezkeds, k-adrendii  aldetermindns — azok — algebrai
komplementereikre valo szorzatok osszegével.

Kovetkezmény 1. 4 determindns egyenld egy tetszéleges sordanak (oszlopanak) mindegyik
elemének és azok algebrai komplementereikre valo szorzatok 6sszegével.

Tehat, ha A valamilyen n-edrendii determinéans (lasd. (1)), és M;; ezen determinans a;;
elemének komplementere, i,j € {1,2, ..., n}, akkor

A=ay (D" My + ap(=1)"?Mp + -+ + ap (=1 M. 3)

A (3) képletet a A determindns i-edik sora altali kifejtésének nevezziik.

Kovetkezmény 2. A determindns barmely soranak osszes elemének, és egy mdsik sorban
elhelyezkedo nekik megfelelo algebrai komplementerekre valo szorzatok osszege nullaval
egyenlo, vagyis

;1 (1) Myy + aip(-1)* My + - + ain (1M, = 0, (@ # k).
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8. A Cramer-szabaly

Legyen adott F € {Q, R, C}. Megvizsgalunk az F halmazbol vett egyiitthatokat tartalmazo

tetszOleges linearis egyenletrendszert, amelyben az egyenletek n szdma egyenld az

ismeretlenek szamaval, vagyis a kovetkezd alakt rendszert:

11X, + A12%5 + -+ AgpXy = by,

aiq Qaqj Ain

az1 azj Qon
A= 2J

anq QAnj Ann

az (1) egyenletrendszer determindnsdanak nevezzik.

Tovabba, megvizsgalunk egy kdvetkezo alaku n-edrendii determinanst

aiq b1 QAin
azy b, Azn .

Aj = : (I = 1:21
an1 bn Ann

(1)

(2)

(3)

amelyet a A determinansbol kapunk meg j-edik oszlopanak az (1) rendszer szabad tagjai altal

valo helyettesitésével.

Tétel 1. Legyen yq,vz, ..., ¥n @2 (1) egyenletrendszer megoldasa. Akkor Ay; = A;(j =

1,2,..,n).

Tétel 2. (Cramer). Ha az n ismeretlent tartalmazo n linearis egyenletbol allo

egyenletrendszer determinansa nullatol eltéro, akkor ez az egyenletrendszer hatdrozott.

Emellett, ha 4; egy olyan determindns, amelyet a A determindnsbél kapunk meg j-edik

oszlopanak (j = 1,2,...,n) az egyenletrendszer szabad tagjai altal valo helyettesitésével,

akkor a kovetkezo szamok rendszere:

4, 4 4y
A ) )/2 - A ) b 'YH - A

az egyenletrendszer megoldasa lesz.

Y1 =

Kovetkezmény 1. Ha az n ismeretlent tartalmazéo n linedris egyenletbél dllo

egyenletrendszer ellentmondo vagy hatdrozatlan, akkor az egyenletrendszer determindnsa

nullaval egyenlo.
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Kovetkezmény 2. Ha az n ismeretlent tartalmazo n linearis egyenletbol allo
egyenletrendszer determinansa egyenlé nullaval és ha legalabb egy azon determindansok
koziil, melyet a A determinansbol kapunk meg j-edik oszlopanak a rendszer szabad tagjai
altal valo helyettesitésével nem egyenlo nullaval, akkor ez a linearis egyenletrendszer

ellentmondo.
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9. Matrix-miiveletek. A matrix inverze
Legyen adott F € {Q, R, C}; Fp,xn, 8Z F halmaz clemeibdl allo 6sszes m X n-es matrixok

halmaza, ahol m és n tetszéleges természetes szamok.

Az
ai; -t Ap
A= : : € Fnxn
Am1  ° Amn

matrixot a tovabbiakban a kovetkezoképpen jeloljiik: ”aij”mxn vagy roviden ||aij||, ha
egyértelmiien ismeretes a szoban forgd matrix mérete.
Az Fx, halmaz A = ||al-j|| ¢s B = ||bl-j|| matrixait egyenléknek nevezzik, ha a;; =
bij(i =1,2,..,m; j =1,2,..,n). Ebben az esetben a kovetkez6t irjuk: A = B.
Az Fxn halmaz A = ||al-j|| ¢s B = ||bl-j|| matrixainak dsszegének egy olyan C = ||cl-j|| €
F,,,«n matrixot neveziink, amelyre igaz, hogy
Cij = ajj + bl-j (i=12,...mj=12 ..,n).
Az A és B halmazok C 6sszegét a kovetkezéképpen jeldljiik: A + B.
Az A= ||al-j|| € Fyuxn matrix y € F szamra valo szorzatanak egy olyan D = ||dl-j|| €
F,xn matrixot neveziink, amelyre igaz, hogy
dl-j = yayj (i=12...mj=12..,n).
Az A matrix y szamra vald D szorzatat a kovetkezoképpen jeldljiik: yA.
Tétel 1. Tetszéleges a,B € F elemekre és A,B,C € Fpy, madtrixokra teljesiilnek a

kovetkezo egyenloségek:

1) (A+B)+C=A+ (B+0);
2) A+ B =B+A4;

3) (a+ B)A=aA+ B4,

4) a(A+ B) =aA + aB,;

5 a(BA) = (ap)4;

6) 1-4=A.

A 0 € F,,,«, matrixot nullmatrixnak nevezzik, ha tetszéleges A € F,«, matrixra igaz a
0 + A = A egyenldség.

Tétel 2. Egyetlen 0 € F,,,,, nullmatrix létezik, emellett, a 0 matrix minden eleme nulla.
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A (- A) matrixot az A matrix ellentétes matrixanak nevezzik, ha (—A) + A = 0.

Tétel 3. Tetszéleges A € Fy,«, matrixra egyetlen ellentétes (—A) matrix létezik, emellett,
ha 4 = ||aij||, akkor (—A) = ”—aU”

Legyen A = ||al- ]|| egy tetszOleges m X n-es matrix, B = ||bi ]|| tetszéleges n X r-es matrix
(m,n, v €N, a;;,b;j €F). Az A és B matrixok szorzatinak egy olyan m X r-es C = ||cij||

matrixot neveziink, amelyre igaz, hogy

n

Cij = z Qirhi; (0 = 1,2, ..., m;j = 1,2,...,7).
=1

Az A ¢és B matrixok C szorzatat az AB matrixxal jeloljiik.

Megjegyzés 1. Az A matrix és a B matrix szorzata csak abban az esetben hatdrozhat6é meg,
ha az A matrix oszlopainak szama egybeesik a B matrix sorainak szamaval. Ezért, ha az A
matrix szorzata a B matrixra meghatarozhatd, a B matrix szorzata az A matrixra nem biztos,
hogy meghatarozhato.

Tétel 4. Tetszéleges A, A" € Fpyxn, B,B' € Fpyy, C € Frys matrixokra és tetszéleges

y € F szamra teljesiilnek a kévetkezo egyenloségek:

1) (AB)C = A(BC);

2) A(B+B')=AB+ AB';
3) (A+A")B = AB+ A'B;
4) (yA)B = A(yB) = y(4B).

Megjegyzés 2. Han > 2, akkor 1éteznek olyan A, B € F, ,, matrixok, hogy AB # BA.

@ (D)

Az E € F,y, matrixot n-edrendii egységmatrixnak nevezzik, ha tetszéleges A € Fy«p

Példaul az n = 2 esetben:

matrixra igaz az
EA=AE=A
egyenldség.

Tétel 5. Egyetlen n-edrendii E egységmatrix létezik, mindemellett
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Tétel 6. Az n-edrendii matrixok szorzatinak determindnsa egyenlé ezen mdtrixok
determindansainak szorzataval.

Az n-edrendi matrixot nem elfajulonak nevezziik, ha annak determinansa nem egyenld
nullaval.

Tétel 7. Az n-edrendii matrixok szorzata akkor és csak akkor nem elfajulé matrix, ha a
szorzando matrixok egyike sem nem elfajulo.

A B € F,y, matrixot az A € F,x, matrix baloldali inverzének (jobboldali inverzének)
nevezziik, ha BA = E (AB = E) (ahol E n-edrend(i egységmatrix).

Az A~! matrixot az A € F,, matrix inverzének nevezziik, ha az egyidejiileg az A matrix
baloldali és jobboldali inverze is. Ha az A € F,,4,, matrixnak létezik inverz matrixa, akkor azt
mondhatjuk, hogy az A invertdlhaté matrix.

Tétel 8. Az n-edrendii matrix akkor és csak akkor invertilhato, ha az nem elfajulo.
Emellett, ha A = ||aij|| eqgy n-edrendii invertilhato matrix, akkor szamdra csak egyetlen

inverzmatrix létezik, amely a kovetkezé matrixxal egyenlo:

A—l — |A|—1 A12 AZZ Anz
Aln AZn Ann

ahol A;; az A matrix a;j elemének algebrai kkomplementere.

Kovetkezmény 1. Ha az n-edrendii A mdtrixnak létezik jobboldali (baloldali)
inverzmatrixa, akkor az A matrixnak megfeleléen létezik baloldali (jobboldali) inverzmatrixa
is, ezért az A matrix invertdlhato.

Tétel 9. Tetszoleges n-edrendii invertalhato A és B matrixokra teljesiilnek a kévetkezo

egyenlosegek:

1) 1A =417

2) (AB)™!=B"1A"%;
3 AH =4

4) AN t=@Hn
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10. Az n-dimenzios szamtani vektortér.

Vektorrendszerek linearis osszefiiggosége

Az n valés szamok barmely rendszerét, vagyis rendezett dsszességét, az R halmaz feletti
n-dimenzios vektornak nevezziik. Az R halmaz a4, a,, ..., @, clemeibdl allo R feletti n-
dimenzios vektort a kovetkezOképpen fogjuk jelolni: (aq, @y, ..., a,) €s @, az elsd, a, a
masodik, és igy tovabb, a, ezen vektor n-edik komponensének nevezziik. Két R feletti n-
dimenzios vektort egyenldnek neveziink, ha ezen vektorok megfelelé komponensei
egyenl6ek. Jeloljiik R™-nel az 6sszes n-dimenzios vektor halmazat az R felett.

Az a = (ay,ay, ..,ay) és b = (By,Pz .., Bn) vektorok dsszegének az R™ kovetkezo
vektorat nevezziik

a+b=(a,+p,a,+ By, ..., an+ Bn).

Az a = (a1, ay, ..., ;) € R™ vektor y € R szamra valo szorzatdanak a kovetkezd vektort

nevezzik:
ya = (ya,yay, ..,y ay).
Tétel 1. Tetszéleges a, B € R szamokra és tetszéleges n-dimenzios a, b, c € R™ vektorokra

teljesiilnek a kovetkezo egyenloségek:

1) (a+b)+c=a+(b+c);
2) a+b=b+a,

3) (a+B)a=aa+ Ba;

4) a(a+b) =aa+ ab;

5 a(Ba) = (aP)a;

6) 1-a=a.

A 0 € R" vektort nullvektornak nevezziik, ha tetsz8leges a € R™ vektorra igaz a 0 + a =
a egyenldség.

Tétel 2. Egyetlen 0 € R™ nullvektor létezik. Emellett 0 = (0,0, ...,0).

A (—a) vektort az a vektor ellentétjének nevezziik, ha (—a) + a = 0.

Tétel 3. Tetszéleges a € R™ vektornak egyetlen ellentétes (-a) vektora létezik.
Mindemellett, ha a = (a; ay, ..., ay), akkor (—a) = (—ay, —ay, .., —ay).

Tétel 4. Legyen « tetszoleges valos szam, a pedig egy tetszoleges n-dimenzios vektor. Az

aa = 0 egyenldség akkor és csak akkor igaz, ha a = 0, vagy a = 0.
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Az R feletti 6sszes n-dimenzidés vektor R™ halmazat, amelyen bevezetjiik a vektorok
Osszeadasanak és a vektorok szammal vald szorzasanak miuveletét, valos n-dimenzios
szamtani vektortérnek nevezzik.

Hasonldan hatarozodik meg a Q™ raciondlis n-dimenzios vektortér és a C* komplex n-
dimenzios vektortér is.

A b € R™ vektort az a € R™ vektorhoz képest ardnyosnak nevezziik, ha 1étezik olyan y
valos szam, hogy b = ya.

A b € R" vektort az a;, ...,as; € R™ vektorok linedris kombindcidjanak nevezzik, ha
léteznek olyan y4, ..., ¥s valos szdmok, hogy

b =yia; +vaa; + -+ Vysas.

Az a,,a,,..,as € R™ vektorrendszert linedrisan osszefiiggének nevezziik, ha 1étezik

olyan nem mindegyik nullaval egyenld y;, ..., ys valds szdm, hogy
Y11 + Y20z + -+ ysas = 0.

Az ay,ay,..,a; € R* vektorrendszert linedarisan fiiggetlennek nevezzilkk, ha az nem
linearisan Osszefiiggo.

Tétel 5. Az n-dimenzios vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan osszefiiggo, ha
legalabb egy vektora ennek a rendszernek a tobbi vektor linearis kombindcidja.

Legyen adott aq,a,,..,a; az n-dimenzidés vektortér valamely vektorrendszere. Az

a;, a, .., a; Vvektorrendszert, ahol 1 <i; <i, <<y <s, az ay,a, .., as rendszer

k
részrendszerének nevezziik.

Tétel 6. Ha az n-dimenziés vektorrendszer valamely részrendszere linedrisan osszefiiggd,
akkor az egész rendszer is linedrisan Osszefiiggd. Ha az n-dimenzios vektorrendszer
linearisan fiiggetlen, akkor barmely részrendszere linedrisan fiiggetlen lesz.

Az n-dimenzids vektorrendszert az n-dimenzidos vektortér bdzisanak nevezzik, ha az
el6szor is, linearisan fiiggetlen, és masodszor, barmely n-dimenzids vektor ezen rendszer
vektorainak linedris kombindcidja.

Tétel 7. A kovetkezo n-dimenzios vektorrendszer:

e; = (1,0,0,...,0),e, = (0,1,0, ...,0), ..., e, = (0,0,0, ...,1) (D
az R™ n-dimenzios vektortér bazisa.

Az R™ n-dimenzios vektortér (1) bazisat kanonikus bdazisnak nevezziik.

Tétel 8. Tetszoleges ay, ..., as n-dimenzios vektorrendszerre a kévetkezo dllitasok koziil

egyszerre csak az egyik lehet igaz:
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1) azay,...,as vektorrendszer linedrisan dsszefiiggo,
2) azai,..,a vektorrendszer az R"™ n-dimenzids vektortér bazisa,
3) létezik olyan b € R™ vektor, hogy az a,, ..., a5, b vektorrendszer linedrisan

fiiggetlen lesz.

Tétel 9. Az s vektorbol dallo barmely n-dimenzios vektorrendszer az s > n feltétel mellett
linearisan Osszeftiggo.

Az ay,a,, ...,a, € R™ vektorrendszer linearisan kifejezhetének nevezziik a by, by, ..., bs €
R™ vektorrendszer altal, ha az elsd rendszer minden vektora a masodik rendszer vektorainak
lineéris kombindcioja.

Az R™ n-dimenzios vektortér két vektorrendszerét ekvivalensnek nevezzik, ha kozilik
mindegyik linedrisan kifejezhetd a masik altal.

Tétel 10. Ha az aq, a,, ..., a, € R"™ vektorrendszer linedrisan kifejezheté a by, b, ..., bg €
R™ vektorrendszer dltal, amely szintén linedarisan kifejezheté egy cq,Cy,...,C; € R"
vektorrendszer altal, akkor az aq,a,,...,a, vektorrendszer is linedrisan kifejezheté a
C1,Cy, ..., C¢ vektorrendszer altal.

Tétel 11. Legyen aq,a,,...,a, és by, by, ..., by két n-dimenzios vektorrendszer, melyek
koziil az elso linearisan fiiggetlen és linedrisan kifejezheté a masik rendszer dltal. Akkor az
elsé rendszer vektorainak szama nem haladja meg a masik rendszer vektorainak szamadt,
vagyisr < s.

Kovetkezmény 1. Bdrmely két ekvivalens linedrisan fiiggetlen vektorrendszer azonoz
szdmu vektorokbol dllnak.

Kovetkezmény 2. Az R" n-dimenzios vektortér barmely bazisa n vektorbol all.

Az aq,a,, ...,agn-dimenzios vektorrendszer bdzisanak egy olyan linearisan fiiggetlen
részrendszert neveziink, hogy az a,,a,, ..., as rendszer minden vektora ezen részrendszer
vektorainak liearis kombinacioja.

Tétel 12. Az n-dimenzios vektorrendszer barmely két bazisa azonoz szamu vektorokbol all.

A vektorrendszer bazisanak vektorai szdmat a rendszer rangjanak nevezziik.

Tétel 13. Legyen a4, a,, ..., a, és by, by, ..., bg két n-dimenzids vektorrendszer, emellett az
elsé rendszer rangja egyenlo egy k szammal, a masik rendszer rangja pedig egy | szammal.
Ha az elsé vektorrendszer linedrisan kifejezheté a masik dltal, akkor k < l. Ha pedig ezek a

rendszerek ekvivalensek, akkor k = [.
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11. A matrix rangja

Legyen adott

all alz s alt
a21 azz nen azt

A= : : : : €3]
As1 Udgy oo Agt

egy tetszoleges s X t méretli matrix az R valds szamok halmazanak elemeibdl, ahol s és t
tetszOleges természetes szdmok. Akkor ennek a matrixnak az oszlopaira gy tekinthetiink,
mint s-dimenzids vektorokra, soraira pedig mint t-dimenzids vektorokra. Megvizsgaljuk az A
matrix vektor-oszlopainak rendszerét:

c1 = (11, @21, 0oy A1), ooe, € = (A1, Aggy -+, Ast).

Az A matrix rangjanak vektor-oszlopainak rendszerének rangjat nevezziik. Az A matrix
rangjat a kovetkezéképpen jeloljiik: rank A.

Tétel 1. Ha az A matrix minden k-adrendii aldeterminansa egyenlé nullaval, akkor az
osszes k-tol nagyobb rendii aldeterminansa is nullaval egyenlo.

Legyen M az A matrix tetszOleges aldeterminansa, amely az iy, ..., i, szdmu sorokban és
J1r -» Ji Szaml oszlopokban talalhaté. Az A matrix M'aldeterminansat, amely az iy, ..., (]
szam® sorokban és jj,...,j; szamu oszlopokban talalhatd, az M aldeterminans beszegési
aldeterminansanak nevezzik, ha

{iy, ., ix} < {ig, o, i1}, U odit < Ui it

Tétel 2. Legyen M az A matrix nem nullas k-adrendii aldetermindnsa, mindemellett, az M
aldeterminans minden (k + 1)-edrendii beszegési aldeterminansa egyenldé nullaval. Akkor
rank 4 = k.

Tétel 3. A nem nullis A matrix rangja egyenlé a nullatol eltéré aldeterminansok
maximalis rendjével.

Kovetkezmény 1. Az n-edrendii determinans akkor és csak akkor egyenlé nullaval, ha
oszlopai linearisan osszefiiggo vektorrendszert alkotnak.

Tétel 4. Az A matrix vektor-sorainak rendszerének rangja egyenlé a vektor-oszlopainak
rendszerének rangjaval, vagyis egyenlo az A matrix rangjaval.

A B matrixot az A matrixbol kapjuk az (1) tipusu elemi atalakitas éltal, ha minden sora
(oszlopa) a B matrixnak, az i és j kiviil, olyanok, mint az A matrixnak megfeleld sorok
(oszlopok), az i és j sorok (oszlopok) pedig helyet cseréltek. Ha a B matrixban minden sor
(oszlop), kivéve az i, olyanok, mint az A matrixban, a B matrix i-edik sora (oszlopa) pedig
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egyenl0 az A matrix i-edik soranak (oszlopanak) és valamely tetszOleges valos szammal
megszorzott mas soranak (oszlopanak) 6sszegével, akkor a B matrixot az A matrixbol kaptuk
a (ID) tipusu elemi atalakitas altal. Végiil, a B matrixot az A matrixbdl kapjuk a (III) tipusu
elemi dtalakitas altal, ha a B matrix minden sora (oszlopa), kivéve az i-edik sort (oszlopot),
olyanok, mint az A matrixnak megfelel6 sorok (oszlopok), a B matrix i-edik sora (oszlopa)
pedig egyenld az A matrix nem nulla valds szdmmal megszorzott i-edik soraval (oszlopaval).

A B matrixot ekvivalensnek nevezziik az A matrixxal, ha megkaphatjuk az A matrixbol
véges szamu elem atalakitasok altal az A matrix sorai vagy oszlopai felett. Ha az A és B
matrixok ekvivalensek, akkor felirhatjuk, hogy A~B.

Tétel 5. Barmely s X t, r-ed rangu A matrix ekvivalens egy lépcsds alaki matrixxal,

amely pontosan r nem nullds sort tartalmaz, vagyis a kovetkezd alaki matrixxal

/0 .0 b1j1 b1j2—1 bljz "'bljr—l bljr "'blt\
0 e 0 O s 0 szz e szr_l szT e bzt

[0..0 0..0 0..0 byi ..by |, 2)
10..0 0..0 0..0 0|
\0...0 0..0 0..0 0..0 /

ahol1 <j; <j, < <j, <t, by j, nem nullas szam (k=1,2,..,7).

o

Megjegyzés 1. Barmely s X t matrix (2) alakt 1épcsds matrixhoz hozhat6 véges szamu (1)
vagy (II) tipust elemi atalakitasok altal a matrix sorai felett.

Az sxt A matrix (lasd. (1)) dtlos alaki(diagondlis), ha tetszéleges i € {1, ...,s} és
j €1{1,...,t} értékekre az a;; elem egyenld nullaval, amennyiben i # j. Az atlés alaka A

matrixot a kdvetkezdképpen jeldljiik: diag[an, A2, on) aqq]sxt (g minimalis az s és t szamok
koziil).
Tétel 6. Tetszoleges r-ed rangu s X t-matrix ekvivalens a kovetkezo atlos alaku matrixszal.

diag [1,1, 1,0, ... ,ol

r sxt

Tétel 7. Az A és B matrixok szorzatanak rangja nem nagyobb, mint kiilon az A és B
matrixok rangjai, vagyis
rank AB < rank A4, rank AB < rank B.
Tétel 8. Legyen A egy ftetszoleges s X t-matrix; B,C megfeleléen s és t rendii

tetszoleges invertalhato matrixok. Akkor rank BA = rank A, rank AC = rank A.
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12. Linearis egyenletrendszer. A Kronecker-Capelli tétel

Legyen adott a kdvetkezd linearis egyenletrendszer:

allxl + alzxz + + alnxn == bll
Ap1X1 + AzpXp + 0 + AonXn = by, (1)
Ag1X1 + AgXy + ++ + AgnX, = by,

ahol s,n € N; a;j,b ER(I=12,..,5;j =12,..,n). Ennek a rendszernek a matrixat

megjeldljiik A-val, A-val pedig a kibdvitett métrixat. Tehat

a1 Qg2 v Qqp a1 Az - Ay by

Q1 Az = Qop - a1 Qzz - a b
A = M N . : I} A = . N . %Tl .2

Qg1 Qgp - Qgp g1 Qgp =+ QAgp bs

Tétel 1. Az A matrix rangja vagy egyenld az A matrix rangjaval, vagy eggyel nagyobb mint
az A matrix rangja.

Tétel 2 (Kronecker-Capelli). Az (1) linedris egyenletrendszer akkor és csak akkor
megoldhatd, ha a kibévitett A matrix rangja egyenld az A matrix rangjaval.

Tetszoleges linearis egyenletrendszer megoldasanak szabalya

Legyen adott egy megoldhaté (1) linearis egyenletrendszer €s ezen rendszer A matrixdnak
rangja legyen r. Az A matrixban kivalasztunk r linearisan fiiggetlen sort és az (1)
rendszerben csak azokat az egyenleteket hagyjuk meg, melyeknek egylitthatoi a kivalasztott
sorokban szerepelnek. Ezen egyenletek bal oldalan meghagyunk olyan r ismeretleneket, hogy
az egylitthatoikbol alkotott determinans értéke nullatol eltérd legyen, az Osszes tobbi
ismeretlent pedig szabadnak nyilvanitjuk és atvissziik az egyenletek jobb oldalaira. A szabad
ismeretlenek szdmara tetszéleges szamértéket adva és Cramer szabdlya szerint kiszdmolva a
tobbi ismeretlen értékét, megkapjuk az (1) rendszer megoldasat.

Kovetkezmény 1. A megoldhaté (1) rendszer akkor és csak akkor hatarozott, ha az A

matrix rangja egyenld az ismeretlenek szamaval.
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13. Homogén linearis egyenletrendszerek

Homogén linearis egyenletrendszernek nevezziik a kovetkezo alaka egyenletrendszert
ag1X1 + agpx; + -+ agpx, =0,
Gy + ke ¥ Qe T 0, (1)
Ag1X1 + AgXp + -+ Agnx, = 0,
ahol s,n € N; a;j, b € R(i = 1,2,...,s;j = 1,2,...,n). Nyilvanvald, hogy az (1) rendszer
megoldhato, mivel rendelkezik (0,0, ...,0) null megolddssal.

Tétel 1. Legyen az n ismeretlent tartalmazo (1) homogén linedris egyenletrendszer
matrixanak rangja r. Ha r = n, akkor az (1) rendszer hatdrozott, vagyis a null megoldads az
egyenletrendszer egyetlen megolddsa. Abban az esetben, ha r < n, az (1) egyenletrendszer
hatarozatlan.

Kovetkezmény 1. Az n ismeretlent tartalmazo n linedris egyenletbol allo homogén
rendszernek akkor és csak akkor van nem null megoldasa, ha ezen rendszer mdtrixanak
determinansa nullaval egyenlo.

Tétel 2. Ha a homogén linearis egyenletrendszerben az egyenletek szama kisebb az
ismeretlenek szamatol, akkor ennek a rendszernek van a nullastol eltéro megoldasa.

Tétel 3. Legyen b = (By, ..., Bn) és ¢ = (¥, --., ¥n) € R™ n-dimenzios vektorok az (1)
homogén linearis egyenletrendszer megoldasai. Akkor tetszéleges a valos szamra az

ab = (aPy, - aPy), b+ = (By+ V1, eer B + V)
vektorok szintén az (1) egyenletrendszer megolddsai lesznek.

Kovetkezmény 2. A homogén linearis egyenletrendszerek megoldasainak tetszéleges
linearis kombindcioja szintén ennek az egyenletrendszernek a megolddsa lesz.

Az (1) homogén lineéris egyenletrendszer dsszes megoldasanak halmazat ezen rendszer
megoldasai terének nevezzik. Legyen S — az (1) homogén linearis hatarozatlan
egyenletrendszer megoldasainak tere. A 10. fejezetb6l kovetkezik, hogy létezik olyan
ai, ..., a4 € S linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, hogy az S barmely vektora ezen rendszer
vektorainak linedris kombindcioja. Ebben az esetben az a,...,a, vektorrendszert az (1)
homogén lineéris egyenletrendszer fundamentadlis rendszerének nevezziik. A homogén
linedris hatarozatlan egyenletrendszer megoldasainak szamtalan fundamentalis rendszere 1éte-
zik. A megoldasok barmely két fundamentélis rendszere ekvivalens. Tehat azonos szamu

megoldasokat tartalmaznak.

39



Tétel 4. Ha az (1) homogén linedris egyenletrendszer mdatrixanak r rangja kisebb, mint az
ismeretlenek n szdma, akkor az (1) rendszer barmelyik fundamentdlis rendszere n—r
megoldasbol all.
Legyen adott a kdvetkezd inhomogén linedris egyenletrendszer
ay1%1 + Q1pX; + o+ QX = by,
Aoy T Ggglly 1k Bl = Da @)
As1X1 + AgpXy + -+ + Agn Xy = bg.

A kovetkez6 homogén linearis egyenletrendszert:

a1x, + A%y + o+ agpx, =0,
L o 3)
As1X1 + AgpXp + -+ Agnxy, =0,
melyet a (2) rendszerbdl kaptuk az Gsszes szabad tag nullaval vald helyettesitése altal, a (2)
rendszer redukalt rendszerének nevezzik. A (2) és (3) rendszerek megoldasai kozott szoros
kapcsolat létezik, amelyet a kdvetkez6 tételek szemléltetnek.
Tétel 5. A (2) és (3) rendszerek barmely megolddsainak osszege szintén a (2) rendszer
megoldasa lesz.
Tétel 6. A (2) rendszer barmely két megoldasanak kiilonbsége a (3) redukalt rendszer
megoldasa lesz.
Kovetkezmény 3. Legyen a a (2) rendszer tetszéleges (partikularis) megoldadsa, S pedig
a (3) redukdlt rendszer megolddsainak tere. Akkor az a + S = {a + b|b € S} halmaz a (2)

rendszer megoldasainak halmaza lesz.
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14. Csoportok. Gyirik. Testek

Legyen M egy tetszéleges halmaz. Tetszdleges 7 : M X M — M leképezést binér algebrai
miiveletnek nevezziink az M halmaz felett.

A rendezett (a,b) € M X M par t(a, b) képét gyakran a kovetkezOképpen jeloljiik: ath, de
még gyakoribb a binér miivelet jelolése néhany specialis szimbolummal: *, °, +. Az utolso két
esetben az (a, b) par a-b ( vagy egyszeriien ab) és a + b képeit megfeleléen az a,b € M
elemek szorzatanak és dsszegének fogjuk nevezni, magukat a - és + miveleteket pedig
megfelelden szorzasnak és Osszeadasnak.

Megjegyzés 1 A fent emlitett miveletek feltételesek. Az M halmazon megadhatd néhany
algebrai miivelet is.

A nem lres G halmazt, amelyen adott a szorzas binér miivelete, csoportnak nevezziik, ha
teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

1) az algebrai miivelet asszociativ, vagyis tetszoleges a,b,c € G elemekre érvényes az

(ab)c = a(bc) egyenlbség;

2) 1étezik egységelem, vagyis l1étezik a G halmaznak olyan e eleme, hogy tetszéleges a € G

elemre érvényes az ae = ea = a egyenldség;

3) minden a € G elemre létezik inverz a~! elem a G halmazbél, vagyis olyan elem, hogy:

Megjegyzés 2. Ha a G halmaz, amelyen adott az Osszeadds binér algebrai miivelete,
csoport, akkor a G csoport egységelemét null elemnek nevezziik, az a € G elem inverz elemét
pedig ellentétes elemnek nevezzik, és a kovetkezoképpen jeloljik:(—a).

Ha a G csoport tetszéleges a,b elemeire teljesiil az ab = ba egyenléség, akkor a G
csoportot Abel-csoportnak nevezziik.

Ha a G halmaz véges, akkor a G csoportot végesnek nevezziik, a G halmaz elemeinek
szamat pedig a Gcsoport rendjének nevezziik. Jelolése: |G|.

Legyen G, és G, csoportok, amelyeken adott a szorzas binér algebrai miivelete. A G; és G,
csoportokat izomorfoknak nevezziik, ha 1étezik olyan f:G,; — G, bijektiv leképezés, hogy
tetszéleges a, b € G, elemekre f(ab) = f(a)f(b). A G, és G, csoportok izomorfizmusanak
jelolése: G = G,.

A G csoport H részhalmazat a G csoport részcsoportjanak nevezzik, ha a G csoporton

megadott algebrai miiveletet tekintve a H csoportot alkot.
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Tétel 1. A G csoport H részhalmaza a G csoport részcsoportja akkor és csak akkor, ha a H

halmaz tetszoleges a és b elemeire teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

1) ab € H;

2)a leH.

A nem iires R halmazt, amelyen adottak az 6sszeadas €s a szorzas binér algebrai miiveletei,

gytiriinek nevezziik, ha teljesiilnek a kdvetkezo feltételek:

1) a R halmaz az Osszeadasra nézve Abel-csoport (ezt a csoportot a gylrli additiv
csoportjanak nevezziik);

2) a szorzas binér algebrai miivelete asszociativ, vagyis tetszbéleges a,b,c € R elemekre
érvényes az (ab)c = a(bc) egyenldség;

3) az Osszeadas €és a szorzas binér algebrai muveletei kapcsolatban allnak a disztributiv
torvényekkel, vagyis tetszéleges a,b,c € R elemekre érvényesek az (a + b)c = ac +
bc, a(b + c) = ab + ac egyenléségek.

Az R gylrit kommutativnak nevezziik, ha tetszéleges a, b, € R elemekre ab = ba.

Az R gylrt egységelemes gytiriinek nevezziik, ha az R gyiiriiben létezik egy olyan 1 elem,

hogy tetszélegesa € Relemrel-a=a-1=a.

Legyen R egy egységelemes gyliri. Az R gyliri a elemét invertalhatonak nevezzik, ha

létezik olyan a=! € R elem, hogy aa™! = a™ta = 1.

Tétel 2. Legyen R egy egységelemes gyiirti. A7 R gyiirii osszes invertalhato elemének

halmaza a szorzas binér algebrai miiveletére nézve csoport.

Az R egységelemes gylirli 6sszes invertalhato elemének csoportjat az R gytirth multiplikativ

csoportjanak nevezziik. Jelolése: R*.
Az R; és R, gyurtket izomorfnak nevezziik, ha létezik olyan f:R; — R, bijektiv
leképezés, hogy tetszbleges a, b € R, elemekre
fla+b) = f(a)+ f(b), f(ab) = f(a)f(b).

A R, és R, gylirlik izomorfizmusét szintén a kdvetkezoképpen jeloljik: Ry = R,.

A K gyliri R részhalmazat a K gylirQi részgyiiriijének nevezziik, ha K gylirin megadott

algebrai miiveletet tekintve az R gytir.

Tétel 3. A K gyirii R részhalmaza a K gyurii részgyiirije akkor és csak akkor, ha

tetszoleges a, b € R elemekre teljesiilnek a kévetkezo feltételek:

1)a+b€ER,

2)—a € R,
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3)ab € R.

Az F kommutativ egységelemes gylirit testnek nevezziik, ha az F gy(irti tetszéleges nem
null eleme invertalhatd, vagyis F* = F\ {0}.

Ha a P test az F test részgyurtje, akkor a P az F test résztestje.

Az F, és F, testeket izomorfoknak nevezziik, ha a F; és F, gytiriik izomorfok.
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15. A polinomok gyiiriije

Legyen P egy tetszdleges test, n pedig egy nem negativ egész szam és ay, a4, ..., Ap_1, Ay
a P test tetszOleges elemei, emellett a, a P test nem nullas eleme. A kovetkezd algebrai
kifejezést (szimbolumot)

Apx™ + ap X"+ o+ a;x + ag (1)

a P test feletti x ismeretlentdl (valtozotol) vett n-edrendii polinomnak nevezziik. Az a; elemet
az (1) polinom i-edik hatvanyi x ismeretlen (vagyis x') melletti egyiitthatonak nevezzik
(i =1,2,..,n). Emellett az a,, egyiitthatot ezen polinom féegyiitthatojanak nevezzik.

Megjegyzés 1. A P test feletti nulladik foku polinomok csak a P test nem null elemei.

Megvizsgaljuk a nullas polinomot is, amely egybeesik a P test null elemével. A null
polinom foka meghatarozas szerint nincs definidlva. Az

f(x) =apx™ + ap_x™ 1+ -+ agx + ag,
g(x) = bypx™ + bpy_1x™ 1 + -+ byx + by,

(2)

P test feletti x ismeretlentdl vett megfeleléen n-ed és m-edrendli polinomokat egyenléknek
nevezzik (jelolése: f(x) = g(x)), ha n=m ¢és a, = b, tetszbleges k € {0,1,...,n}
értékekre.

Az f(x) és g(x) polinomok (lasd (2) ) dsszegének nevezziik a kdvetkez6 polinomot:

) +g(x) =cex® +ce_1x5 1+ -+ ¢1x + ¢,
ahol s az n és m szamok koziil a maximalis, ¢, = a, + b, (k = 0,1, ...,s), amelyben az
Ani1s - As(byq, -, bg) mind nullaval egyenléek, han < s(im < s).
Az f(x) és g(x) polinomok (1asd(2)) szorzatanak nevezziik a kdvetkez6 polinomot:
FX)g(x) = dpymx™™ + dppmp1x™ ™+ -+ dix + d,
ahol dy = agby + a1by_q + -+ ay_1by + ayby(k =0,1,...,n+m), a; =0, ha i >n és
bj =0,haj >m.

Megjegyzés 2. Az f(x) és g(x) polinomok szorzatanak d, egyiitthatéja egyenld
megfelelden az f(x) és g(x) polinomok olyan kiilonféle a; €s b; egyiitthatojanak szorzatanak
Osszegével, hogy i +j = k.
arra az esetre, amikor az dsszeadandok vagy szorzandok egyike nullas polinom lesz.

Nyilvanval6d, hogy a fent emlitett polinomok Osszeaddsdnak és szorzésanak definicioi
meghatarozzak a P test feletti x ismeretlent6l vett Gsszes polinom P[x] halmazan vett

Osszeadasanak és szorzasanak binér algebrai miiveleteit (beleértve a nullas polinomot is).
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Tétel 1. A P test feletti x ismeretlentdl vett osszes polinom P|x] halmaza az dsszeadds és
szorzds binér algebrai miiveleteit tekintve kommutativ egységelemes gyiirii. A P[x] gyiirii
egységeleme a P test egységeleme lesz. A P[x] gyiirii tetszéleges nem null polinomjainak
szorzata nem null polinom lesz.

Tétel 2. A P test feletti f(x) polinom a P[x] gyiirii invertilhato eleme lesz akkor és csak
akkor, ha f (x) nulladik foku polinom les:z.

Tétel 3. Legyen g(x) egy a P test feletti tetszéleges nem null polinom. Akkor tetszdleges
f(x) € P[x] polinomra egyetlen olyan q(x),r(x) € P[x] polinom par létezik, hogy

fx) =q()g(x) +rx), ©)
mindemellett az (x) polinom foka kisebb, mint a g(x) polinom foka vagy g(x) = 0.

A (3) egyenldségben a q(x) és r(x) polinomokat az f(x) polinom g(x)-re valo osztasa
soran megfelelden hanyadosnak és maradéknak nevezziik.

Ha a P test feletti f(x) polinom maradéka a nem null g(x) € P[x] polinomra vald osztisa
soran nullaval egyenld, akkor mondhatjuk, hogy az f(x) polinom g(x) polinomra osztédik,
és a g(x) polinomot pedig az f (x)osztéjanak nevezziik.

Tétel 4. A P test feletti g(x) polinom akkor és csak akkor osztéja az f(x) € P[x]
polinomnak, ha létezik egy olyan h(x) € P[x] polinom, hogy f(x) = g(x)h(x).

Tétel 5. Legyen P egy tetszoleges test. A P test feletti polinomokra igazak a kévetkezo
allitasok:

l. Ha f (x) osztodik g(x)-re, és g(x) osztodik h(x)-re, akkor f(x) is osztodik h(x)-re.
. Hogyha az f(x) és g(x) polinomok osztédnak h(x)-re, akkor az f(x) + g(x)
osszegiik és az f(x) — g(x) kiilonbségiik is osztodik h(x)-re.
II. Ha az f(x) osztodik g(x)-re, akkor az f(x)h(x) szorzat is osztodik g(x)-re,
tetszoleges h(x) polinom esetére.
V. Ha minden f;(x), f5(x), ..., fx(x) polinom osztédik g(x)-re, akkor osztodni fognak
g(x)-re a kovetkezo polinomok is:
fi()h (%), f2()ha (%), ..., fie (X)hu (),
ahol hy(x), hy(x), ..., hi (x) tetszéleges polinomok.
V. Tetszbleges f(x) polinom barmilyen nullad fokii polinomra osztodik.
VI. Az f(x) és g(x) polinomok akkor és csakis akkor osztodnak egymdsra, amikor

barmilyen nem nullas c elemére a P testnek: g(x) = cf (x).
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A P test feletti f(x) és g(x) polinomok kozos osztojanak egy h(x) € P[x] polinomot
neveziink, amely osztdja mind a két f(x) és g(x) polinomoknak. Ha az f(x) és g(x)
polinomoknak csak nulladik fok( polinom a ko6z0s osztdja, akkor az f(x) és g(x)
polinomokat relativ prim polinomoknak nevezzik.

Az f(x),g(x) € P[x] polinomok legnagyobb kozés osztéjanak egy d(x) € Plx]
polinomot neveziink, amely ezen polinomok kozds osztdja, mindemellett, 6 maga is osztodik
az f(x)és g(x) barmely kozos osztojara. Az f(x) és g(x) polinomok leknagyobb kozos
osztojat az (f(x), g(x)) szimbdlummal jeloljik.

Megjegyzés 4. Az 5. tételbdl kovetkezik, hogy ha létezik az f(x) és g(x) polinomok
legnagyobb kozos osztdja, akkor az ezen polinomok altal nem egyértelmiien hatarozhaté meg.

Tétel 6. Tetszoleges P test feletti nem nullas f(x) és g(x) polinomoknak létezik
legnagyobb kozds osztéja. Legyen d(x) = (f(x),g(x)) az f(x) és g(x) valamely
legnagyobb kozos osztoja. Akkor az f(x) és g(x) polinomok legnagyobb kozos osztdi
kimeritik a {cd(x)|c € P, c # 0} polinomok halmazat.

Megjegyzés 5. Figyelembe véve az el6zo tételt, megjegyezhetjiik, hogy a polinomok
legnagyobb k6z0s osztdjanak féegyiitthatdja eggyel egyenld.

Tétel 7. Két polinom akkor és csak akkor lesz relativ prim, amikor a leghagyobb kézos
osztojuk eggyel egyenlo.

A nem nullas f(x) és g(x) polinomok legnagyobb kozos osztdjanak meghatarozéasara
szolgald Euklidesz algoritmus a kovetkezOkon alapul: f(x) polinomot elosztjuk g(x)-re,
vagyis felirjuk az f(x)-et a (3) kifejezés szerint; legyen r; (x) maradék az f(x) g(x)-re vald
osztasa soran; ha r;(x) # 0, akkor a g(x)-et r;(x)-re osztjuk, és megkapjuk az r,(x)
maradékot; és ismét, ha r,(x) # 0, akkor az r;(x)-et elosztjuk r,(x)-re és igy tovabb;
amennyiben ezen folyamat soran a maradék foka folyamatosan csokken, akkor valamely 1épés
soran ez a folyamat leall, vagyis valamely k-ra r,,, = 0; végiil az r(x) maradék lesz az
f(x) és g(x) polinomok legnagyobb kézés osztoja.

Tétel 8. Ha d(x) a legnagyobb kézos osztoja a P test feletti f(x) és g(x) polinomoknak,
akkor léteznek olyan u(x), v(x) € P[x] polinomok, hogy

fux) + g(x)v(x) = d(x).

Kovetkezmény 1. Az f(x), g(x) € P[x] polinomok akkor és csak akkor lesznek relativ

primek, ha léteznek olyan u(x), v(x) € P[x] polinomok, hogy
fOulx) + g(v(x) = 1.
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Kovetkezmény 2. Ha az f(x) polinom relativ prim a g(x) és h(x) polinomok
mindegyikével, akkor relativ prim lesz a g(x)h(x) szorzatukkal is.

Kovetkezmény 3. Ha az f(x) és g(x) polinomok szorzata osztodik h(x)-re, de f(x) és
h(x) relativ primek, akkor g(x) osztodik h(x)-re.

Kovetkezmény 4. Ha az f(x) polinom osztodik az egymdas kozétt relativ prim g(x) és

h(x) polinomok mindegyikére, akkor f (x) osztodik a g(x)h(x) szorzatra is.
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16. A polinomok gyokei

Legyen P egy tetszbleges szamtest, f(x) =a,x"+-+a;x+a, a P test feletti
tetsz6leges n-edfokti polinom és ¢ a P test barmely eleme. A P test f(c) = apc™ + -+
a;c + ag elemét az f(x) polinom értékének nevezzik x = c-nél.

Tétel 1. Legyen f(x) és g(x) P test feletti tetszéleges polinomok és u(x) = f(x) + g(x),
v(x) = f(x)g(x) megfeleléen ezen polinomok dsszege és szorzata. Akkor a P test barmely ¢
elemére u(c) = f(c) + g(c) és v(c) = f(c)g(c).

A P test ¢ elemét az f(x) € P[x] polinom gyokének nevezziik, ha f(c) = 0.

Megjegyzés 1. Léteznek olyan polinomok, melynek a valds szamok teste felett nincs
gyoke, de a komplex szamok teste felett van. Példaul, az x2 + 1 (Va € R a? + 1 # 0;i% +
1 = 0) ilyen polinom.

Az els6 foku polinomot lineadris polinomnak nevezziik.

Tétel 2. Az f(x) € P[x] polinomnak a linedris (x — c¢)(c € P) polinomra valé osztasa
sordan a maradék egyenld az f(x) polinom f(c) értékével, vagyis x = c-nél.

Kovetkezmény 1 (Bézout-tétele). A P test ¢ eleme akkor és csak akkor lesz az f(x) €
P[x] polinom gyoke, ha f (x) osztodik (x — c)-re.

Ezek szerint, az f(x) polinom gyokeinek meghatarozasa egyenértékii linearis osztdinak
keresésével.

Legyen f(x) = agx™ + a;x™ 1 + -+ a,_1x + a, a P test valamely polinomja és legyen

f&) = —=0)qlx) +r, D
ahol q(x) = box™ ! + byx™ 2 + ---+ b,_,x + b,_; héanyados, r pedig a maradék az f(x)
linearis (x — ¢) € P[x] polinomra valé osztasa soran. Akkor az (1) egyenléségbdl azt kapjuk,
hogy
ap =by, ay = by —cby, ..., a1 =by_1 —cby_,, a, =1 —ccby_;.
Innen
by = ay, by =cby_1 +ar(k=12,..,n—1), r =cb,_1 + ay,,
vagyis a q(x) hanyados b, egyiitthatojat az el6z6 by_, egylitthatd c-re vald szorzatanak és a
megfeleld a; egylitthatohoz vald hozzdadasanak eredményeként kapjuk meg. Hasonldan
szamitodik ki az r maradék is, amely f(c)-vel egyenlé (lasd.: Tétel 2.). A polinom linearis
(x — ¢) polinomra vald osztdsa soran a hanyados és a maradék meghatarozasara hasznalt

modszert Horner-elrendezésnek nevezziik.
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Az f(x) polinom c gydkét k-szoros gyoknek nevezziik, ha f(x) = (x — c)*g(x), ahol k
valamely természetes szam, a g(x) polinom pedig mar osztodik (x — c)-re. A k szam az f(x)
polinom ¢ gyokének multiplicitasa. Ha k = 1, akkor a ¢ gyokot egyszeriinek nevezzik.

Legyen f(x) = apx™ + a,_1x" 1 + -+ a;x + a, a P test feletti valamely polinom. Az

f'(x) =nax™ 1+ (n— a1 x™ 2%+ + 2a,x + a4
polinomot az f(x) polinom derivaltianak (vagy elsé rendii deriviltjanak) nevezziik. A null
foka polinom ¢és a null polinom derivéltja egyenld a null polinommal. Teljes indukcid
segitségével meghatarozhato az f(x) polinom f®) (x) k-adrendii derivaltja, vagyis
fO@ =0 )Y (k=23..).
Tétel 3. Barmely n-edfoku polinom (n + 1)-edrendii derivailtja egyenlé a null polinommal.
Tétel 4. Tetszdleges P test feletti f(x) és g(x ) polinomokra igaz, hogy

F@D+9@) =f@+g@,  (F@g®) = Dg@ +f®)g .

Tétel 5. Legyen a P test ¢ eleme az f(x) € P[x] polinom k-szoros gyoke (k € N). Egy
tetszéleges k-tol kisebb s természetes szamra a c elem az f(x) polinom s-ed rendii
derivaltianak (k — s)-szeres gydke. A c¢ elem nem lesz az f(x) polinom k-ad rendii
derivaltjanak gyoke.

Tétel 6 (az algebra alaptétele). Barmely természetes foku polinomnak a komplex szamok
teste felett legalabb egy — altalaban komplex — gydke létezik.

Kovetkezmény 2. Bdrmely n-edfoki (n € N) f(x) polinomnak a komplex szamok teste
felett n szamu gyoke létezik, ha minden gyokét annyiszor szamitjuk, amennyi a multiplicitasa.

Kovetkezmény 3. Barmely n-edfoki (n € N) f(x) polinom a komplex szamok teste felett
n linearis tényezore bonthato, vagyis

fO) =alx =) =& (x = &), 1,826 €C)
ahol a — az f (x) polinom féegyiitthatoja. Ez a felbontas egyértelmii a szorzandok kovetésének
rendjének pontossagaval.

Tétel 7. Ha az f(x), g(x) € C[x] polinomok, melyeknek foka nem nagyobb az n
természetes szamtol, és értékiik az ismeretlennek tobb mint n kiilonbozo értéke mellett
megegyezik, akkor f(x) = g(x)

Legyen f(x) = x" + a;x™ 1 + -+ a,_1x + a, — n-ed foka polinom a komplex szamok
teste felett 1 foegyiitthatoval és &, &5, ..., &, a polinom Gsszes gydke (minden tobbszords gyok
eléfordulasahoz mérten van véve). Akkor teljesiilnek a kovetkezd egyenldségek, melyeket

Viete-formuldinak neveziink:
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a; =1+ &+ + &),

Ay = §182 8183+ + 818 + 883 + o+ $a

az = —(§1$283 + §1828a + -+ $n28n-1$n),

an-1 = (D& Snor + 6182 Gnabn o+ 6285 &),

an = (=D"18 $n16n

Tétel 8. Legyen f(x) egy valos egyiitthatoju polinom. Ha az a komplex szam (de nem
valés) az f(x) polinom gycke, akkor az & komplex konjugdltia is gyoke lesz az f(x)
polinomnak, emellett az a és @ gyokoknek azonos a multiplicitasuk.

Kovetkezmény 4. Legyen f(x) egy valds egyiitthat6ju polinom a komplex szamok teste
felett és a az f(x) polinom k-szoros gydoke, amely komplex (de nem valos) szam. Akkor
f(x) = g(x)*h(x), ahol

gx)=x*—(a+a)x+aa (a az a komplex konjugiltja), (2)
h(x) valos egyiitthat6ju polinom.

Tétel 9. Bdarmely polinom a valos szamok teste felett egyértelmiien (a szorzandok kévetési
rendjének megfeleléen) eldallithato a foegyiitthato és néhany valos egyiitthatos tényezd
szorzataként, mely utobbiak részint (x — a) alaku elsé foku polinomok — ezek felelnek meg az
f(x) valos gyokeinek —, részint (2) alaku mdsodfoku polinomok, ezek a konjugalt komplex
gyokparoknak felelnek meg.

A P test feletti n-edfokt f(x) polinomot irreducibilisnek nevezziik, ha az f(x) nem
bontodik fel P test feletti n-t6l kisebb foku polinomok szorzataba.

Tétel 10. A komplex szamok teste felett csak a linearis polinomok irreducibilisek.

Tétel 11. 4 valos szamok teste felett csak a valos gyokokkel nem rendelkezé masodfoku

polinomok és a linearis polinomok irreducibilisek.
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17.  Irreducibilis polinomok.
Polinomok a racionalis szamok teste felett

Legyen P egy tetszdleges szamtest, P[x] a P test feletti polinomok gyiiriije. Az n-edfoka
(n € N)f(x) € P[x] polinomot reducibilisnek nevezziik a P test felett, ha van nem null n-t6l
Kisebb k-adfoku osztdja. Az ellenkez6 esetben az f (x) polinomot irreducibilisnek nevezziik a
P test felett.

Megjegyzés 1. A fent emlitett irreducibilis polinom meghatarozasa ekvivalens az el6z6
fejezetben szerepld irreducibilis polinom meghatarozasaval.

Az irreducibilis polinomok tulajdonsagai a P test felett:

|. Tetszoleges elsofoku polinom irreducibilis.
Il. Haa p(x) polinom irreducibilis, akkor a P test barmely c elemére a cp(x) polinom
is irreducibilis.
I1l. Ha f(x) tetszéleges polinom, p(x) irreducibilis polinom, akkor az f(x) vagy
osztodik p(x)-re, vagy ezek a polinomok relativ primek.
IV. Ha az f(x) és g(x) polinomok szorzata osztodik az irreducibilis p(x) polinomra,
akkor legalabb az egyik ezen tényezok koziil osztodik p(x)-re.

Tétel 1. Tetszéleges n-edfoki (n € N)f(x) polinom a Px] gyiribél felbonthato
irreducibilis polinomok szorzataként (vagyis a P test felett felbontodik irreducibilis polinomok
szorzatdba).

Tétel 2. Ha az f(x) polinom a P[x] gyiiriibdl kétféle modon is felbonthaté irreducibilis
polinomok szorzatakeént:

f(x) = p1 ()2 (%) - ps(x) = q1(x)q2 () -+ g (x),
akkor s =t és létezik olyan s-ed rendii 6 permutacio, hogy p;(x) = c;qsi(x)(i =1, ...,s),
ahol ¢y, ..., c; a P test valamely nem nullds elemei.

Kovetkezmény 1. Bdrmely f(x) polinom a P[x] gyiribdl egyértelmiien felbonthaté a
szorzandok kévetési rendjének pontossagaval irreducibilis polinomok szorzataként, melyeknek
foegyiitthatoi eggyel egyenloek:

f(x) = agp1(x)p2(x) -+ ps(x), D

ahol a, — az f(x) polinom féegyiitthatoja.

Legyen a p(x) irreducibilis polinom az f(x) polinom osztéja. Akkor 1étezik olyan k

természetes szam, hogy az f(x) polinom osztédik p(x)*-ra és nem osztodik a p(x)**!
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polinomra. Ebben az esetben a p(x) polinomot az f(x) k-szoros szorzéjanak nevezziik. Ha a
p(x) irreducibilis polinom az f(x) egyszeres szorzdja, akkor egyszertinek is szoktak nevezni.
Legyenek adottak az (1) felbontasban a p(x),p,(x),...,p;(x) irreducibilis szorzok
paronként kiilonb6zbek és barmely masik szorz6 ezek egyikével egyenld. Ha p;(x) az f(x)
polinom k;-szeres szorzoja (i =1,2,..,1), akkor az (1) felbontast felirhatjuk a
kovetkezOképpen:
f(x) = aopy* ()py2(x) - o (%). (2)
Tétel 3. Ha f(x) és g(x) polinomok felbontasa irreducibilis szorzokra van megadva,
akkor ezen polinomok legnagyobb kozés d(x) osztdja egyenlo a tényezok szorzatdaval, melyek
egyidejiileg mind a két felbontdsban megtalalhatoak, emellett a d(x) polinom minden p(x)
szorzojanak multiplicitasa egyenld az f(x) és g(x) polinomok p(x) multiplicitisai koziil a
kisebbikkel.
Térel 4. Ha p(x) az f(x) polinom k-szoros irreducibilis tényezdje és k = 2, akkor a p(x)
a polinom derivaltjianak (k — 1)-szeres tényezdje lesz. Ha p(x) az f(x) polinom egyszerii
szorzoja, akkor az f'(x) és p(x) polinomok relativ primek.
Legyen adott f(x) a Q racionalis test feletti polinom. Ha az f(x) polinom &sszes
egyiitthatoja egész szam, akkor ezek utan az f(x) polinomot egész szamunak nevezzik.
Tétel 5. (Eisenstein). Legyen adott a kovetkezo egész szamu polinom:
f(x) =apx"+a;x" 1+ -+ a,_1x +a, € Q[x].
Ha létezik olyan egész p prim szam, hogy:
1) az ay fdegyiitthato nem osztodik p-re,
2) az dsszes tobbi egyiitthato osztodik p-re,
3) az a, szabad tag nem osztédik p?-re,

akkor az f(x) polinom irreducibilis a Q test felett.

Kovetkezmény 2. Bdarmely természetes n szamra létezik n-edfoku irreducibilis polinom a
racionadlis szamok teste felett.

Tétel 6. Ha az a egész szam az f(x) € Q[x] egész szamii polinom gydke, akkor az a ezen
@ éS f(_l)

polinom szabad tagjanak osztoja. Mindemellett, ha a # 1, akkor az — —

racionalis szamok egész szamok lesznek.
Tétel 7. Ha az egész szamu polinom, melynek féegyiitthatoja egyenlé eggyel, rendelkezik

raciondlis gydkkel, akkor ez a gyok egy egész szam.
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Tétel 8. Legyen
fx) =apx"+ a;x" 1+ a,x" 2+ -+ a,_1x + a, € Q[x]
n-edfokit egész szamui plinom és &4, ..., &, a kovetkezé polinom ésszes egész gyoke g(x) =

x™+ a; x4 agayx™ 2 + -+ al %an_1x + al ta,. Akkor 5—1, ,i—k az f(x) osszes
0 0

raciondlis gydke.
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18. A linearis tér axiomai. A tér bazisa és dimenzidja
Legyen F egy tetszoleges test, melynek elemeit kis gorog betlikkel fogjuk jelolni, 1 az
F test egységeleme, 0 az F test null eleme.

Legyen L egy tetszéleges nem {ires halmaz, melynek elemeit kis latin betiikkel fogjuk

jelolni.

Az L halmazt linearis térnek nevezzik az F test felett, ha az L halmazban teljesiilnek a

kovetkezo feltételek (a linearis tér axiomai):

I. Az Osszeadds mivelete, mely minden rendezett a,b parnak az L halmazbol
megfeleltet egyetlen elemet ezen halmazbol, melyet az a és b elemek dsszegének
neveziink és a kovetkezoképpen jeloljik: a + b.

II. A szorzés miivelete, mely minden a« € F elemre és a € L elemre megfeleltet
egyetlen elemet az L halmazbdl, melyet az a és a elemek szorzatinak neveziink és
a kovetkezoképpen jeloljik: aa.

III. A linearis tér axidomai:

D(a+b)+c=a+(b+c);

2)a+b=>b+a,

3) létezik olyan 0 elem az L-bél, hogy Va € L a + 0 = a;
4) Va € L létezik olyan a’ elem az L-bél, hogy a + a’ = 0;
5) a(Ba) = (af)a;

6) 1la = a;

7)a(a+ b) = aa + ab,;

8) (a + B)a = aa + Ba;

(VYa,b,c € L; Ya,p € F).

1. gyakorlat. Felhasznalva a linearis tér axiomait bizonyitsuk, hogy:

a) egyetlen 0 elem létezik az L halmazban, mely kielégiti a 3-as axiomat;

b) minden a-ra az L-bdl csakis egy olyan a’ elem létezik az L halmazban, mely kielégiti

a 4-es axidOmat.
Az L linearis tér elemeit vektoroknak fogjuk nevezni (fliggetleniil azok természetétdl).
Az egyetlen 0 elemet az L-ben az L tér null vektoranak nevezziik. Minden a elemre az L-bél
az egyetlen a’ elemet, amely kielégiti a 4-es axiomat az a vektor inverz vektoranak nevezziik
¢és (—a)-val jeloljiik.

2. gyakorlat. Felhasznalva a linearis tér axiomait bizonyitsuk, hogy:
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1) Oa = 0;
2) a0 = 0;
3Yaa=0 © a=0vagya = 0;
4) (-1)a = —a.
Két vektor kiilonbségét, harom vagy négy vektor 0sszegét, s 1. t. a kovetkezd szabalyok
alapjan fejezhetjiik ki:
a—b=a+ (—b) (a+ (=b) =a+ (—1)b),
a+b+c=(a+b)+c
a+b+c+d=(@a+b+c)+d,
st
Az L linearis tér barmely rendezett vektorok halmazat vektorrendszernek fogjuk
nevezni. Legyen adott az a,, ..., ay vektorrendszer az L-bél, @, ...,ag az F test tetszéleges
elemei. Az L tér a;a, + -+ + asag vektorat az a4, ..., ag Vektorok linedris kombindciojanak
nevezzik a megfeleld a4, ..., a; egyiitthatokkal.
Példak linearis térre
1. Az L = {a} null tér egyetlen vektorbol all, melyre a kdvetkez6 tulajdonsagok teljesiilnek:
a+a=a, aa =a (Va €F).
Nyilvanvalo, hogy az a elem null vektor.
2. F™ tér. Az F test barmely rendezett n elemeinek Osszességét n-dimenzids vektornak
nevezziik az F test felett. Az n-dimenzids vektort az F test felett (a4, ..., a,)-nel jeloljiik, ahol
a; az els6 komponense, a, a masodik komponense, s i. t., a, pedig az n-edik komponense
ennek a vektornak. Két n-dimenzios vektort az F test felett akkor neveziink egyenlének, ha a
megfeleld komponensek egyenlék. Jeloljiik F™-nel az Osszes n-dimenzids vektort az F test
felett. Bevezetjiik az F™-en a kovetkezé muiveleteket:
I. Ha a=(ay,..,a,) EF"és b= (fq,..,0n) EF™, akkor az a+ b Osszeget a
kovetkezd szabaly szerint adjuk meg:
a+b=(a,+ L1, ., + Ln).
Nyilvanval6, hogy a + b € F™.
Il.Hay € Fésa = (ay,..,a,) € F™, akkor a ya szorzatot a kovetkez6 szabaly szerint
adjuk meg:
ya=(yay, ..,yan).
Nyilvanvalé, hogy ya € F™.
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3. gyakorlat. Felhasznalva az F test axidmait mutassuk meg, hogy a bemutatott
miiveletek az F™ elemein kielégitik a linearis tér 1) — 8) axiomait.

Az F™ teret az adott miiveletekkel n-dimenzios vektortérnek nevezziik az F test felett. A
linearis tér axiomainak ellendrzéséhez leszogezziik, hogy az F™ tér null vektora (0, ..., 0) n-
dimenziés vektor, és az a = (ay, ..., @,) n-dimenzids vektor inverz vektora pedig a (—a)
vektor, melynek komponensei (—ay, ..., —@y).

3. Clg,p tér. Legyen F = R a valos szamok teste, a, B € R €s a < B. (o p-vel jeldljik
az Osszes f:[a,B] = R folytonos fliggvényt az [a,B] szakaszon. Az f,g:[a,B] - R
figgvényeket egyenlének nevezzik, ha

f&x)=g)  (vx €[a,pD.
Bevezetjiik a kovetkez6 miiveleteket a Cjq 51 elemei felett:

I. Ha f, g € Cjq ), akkor az (f + g) Osszeget a kovetkez6 szabaly szerint adjuk meg:

fF+9)&x) =fx) +g&) (Vx € [a, BD).

Il. Hay € Rés f € C[qp), akkor a yf szorzatot a kdvetkezd szabaly szerint adjuk meg:

&) =yfx)  (Vx € [a, BD.
A matematikai analizis ismert tételeibol kovetkezik, hogy (f +g) és yf folytonos
fliggvények az [a, B] szakaszon, tehit (f + g), (¥f) € Ciqp)-

4. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a Ciqp) linedris teret alkot az R test felett a
bevezetett miiveletekre.

Legyen L — linearis tér az F test felett és A az L nem tires részhalmaza. Az A halmazt
zartnak fogjuk nevezni, ha teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

1) Két tetszOleges vektor 6sszege az A-bol szintén egy vektor lesz az A-bol.

2) Az F tetszOleges elemének és az A tetszOleges vektoranak a szorzata szintén egy
vektor lesz az A-bol.

5. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az L linearis tér nem iires A részhalmaza az F test
felett akkor és csak akkor lesz linearis tér az F test felett az L-ben megadott miiveletekre, ha A
zart ezekre a miiveletekre.

Legyen L egy linearis tér az F test felett. Az L tér a4, ..., ay vektorrendszerét linedrisan
osszefiiggd rendszernek nevezziik, ha az F testnek léteznek olyan aq, ..., g elemei, melyek
koziil nem mindegyik nulla és teljesiil rajuk, hogy:

a,a, + -+ asa; =0 (0 az L null vektora).
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Az L tér aq, ..., ag vektorrendszerét linearisan fiiggetlen rendszernek nevezzik, ha az F
test barmely aq, ..., as elemére, melyek koziil nem mindegyik nulla, az a;a; + -+ + asag
linearis kombinacio nem lesz null vektora az L térnek.

Az L tér aq, ..., a, vektorrendszere linedrisan fiiggetlen, ha az a;a, + -+ agas = 0
(aq, ..., a5 € F) egyenlOség csak abban az esetben teljesiil, amikor a; = -+ = a; = 0.

Az L tér a4, ..., as vektorrendszere linedrisan osszefiiggd (fiiggetlen), ha az x,a; + -+ +
+x,a, = 0 egyenletnek az F test felett x;, ..., x ismeretlenekkel van legalabb egy nullatol
eltéré megoldasa (nincs nullatol eltéré megoldésa).

Az L tér a, b, ..., ¢ vektorait linearisan 0sszefiiggdnek (fliggetlennek) fogjuk tekinteni,
ha az altaluk alkotott vektorrendszer linedrisan 6sszefiiggd (fiiggetlen).

A linedris 0Osszefiiggés Kkritériuma. Az L tér adott vektorrendszere linedrisan
osszefiiggo akkor és csak akkor, ha az adott vektorrendszer egyik vektorat fel lehet irni a tobbi
vektor linedris kombindaciojaként.

Két tétel a rendszerrdl és a részrendszerekrol.

1. Ha az L linearis tér adott vektorrendszerének barmely részrendszere linearisan

osszefiiggo, akkor az egész vektorrendszer linedrisan dsszefiiggo.

2. Ha az L linearis tér vektorrendszere linedarisan fiiggetlen, akkor bdarmely

részrendszere ennek a rendszernek szintén linearisan fiiggetlen.

Legyen L egy linearis tér az F test felett. Az L teret végtelen dimenzios térnek nevezzik,
ha barmely természetes n szdmra létezik n linedrisan fliggetlen vektor az L térben. Ha
valamely természetes m-re az L tér tetszOleges m vektora linearisan dsszefiiggd vektor, akkor
az L teret véges dimenzios térnek nevezziik.

A véges dimenzios L lineéris tér dimenzidjanak az F test felett azt a szdmot nevezziik,
mely az L tér linearisan fiiggetlen vektorainak legnagyobb szamaval egyenld. Ha L null tér,
akkor a dimenzidja nullaval egyenld. A végtelen dimenzios tér dimenzidja co-el egyenld. Az
L tér dimenzidjat az F test felett a kovetkezképpen jeldljiik: dimgL (vagy dim L).

6. gyakorlat. 1) Mutassuk meg, hogy az F test linearis teret alkot az F test felett.
Hatarozzuk meg a dimgF-t. 2) Mutassuk meg, hogy a komplex szdmok C halmaza lineéris
teret alkot a valos szamok R halmaza és a racionalis szamok Q halmaza felett. Keressiik meg
a dimpC-t €s dimgC-t.

Legyen L egy lincaris tér az F test felett. Az L tér ay, ..., ag vektorrendszerét az L tér

bazisanak nevezzik, ha teljesiil a kovetkezo6 2 feltétel:
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1) az a4, ..., as rendszer linearisan fiiggetlen;

2) az L tér barmely vektora az a,,..,as rendszer linearis kombinacidja, vagyis

az ay, ..., ag az L tér generator(alkotd) rendszere.

Tétel a linearis kombinaciokrol. Adott s vektor linedaris kombindcioi kézott nem tobb
mint s linedrisan fiiggetlen.

1. kovetkezmény (Tétel a bazisrél és a dimenziorol). 4 véges dimenzios nem null L
linearis térben az F test felett léteznek bazisok. Barmely bazis vektorainak szama az L térben
dimpgL-el egyenlo.

Az F™ tér véges dimenzios linearis teret alkot az F test felett, dimpF™ =n. n-
dimenzioés vektorok rendszere:

e; = (1,0,..,0,0), e, =(0,1,...,0,0),..., e, =(0,0,..,0,1)
az F tér bazisa. Ezt a bazist az F™ tér kanonikus bazisanak nevezziik.

2. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az adott n, n-méretii vektorrendszer az F™ térnek
bazis rendszerét alkotja akkor és csak akkor, ha a determinans, mely a vektorok
komponenseibdl van felépitve, nullatol eltéro.

3. gyakorlat. Legyen a;,...,as az L tér tetszOleges vektorrendszere. Mutassuk meg,
hogy a kovetkez6 allitasok kozil csak is egy igaz:

1) az a4, ..., as rendszer linearisan dsszefliggo;

2)az aq, ..., ag rendszer az L tér bazisa;

3) létezik olyan a vektor az L-bél, hogy az ay, ..., as, a rendszer linearisan fiiggetlen.

Kovetkezmény. A véges dimenzios L tér barmely linearisan fiiggetlen vektorrendszere

az F test felett kiegészithetd (kibévithetd) ezen tér valamely bazisahoz.
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19. Atmeneti matrix egyik bazisbél a masikba

Legyen L egy véges dimenzios linearis tér az F test felett, az a4, ..., a,, vektorrendszer
pedig az L tér bazisa (n = dimgL).

Tétel a kifejezésr6l. Az L tér minden a vektorara létezik egy és csakis egy olyan
ayq, ..., 0, rendszer az F testbol, hogy az a vektor kifejezhetd a kovetkezd alakban:

a=aa, + -+ aya,.

Az a vektor kapott alakjat a vektor kifejezésének nevezzik az L tér a4, ..., a, bazisa
szerint. Az a,...,a, egyitthatokat az a vektor koordindatdiinak nevezzik az a,...,a,
bazisban (a; az elsé koordindta, a, a mdsodik koordindta, s i. t., a, az n-edik koordindta).
Az n-méretii (a4, ..., a,) Vektort az a vektor koordindtasoranak nevezziik. Nyilvanvalo, hogy
a vektor komponensei (a4, ..., @) megegyeznek annak koordinataival a bazisban, ha a bazis
rendszer az F™-ben talalhato kanonikus bazis ey, ..., e,.

Tétel a koordinataalakban 1évo vektorokkal valé miiveletekrél. Legyen kivdlasztva
az L térben egy bazis és a tér vektorai legyenek kifejezve ezen bazis szerint. Akkor a vektorok
osszegeinek koordinatai ebben a bazisban egyenlok ezen vektorok megfelelé koordinatdinak
osszegével. Ahhoz, hogy megkapjuk a test eleme és a tér vektora szorzatanak a koordinatdit,
meg kell szoroznunk a vektor koordinatdit a test elemére.

Legyen L =F" ¢és a = (ay,...,ay) € F*. Akkor a = aje; + -+ ape,. Az F™ tér
eq, -, ey kanonikus bézisa az egyetlen olyan bazis, melyben egy tetszdleges n-dimenzids
vektor koordinatdi megegyeznek ezen vektor megfelel6 komponenseivel.

Legyen L egy n-dimenziés linearis tér az F test felett, az a4, ..., a,; a3, ..., a, vektor-
rendszerek pedig az L tér két bazisa. Kifejezziik az egyik bazis vektorait a masik bazis szerint:
a; = T110q + 73105 + -+ Tp1ap,

Ay = T120q + Ty0y + -+ Ty,

[A—
an = T1p01 + Topay + -+ Tynay,

ahol7;; € F(1 <i,j < n). Akkor a

T11 T12 Tin
T21 T22 - Tan .

T = . . .. .| matrixot
Tn1 Tn2 Tnn
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atmeneti mdtrixnak nevezzik az a, ..., a, bazisbol az aj, ...,a, bazisba. A T matrix nem
elfajuld, a T~! pedig dtmeneti matrix az a}, ..., aj, bazisbol az a,, ..., a, bazisba. Kifejezziik
az L tér tetszbleges a vektorat mindkét bazis szerint:

a=a.a, ++aya, (@ €F),

a=aa;+ -+ aya, (a €F).

ayq a;
Ay a;l

— az a vektor koordinataoszlopai. Akkor

Legyen

X=TX'.
A kapott képletet a vektor koordinatdinak transzformdcios képletének (vagy tagabb
értelemben képleteinek) nevezziik, egyik bazisbol a masikba.
Legyen L = F™ és ay, ..., a, n-dimenzios vektortér tetszéleges bazisa. Ha felirjuk a
vektorokat egy matrix oszlopaiba, egy atmeneti matrixot kapunk az e, ..., e, kanonikus

bazisbol az a4, ..., a,, bazisba.
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20. Linearis terek izomorfizmusa

Legyenek L és L' két linearis tér ugyanazon F test felett. A ¢: L — L' leképezést az L tér
linedris leképezésének nevezziik az L' térre, ha teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

pla+b) =¢(a)+eb) (Vabel),
p(aa) = ap(a) (Va € F,Va € L).

Az L linearis tér ¢: L — L' leképezését az L' linearis térre izomorfizmusnak nevezziik, ha
¢ ezen linearis terek linedris leképezése €s ¢ az L halmaz kdlcsondsen egyértelmii(bijektiv)
leképezése az L' halmazra. A ¢ kolcsonds egyértelmiisége azt jelenti, hogy az L' minden
vektora, képe valamely vektornak az L-bol(sziirjektiv) és az L kiilonbdzo vektorainak képei
kiilonb6z6 vektorok az L'-ben(injektiv).

Azt mondjuk, hogy az L linearis tér izomorf az L' térrel, ha 1étezik a linearis terek
@:L — L' izomorfizmusa. Az L = L' kifejezés azt jelenti, hogy az L tér izomorf az L' térrel.
Az izomorfizmus tulajdonsagai:

1) L = L (reflexivitas);

2)L =L o L' = L (szimmetria);

YL=L,L'=L" =L = L" (tranzitivitas).

(L" is egy linearis tér az F test felett).

Osztalyozasi tétel. Legyen L egy véges dimenzios linearis tér az F test felett és
dimgL > 0. Akkor L = F®™MFL Han # m, akkor az F™ tér nem izomorf az F™ térrel.

1. gyakorlat. Legyen a ¢: L — L' az L és L' linearis terek izomorfizmusa az F test felett
és aq,..,as az L tér vektorrendszere. Mutassuk meg, hogy ez a rendszer linearisan
Osszefiiggd, linearisan fiiggetlen vagy bazis az L-ben akkor és csak akkor, ha a
p(ay), ..., p(as) képek rendszere linearisan 6sszefiiggd, linearisan fiiggetlen vagy bazis az L'-
ben megfelelden.

2. gyakorlat. Legyen R™ az 0sszes n-dimenzios vektorok halmaza az R test felett,
melynek komponensei mind pozitiv valés szamok. Bevezetjik az R"™ -ban a kdvetkezd
miiveleteket:

) haa = (ay,...,an), b = (B1, ..., Bn) € R™, akkor a + b = (@181, ..., Anfrn);

IDhay €R és a = (ay, ..., ay) € R™, akkor ya = (ai/, ...,a%).

1) Mutassuk meg, hogy az R™* linearis tér az R test felett a fenti miiveletekre.

2) Mi az R™ null vektora?

3) Melyik az R™ tér a = (aq, ..., @,) vektoranak inverz vektora?

4) Mutassuk meg, hogy R™* = R".
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21. A linearis tér alterei. Miiveletek alterekkel

Legyen adott L egy linearis tér az F test felett. Az L tér nem iires A részhalmazat az L
tér alterének nevezzik, ha az A halmaz linearis tér az F test felett az L-ben bevezetett
miiveletekre.

1. gyakorlat. Az L nem iires A részhalmaza akkor és csak akkor lesz az L altere, haaz A
halmaz zart a vektorok feletti miiveletekre.

Az altér Kritériuma. Az L linearis tér nem iires A részhalmaza az F test felett akkor és
csak akkor lesz az L altere, ha barmely a és b vektorokra az A-bol és barmely a és 3 elemre
az F-b6l az aa + b vektor az A eleme.

Példak alterekre.

1. A = {0} és A = L alterei az L-nek (ezek igy nevezett trividlis alterek).

2. Legyen adott az ay, ..., as vektorrendszer az L-ben. Jeloljiik az a4, ..., ag rendszer
Osszes lehetséges linedris kombinéaciojanak halmazat a kovetkezoképpen:

(aq, ..., as) = {aya, + -+ aga4|ay, ..., ag € F}.
Akkor az (a4, ..., as) halmaz altere az L-nek. Ezt az alteret az ay, ..., ag vektorokra hizott
linearis buroknak nevezzik.

3. Az n-ismeretlenes linearis homogén egyenletrendszer megoldasainak tere az F test
felett, altere az F™-nek.

2. gyakorlat. Legyen L véges dimenzios linearis tér az F test felett. Mutassuk meg,
hogy az L barmely altere az L tér valamely vektorrendszerére hiizott linearis burok lesz.

3. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az F™ barmely altere egy n-ismeretlenes linearis
homogén egyenletrendszer megoldasainak tere az F test felett.

4. gyakorlat. Adott a,, ..., a; n-dimenzids vektor az F test felett. Keressiik meg azt az
n-ismeretlenes linearis homogén egyenletrendszert az F felett melynek megoldéasainak tere
(a, ..., ag).

Megoldas. Felirjuk az n-ismeretlenes linearis homogén egyenletrendszert, melynek
matrixa a4, ..., ag vektorok koordinatainak soraibol all. Megkeressiik ezen egyenletrendszer
fundamentalis rendszerét.

Legyen by, ..., by egyike a megoldasok fundamentalis rendszerének. Felirjuk a by, ..., by
vektorokat egy matrix soraiként. A linearis homogén egyenletrendszer a kapott matrixszal

lesz a keresett egyenletrendszer matrixa.
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Miiveletek az alterekkel. Legyenek A és B nem iires részhalmazai az L linearis térnek
az F test felett. (A + B)-vel jeloljiik az dsszes (x + y) vektor halmazat, ahol x az A halmazt,
y pedig a B halmazt futja at. Az (A + B)-t az A és B halmazok dsszegének nevezziik. Az A és
B halmazok 0Osszes kozOs vektorat A és B metszetének nevezzik és a kovetkezOképpen
jeloljik: A N B.

Tétel az alterek 0sszegérol és metszetérol. Az L tér altereinek 6sszege és metszete az L
tér alterei lesznek. Ha A és B véges dimenzios alterei az L-nek, akkor

dimp(A + B) = dimpA + dimzB — dimz(A N B).

Az A ¢és B alterek A+ B Gsszegét az L-ben direkt osszegnek nevezziik, ha minden
z € A+ B vektorra csak egy olyan x € A és egy olyan y € B vektor 1étezik, hogy z = x + y.

A direkt osszeg kritériuma. Az A és B alterek A + B dsszege akkor és csak akkor
direkt Osszeg, ha ezen alterek A N B metszete null altér.

5. gyakorlat. Bizonyitsuk be, hogy az A és B alterek A + B 06sszege akkor és csak
akkor lesz direkt 0sszeg, ha egyetlen olyan a vektor 1étezik az A-bol és egyetlen olyan b
vektor létezik a B-bdl, hogy a + b = 0.

6. gyakorlat. Legyenek A és B az L tér véges dimenziods alterei. Bizonyitsuk be, hogy
az A + B 0sszeg akkor és csak akkor lesz direkt Osszeg, ha a kovetkezd feltételek koziil
legalabb az egyik teljesiil: 1) dim(A N B) = 0; 2) dim(A4 + B) = dimA + dimB.

7. gyakorlat. Bizonyitsuk be, hogy az L tér direkt dsszege az A és B altereinek, ha
teljesiilnek a kovetkezd feltételek: 1) A+ B = L; 2) An B = {0}.

8. gyakorlat. Legyen A nem trivialis altere a véges dimenzios linearis L térnek az F test
felett. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik az L-nek olyan B altere, hogy az L az A és B alterek direkt
Osszege lesz.

9. gyakorlat. Legyen adott egy n-ismeretlenes linearis homogén egyenletrendszer a
valos szamok R teste felett €s ezen rendszer nem nulla A matrixa. Bizonyitsuk be, hogy az R"
tér direkt Osszege lesz ezen rendszer megoldésai terének és az A matrix soraira hiizott linearis
buroknak.

Azt mondjuk, hogy az F test feletti L linearis tér direkt dsszege lesz a sajat A, ..., As
nem null altereinek, ha minden x € A vektorra egyetlen olyan x; € Ay, ..., x5 € Ag vektorok

készlete 1étezik, hogy: x = xq + -+ + x,.
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22. Alterek szerinti mellékosztalyok. Faktor-terek

Legyen adott az L linearis tér az F test felett, A az L altere és x € L.

Az x + A ={x + a|a € A} halmazt az L tér A altér szerinti mellékosztilyanak nevezzik, x
pedig a mellékosztily képviseldje (reprezentdnsa).

Példa a mellékosztalyokra.

Legyen adott egy n-ismeretlenes megoldhaté linearis inhomogén egyenletrendszer az F
test felett és egy n-dimenzios b vektor, mely annak megoldasa. Legyen A a megfeleld linearis
homogén (redukalt) egyenletrendszer megoldasainak a tere. Akkor A az F™ altere, a b+ A
mellékosztaly pedig az adott egyenletrendszer megoldasainak halmaza.

1. gyakorlat. Legyen adott A nem trivialis altere az F™-nek és b egy tetszOleges n-
dimenzidos vektor az F™-b6l. Keressiink olyan n-ismeretlenes linearis inhomogén
egyenletrendszert az F test felett, hogy ezen rendszer megoldasainak halmaza megegyezzen a
b + A mellékosztalyal.

Megoldas. Megkeressiik az n-ismeretlenes linearis homogén egyenletrendszert az F
test felett, melynek megolddsainak halmaza megegyezik A-val. A kapott homogén
egyenletrendszer matrixa azonos lesz a keresett inhomogén egyenletrendszer matrixaval.
Most mar csak meg kell keresniink ezen egyenletek szabad tagjait. Ehhez a megtalalt
egyenletek mindegyikébe behelyettesitjiik a b vektort (az ismeretlenek helyett a b vektor
megfeleld komponenseit). Az F test ezaltal kapott eleme lesz a keresett egyenletrendszer
megfeleld inhomogén egyenletének szabad tagja.

A mellékosztalyok tulajdonsagai az adott altérben. Legyen adott A az L linedris tér
altere, és x,y € L. Akkor:

1) hax € A, akkor x + A = A4;

Dhax+A+y+Aakkor (x + A) N (y+A) =0;

x+A=y+A S x—y€EA4

4) (x+A)+ (y+A) =(x+y)+ A, tehat az A altér mellékosztalyainak Gsszege ezen

altér mellékosztalya lesz;

5y(x+A) Syx+A(Vy €F)éshay # 0, akkor y(x + A) = yx + A.

Bevezetjikk az L/A = {x + A|x € L} jelolést, mely az L tér A altér szerinti 6sszes mel-
1ékosztalyanak halmazat jeloli.

Tétel. Az L/A halmaz linedris teret alkot az F test felett a mellékosztialyok

osszeadasanak miiveletére
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x+A)+W+B)=kx+y)+A (Vx,y € L),
és a mellékosztalyok F test elemére valo szorzasara, mely a kovetkezo szabaly szerint van
meghatarozva.
yx+A) =yx+A (Vy € F,vx € L).

Az F test feletti L /A linearis teret az L tér A altér szerinti faktor-terének nevezzik.

Tétel a harom tér dimenziéjarol. Legyen adott L egy véges dimenzios linearis tér az F
test felett, A pedig az L altere és L/A az L tér A altér szerinti faktortere. Akkor dimpL =
dimpA + dimp(L/A).

2. gyakorlat. Legyen az el6z6 tétel feltételében a By, ..., By mellékosztalyok rendszere
az L/A bazisa és by, ..., bs ezen osztalyok képvisel6inek rendszere (b; € L,B; = b; + A (i =
1, ...,5)). Bizonyitsuk be, hogy ha a by, ..., bg rendszert kiegészitjiikk az A tér bazisaval, akkor
az L tér bizonyos bazisat kapjuk.

Megjegyezziik, hogy L/{0} = L és L/L null tér lesz.
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23. Linearis terek linearis leképezése
1. gyakorlat. Az F test feletti L terének ¢: L — L' leképezése ugyanezen test feletti L
terére akkor és csak akkor linearis leképezés, ha ¢ (ax + fy) = ap(x) + Bp(y) az L tér
tetszéleges x, y vektoraira és az F test tetszdleges a, § elemeire.
A linearis leképezés alapveté tulajdonsagai. Legyen ¢: L — L' linearis leképezése az
L linearis térnek az L' linedris térre az F test felett. Akkor:
1) ¢(0) = 0’ (0 az L nullaja, 0" az L' nullaja);
2) p(=x) = —(x) (Vx € L);
3)haay,..,ag €L és ay,..,a; €EF, akkor gp(ajaq + -+ asa;) = ayp(ay) + -+
+asp(as);
4) ha a, ..., ag linearisan Osszefiiggd vektorrendszer az L-ben, akkor ezek képeinek
p(ay), ..., p(as) rendszere is linearisan 6sszefliggd az L'-ben;
5 az ay,..,as; rendszer az L-bol linedrisan fiiggetlen, ha azok képeinek
p(ay), ..., p(as) rendszere linearisan fiiggetlen.
Legyen ¢: L — L’ linearis leképezése az L linearis térnek az L' linearis térre. A
Kergp = {x € L|p(x) = 0"}
halmazt (azaz minden olyan vektorok halmazat az L-b6l melynek képe az L'-ben null
vektorral egyenld) a ¢ leképezés magjanak nevezziik, mig az
Imp = {p(x)|x € L}
halmazt (azaz minden olyan vektorok halmazat az L'-b6l, melyek képei az L-b6l vett vekto-
roknak) a ¢ leképezés képének nevezziik.
Alaptétel a linearis leképezések homomorfizmusarol. Legyen ¢:L — L' linedris
leképezése az L linedris térnek az L' linearis térre az F test felett. Akkor:
1) Kerg az L altere;
2) Img az L' altere;
3) L/Kergp = Img.
A Kerg és Img altereket megfelelden nulltérnek és képtérnek nevezzik.
2. gyakorlat. Legyen L véges dimenzids linearis tér az F test felett, L' egy tetsz6leges
linearis tér az F test felett és ¢: L — L’ linearis leképezés. Mutassuk meg, hogy:
dimpL = dimgKerg + dimpIme.
Tétel a linearis leképezés egzisztencia és unicitasarol. Legyen L véges dimenzios

linearis tér az F test felett az aq, ..., a, bdzissal és L' tetszéleges linedris tér az F test felett.

66



Akkor barmely by, ..., b, az L' tér n darab vektor rendszerére létezik egy és csak is egy olyan
@: L = L linedris leképezés, hogy @(a,) = by, p(ay) = b, ...,@(a,) = by,.

Bizonyitas. Kifejezziik az L tér minden vektorat az a4, ..., a, bazis szerint. Legyen
a€l ¢é a=aaq++aya, (a,..,a, €F). Legyen ¢(a)= a;b; + -+ a,b,.
Ellendrizniink kell még, hogy a ¢ megfelel-¢ a tétel feltételeinek. Ehhez (mint kiilon feladat)
meg kell mutatni, hogy:

1) @ az L halmaz leképezése az L' halmazra;

2) a ¢ leképzésre teljesiil a linearitas mindkét feltétele;

3) p(ay) = by, ..., p(an) = by;

4) ¢ linearis leképezés, mely kielégiti az el6z6 feltételeket.

Megjegyezziik, hogy nem megengedett a 2) bizonyitdsa az 1) ellendrzése nélkil. A ¢
leképezés unicitdsdnak bizonyitdsa soran nem kell haszndlni a leképezések egyenldségérdl
sz0l6 fogalmat. Két leképzeés, ¢ és 1P akkor egyenldek, ha van kozos értelmezési tartomanyuk,
kozos értékkészletiik és kielégitik a ¢@(x) = P(x) feltételt minden x-re az értelmezési
tartomanybol.

A linearis leképezés matrixa. Legyenek L és L' véges dimenzios linedris terek az F test
felett, dimL' = m és @: L — L' linearis leképezés. Kivalasztjuk az L térben az aq, ..., a,, az L'
térben pedig a b4, ..., b, bazisokat. Kifejezziik az L tér bazisvektorainak képeit az L' tér
bazisa szerint:

@(a;) = ay1by + az1by + - + Gy by
@(az) = a2by + azaby + -+ apobp;

ga(an) = alnbl + aanZ + -+ amnbm-

(a;; EF,1 <i<m,1<j<n). Ezen kifejezések egylitthat6ibol matrixot alkotunk:

17 12 0 OAqp

U1 U - O
A= -

AOm1 Am2 ° Amn

Megjegyezziik, hogy az A matrix i-edik oszlopa nem mas, mint a ¢(a;) (i = 1,...,n) vektor
koordinatai a by, ..., b, bazisban. Az A matrixot a ¢ linedris leképezés matrixanak nevezziik
az L és L' terek aq, ..., a, és by, ..., b, bazisaiban. Legyen x tetsz6leges vektor az L-b6l és

X =x.a,+ - +xpa, (x; EF,i=1,..,n)
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az x vektor a4, ...,a, bazis szerinti kifejezése. Kifejezziik a ¢(x) képet az L, by, ..., b,
bazisa szerint: @(x) = y,by + -+ b, (y; €F,i=1,..,m). Legyen X az x vektor
koordinataoszlopa, Y pedig a ¢ (x) kép koordinataoszlopa. Akkor

Y = AX.
Ezt a képletet a vektor képének koordinataképletének nevezziik a @ linearis leképezés esetén.

A linearis leképezés matrixainak kapcsolata a bazisok behelyettesitése esetén.
Legyen L és L' terekben az ay, ..., a,, és by, ..., by, bazisokbdl 0j bazisok kivalasztva: aj, ..., a,
és by, ..., by, Legyen A’ a ¢ leképezés matrixa ezen bazisokban. Akkor:

A’ = S7AT,
ahol S atmeneti matrix a by, ..., b,, bazisbol a by, ..., by, bazisba az L' térben, T pedig —
atmeneti matrix az a, ..., a, bazisbdl az aj, ..., a, bazisba az L térben.

3. gyakorlat. Legyenek L és L’ linearis terek az F test felett, n = dimL, m = dimlL’ és
adott egy tetszOleges m X n méretli A matrix az F test felett (m a sorok szama, n az oszlopok
szama). Epitsiik fel azt a @: L — L’ lineéris leképezést, mely az L és L' terek elére kivalasztott
bazisaiban az A matrixot alkotja meg.

Megoldas. Legyenek az L és L' terekben kivalasztva a kovetkez6 bazisok: ay, ..., a, az
L bazisa, by, ..., b,, az L' bazisa. El6szor is adjuk meg a bazisvektorok képeit, és legyen

¢(a;) = ayiby + -+ apmibm,
ahol ay;, ..., &y @z A matrix i-edik oszlopa (i = 1, ...,n). Kifejezziikk az L tér vektorait a
bazis szerint. Legyen x € L és x = x;a, + -+ x,a, (x; €EF,i =1,...,n). Legyen ¢(x) =
x10(ay) + -+ x,0(a,) (x €L). A @ leképezés az L tér minden vektoran meg van adva.
Most mar csak azt kell megmutatni, hogy ¢ linearis leképezés L — L', és hogy a ¢ matrixa az
adott bazisokban megegyezik az A matrixszal.

4. gyakorlat. A ¢: F™* — F™ linearis leképezés az F™ és F™™ terek kanonikus bazisaiban
A matrixszal bir. Keressiik meg a Kerg-t és az Img-t.

Megoldas. Img egybeesik a linearis burokkal, mely az A matrix oszlopaira van htizva,
mig a Kergp egybeesik az A matrixos linearis homogén egyenletrendszer megoldasainak

terével.
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24. Miiveletek linearis leképzésekkel

Legyenek L és L' tetszOleges linearis terek az F test felett. Az Osszes olyan linedris
leképezés halmazat, mely az L lineéris teret képezi le az L' linearis térre Homg (L, L')-el
jeloljik. Bevezetjiik ezen halmazon a leképezések dsszeadasat és a leképezések szorzasat az F
test elemére. Legyenek ¢ és ¢ az L tér leképezései az L' térre. A ¢+ Osszeget
leképezésként hatarozzuk meg a kdvetkezd szabaly szerint:

(@ +P)x) =) +y(x)  (Vx€L).
Legyen a € F. Az a¢p szorzatot leképezésként hatarozzuk meg, mely a kovetkezd szabaly
szerint hatarozodik meg:
(ap)(x) = ap(x)  (Vx€L).

1. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ¢ + i és a¢ linearis leképezései az L térnek az L’
térre.

Tétel a leképezések terérol. Az L tér L' térre valo Osszes linedris leképezésének
Homg (L, L") halmaza linedris teret alkot az F test felett a linedris leképezések dsszeaddsdanak
és az F test elemére valo szorzasanak miiveleteire.

A bizonyitas a linedris tér 8 axiomdjanak ellendrzésébdl all. Példaul legyenek ¢,y €
Homg (L, L"). Akkor

(@ +P)) =) +9P(x) =) + o) =P+ o))  (Vx€eL).
Tehat ¢ + ¢ = P + @. Megallunk a 3. és 4. axiomaknal. A Homg(L, L") null eleme nem
mas, mint egy null leképezés. A meghatarozas szerint ez a leképezés az L tér minden vektorat
az L' tér null vektorava alakitja. A ¢ € Homg(L, L") leképezés inverz leképezése (a definicio
szerint) egy olyan ¢’ leképezés, hogy ¢'(x) = —¢@(x) (x € L) (a tovabbiakban a ¢’
leképezést (- ¢)-vel fogjuk jeldlni).

Legyen L" egy ujabb linearis leképezés az F test felett és ¢: L — L', : L' —» L a terek
leképezése. Minden x € L vektornak megfeleltetiink egy (¢(x)) vektort az L"-b8l. Ez a
megfeleltetés lesz az L tér leképezése az L térre. Ezt a leképezést a Y és ¢ leképezések
szorzatanak nevezziik és P ¢-vel jeldljiik. Tehat a definicid szerint:

Wp)(x) =P(p(x)  (VxeL).

Tétel a linearis leképezések szorzatarol. Ha ¢:L — L', : L' - L" linedris terek

linearis leképezései, akkor Wo:L — L' az L linedris tér linedris leképezése az L linedris

terre.
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Legyenek L és L' véges dimenzids linearis terek az F test felett és Homg(L, L") az
L — L' linearis leképezések linearis tere. Kivalasztjuk az L és L' terekben a kovetkezd
bazisokat: ay, ..., a, az L tér bazisa (n = dimgL), by, ..., b,, az L' tér bazisa (m = dimgL").
Minden ¢: L — L' lineéris leképezés matrixat az L és L' terek kivalasztott bazisaiban A,-vel
jeloljiik. Tehat, ha ¢ és 1 linearis leképezései az L térnek az L' térre, akkor:

Apryp =Ap + Ay, Agp=0al, (a€F).
Ezek az egyenlOségek hatarozzak meg a linearis leképezések miveleteinek ¢és a
matrixmiiveletek kozotti 0sszefiiggést.

Legyen L' véges dimenzids tér az F test felett és ¢:L — L', Y: L' — L" linearis
leképezések. Kivdlasztunk az L"-bOl egy cy,...,cx bazist (k = dimgL"). Legyen A, a ¢
leképezés matrixa az L és L' terek ay, ..., an és by, ..., by, bézisaiban, Ay, pedig a 1 leképezés
matrixa az L' és L terek by, ..., b,, és c, ..., Cj bazisaiban. Akkor Aypp = AyAy.

2. gyakorlat. 1) Legyen M,,.,,(F) az 6sszes m X n-méretii matrixok halmaza az F test
felett. Mutassuk meg, hogy M,,,.,,(F) linearis teret alkot az F test felett a matrixok Osszeadasa
¢és a test elemére vald szorzasa szerint. 2) Legyenek L és L' linearis terek az F test felett,
n = dimgL, m = dimgL'. Mutassuk meg, hogy megallja a helyét a linearis terek

Homy(L, L") = M,,x,,(F)
homomorfizmusa. Epitsiink fel legaldbb egyet ezen homomorfizmusok koziil.

3. gyakorlat. Legyen L linearis tér az F test felett és n = dimpL. Mutassuk meg, hogy
Homg(L,F) = F™.

Megoldas. Kivalasztunk egy ag, ..., a, bazist az L térben. Minden ¢:L — F linearis
leképezésnek megfeleltetiink egy n-dimenzios (¢ (a,), ..., ¢(a,)) vektort az F test felett. Ez a
megfeleltetés nem mas, mint linedris terek izomorfizmusa.

A Homg(L,F) teret az L tér adjungalt terének nevezzik és L*-gal jeloljik. Az L* tér

elemeit linedris funkcionaloknak nevezzik az L térben.
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25. Linearis transzformacio

crer

crer

px+y)=9px)+9(y), ¢lax) =ap(x) (Vx,y €L;Va €F).

fgy az L linearis tér linearis transzforméciéja nem maés, mint az L tér linearis leképezése
sajat magara. A linearis terek 18. fejezetben taglalt tulajdonsagai atiiltethetok a linearis terek
lineéris transzformacidira. Megjegyezziik, hogy ha ¢:L — L lineéris transzformacié az L
térnek, akkor a ¢ linearis transzformacié Ker¢ nulltere és Im¢ képtere alterei az L térnek, és
az L/Ker faktortér izomorf az Im¢ térrel.

Ha ¢,y:L - L linearis transzformacioi az L térnek, akkor a ¢ + 1 0Osszeg és az
ap (a € F), oy és Yo szorzatok is linearis transzformacioi az L térnek.
algebrat alkot az F test felett a kdvetkezd definicio értelmében.

A nem lires A halmazt algebrdanak nevezziik az F test felett, ha meg van rajta adva a két
bindris algebrai miivelet az 0sszeadas és szorzas (az F test elemének az A halmaz elemére
valé szorzasanak miivelete) és teljesiilnek a kovetkezd feltételek: 1) A gytiriit alkot az
Osszeadas ¢és a szorzas binaris algebrai miiveletekre; 2) A linearis teret alkot az F test felett az
Osszeadas és a szorzas binaris algebrai miiveletekre (az F test elemének az A halmaz elemére
val6 szorzas); 3) Az A elemeinek Osszeszorzasa és az A elemeinek szorzasa az F test elemeire
a kovetkezd relaciokkal vannak 6sszefliggésben:

(aa)b = a(ab) = a(ab) (Va € F;Va,b € A).

1. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az Osszes n-edrendit My, (F) négyzetmatrixok

halmaza az F test felett algebrat alkot a kovetkezd miiveletekre: matrixok Osszeadasa,

Osszeszorzasa és matrix szorzasa az F test elemére.

crer

erer

nevezziik. Jeloljiik ezt a transzforméaciot 1d-vel. Tehat:
Id(x) = x (Vx € L).
Legyen ¢: L — L az L tér lineéris transzformacidja. Ha létezik olyan ¢': L — L linearis
transzformacio, hogy ¢’ = Id (megfeleléen @' = 1d), akkor a ¢'-et a ¢ transzformacio bal

inverzenek (megfelelden jobb inverzének) nevezziik.
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2. gyakorlat. Ha ¢ transzformacionak létezik bal és jobb inverze, akkor ezek az

crer

e rer

nevezzik.

3. gyakorlat. Bizonyitsuk be, hogy ha az L linearis tér ¢:L — L linearis
transzformécioja invertalhato, akkor csak egy inverz transzforméacioja 1étezik.

Megjegyezziik, hogy a végtelen dimenzios linearis L térnek létezhetnek olyan linearis
transzformécioi, melyeknek van bal inverziik (vagy jobb inverziik), de nincs jobb inverziik
(bal inverziik).

4. gyakorlat. Legyen L = Cfy4; — linedris tér a [0,1] intervallum 6sszes végtelendil dif-

crer
crer

d X
0N =L wew, ape=[roe xep.
0

Mutassuk meg, hogy D és I a Cg 4 tér linedris transzformacioi.

A transzformacidé invertalhatéosaganak két kritériuma. Az L linedris tér ¢:L — L
linearis transzformdcioja akkor és csak akkor invertdlhato, ha teljesiil a kovetkezo két feltétel
egyike: 1) ¢ linedris terek izomorfizmusa; 2) Kergp = {0} és Im¢g = L.

Linearis transzformacio matrixa egy bazisban.

Legyen L egy véges dimenzids linearis tér az F test felett és ¢ az L tér linearis
transzforméacidja. Vizsgaljuk meg az L tér aq,..,a, bazisat és kifejezzik az aq,...,a,
vektorok képeit ezen bazis szerint:

p(a) = aj1a; + az1a; + -+ apiay,

q)(an) = ApQq T A0y + -+ Appay
(a;; € F;1<i,j<n).
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négyzetes matrixot, mely a ¢(a,), ..., ¢(a,) vektorok koordinata oszlopaibdl all, a ¢ linedris
transzformacio matrixanak nevezzik az L tér a4, ..., a,, bazisaban.

Az

Y = AX
képlet az L tetszéleges x vektoranak ¢@(x) képének koordinataképlete, X az x vektor
koordinata oszlopa; Y pedig a ¢(x) vektor koordinata oszlopa (az ag, ..., a,, bazisban). Ha az
L térben kivalasztunk egy 0j aj, ..., a, bazist, akkor a ¢ transzformacié A" matrixat ebben a
bazisban a kovetkezo képlettel kereshetjiik meg:
A’ =T AT,

ahol T atmeneti matrix az L tér ay, ..., a, bazisabdl annak az aj, ..., a,, bazisaba.
Megjegyezziik, hogy az egységmatrix az egységtranszformécid matrixa az L tér barmely
bazisaban. Ha a ¢ transzformaci6 invertalhato, akkor a ¢ és ¢~! transzforméacié matrixai
kolesonosen inverzek (az L tér barmely bazisaban).

5. gyakorlat. Legyen L véges dimenzids linedris tér az F test felett. Bizonyitsuk be,
hogy a ¢: L — L linearis transzformacio akkor és csak akkor invertalhatd, ha a kdvetkezd
feltételek koziil egy teljesiil: 1) Kergp = {0}; 2) Im¢g = L; 3) a ¢ transzformacié matrixa nem

elfajulo (a bazis kivalasztasatol fiiggetleniil).
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26. A matrix és a linearis transzformacio karakterisztikus polinomja

Legyen
a1 Q12 0 qp
]
On1 Opz ° App

n-edrendii négyzetes matrix az F test felett, A egy ismeretlen az F testbdl. Az

a;p — A 47) d1n
a ayy — A a
A—AE = 21 22 2n
Un1 Un2 vt Opn -4

matrixot az A matrix karakterisztikus matrixanak nevezzik (E n-edrendli egységmatrix). Az
A — AE matrix |A — AE| determinansat az A matrix karakterisztikus polinomjanak nevezzik.
Ez egy n-edfoku polinom a A ismeretlentdl az F test felett:

|A—2AE| = (D" + ()"l A o+ (D) Ry AR 4ty
Megjegyezziik, hogy v, = |Al, 1 = @11 + ayp + -+ + ay, pedig az A mdtrix nyoma (angolul
trace) ¢és trA-val jeloljik. n=2 és n =3 esetén a karakterisztikus polinom a

kovetkezOképpen hatdrozhaté meg:

a— A a o111 Qg2
T e EF S CHE T R Wi
a;; — A a1z 13
|A—2E[ =] a3 tpp — A ayz | ==+ (ay1 + ayp + az3)A* —
31 a3z a3z — A
_ ( 11 “12| 11 “13| |“22 “23|))1 +14].
Uz1 Ay 031 Az3 a3z (33

Az n-edrendii A és B négyzetes matrixokat az F test felett hasonlo matrixoknak
nevezziik, ha létezik olyan n-edrendii nem elfajulé T matrix az F test felett, hogy B = T 1AT.

Tétel. A hasonlo matrixok karakterisztikus polinomjai megegyeznek.

Legyen L egy véges dimenzios linearis tér az F test felett. ¢:L — L ezen tér linedris
transzformaciodja és A a ¢ transzformécié matrixa az L tér valamely bazisdban. Az A matrix
|A — AE| karakterisztikus polinomjat a ¢ transzformacio karakterisztikus polinomjanak
nevezziik.

1. gyakorlat. Bizonyitsuk be, hogy a ¢ transzformacio karakterisztikus polinomja
fliggetlen az A matrix kivalasztasatdl (pontosabban az L tér bazisdnak kivalasztdsatol ezen

matrix meghatarozasahoz).
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Legyen A egy n-edrendii négyzetes matrix az F test felett, ¢ egy tetszéleges L linearis
tér linedris transzformacioja egy test felett és
fA) =aprt + A1+ +a, (a;€EF)
egy polinom az F test felett. Akkor
f(A) = apAt + ;A1 + -+, E
n-edrendii négyzetes matrix az F test felett,
f(@) = app’ + @19 + - +a.ld
pedig az L tér lineéris transzformacioja. Az f(A) kifejezést az A matrix polinomjanak
nevezzik (vagy az f(1) polinom értékének az A matrixndl) az f (@) kifejezést pedig a ¢
transzformacio polinomjanak (vagy az f (1) polinom értékének a @ transzformdcional).
Cayley-Hamilton-Kelly-tétel (matrixra). Legyen A n-edrendii négyzetes matrix az F
test felett és f(A) a karakterisztikus polinomja. Akkor f(A) null matrix.
Cayley-Hamilton-Kelly-tétel (transzformaciéra). Legyen ¢: L — L a véges dimenzios
linearis L tér linearis transzformacioja az F test felett és f(A) a @ transzformdcio

karakterisztikus polinomja. Akkor az f(¢) az L tér null transzformdcioja.
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27. Linearis transzformacio sajatvektora és sajatértéke

Legyen L lineéris tér az F test felett és ¢: L — L az L tér linearis transzformacioja. Az L
tér nem nulla a vektorat a ¢ transzformacid sajatvektoranak nevezzik, ha létezik olyan «
eleme az F testnek, hogy ¢(a) = aa. Az F test a elemét a ¢ transzformacio sajdtértékének
nevezziik, ha létezik olyan nem nulla a eleme az L térnek, hogy ¢(a) = aa. Azt fogjuk
mondani, hogy a ¢ transzformacid6 a € L sajatvektora ezen transzformacio a € F
sajatértékéhez tartozik, ha @(a) = aa. Tehat, a @ transzformacid sajatvektorai csak az L tér
nem nulla vektorai lehetnek. A ¢ transzformacio sajatértéke az F test null eleme is lehet.

1. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a ¢ transzformacié sajatvektora csak egyetlen
sajatértékéhez tartozik ezen transzformacionak.

Két tétel a sajatvektorokrol és a sajatértékekrol.

1. Legyen @:L — L az L linedris tér linearis transzformdcioja az F test felett, « a ¢
transzformacio sajatértéke (a € F) és L, az Osszes az a sajatértékéhez tartozo sajatvektorok
halmazanak egyiitt az L tér null vektoraval. Akkor L, az L tér @-invarians altere az L linearis
térnek.

2. A @:L—> L linearis transzformacio sajatvektorainak rendszere, melyek ezen
transzformdcio paronként kiilonbozo sajatértékeihez tartoznak, linearisan fiiggetlen rendszert
alkotnak.

2. gyakorlat. Legyenek a és B a ¢@:L — L linearis transzformacio kiilonboz6
sajatértékei. Mutassuk meg, hogy L, + Lg = L,®DLg.

Tétel a linearis transzformacio sajatértékeirol a véges dimenzids linearis térben.
Legyen L véges dimenzios nem null linedris tér az F test felett és @:L — L ezen tér linearis
transzformdcioja. Ha az F test a eleme a ¢ transzformdcio sajatértéke, akkor a a ¢
transzformdcio karakterisztikus polinomjanak a gyoke. Es forditva, ha az F test a eleme a ¢
transzformacio karakterisztikus polinomjanak a gydke, akkor a ezen transzformacio
sajatertéke.

3. gyakorlat. Legyen L = C[°(§),1] linearis tér a [0,1] szakasz végteleniil derivalhato

fliggvényeinek R teste felett, €s D a derivalas transzformacioja:

d
p(Hw =L (xecyy).

Mutassuk meg, hogy barmely valds szam sajatértéke a D transzformacionak.
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4. gyakorlat. Legyen L = F? és a @:L — L lineéris transzformaci6 az L tér valamely

bazisaban a kovetkez6 matrixszal rendelkezik:

Mutassuk meg hogy:
1) ha F = R, akkor a ¢ transzformacionak nincs sajatértéke;

2) ha F = C, akkor a ¢ transzformacionak két sajatértéke van.

Szabaly a véges dimenzios tér sajatvektoranak meghatarozasardl. Legyen ¢: L — L
az L linearis tér linearis transzformacidja az F test felett. Megkeressiik a ¢ transzformacio
sajatvektorait. Ehhez:

Elsé lépés. Kivalasztunk az L térben egy aq,..,a, bazist és megkeressik a ¢
transzformécio A matrixat ebben a bazisban.

Masodik 1épés. Megkeressiik a ¢ transzformacio |A — AE| karakterisztikus polinomjat.

Harmadik 1épés. Megkeressiik az |A — AE| polinom &sszes olyan aq, ..., gy gyokét,
melyek az F test elemei.

Negyedik lépés. Minden a=a; (1 <i<s) sajatértékre linearis homogén

egyenletrendszerét allitjuk fel x4, ..., x;, ismeretlentdl és (A — aE) matrixszal:

X1 0
(A—aE)X =0, X=<5>, 6=<s>.
Xn 0

Megkeressiik ezen egyenletrendszer fundamentalis rendszerét. Minden
Y1 oor V) 1y o ¥n EF)  megoldasra a megoldasok  fundamentalis  rendszerébdl
szerkesztink egy b =y ay +y,a, + -+ ypa, Vvektort. Legyen by, ..,b, az L tér
vektorainak rendszere, melyeket ezen szabdly szerint a fundamentédlis rendszer Osszes
megoldasabol kapunk. Akkor a ¢ transzformacid Osszes olyan sajatvektordnak halmaza,
melyek az a = a; sajatértékhez tartoznak, megegyezik az Osszes by + -+ + B,-b, linearis

kombinéci6 halmazaval, ahol f, ..., ;- az F test tetszéleges nem nulla elemei.
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28. Euklideszi tér
Az L linearis teret a valos R szamok teste felett euklideszi térnek nevezzik, ha az L
térben a vektorok feletti linedris miveleteken kiviill még egy miivelet értelmezve van. Az Uj
miivelet minden rendezett x, y vektorparnak az L térben megfeleltet egy valos szamot, melyet
(x,y) jelolink és az x,y skaldris szorzatanak nevezzik, valamint kielégiti a kovetkez6

feltételeket (skalaris szorzat axiomait):

1) (y) = x),

2) (x1+x2,y) = (x1,¥) + (x2,9),
3) (ax,y) = alx,y),

4) (x,x) >0(x+#0)

(Vx,xq,x,,y € L; Va € R). Példakat az euklideszi térre a kovetkez6 gyakorlatokban adunk.
1. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az R™ euklideszi teret alkot a megadott skalaris szorzat
miveletre

(x,¥) =x171 + -+ XY (Vx = (x1, 0, X0), ¥ = (1, -, ) € R™).
2. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a Co 4 & [0,1] intervallumon folytonos fliggvények tere

euklideszi tér lesz a megadott skalaris szorzatra
(f,9) = J, f(®Og(O)dt (Yf.9 € Cio).
Megoldas. Mindkét feladatban az (x,y), (f, g) figgvények skalaris szorzatok. Ellendrizziik,
hogy a skalaris szorzat axidmai teljesiilnek-e, ezutan a ,skalaris szorzat” cim elnyeri
hitelességét.
Legyen L euklideszi tér, a4, ..., a, tetszéleges vektorrendszer az L-bdl és
X=x101+ -+ X5, Y =Y10q + 0+ Yl
(X1) o) X5, V1, -» Vs € R).
3. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy

(x,y) = zs: Zs: x;yj (ai, a;).

i=1 j=1

Az
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(as,a,) (a1,a3) - (ay,a5)
(az».a1) (ai'aj) (aZI'as)

(a5 @) (ayay,) = (s as)

matrixot Gram-féle mdtrixnak nevezzik az a,, ..., ag vektorrendszernek.
Ha a rendszer az L tér bazisa, akkor az (x,y)-ra a képlet a 3. gyakorlatban felallitja a
vektorok skaldris szorzatat koordinata formaban.

Haaz a4, ..., a5 bazis az L térben olyan, hogy

1,hai=j;
(“i'“f)={ 0,hai # j;

akkor azt ortonormalt bazisnak nevezzik.
Tétel. Ha aq, ..., a,, ortonormalt bazis az L euklideszi térben, x,y € L, akkor az x, y skaldris
szorzat koordindta formdja az L térben
(x,y) = x1y1 + -+ X

(%1, <o) Xy Y1, e » Vp Q2 X,y koordinadtdi az a4, ..., a,, bazisban).

Az 1. gyakorlatban leirt R™ euklideszi teret n-dimenzios euklideszi térnek nevezziik.

Legyen L euklideszi tér. Az a és b vektort az L térbdl ortogondlisnak nevezziik, ha
(a,b) = 0. A paronkénti ortogonalis vektorrendszert ortogondlis rendszernek nevezziik.
Tétel az ortogonalis rendszerrdl. Nem null vektorok ortogondlis rendszere az L térben
linedrisan fiiggetlen rendszert alkot.

Legyen A egy nem iires vektorhalmaz az L-ben. Megjeldljiik At-val az 6sszes olyan
x € L vektorbol all6 halmazt, melyek ortogondlisak az A halmazbol vett dsszes vektorokkal.
Az A* halmazt az A ortogondlis komplementerének nevezziik.
4. gyakorlat. Legyen A, B nem iires részhalmazok az L-nek. Mutassuk meg, hogy

1) az At ortogonélis komplementere az A halmaznak lineéris altere lesz az L-nek;
2) (A+B)t=A4tnBY%

3) AnB)t =41+ B+ (ANnB + ¢);

4) {0} =1L;

5) L+ = {0}.
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Tétel az ortogonalis felbontasrol. Legyen A nem trividlis altere a véges L euklideszi térnek.
Akkor az At ortogondlis komplementere nem trividlis altere az L-nek, és az L tér direkt
osszege: L = A D At

Legyen L euklideszi tér és x € L. Az m szamot az x vektor normajanak vagy
hosszanak nevezziik és ||x||-el jeloljik.
Tétel (Cauchy-BunyakovszKkij-egyenlotlenség). Tetszdleges x,y-ra az L térbdl igaz az
alabbi egyenlotlenség:.

1Ge, )1 < llxIl - Iyl

Kovetkezmény.

1 1
ey + o+ Xyl < (e + -+ 2228 + -+ y2)2

(%1, o) Xy Y1, -e» Y tetszOleges valds szamok).

< jjolfz(t)dt-JJOng(t)dt

(f, g folytonos fliiggvények a [0,1] intervallumon).

[ rwga
0

A norma tulajdonsagai:
D llax|l = lal - llxIl,

2) lx+yll < llxll + 1lyll,

3) Mlxll =iyl < llx + vl

(Va € R; Vx,y € L). Az utols6 két egyenlGtlenséget hdromszog egyenldtlenségeknek
nevezziik.
Tétel a paralelogramma atléirol.
llx + ylI2 + llx — ylI? = 2(lIxI1* + [IylI?).

Pitagorasz-tétel. Legyen a, ..., ag ortogonalis rendszer az L-ben. Akkor

llag + -+ all? = llaglI? + -+ + llaslI%.
Gram-Schmidt-féle ortogonalizacios eljaras. Legyen aq,...,a; linearisan fiiggetlen
vektorrendszer az L euklideszi térben. Uj vektorrendszert alkotunk:

b1 = al,
— _ (aZJbl)
b3 — _ (a3,b1) _ (a3,b2) b21

3 (byby) 1 (bpby)

_ (as'bl) _ (aS'bZ) e (aS'bS—l)

(by,by) L (byby) 2 (bs—1,bs—1) 71

80

bs = a,



5. gyakorlat. Mutassak meg, hogy
1) aby, ..., b rendszer ortogonalis rendszert alkot;

2) linearis burkok, amelyek az a4, ..., as rendszerre és a by, ..., b rendszerre vannak
huzva egybeesnek.

A by, ..., bg rendszer felépitését Gram-Schmidt-féle ortogonalizacios eljardsnak nevezziik.

Ortonormalt bazisok felépitése. Legyen L véges euklideszi tér és ay, ..., a, az L tér bazisa.
Felhasznaljuk ehhez a bazishoz az ortogonalizacidés miveletet. Végeredménybe kapunk egy
ortogonalis bazist, by, ...,bs-t az L-bol. Megkeressiikk minden vektor normajat ennek a

bazisnak:

1 1 1

¢, =——by,¢c; =—b,,..,c, =——b, .
YUNbTYTE Iball 2 T lball Tt

A ¢y, cy, ..., ¢, Vektorrendszert ortonormdlt bazisnak nevezziik az L-ben.
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29. Az euklideszi tér ortogonalis transzformacioja

Legyen L euklideszi tér. A ¢:L — L linearis transzformaci6é az L euklideszi térben
ortogonalis transzformdcionak nevezzik, ha ez a transzformacié megtartja a skalaris
négyzetét tetszOleges vektornak az L térbdl, vagyis

(), 0()) = (x,x) (Vx € L).
Mivel ||x]|| = m (Vx € L), az ortogonalis transzformaciot az L euklideszi térben
meglehetne jeldlni, mint olyan ¢: L — L linearis transzformaciot, amely megtartja a vektorok
normait, vagyis

leCOll = llxll (vx € L).
1. gyakorlat.(Transzformacié ortogonalitasanak kritériuma) A ¢:L —> L linearis
transzformacioé az L euklideszi térben ortogonalis transzformacio ebben az L térben akkor, és

csak akkor, ha a ¢ transzformaci6 megtartja a vektorok skalaris szorzatat, vagyis
(P, () = (x,y) (Vx,y € L),

Megoldas. Bebizonyitjuk elészor az (x,y) = %(le + ylI2 = lIx12 = lIylI*) (Vx,y € L)
egyenldséget és ezutan felhasznaljuk azt.

2. gyakorlat. Legyen L euklideszi tér és ¢:L — L ortogonalis transzformacioja az L-nek.

Mutassuk meg, hogy

1) ha valds @ szam sajatértéke a ¢ transzformacionak, akkor ¢ = +1,

2) a ¢ transzformacio sajatvektorai, melyek kiilonbozé valos sajat értékeknek felelnek

meg, ortogonalis vektorok.

A kovetkezd két feladatban példakat hozunk fel az ortogonalis transzformaciokra.

3. gyakorlat. Legyen R? 2-dimenzios euklideszi tér, a pedig egy valds szam és

cosa —sina
Ay =1 . .
sina cosa

Bizonyitsuk be, hogy a ¢,: R? - R? transzformécio ortogonalis, mely a kdvetkezd szaballyal
van megadva: ha x = (xq,x,) € R?, akkor ¢, (x) = (y4,v,), ahol
X

(ﬁ) = 4a (x;)
A @, transzformaciot az a szdgre vonatkozo rotdcio transzformacionak nevezzik. Mutassuk
meg, ha

a # nk (k € 7),
akkor a ¢, rotacio transzformacionak nincs sajatértéke.
Tétel (az ortogonalis transzformaciok és ortogonalis matrixok kozotti kapcsolatrol).

Ortogonadlis transzformacioja a véges dimenzios L euklideszi térnek tetszéleges ortogondlis

82



bazisban ortogondlis matrixszal rendelkezik. Ellenkezéleg, ha linedris transzformdcioja az L
ternek valamely ortogonalis bazisban ortoQondlis matrixszal rendelkezik, akkor ez a
transzformdcio ortogondlis transzformacioja az L térnek.

Tétel az ortonormalt bazis képérél. Az ortonormalt bazis képe az ortogondlis
transzformacioban a véges euklideszi L térben szintén ortonormalt bazis ebben a térben.
Ellenkezoleg, ha a linearis transzformacioja az L téernek leképez bizonyos ortonormalt bazist
szintén az L tér ortonormalt bazisdaba, akkor ez a transzformdcio ortogondlis transzformdacio
az L-ben.

Tétel az ortogonalis transzformacio matrixanak kanonikus alakjarol. Legyen ¢:L — L
ortogonalis transzformacioja a véges dimenzios euklideszi L térnek. Akkor az L térben létezik

olyan ortonormalt bazis, melyben az A matrix @ transzformdcionak az alakja

(w0

ahol
_ cosaj —sina;
aj sin @ cosaq;

) (aj + 1k (k € Z)).
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30. Az euklideszi tér szimmetrikus transzformacioja

A @:L— L linearis transzformaciét az L euklideszi térnek szimmetrikus

transzformdcionak nevezzik az L térnek, ha barmilyen x, y-ra az L-bdl teljesiil a
(), ) = (x,0(»)

egyenlOség.
Tétel a szimmetrikus transzformacié matrixarol. A ¢: L — L szimmetrikus transzformdacio
a véges dimenzios L euklideszi térnek tetszoleges az L tér ortonormalt bazisban szimmetrikus
A(AT = A) matrixszal rendelkezik. Ellenkezéleg, ha a ¢:L — L linedris transzformdcidja az
L térnek bizonyos ortonormalt bazishan szimmetrikus mdtrixszal rendelkezik, akkor ez az
transzformdcio is szimmetrikus.
Tétel a szimmetrikus matrix karakterisztikus polinomjanak gyokeirdl. 4 valos,
szimmetrikus matvrix Karakterisztikus polinomjanak gyokei (a C testben) valés szamok.
sajatértéke van.
Alaptétel a szimmetrikus transzformaciorol. Linedris @:L — L transzformacio véges L
euklideszi térnek szimmetrikus transzformdcio akkor, és csak akkor, ha az L térben létezik
olyan ortonormalt bazis, amely a @ transzformacio sajat vektoraibol all.
1. gyakorlat. (Kovetkezmények az alaptételbél). Legyen A valds szimmetrikus matrix.
Mutassuk meg, hogy

1) 1étezik olyan nem elfajuld valés Q matrix, hogy Q "1AQ diagonalis matrix;
2) létezik olyan nem elfajulé valos Q matrix, hogy QT AQ diagonalis matrix;
3) létezik olyan ortogonalis Q matrix, hogy Q 1AQ diagonalis matrix;

4) 1étezik olyan ortogonalis Q matrix, hogy QT AQ diagonélis matrix.

Megoldas. Minden szimmetrikus valdos n-edrendii A matrixra gy nézlink, mint az n
dimenzios L euklideszi térnek valamilyen szimmetrikus transzformacidé matrixdra bizonyos
ortonormalt bazisban ennek a térnek (példaul L helyett vehetjiik az R"-t, és a bazis helyett az
R™ tér kanonikus bazisat).

Az 1. gyakorlat mésodik allitisa a valds kvadratikus alak alaptétele: tetszdleges
kvadratikus valds alak az ismeretlenek nem elfajuld linearis atalakitasaval kanonikus alakhoz
hozhaté.
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A gyakorlat negyedik allitdisaaz tétele a valés kvadratikus alak fétengely-
transzformaciojarél. Megfogalmazzuk ezt a tételt.

Tetszéleges n ismeretlenes kvadratikus alakot az A matrixszal az ismeretlenek bizonyos
ortogonalis atalakitasaval kanonikus alakhoz hozhatjuk

O yf + axy; + o+ anyg.

Ennek a kifejezésnek az egyiitthatoi az A matrix karakterisztikus polinom |A — AE| gyokeiként
funkcionalnak, mindegyik annyiszor ismétlédik meg a kanonikus alakban, amennyi a
multiplicitasa a karakterisztikus polinomban.
Megjegyezziik, hogy az ismeretlenek linearis atalakitasat azok orfogondlis atalakitasanak

nevezziik, ha ennek az atalakitdsnak a matrixa ortogonalis matrix.
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31. Kvadratikus alak
Legyen F tetszdleges test és xq, ..., X,(n € N) az F test ismeretlen elemei. Legyen adva
n? elemi olyan a;; egylitthato az F testbdl, hogy a;; = a;; (1 < i,j <n).

Az

f(xy, ey xn) = Zn:z Q;j XiXj

kifejezést kvadratikus alaknak nevezziik az adott n elembdl allé x;, ..., x,, ismeretlentdl, az
a;; F test feletti egyiitthatokkal. Ha az x4, ...,x;, ismeretlenek helyébe behelyettesitjiik a

Y1, -, ¥Yn €lemeket az F testbol, akkor az F test elemét

n n
[ e V) = Zz @i YiYj

i=1 j=1
a kvadratikus alak értékének nevezzik az adott ismeretlenek értékein. Az aj; (1 <1i,j <n)

egylitthatokbol az f (x4, ..., x,,) kvadratikus alakra felirhatunk egy négyzetes matrixot

011 G120 Aqp
A= : : S
An1 Anz  ° Anp

Az A matrixot az f (xy, ..., x,) kvadratikus alak matrixanak nevezziik.
Ha a;; = aj; (1 < i,j < n), akkor az A martix szimmetrikus: A” = A (A" az A matrix
transzponaltja).

Legyen

X1
X = < : ) akkor XT = (x; ... x,).

Tehat, az f (x4, ..., x,) kvadratikus alakot felirhatjuk matrixok szorzataként
f(xq, ., xy) = XTAX.
Ezt a felirast az f(xq,...,x,) kvadratikus alak madtrixos felirasanak nevezzik. Az
f (x4, ., Xp) kvadratikus alak rangjanak az adott alak A matrixanak rangjat nevezziik. Az
(x4, ..., x,) ismeretlenek mellet mas ismeretlenek rendszerét is hasznalunk az F test felett.
Az (x4, ..., X,) ismeretlenek linedris datalakitasanak az uj (y4, ..., yy,) ismeretlenekhez az
F test felett olyan atmenetet neveziink az 0j ismeretlenekhez, amikor a régi ismeretlenek

felirhatok az 1) ismeretlenek linedris kombinaciojaként, az F test feletti egyiitthatokkal:
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X1 =T11Y1 T 1Y + o+ T

Xn =TniY1 +Th2Y2 + -+ Thandn

(7'11 T2 o 7’1n>
TWi T2 = Tan

matrix ennek az atalakitdsnak az egylitthat6ibdl van felépitve, és azt az ismeretlenek linearis

(; eF;1<4,j <n).
A

dtalakitas matrixanak nevezzik. Az ismeretlenek linearis 4talakitdsat szorzatként is
felirhatjuk

X = QY,
ahol X, Y az ismeretlenek oszlopa, Q atalakitas matrixa.

Az ismeretlenek linedris atalakitdsat nem elfajulo atalakitasnak nevezziik, ha ennek az
atalakitasnak a matrixa nem elfajuld matrix. Ha X = QY nem elfajuld linearis atalakitasa az X
ismeretleneknek az Y ismeretlenekhez, akkor Y = Q71X inverz linearis atalakitas lesz az Y is-
meretlenekt6l az X-hez. Ez az atalakitas lehet6séget ad arra, hogy visszatérjiink a kezdeti
ismeretlenekhez.

A linearis atalakitasok sorozatos elvégzését X = Q;Y és X =Q,Z (Z— a zq,...,2Z,
ismeretlenek oszlopa az F test felett) ezen atalakitasok szorzatdanak nevezziik. A linearis
atalakitasok szorzata szintén linearis atalakitds és a szorzat matrixa egyenld a szorzando
atalakitasok matrixainak szorzataval: X = (Q,Q,)Z.

1. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a nem elfajul6 linearis atalakitasok szorzata nem elfajuld
linearis atalakitas lesz.

Végezziik el az adott f(xq, ..., x,) kvadratikus alaknak az ismeretlenek atalakitasat, ez
azt jelenti, hogy helyettesitsiik be az

n n
flxg, o xp) = Z Z aj X;X;
i=1j=1
kifejezésbe az x4, ..., x,, ismeretlenek helyébe azok kifejezését az 11j ismeretleneken keresztiil
kifejezve és végezziik el a megfeleld egyszeriisitést. Ezeknek az egyszerlsitéseknek az

eredményére a kovetkezd tétel mutat ra.
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A kvadratikus alak atalakitasanak torvénye. Ha az adott A mdtrixos kvadratikus alakban
elvégezziik az ismeretlenek linearis datalakitasait a Q matrixszal, akkor egy uj kvadratikus
alakot kapunk, melynek matrixa B = QT AQ.

Ez a torvény bevezeti a kovetkezo relaciot a kvadratikus alakok kozott.

Az f(x4,...,x,) kvadratikus alakot az xj,...,x, ismeretlencktél az F test felett
ekvivalensnek nevezzik az f, (x4, ..., X,,) kvadratikus alakkal ugyanazoktol az ismeretlenektdl,
ha 1étezik olyan nem elfajuld linearis atalakitasa az xq, ..., x, ismeretlenektdl az y;, ..., ¥,
ismeretlenekhez, hogy

Lo e vn) = fi(x, -, X)),
2. gyakorlat. Legyenek adottak A és B n-edrendli szimmetrikus matrixok az F test felett.
Mutassuk meg, hogy az A matrix kvadratikus alakja ekvivalens a B matrix kvadratikus
alakjaval, akkor, és csak is akkor, ha 1étezik olyan nem elfajuld S matrix az F test felett, hogy
B = STAS.
A kvadratikus alakok ekvivalencia relacidja a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:

1) f(xl' "'an) ~ f(xll "'lxn);
2) fi(xq, s X))~ f2 (X1, s X)) © f2 (1,0, x0) ~ fr (g, X))

3) fl(xlr "'!xn)NfZ(xl' "'ﬂxn)'fZ(xl' ""xn)~f3(x1' ""xn) =

= fl(xll ---;xn)~f3(x1; '"lxn);

ey

A kovetkez0 tétel sziikséges feltétele a kvadratikus alakok ekvivalenciajanak.
Tétel a rang invarians jellegérol. Az ekvivalens kvadratikus alakok rangja egyenlo.

Az 0Osszes kvadratikus alak n-ismeretlent6l vald Osszessége az F test felett feloszlik
ekvivalens kvadratikus alakok osztdlyaira. Az ekvivalens kvadratikus alakok osztalya az
Osszes olyan kvadratikus alakokbol all, melyek parosaval ekvivalensek. Az ekvivalens
kvadratikus alakok kiilonb6z6 osztdlyai nem metszik egymast. A kvadratikus alakok
osztalyozdsa azt jelenti, hogy minden osztdlybol kivalasztunk egy kvadratikus alakot,
melynek legegyszeriibb az alakja, és egyszerti kritériumokat lehet felallitani azok ekvivalencia
meghatarozasara. A legegyszeriibb kvadratikus alak az

fi(xg, e, X)) = X2 + ayx3 + - + a,xZ,
ahol a4, ..., a, az F test tetszbleges elemei, melyek kozott null elemek is szerepelhetnek. Az

adott alakot kanonikus alaknak nevezziik.
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A kanonikus alak A matrixa diagonalis matrix
aq 0

A= @
0 a

A kanonikus alak rangja egyenlé az A matrix nem null 4tlos elemeinek szamaval és
egyenlo az alak négyzeteinek szdmaval nem null egyiitthatokkal.

Alaptétel a kvadratikus alakokrol. Tetszéleges n-ismeretlenes kvadratikus alakot az F
szamtani test felett dtalakithatunk kanonikus alaki kvadratikus alakvuvd az ismeretlenek
valamilyen nem elfajulo linearis atalakitasaval ezen test felett.

Ez a tétel igaz marad tetszdleges F testre is, melynek karakterisztikaja eltérd a 2-tol.

Az alaptétel masképp is megfogalmazhato.

Tetszéleges kvadratikus alak az F test felett ekvivalens egy kanonikus alakii kvadratikus
alakkal.

A kvadratikus alakrol sz6lo alaptétel nem ad véglegesitett osztalyozast a kvadratikus
alakokrol. Tény, hogy a kvadratikus alak kiilonb6zd kanonikus alakjai ekvivalens alakok
lehetnek. Masképp kifejezve: ugyanazt a kvadratikus alakot felirhatjuk barmennyi kanonikus
alakban az ismeretlenek nem elfajuld linearis atalakitasoknak segitségével. Megjegyezziik,
hogy az 6sszes kanonikus alakban kozos lesz a négyzetek szama a nem null egyiitthatokkal.

A kvadratikus alakok osztalyozasanak folytatasa az F test felett fiigg az F test sajatos-

sagatol.

89



32. Komplex kvadratikus alakok
Kanonikus alakja a komplex (vagyis a C test felett) kvadratikus alaknak n ismeretlent6l
X1, Xn. [ =a1X2 + ayx + -+ ayx2, ahol ay,..,a, tetszdleges komplex szamok.
Legyen az f alak rangja egyenld r-el (r < n) éslegyen a; # 0, ..., @, # 0. Akkor
f = a1x? + a,x% + - + a,x2.

Elvégezziik az ismeretlenek alabbi linearis atalakitasat

X1 = (\/“_1)_13’1'

Xr = (\/a—r)_lyr;

Xr4y1 = Yre1(har <n),

ahol a Va az a komplex szambél a két gyok egyikét jelenti.

Ez az 4talakitas nem elfajuld. Ezutan az f kvadratikus alak a kdvetkezd alakot olti:
f=yi+yi+-+y

A kvadratikus alak ilyen alakjat normal alaknak nevezzik.

Alaptétel a komplex kvadratikus alakokrdl. Tetszdleges, n ismeretlenes komplex

kvadratikus alak ekvivalens a C ftest felett valamilyen kvadratikus alak normdl alakjdval,

amely dsszege r ismeretlen négyzeteinek (r az adott alak rangja).

Tétel az osztalyozasrol. A komplex kvadratikus alakok az egyforma szamu ismeretlenektol

ekvivalensek akkor, és csak akkor, ha a rangjaik egybeesnek.
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33. Valos kvadratikus alakok

Kanonikus alakja a valds (vagyis az R test felett) kvadratikus alaknak n ismeretlent6l
X1y e Xnt [ = a1x2 + a,x2 + -+ ayx2, ahol ay, ..., a, tetszéleges valds szamok. Legyen
az f alak rangja egyenld r-el (r < n), az els6 r egyiitthato nullatol eltéré. Akkor az f alakot
felirhatjuk, mint
f = Buxi + - +Bpxz§ - ﬁp+1x§+1 - ﬁp+qx§+qr
ahol By, ..., Bp+q pozitiv szdmok ésp + q = 7.
Elvégezziik az alabbi ismeretlenek linearis atalakitasat:

X1 = (\/E)_lh,

1

Xr = Xp+q = ( /ﬁp+q) Yp+q

Xrp1 = Yrp1(har <n),

Ennek az atalakitasnak nem elfajulé és valos egyiitthat6i vannak. Akkor az f kvadratikus alak
az alabbi alakot 6lti:
f=yi+=FY = Vo1 =~ Vira

vagyis az ismeretlenek p pozitiv négyzetek ¢és q negativ négyzetek Osszegét kapjuk (p =
0, =0, p+q =r). A kvadratikus alak ilyen alakjat a valos kvadratikus alak normdl
alakjanak nevezzik.

Alap tétel a valos kvadratikus alakrél. Tetszoleges valos kvadratikus alak ekvivalens az R
test felett valamilyen kvadratikus alak normal alakjaval, mely pozitiv és negativ ismeretlenek
négyzeteinek osszege.

A kovetkezd tétel ramutat, mi a k6zos a normal alakoknal, melyekhez az adott valds
kvadratikus alak atalakul az ismeretlenek nem elfajulé linearis atalakitasanak segitségével.
Tehetetlenségi torvény. Ha az adott valos kvadratikus alak két valos, nem elfajulo linedris
dtalakitas segitségével két normal alaku kvadratikus alakhoz hozott, akkor az egyik normal
alaku kvadratikus alak pozitiv (negativ) négyzeteinek szama egyenlo a masik normal alaku
kvadratikus alak pozitiv (negativ) négyzeteinek szamaval.

Legyen adva g (x4, ..., x,,) valos kvadartikus alak, melynek normal alakja

gG=Yi+tY — Vo1~ Vg
Akkor az adott g(xy,..,x,) alak p pozitiv négyzetek szamat a tehetetlenség pozitiv
indexének nevezzik. Az adott g(xy, ..., x,) alak g negativ négyzetek szamat a tehetetlenség
negativ indexének nevezzik. A rendezett (p, q) part az adott g(xy, ..., x,) alak szignumjdnak
nevezziik (néha a szignum a (p — q) kiilonbségét fejezi ki).
Osztalyozasi tétel. Két valos kvadratikus alak egyforma szamu ismeretlentol ekvivalens
akkor, és csak akkor, ha az alakok rangjai és szignumjai egybeesnek.
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34. Pozitiv definit valos kvadratikus alakok

A valo6s kvadratikus

n

fGo ) = ) @y (ay € R)

n

i=1 j=1

alakot pozitiv definitnek nevezzik, ha
flag,..,an) >0

minden (a4, ..., a,) # (0, ...,0) (a4, ..., @, € R) esetén.

A pozitiv definitség kritériuma. n ismeretlenes valos kvadratikus alak pozitiv definit akkor,

és csak is akkor, ha egybeesik a kovetkezo hdarom szam: n az ismeretlenek szama, az alak

rangja és a tehetetlenség pozitiv indexe.

Legyen f = XTAX egy valos kvadratikus alak a kovetkezé matrixszal megadva:

a1t i
A = E . E .
In1 = App

Az f alak sarok-aldeterminansainak az A matrix alabbi aldeterminansait nevezziik:

a1 o Qg

Alz all,...,Ak: ,...,An: |A|

A1 " Ok
Sylvester-féle kritérium a pozitiv definitségrol. A valos kvadratikus alak pozitiv definit
akkor, és csak akkor, ha az dsszes sarok-aldetermindansa pozitiv.

1. gyakorlat. Legyen f (x4, ..., x,,) olyan valos kvadratikus alak, hogy —f (x4, ..., X,,) pozitiv
definit. Milyenek lesznek az f (x4, ..., x,,) alak sarok-aldeterminansai?

2. gyakorlat. Fogalmazzuk meg a negativ definit valos kvadratikus alak kritériumat.
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35. Vektorok. Miiveletek vektorokkal

Definicio 1. Egy irdnyitott szakaszt vektornak neveziink. Azt a vektort, amelynek a
kezdd- és végpontjai megegyeznek, és iranya nem meghatdrozott, zérus vektornak nevezziik
(0).

Két vektort akkor neveziink kollinedarisnak, ha azok parhuzamos vagy egyeneseken egy
egyenesen helyezkednek el.

Két vektort akkor neveziink egyenlonek, ha azok Kollinearisak, egyiranytak és
egyforma hossztak.

Az a szabad vektor (azaz olyan vektor, amelyet, nem valtoztatva a hosszat és iranyat,
atlehet vinni a tér barmelyik pontjaba), amely az Oxyz koordinata térben van megadva, a
kovetkez6 képlettel lehet felirni:

d=a,l+a,j+ ak.

Az a vektor ilyen abrazolasat nevezzikk az d vektor felbontasanak tengelyek, vagy

egységvektorok(bazis vektorok) szerint.

Ay, ay,a, — 8z d vektor vetitései a megfelelé koordinatatengelyekre ( az d vektor

koordindtdinak mnevezziik); 1,7,k — ezen tengelyek egységvektorai ( egységvektorok,

melyeknek az irdnya egybeesik a megfeleld tengely pozitiv irdnyaval). Az
axl, ayj, a,k vektorokat az @ vektor komponenseinek nevezziik a tengelyek szerint.

Az d vektor hosszat (abszolut értékét) a kovetkezd képlet segitségeivel szamithatjuk ki:

@l = ¥ g T a

Az d vektor hosszat az a,f és y szogek hatarozzak meg, amelyek a vektor és az Ox,
Oy, Oz tengelyek alkotnak. Ezen szogek koszinuszat a kovetkezd képletek segitségével
szamithatjuk ki:

a a

Y zZ
= ,CO0Sy = —.
lal ’ 14

a a
cosa === X
lal

lal /a§+a§,+a§

A vektor irany koszinuszait a kdvetkezd 0sszefiiggés koti 0ssze:

,Cos =

cos?a + cos?p + cos?y = 1.
Két vektor d és b dsszege, @ + b, egy vektor, amely dsszekdti az @ vektor kezdetét a b

vektor végével feltéve, hogy a b vektor az d vektor végétol indul ki.

Vektorok osszeadasanak tulajdonsagai
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1. Kommutativ:d + b = b + d.

2. Asszociativ: (d + B) +c=d+ (5 +¢).

3. Minden vektornak létezik ellentétes vektora (—a), olyan, amelyre @ + (—a) = 0.
4, d+0=ad.

Az @ és b vektorok kiilénbségének, @ — b, egy olyan & vektort neveziink, amelynek az
Osszege a b vektorral az d vektort adja.

Haaz d és b vektorok egységvektoros alakban vannak megadva, akkor az 6sszegiiket és

kiilonbségiiket a kovetkezd képletek segitségével talalhatjuk meg:
d+b = (ay +b)i+ (a, +b,)j+ (a, + b,)k,
d—b=(a;,—b)i+(a, —b,)j+ (a, — b))k
Az G vektor szorzataa A € R szémra a b = A4 vektor.

Az a vektor szorzatat egy szamra a kovetkez6 képlet altal hatarozhatjuk meg:
2d = (Aay)i+ (Aa,)j + (Aa,)k.
Az a és Ad vektorok kollinedrisak és egyiranyuak, ha A > 0, és ellentétes iranytak, ha

A<0.
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36. Vektorok skalaris, vektorialis és vegyes szorzata
Definicio 1. Két, d és b vektor, skaldris szorzata alatt egy (&, B) szamot értiink, amelyet

ugy kapunk, hogy Osszeszorozzuk e két vektor abszolut értékét és a koztiik lévo szog
koszinuszat, azaz

(@,b) = |dl||b| cos g. (1)

Definicié 2. Az d vektor vetitése a b vektorra (vagy a tengelyre) egy iranyitott szakasz,

melynek kezddpontja az d vektor kezddpontjanak vetiilete a b vektorra, végpontja — az d

vektor végpontjanak vetiilete a b vektorra.

Felhasznalva ezt a definiciot, fel lehet irni két vektor skalaris szorzatat a kovetkezd

alakban:
v ! - - —
2 (@, b) = ldl(|b| cos @) = |d|Przb, )
e
b vagy

(,b) = |b|(l@| cos @) = |b|Pr3a. ®)

A vektorok 0sszegének a vetitése a vektorra egyenlo e vektorok vetitéseinek 0sszegével.

Tehit, Pry(b + &) = Prgb + Prgé, mivel AM = AN + NM.
Az @ vektor és a A szdm szorzaténak vetitése a b vektorra egyenld a A szam szorzataval

az a vektor b vektorra valo vetitésére:

Vi
Na—"
. r -
a ;
CToaA B 3
p» Aa

Két vektor skaldris szorzatanak tulajdonsagai:
1) (&, 5) = (I;, @) — a koszinusz parossagabol kovetkezik;
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2) (Ad,b) = A(d,b), ahol A — skalar, mivel a definicié szerint (1d,b) = |b|PrzAd =
A|b|Pryd = A(@, b);

3) (@+¢&b) =(d,b)+(¢b), mivel a skalaris szorzat definicioja szerint (& +
¢,b) == |b|Pry(d@+¢) = |b|(Pryd + Pryé) = |b|Pryd + |b|Pryé = (d,b) +
(@ b);

4) (a,d) = |d|* = 0,(d,d) = 0,had = 0.

Definicié 3. Az d nem nulla vektor egységvektoranak az d, vektort nevezziik, amelynek

| =

egységhossza van, és az irdnya megegyezik az d vektor iranydaval, azaz d, =

Y

Tekintsiik meg a Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszert a térben és egy d
vektort, amely az origobdl indul ki. Megjeldljiik e vektor vetitését a koordinatatengelyekre
megfelelden: x;,y;,z;. Ezen vetitéseket a vektor koordinatdinak nevezziik, jelolése: a =
{x1,v1,2,} vagy @ = x,0+ yi] + z;k, ahol 1,7,k — az Ox, Oy, Oz tengelyek megfeleld
egységvektorai.

Legyen b = x,0 + ¥,] + z,k, akkor az 1) — 4) tulajdonsdgokat haszndlva azt kapjuk,
hogy

(4,b) = (X17+ y1] + 21k, X,T + yo] + 2,k) =
= 160D +x,@)) +x12, (Z E) +y1%.G, 0D + y1y. (G )) + 3’122(7: E) +z1x; (E: ?)
+ 21y, (E)f) + zlzZ(E, E)) = X1 Xy + V1V2 + Z1Z,.

Tehat,

(Ei, I;) = X1Xy + V1Yo + 21 25. 4)

Had # 0,5 # 0,akkor @ L b < x,%, + Y1V, + 2,2, = 0.

A skaldris szorzat definiciojabol kévetkezik, hogy ha d@ # 0,b # 0 akkor az @ és b
vektorok kozotti ¢ szoget a kovetkezd képlet segitségével lehet kiszamitani:

(a,l_;) _ X1X2+Y1Y2+z12Z, (5)

BN [e24y24a2 [x34rgead

cos @ =

Definicié 4. Rendezett hdrmasnak nevezziik a hdrom @, b, ¢ vektort, ha meg van adva,

hogy ezek koziil melyik az elsé, melyik a mdsodik, és melyik a harmadik vektor.
Definicié 5. A nem komplandris @, b, ¢ vektorok hdrmasat jobbsodrasii (balsodrdsi)-

nak nevezziik, ha kézés kezddpontra vitel utin a ¢ vektor a sik (ahol az d és b vektorok
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helyezkednek el) azon oldaldn helyezkedik el, ahonnan az d-tél a E-ig vett legrovidebb

fordulat, az oramutato jardsaval ellentétes (megfeleld) iranyban torténik meg.

Definicié 6. Két, d@ és b vektor, vektoridlis szorzata alatt egy harmadik, &é = [d, B]
vektort értiink, amely kielégiti az alabbi feltételeket:

1) A ¢ vektor merdleges az @ és b (¢ L d, ¢ L b) vektorokra.

2) Az a és b vektorokkal (a, b, C) jobbsodrasi harmast alkot.

3) A ¢ vektor hossza megegyezik azon paralelogramma teriiletével, amely az d és b

vektorokra van felépitve (|¢| = |a| |B | sinp,aqpazdés b vektorok kozétti sz6g).

A vektorialis szorzat tulajdonsdgai:

1. [d,b] =-[bd].

2. [d,b] = A[d,b], A - skalar.

3. [a&b+¢]=][dn]+Idcl.

4. la,dl=0

Legyen d = {xy,y121}, b ={x3,¥5 2,}, akkor az 1-4 tulajdonsigokat hasznélva,
kapjuk

[C_i, B] = [xli) + y1j+ le, xzi) + y2j+ Zzﬁ] =
= x1%2[L, 1] + %1 ¥2[],J] + x12; [T» E] +y1%2 011 + +y1y2 07,71 + y122 []_: E] + Z1X; [E’ T] +

+z1Y» [kj] + 212, [k, k] = X1Y2K — X1Z,] = Y1 X2k + y1250 + 21X5] — 21Y,1 =

_ SM Z1|__>x1 Z1| *|x1 3’1|_ Lok
Y2 Zp X2 Zp X2 Y2 X1 V1 4y
X2 Y2 Zp
Vagyis,
. T ] k
[a, b] =|*1 Y1 Zi|
Xo Y2 Zp

Legyen adva barmely hérom @, b és & vektor. Ha az d@ vektort vektoridlisan
megszorozzuk a b vektorral és a kapott [@, B] vektort skalarisan megszorozzuk a ¢ vektorral,

akkor eredményiil kapjuk az [d, I;]Z' szamot, amelyet az @, b és & vektorok vegyes szorzatdnak

nevezink.
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A vegyes szorzatnak egyszerii mértani jelentése van. Az @[b, ] vegyes szorzat egyenld,
az ezen vektorokra épitett paralelepipedon térfogataval, plusz eldjellel véve, ha az d,b,¢
harmas — jobbsodrast, és minusz eldjellel véve, ha az d.b, ¢ harmas — balsodrasi. Ha az @, b,
¢ vektorok komplanarisak, akkor @[b, ¢] = 0.

Innen kapjuk, hogy az A(xy,y1,z1), B(X2,¥2,22), C(x3,¥3,23) € D(X4,Y4 24)

csucspontokkal megadott tetraéder térfogata a kovetkezo képlettel hatarozhatdo meg:

Xo_X1 YVo-YV1 Zp-2Z3
X3-X1 Y3-Y1 Z3-Z3
Xg-X1 Ya-Y1 Z4-23

V=4

o=

Ha C_i = {xl; Y1, Zl}lB = {XZ; }’2;22} €s E = {X3, }’3123}’ akkor

-

[b, C] =lx, vz zy| = V2Z3 — 22Y3)T — (X223 — 22%3)] + (X2y3 — Y2 x3)k.
X3 Y3 Z3
A skalaris szorzat meghatarozasara szolgalo képleteket felhasznalva, kapjuk
. X1 Y1 Z1
d[b, €] = x1 (223 — 2,¥3) — y1 (%223 — 2,%3) + 2, (Y3 — Yo%3) = X2 V2 Zaf.
X3 Y3 Z3

A vegyes szorzat nem valtozik, ha a vektorok szorzdsit kordzési sorrendben

athelyezziik:

Két vektor athelyezésekor a vegyes szorzat csak eldjelet valt:

bac = —abc, cba = —abc, acb = —abc.
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37. Az egyenes altalanos, normal és kanonikus egyenletei

A Descartes-féle derékszogl koordinata-rendszerben az egyenes a sikon egy elséfoku
egyenlettel hatarozodik meg, ¢és forditva, minden els6fokt egyenlet egy egyenest hataroz meg.

Valoban, legyen L, valamely egyenes a sikon,

S

M(xq,y,) egy rogzitett pontja ezen egyenesnek, ¢és az

n={A,B} vektor merbleges az L egyenesre

a
/ (normalvektor).

Ha az M(x,y) az egyenes barmely pontja, akkor az MM = {x — x,,y — y,} Vektor,
mer6leges az 7 = {4, B} vektorra, és ezért (7, W) =0¢ésA(x —xp) +B(y —y,) = 0.

Ha egyszerisitjiik ezen egyenletet, akkor kapjuk

Ax + By =C, ()
ahol € = —Ax, — By,.

Megmutatjuk, hogy minden elséfoku egyenlet (1), egy egyenest hataroz meg. A (1)
egyenletnek van (x,,y,) gyoke, mivel az A és B egyidejiileg nem egyenld nullaval, vagyis
1étezik legalabb egy olyan M, (x,, ¥o) pont, amelynek koordinatéi kielégitik a (1) egyenletet:

Axy+ By, + C = 0. 2

A (1) egyenletbdl kivonva a (2) azonossagot, megkapjuk az

A(x = x0) + B(y = y0) = 0, (3)
egyenletet, amely ekvivalens a (1) egyenlettel.

Ha az M (x,y) pont hozzatartozik az L egyeneshez, akkor a koordinatai kielégitik a (3)
egyenletet, mert az 7 = {4, B} és az MyM = {x — xo,y — y,} vektorok ortogonalisak, és a
skalaris szorzatuk A(x — x,) + B(y —y,) egyenldé nullaval. Ha az M(x,y) nincs az L
egyenesen, akkor a koordinatai nem elégitik ki a (3) egyenletet.

Definicio 1. Bdrmely nemzérus vektort, amely pdrhuzamos az adott egyeneshez,
iranyvektoranak nevezziik ezen egyenesnek.

Megkeressiik az egyenes egyenletét, amely athalad az M; (x4, y;) ponton, és az adott
q = {l, m} iranyvektorral rendelkezik.

Legyen adott, hogy az M(x,y) pont az adott egyenesen fekszik. Akkor az MM =
{x —x1,y —y1} és G ={l,m} vektorok kollinearisak, vagyis a vektorok koordinatai

aranyosak:
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X—X1 _ Y=V1
— = (4)
A (4) egyenlet, az egyenes keresett egyenlete, amit az egyenes kanonikus egyenletének

neveziink.
Legyen az M,(x,,y,) pont az adott egyenes pontja. Akkor az M;M, = {x, — x4, Y2 —

y1} vektor és az MiM = {x — x1,y — y1}, egy egyenesen fekszenek. Vagyis,

X—X1 Y=y1
R B 40 S)
X2—X1 Y2—y1 ( )

Az egyenes egyenlete, amely athalad az My és az Mypontokon a (5) alakban irodik.
Ha a (4) egyenlet jobb és baloldalanak a értékét, t paraméter szerint vessziik, akkor
kapjuk az egyenes paraméteres egyenletét:

{x=x0+lt,

Y =Yo+mt ©

Ha a (1) egyenletet elosztjuk -B # 0-vel, akkor megkapjuk az egyenes irdanytényezés

egyenletét
y =kx+b, (7)
A L . ,
ahol a k = — az egyenes iranytényezdje, amely egyenloé az egyenes Ox-tengelyhez tartozo
hajlasszégének a tangensével, b = — 5 a szakasz nagysaga, amelyet arnyékol az egyenes az

Oy-tengelyen.
Ha két egyenes az'y = kix + by és y = k,x + b, egyenletekkel vannak megadva, akkor

a koztiik levo egyik szog a kovetkezo képlettel hatarozodik meg:

ko—kq
1+k ik,

tgp =

Az iranytényezok egyenlosége ki = k,, nem mas, mint az ilyen egyenesek
parhuzamossdganak az ismertetdjele, a merdlegességnek pedig k1k, = —1 osszefiiggés.

Ha az egyenesek az A;x + B;y + C; = 0 és A,x + B,y + C, = 0 egyenletekkel vannak

megadva, akkor kozottiik a ¢ szog, a kovetkezo képlettel hatarozodik meg:

IA%+B% /A§+322
. . .y . Aq B4 » oy
Az ilyen egyenesek parhuzamossdaganak az ismertetojele az = egyenloség.
2 2

Es merdlegességiiknek pedig, A{A, + B;B, = 0 dsszefiiggés.
Legyen megadva az egyenes adltalanos, (1) egyenlettel, ahol az egyiitthatok nem
egyenlok nullaval, akkor a (1) egyenletet az
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+2=1 (8)

QIR

egyenlethez lehet vezetni a szakaszokban, ahol a = —%,b = —% a szakaszok nagysaga,

amelyeket arnyékol az egyenes a koordinata-tengelyeken.
Legyen az (L) egyenes normal-egységvektorral n = {cos a ; sin a} adva és p tavolsagra az
origotol. Akkor az (L) egyenes tetszoleges M(x,y)

pontjara prﬁm = p, vagy

N
(7i,0M) —p = 0. 9)

P
ﬁ ’
d Q > Koordinataju formaban a (9) egyenlet alakja a
X
kovetkezo
(L) . _
xcosa+ysina—p =0, (10)

ahol az a az 11 és Ox vektorok kozti szog.

A (10) egyenletet az egyenes normal egyenletének nevezziik.
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38. Az egyenes tengelymetszetes, csomo és polaris egyenletei

Definicio 1. Az egyenesek dsszessége a sikon, amelyek dthaladnak a sik valamely S
pontjan, S kozéppontu egyenesek csomojanak nevezziik.

Ha az A1x + Biy + C; = 0 és A,x + Byy + C;, = 0 egyenletek, két kiilonbozo egyenes

egyenletei, amelyek S pontban metszik egymast, és az a és B tetszéleges szamok, amelyek
egyidejiileg nem egyenléek nullaval, akkor az

a(Alx + Bly + Cl) + ﬂ(Azx + Bzy + Cz) =0 (1)
az S ponton dthalado egyenes egyenlete.

Legyen megadva az egyenes altalanos egyenlettel, ahol az egyiitthatok nem egyenlok
nullaval, akkor azt az

ISH K
+
TR

=1 @)
E c

egyenlethez lehet vezetni, ahol a =

,b=— 5 a szakaszok nagysdaga, amelyeket arnyékol
az egyenes a koordindta-tengelyeken. A (2) egyenletet az egyenes tengelymetszetes
egyenletének nevezziik.
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39. Sik egyenlete a térben

Legyen adva a haromdimenzios, E; Euklidészi térben a P sik, amely athalad az M,
(%0, Y0, Zo) koordinataju ponton és legyen az M az x,y, z kordindatakkal rendelkezo barmely
pont, amely a P stkon fekszik. Ha megjeloljiik ni-nel a P sikra merdleges vektort, akkor csak
az M pontjaira, amelyek a sikon fekszenek, W 1 7. Vagyis,

((# =7, 1) =0, (1)
ahol 7 = x7+ y] + zk, 7y = xol + yo] + zok.

A (1) egyenletet a sik vektoridlis egyenletének nevezziik.

Legyen az 7t = Tcos a + j cos B + k cos y vektor, az egységvektor, amelynek irdnya a
merdlegessel egyezik meg, amely a koordinata-tengely kezddpontjabol indul; az a, S, y -
szogek, amelyeket a merdleges alkot az Ox, Oy és Oz koordinata-tengelyekkel és a p a
merdleges hossza. Akkor vektorialis alakban az egyenlet a kévetkezo

(7,1) = p. (2)

Koordinatas alakra valo atmenetkor, a (2) egyenlet a kovetkezo alakot olti

xcosa+ycosf+zcosy—p=0. (3)
Ez a sik normalis egyenlete.

Legyen az (ABC) az i vektor koordinatdi. Akkor a (1) egyenletet felirhatjuk forditott
alakban igy:

A(x —x0) + B(y — y0) + C(z — zp) = 0. 4)

A (4) egyenletet nevezziik a sik egyenletének, amely dthalad az M, ponton, és az
n = {4, B, C} vektort pedig a sik normal-vektoranak nevezziik. Ha figyelembe vessziik

D = —Axy — By, — Cz,,
akkor kapjuk
Ax+By+Cz+ D =0, (5)
Ezt az egyenletet nevezziik a sik altalanos egyenletének.

Ahhoz, hogy a sik (5) dltalanos egyenletét a (3) normalis egyenletére vezessiik, a (5)
egyenlet minden egyes tagjat sziikséges megszorozni a p = +(A* + b* + C 2)_1/ 2 normalizalo
szorzora, az elojelet pedig ugy vdalasztjuk, hogy ellentétes legyen a (5) egyenlet D
szabadtagjanak elojelétol.

A sik elhelyezkedésének részesetei a (5) daltalanos egyenlettel hatarozhatok meg:
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A = 0 — sik, amely parhuzamos az Ox-tengelyhez;

B = 0 — sik, amely parhuzamos az Oy-tengelyhez;

C = 0 — sik, amely parhuzamos az 0z-tengelyhez;

D = 0 — sik, amely athalad a koordindta-rendszer kezdopontjan;

A = B = 0 — sik, amely merdleges az Oz-tengelyre (parhuzamos az xQ0y sikhoz);

A = C = 0 — sik, amely merdleges az Oy-tengelyre (parhuzamos az x0z sikhoz);

B = C = 0 — sik, amely merdleges az Ox-tengelyre(parhuzamos az y0z sikhoz),

A = D = 0 — sik, amely dthalad az Ox tengelyen;

B = D = 0 — sik, amely dthalad az Oy tengelyen;

C = D = 0 — sik, amely dathalad az Oz tengelyen;

A = B = D = 0 — sik, amely egybeesik az x0y sikkal (z = 0);

A = C = D = 0 — sik, amely egybeesik az xOz sikkal (y = 0);

B = C = D = 0 — sik, amely egybeesik az y0z sikkal (x = 0).

Ha a sik (5) altalanos egyenletében a D + 0 egyiitthato, akkor a (5) egyenlet minden
egyes tagjat elosztiuk —D-vel, akkor a sik egyenletét a kovetkezé alakra lehet hozni

Zri4I=1, (6)

ahola=—-D/A,b=—-D/B,c=—D/C. A (6) egyenletet a a sik egyenletének nevezziik a
szakaszokban. Amiben az a, b, ¢ — a sik Ox, Oy és Oz tengelyekkel valo metszépontjanak
megfeleloen az abszcisszaja, ordinatdja és aplikatja.

A stk egyenlete, amely dthalad az adott harom

Ml (xl, W4T Zl)' MZ (xZ, V2, Zz), M3 (x3, V3, Z3) pontOkOn, megl‘aldlhaté az MlM, M]_Mz, M1M3
vektorok komplanarissaganak a feltételébol, ahol M(x,y,z) a keresett sik egy tetszéleges

pontja,

(MM, [M,M,, M, M;]) = 0,
vagy koordinata alakban

X=X Y=V Z—Z
Xo—=X1 Y2—Y1 Z—Z1| = 0. @)
X3 —X1 Y3— V1 23— 71

Az
a(A;x + Byy + C1z) + B(A,x + B,y + C,z) =0 (8)
egyenlet, az a és [ tetszéleges értékei mellett, valamely sikot hatiroz meg, amely dathalad

azon az egyenesen, amelyet az
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Aix+By+Cz+D,  =0ésA,x+B,y+Cz+D, =0 9)
stkok metszése altal kapunk, vagyis valamely sikon, amely a sikok csomojahoz tartozik,
amelyek athaladnak ezen az egyenesen. Ezért a (8) egyenletet a sikok csomojanak az
egyenletének nevezziik. Ha az 1, = {A4, By, C1} és 1, = {A,, By, C,} vektorok kollinedrisak,
akkor a sikok csomoja atalakul sikok oOsszességébe, amelyek a (9) egyenlet altal
meghatarozott sikokhoz parhuzamosak.

A tér sikjainak oOsszessegét, amelyek dthaladnak az M, ponton, a sik nyalabjanak
nevezziik.

Az A, B,C tetszoleges értékei mellett, a (4) egyenlet egy sikot hataroz meg, amely az M,
ponton athalado nyalabhoz tartozik. Ezért a sik nyalabjanak az egyenlete a (4), ahol A, B,C-
tetszoleges szamok.

A (9) sikok kozti ¢ szog a kovetkezo képlettel hatdrozhato meg

cos @ = (10)

JA§+B§+612\/A§+322+622

A sikok parhuzamossaganak a feltétele:
A _B_G
A, By Cp
A sikok merdlegességének a feltétele:
AA; + BiB, + C,C, = 0.
A (5) egyenlettel megadott sik és az My(xo, Vo, Zo) pont kozti tavolsiag a kovetkezd

képlettel hatarozodik meg:

(- e @
Ha a sik a (3) egyenlettel van adva, akkor
d =|xgcosa+yycosf +zycosy —pl.
Az M pont elhajlasanak a (3) egyenlettel adott siktol, a
§d =xpcosa+yycosf +zycosy —p,
szamot nevezziik, '+’ eldjellel véve, ha az M pont és az origo a (3) sik kiilonbozo oldalain

o

fekszenek, és "’ eldjellel, ha ugyanazon oldalon fekszenek.
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40. Két sik hajlasszoge. Két sik helye a térben

A Alx + Bly + Clz + Dl =0 és Azx + Bzy + sz + DZ =0 sikok kozti (1) SZOHg a

kovetkezo képlettel hatarozhato meg

cos @ = A1A>+B1B,+C1C, (1)
JAreBiact 4348343

A sikok parhuzamossaganak a feltétele:

Ay _ By _ (4

Ay By Gy
A sikok merdlegességének a feltétele:
A;A, + BB, + C,C, = 0.
Az dltalanos egyenlettel megydott sik és az My(xo, Vo, 20) pont kozti tavolsag a

kovetkezo képlettel hatarozodik meg:

d — |AxO+By0+CZO+D|. (2)

JAZ+B2+4Cy

Ha a sik a normal egyenlettel van adva, akkor

d = |xycosa+y,cosf + zycosy —pl.
Az M pont eltérésének a normal egyenlettel adott siktol, a
6 =xpcosa+ygcosf +zycosy —p,
szamot nevezziik, '+’ elojellel véve, ha az My pont és az origo a sik kiilonbozo oldalain

fekszenek, és "’ eldjellel, ha ugyanazon oldalon fekszenek.
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41. Az egyenes és a sik a térben

Megtekintjiik a hdaromdimenzios Euklidészi teret, E;, amely a derékszogii Oxyz
koordindta-rendszerre van vezetve. Legyen adva az My(xy, Vo, Zo) pont és ezen ponton halad

at az L egyenes. Ha ezen egyenesen vesziink egy barmely M(x,y,z) pontot, akkor minden
MM vektorok, barmely M € L - re, kollinearisak lesznek egymds kozt, vagyis kollinedrisak
egy valamely dllandé q vektorhoz, amelyet az L egyenes irdanyvektordanak neveziink. Legyen a

q = {l, m,n}, akkor az MyM||q feltétel analitikusan a kovetkezd alakban irhaté
X—Xo — Y—=Yo _ Z—2Zy (l)

l m n '

Ezt az egyenletet nevezziik az egyenes kanonikus egyenletének az Es-ban. A (1) egyenlet

még a kovetkezo alakban is irhato

X=Xo _ Y—Yo _ 2729

cosa cosf  cosy'

ahol a, B,y - szogek, amelyeket az egyenes alkot a koordindta-tengelyekkel. Az egyenes irany-

koszinuszai a kovetkezo képletekkel hatarozandok meg

cosa = m, cos B =ﬁ,
cosy = ﬁ
Az egyenes kanonikus egyenletébol, dttérhetiink az egyenes paraméteres egyenletére:
x=xo+Ilt,y=yo+mt,z=2z,+nt (2)
megjeldlve az (1) egyenléségben t-vel.
Legyenek az 7,7, k — megfeleléen az Ox, Oy és Oz koordindta-tengelyek egységvektorai.
Akkor a (2) egyenléséghbdl kapjuk
X +Jy + kz = Txo + jyo + kzo + t(il + jm + kn).
Ha megjeloljiik
F=Tx+]y+kz 7y=1Ixo+]Yo+ k2o,
akkor megkapjuk az egyenes vektorialis egyenletét
T =1, + qt. (3)
A G iranyvektor kinematikai értelme abban dll, hogy ez a vektor az anyagi pont
mozgasdnak pillanatnyi gyorsuldsa, ha a mozgds torvénye a (3) vektoridlis egyenlettel van
adva.

Az egyenes megadhato ket sik egyenlete altal
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{Alx + Bly + C]_Z + D1 = 0, (4)
Azx + Bzy + sz + Dz = O,

amelyek ezen egyenesen metszik egymast. Az x és y valtozokat kizarva a (11.4) rendszerbol,
x=azxcy=bz=xd, kapjuk, hogy az egyenes két sik altal van meghatarozva, amelyek
levetitik az x0z és y0z sikra.

A két My(x1,y4,21) és M,(x,,Y,, Z,) pontokon dthalado egyenes egyenlete a kévetkezd

X—X1 — Yy—Y1 — Z—Z1 (5)
X2—X1 YV2=V1 Z3-21
’ T . . X—X -
Két egyenes kozti szog, amelyek kanonikus egyenletekkel vannak adva: l 1= my L=
1 1

és = =a meghatarozhato a kévetkezo képlettel
n, Iy m; ny

l112+m1m2 +nqin, (6)

cos @ =
JBrmiend [ em3ens

Két egyenes parhuzamossaganak a feltétele

i, _my _ng

I, my nyp
Két egyenes merdlegességének a feltétele
L, + mm, +nn, = 0.
Sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy két egyenes kanonikus egyenletekkel (6)

vannak adva, és egy sikhoz tartoznak (két egyenes komplanarissaganak a feltétele)
X2 =X1 YV2—=YV1 22— 721
ly my ny = 0. (7)
L m; n;
Ha az l,my,n, mennyiségek ardanyosak az l,,m,,n, mennyiségekkel, akkor a (7)

osszefligges a sziikséges és elégséges feltétele a térben az egyenesek metszésének.

Az =20 - Z_nzl egyenes és az Ax + By + Cz + D = 0 sik kozti szog a kovetkezd

l m

képlettel hatarozhato meg

Al+Bm+Cn
VA2+B2+C2VI1Z+m2+n?’

sing =
az egyenes és sik parhuzamossdaganak a feltétele
Al+Bm+Cn=0, (8)
az egyenes és a sik merdlegességének a feltétele
=—=- ©9)
Az
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x = It + x,,
y =mt+ Yy,
z=nt+ 2z,

egyenes, és az Ax + By + Cz + D = 0 sik elhelyezkedésének kiilonbozo esetei:
a) haaz Al + Bm + Cn # 0, akkor az egyenes metszi a sikot;
byha az Al+Bm+Cn=0 és Axy+ By,+Czy+ D # 0, akkor az egyenes
parhuzamos a sikhoz,
c) haaz Al+Bm+Cn=0 és Axy + By, + Czy + D = 0, akkor az egyenes a sikon
fekszik.
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42. Az ellipszis, hiperbola és parabola kanonikus egyenletei
Ellipszis
Definicio 1. Ellipszisnek nevezziik a sik pontjainak mértani helyét, melyek két rogzitett
ponthoz (fokuszpontok) valo tavolsdagainak 6sszege — dallando érték.
Az ellipszis egyenletének kivezetéséhez irdnyitsuk az abszcissza tengelyt Ox az
egyeneshez, amely athalad a fokuszpontokon, az Oy-t pedig az F; és F, fokuszpontokat
0sszekotd szakasz kozéppontjan keresztil. Akkor F,(—c,0),F,(c,0),c > 0. Ha M(x,y) az

ellipszisen talalhato, akkor az ellipszis egyenletének alakja: r; + 1, = 2a (a > 0), ahol

FM=r={(x+c)2+y% rn,=FEM=.(x—c)%+y2 Amennyiben r?—1r? = 4cx,
igy kapjuk (r; — 1) (1 +12) = (p —12)2a = 4cx.

: Y- Catixr—a_t
Tehdt, ry — 1, =2 _ Innenr; =a+ SN =a— X
Tovabb megkapjuk, hogy 72 = (x + )2 + y%2 = (a + gx)z.

A zarojelek felbontésa €s az egyszerisitések utan megkapjuk:

xZ yZ

2=t

ahol b? = a? — ¢? , amit az ellipszis kanonikus egyenletének neveziink.

Hiperbola
Definicio 2. Hiperbolinak nevezziik azon pontok mértani helyét, melyekre két rogzitett
fokuszponttol valo tavolsagok abszolut értékének kiilonbsége, allando szam.
Vesziink egy derékszogli Descartes koordinatarendszert, ahogy az ellipszisnél is.
Legyenek F;(—c, 0), F,(c, 0) fokuszpontok. Akkor a hiperbola egyenlete igy néz ki:

|ry — 7p| = 2a,

aholr, = J(x + )2 + y24,1, = /(x — 0)? + y2.
Ha felbontjuk az abszolut értéket, akkor megkapjuk:

rn—1,=2ahax >0,

r,—1 =2ahax <0.

fgy a hiperbola két agbol all. Elészor megvizsgaljuk, ha x > 0. Amennyiben 2 — r? =

4cx, megkapjuk, hogy r; + 1, = 2%,1’1 — 1, = 2a. Innen

cx cx
n=a+—, rp,=—a+—
a a

Tovabba
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(x+c)?+y?= (a + gx)z.

Az egyszerlsités utan kapjuk

C2
2 2 _ 42 2
x<1—a2>+y =a°—c“.

Amennyiben a? — ¢? < 0, akkor figyelembe véve hogy b? = c? —a?, megkapjuk

x2

o z—j = 1, amely a hiperbola kanonikus egyenlete.

x < 0 esetén, hasonldan kivezetve, megkapjuk ugyanezt a kanonikus egyenletet.

Parabola

Definicio 3. Paraboldnak azon pontok mértani helyét nevezziik, melyek egyenlo
tavolsagra fekszenek egy rogzitett ponttol, amelyet fokuszpontnak neveziink, és egy adott
egyenestol, amit direktrixnek neveziink. Feltéve, hogy a fokuszpont nem fekszik a direktrixen.

Legyen F a parabola fokusza és (D) a direktrixe. A sikon, amely athalad az F ponton és
a (D) egyenesen, bevezetiink egy négyzetes Descartes koordinatarendszert xOy. Az
abszcissza tengelyt az F fokuszponton athaladd egyenesre iranyitjuk, amely merdleges a
direktrixre, az Oy ordinatatengelyt pedig az Ox tengelyhez merdlegesen tigy, hogy az F

fokuszpont és a direktrix kozotti szakaszt az Ox tengelyen két egyenld részre ossza.

Legyenek a fokuszpont koordinatai F (S,O), raadasul p > 0. Akkor a (D) direktrix

egyenlete x = —E ¢s a d — a parabola barmely M pontjatol a direktrixhez vald tavolsag a

kovetkezd képlettel szamithato ki

d= |x+§|,

p 2
és a fokuszpontkoz d = \/ (x - —) + y2.

Tehat,

o= (=) "+

vagy
y? = 2px.

Ezeket az egyenleteket a parabola kanonikus egyenleteinek nevezziik.
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43. Masodrendii gorbék direktrixei és excentricitasa

Az ellipszis excentricitisinak nevezzik az & =§ értéket. Az egyeneseket, amelyek
merOlegesek az F;F, fokalis tengelyhez, szimmetrikusak az ellipszis kdzéppontjara %
tavolsagban, az ellipszis direktrixének nevezzik, az egyenletiik x = + %

C , .r . e sy o
Az e = - értéket a hiperbola excentricitisanak nevezziik.

Az egyenest a hiperbola aszimptotdjanak nevezziik, ha az egyenes és a hiperbola

M(x,y) pontja kozotti tavolsdg a nulldhoz tart x — +oo esetén. A hiperboldnak két
aszimptotaja van, amelyek egyenletei y = i%x.

A hiperbola aszimptotainak ébrézolasahoz egy téglalapot rajzolnak: x = a,x = —a,y =
b,y = —b oldalakkal. Az egyeneseket, amelyek athaladnak a téglalap egymassal szemben
1év6 csucsain, a hiperbola asziptotdinak nevezziik.

Ha a = b, akkor a hiperbola egyenlete a kdvetkezd:

x? —y? =q?

Az ilyen hiperbolat egyenlé oldalu hiperbolanak nevezzilk. Az & asszimptotai
derékszoget alkotnak.

Legyen F a parabola fokusza és (D) a direktrixe. A sikon, amely 4thalad az F ponton és
a (D) egyenesen, bevezetiink egy négyzetes Descartes koordinatarendszert xOy. Az
abszcissza tengelyt az F fokuszponton athaladd egyenesre iranyitjuk, amely merdleges a
direktrixre, az Oy ordinatatengelyt pedig az Ox tengelyhez merdlegesen tigy, hogy az F

fokuszpont és a direktrix kozotti szakaszt az Ox tengelyen két egyenld részre ossza.

Legyenek a fokuszpont koordinatai F (2,0), raadasul p > 0. Akkor a (D) direktrix

egyenlete x = —g ¢s a d — a parabola barmely M pontjatol a direktrixhez valo tavolsag a

kovetkezd képlettel szamithato ki

d= |x+§|,

P\ 2
és a fokuszponthoz d = J (x - E) + y2.
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