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1. Komplex szamok. Komplex szamok algebrai alakja

Elméleti kérédések

A W0 N -

o N o O

10.
11.

12.
13.

14.
15.

Mi a komplex szam fogalma?

Milyen alakban irhatd fel egy komplex szam algebrai alakban?

Mi a valds rész és mi a képzetes rész a komplex szamok esetén?

Mit neveziink imagindrius egységnek, ¢és milyen tulajdonsaggal
rendelkezik?

Hogyan torténik két komplex szam 6sszeadasa algebrai alakban?
Hogyan torténik két komplex szdm kivondsa algebrai alakban?
Ismertesse a komplex szdmok szorzdsanak szabalyat algebrai alakban!
Hogyan osztunk két komplex szadmot algebrai alakban? Miért
hasznéaljuk a konjugaltat?

Mit jelent a komplex szdm konjugdltja? Hogyan jeldljik és szamitjuk
Ki?

Mi a komplex szam abszolut értéke és hogyan szamoljuk ki?

Milyen geometriai értelmezése van a komplex szdmoknak a komplex
sikon?

Mi a kiilonbség valds és nem valds komplex szam kozott?

Hogyan kapcsolodik a masodfoku egyenletek megoldasa a komplex
szamokhoz?

Mit jelent az, hogy a komplex szdmok halmaza algebrailag zart?
Miért sziikséges a komplex szamfogalom bevezetése a valds szadmok

bovitéseként?

Gyakorlatok

1. Szamitsa ki a kifejezések értékét:

A(4+20)+(1—-)+(GB+2)B-50); b) (3+i)-$i—3i) ;
) (5-302+ )+ (-1+)(8+3i); d) (3—i;(_1i—4i) :
e) (7—20)B+4) + B+ )(1+20); f) L30E-0

(2+i)2

2. Szamitsa ki az i”7; i%8; i" kifejezések értékét, ahol n egy természetes szam!

5



3. Bizonyitsa be az alabbi egyenldségeket:

Q)1+ =2""(nez,; b) (1+ )* = (—1D)"2*" (n€Z)!

4. Keresse meg az x és y valds szamokat, amelyek kielégitik a kovetkezd egyenleteket:
A R+Dx+ A +2D)y=1—-4i;

by B3+20)x+(1+3i)y=4—-9i!

5. Oldja meg az alabbi linedris egyenletrendszereket:

{(3—i)x+(4+2i)y=2+6i,
)4+ 20)x — (2 + 30)y = 5 + 4i;

b { QR+idx+2—-Dy=6,
NG+ 20x+ (B —20)y = 8;

x—y+2iz =20,

x+iy— 2z =10,
c){
ix+3iy—(1+i)z=30!

6. Legyen a € C és va — olyan komplex szam, hogy (\/E)z = a. Szamitsa ki:
a)Vv2i; b)V-15+8i; C) V=3 —4i; d) V=11 + 60i ;
e)V=1; f)V8+6i; 9 V1—iV3; h) V2 —iviz2!

7. Oldja meg az alabbi egyenleteket:
Ax2—R+iD)x—1+7i=0;

b) x2 — (3 —2i)x+5—5i = 0;
0)2+)x?—(G5-ix+2—-2i=0;

d) (1—)x% — (2 — 16i)x — 23 — 39 = 0!

8. Bizonyitsa be, hogy:
a) a z komplex szam akkor és csakis akkor lesz valos, ha Z = z ;

b) a z komplex szam akkor és csakis akkor lesz tiszta képzetes, ha z = —z !

9. Bizonyitsa be, hogy a tetszdleges x és y komplex szamokra teljesiilnek a kovetkezok:

AxFy=%+y; bxy=xy;, o)=x=-x; dy =03 "1(y=*0)



10. Keresse meg az dsszes olyan komplex szdmot, amely sajat négyzetének konjugaltja!

11. Tiintesse fel a komplex sikon azokat a pontokat, amelyek megfelelnek az alabbi szdmoknak:

5, -2, -=3i, +1++/3i!

12. Keresse meg azokat a komplex szamokat, amelyek megfelelnek:

a) egy négyzet csucspontjainak, melynek kozéppontja a koordindtarendszer kezdépontja, oldalai

1 egységnyi hosszuak, és parhuzamosak a koordinatarendszer tengelyeivel;

b) egy szabalyos haromszog csucspontjainak, melynek kozéppontja a koordindtarendszer
kezddpontja, oldala parhuzamos az képzetes tengellyel, egyik csicspontja a negativ valos

féltengelyen helyezkedik el és a koriilirt kor sugara 1 egységgel egyenld!

13. Hogyan helyezkednek el a komplex sikon azok a pontok, amelyek megfelelnek az x, y és z

komplex szdmoknak, és melyekre teljesiilnek a kdvetkezok:

x+y+z=0, xX=yy=zz+07?



2. A komplex szamok trigonometrikus alakja

Elméleti kérédések

A W N -

11.
12.
13.
14.

15.

Mi a komplex szdm trigonometrikus alakja?

Hogyan szamitjuk ki egy komplex szdm abszolut értékét?

Mit jelent egy komplex szam argumentuma (arg z)?

Hogyan szamithatd ki egy komplex szdm argumentuma a valds ¢és
képzetes részek alapjan?

Milyen 0sszefiiggés van a komplex szdm algebrai és trigonometrikus
alakja kozott?

Hogyan 4brazolhaté6 egy komplex szdm a komplex sikon
polarkoordinatakkal?

frja fel a komplex szam trigonometrikus alakjat az abszolut érték és
az argumentum segitségével!

Hogyan szorzunk két komplex szdmot trigonometrikus alakban?
Hogyan osztunk két komplex szamot trigonometrikus alakban?

Mi a De Moivre-formula, és hogyan hasznalhato a komplex szamok
hatvdnyozéasara?

Hogyan hatvdnyozunk komplex szdmot trigonometrikus alakban?
Hogyan vonunk gyokot komplex szdmbo6l trigonometrikus alakban?
Mit jelent az n-edik gyokok fogalma komplex szamok esetén?

Miért eldnyds a trigonometrikus alak hasznédlata bizonyos
miveleteknél?

Héany kiillonb6z6 n-edik gydke van egy nem nulla komplex szdmnak?

Gyakorlatok

1. Keresse meg az aldbbi komplex szdmok trigonometrikus alakjat!

a) —2;

f) 5i;

by1+i;  o)V3-i;  dV5-+V5i; e)2+V3+i;

91—-i; h)y1++/3i; i)1+\/3—§i; j)cosp —ising .



2. Oldja meg az alabbi egyenleteket!

a)lz| +z=8+4i; b) |z| —z=8+12i.

3. Hatarozza meg azon pontok mértani helyét a komplex sikon, melyek megfelelnek azoknak a z
szamoknak, melyek kielégitik az alabbi feltételeket:

T

aQ)l1<|z|<2; blz—1-i]<1; C)%<Argz$§;

d|z-2|<1; e)0<Reiz<1,; lz—1|+1]z—-1]=3.

4. Szamitsa ki az alabbi kifejezések értékét!

DA+ () g(1-B0" g @-vz+)”

1-i
5. Bizonyitsa be, hogy (V3 — i)n = 2" (cos%n —isin %n) aholn € N'!

6. Irja fel a sin x-t81 és cos x-t6] fliggd polinom alakjéban az alabbi figgvényeket:

a) sin4x ; b) cos 6x ; C) sin7x !

7. Irja ki trigonometrikus alakban az alabbi kifejezések dsszes gyokeit:

a) 1°/512(1—x/§i); b) °| == !

8. Irja ki algebrai alakban az alabbi kifejezéseknek a megfelel$ gyokeit:

a) Vi: b) V8vV3i—8; c) ‘:/—72(1—1'\/5); d)V2 = 2i;

4. 3 (8+24i | 3 [27-54i .
e)v—4; 1) 3—i 9) 240 ) 1+n/—
9. Oldja meg az alabbi egyenleteket:
Az+1D)"—-(z—-1)"=0; b)(z+iD)*"—(z—-i)" =0, (neN).

10. frja ki az 1-es szam 6sszes alabbi foka gyokét:

a) 3; b) 4; C) 8; d) 12!

11. frja ki az 1-es szam Osszes alabbi foka primitiv gyokét:

a) 3; b) 4; C) 8; d) 12!



12. Mutassa meg az 1-es szam Gsszes a) 16-0dik ; b) 24-edik gyokei koziil melyik primitiv!
13. Hatarozza meg az 1-es szam 6sszes n-edik gyokeinek Gsszegét!

14. Legyen ¢ az 1-es primitiv 2n-edik gyoke. Szamoljakiaz 1 + & + &2 + -+ + ™1 $sszeget!
15. Keresse meg az 1-es szam 0sszes n-edik gyokének k-ad fokainak dsszegét!

16. Szamitsa ki az 1-es szam Osszes a) 16-o0dik ; b) 24-edik primitiv gyokeinek Osszegét!

17. Legyen k és | — természetes relativ prim szamok, € — az 1-es szdm k-adik gyoke, és a & —
pedig az 1-es szam [-edik primitiv gyoke. Bizonyitsa be, hogy € — az 1-es szam kl-edik primitiv

gyoke!

18. Megjeloljiik ¢ (n)-el az 1-es szam Osszes n-edik primitiv gyokeinek a szamat. Bizonyitsa be,

hogy a ¢ (kl) = @(k)@(l), hogyha k és [ relativ prim szamok!

19. Jel6lje ¢ (n) ugyan azt, mint az el6z6 feladatban. Bizonyitsa be, hogy han = pf 1p§ 2. pf 5,

ahol p4, py, ..., ps — kiilonbo6z6 relativ prim szamok, akkor

<p(n)=n(1—i)(1—p—12)~--<1—i) !
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3. Linearis egyenletrendszerek. A Gauss-eliminacio

Elméleti kérédések

 © 00 N o o

11.

12.

13.

14.

Mit neveziink linearis egyenletrendszernek?

Mit jelent az, hogy egy egyenletrendszer megoldhato, és mikor nincs
megoldasa?

Milyen tipusu megoldasai lehetnek egy linearis
egyenletrendszernek?

Mi a bovitett matrix fogalma, ¢és hogyan haszndljuk az
egyenletrendszerek megoldédsédhoz?

Mit jelent az ekvivalens atalakitds az egyenletrendszerek esetében?
Mi a Gauss-eliminacié (Gauss-algoritmus) célja?

Milyen 1épésekbdl all a Gauss-elimindciéo mddszere?

Mit jelent a lépcsds (soros) alak egy matrix esetében?

Mi a kiilonbség a Gauss- és a Gauss—Jordan-eliminacid k6zott?
Milyen feltételek mellett van pontosan egy megoldasa egy linedris
egyenletrendszernek?

Milyen szerepet jatszik a féelem (pivot elem) a Gauss-elimindcid
soran?

Hogyan hasznalhato a Gauss-elimindcio szamitogépes
algoritmusokban?

Mikor érdemes a Gauss—Jordan modszert alkalmazni a Gauss-
eliminéacid helyett?

Mi az inverz matrix szerepe linedris egyenletrendszerek

megoldasaban?

Gyakorlatok

Oldja meg az alabbi lineéris egyenletrendszereket:

5x; + 3x, + 5x3 + 12x, = 10, —9x; + 10x, + 3x3 + 7x4, = 7,
1. le + ZXZ + 3X3 + SX4 = 4‘, 2. —4x1 + 7x2 + X3 + 3X4_ = 5,
X1 + 7x2 + 9X3 + 4‘X4, = 2. 7x1 + 5x2 - 4‘X3 - 6X4_ = 3.
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(2x1— X3+ X3— x4= 1, (X1 — 22Xy +3x3 —4x, = 4,

3<2x1—x2 —3x, = 2, 44 Xp— X3 + x4 =-3,

") 3x; — X3+ x4 =-3, ") xq1 +3x, —3x, = 1,
\ 2x1 + 2x, — 2x3 + 5x4 = —6. —7xy +3x3+ x4 =-3.
( X1+ 2x, + 3x3 + 4x, = 11, (2x1 +3x, — x3+5x4 =0,

5<2x1+3x2+4x3+ x4 =12, 6<3x1—x2+2x3—7x4=0,

") 3xq +4x, + x3+ 2x, = 13, ")4x; + x, —3x3 +6x, =0,
\4x; + x, + 2x3 + 3x, = 14. \ X1 — 2x5 +4x3 — 7x4 = 0.
(3x1+ X —2x3+ X4 — x5 =1, (2x1+ X+ x3— 2=0,

7<2x1— Xy + 7x3 — 3x4 + 5x5 = 2, 8. | X1 +3x,+ x3— 5=0,

") xq +3x,; —2x3 + 5x4 — 7x5 = 3, ") x4+ x,+5x3+ 7=0,
\3x; — 2x, + 7x3 — 5x4 + 8x5; = 3. 2x1 + 3x, —3x3 — 14 = 0.
(X1 —2x,+ x3+ x4— x5=0, X1+ x,—3x3+1=0,

SH2x1+ Xy — X3— Xg4+ x5=0, 10 21+ x5 —2x3—1=0,

") x4+ 7x, —5x3 —5x4 +5x5 =0, ] xq+ x+ x3—3=0,
\ 3x1 — x; —2x3+ x4— x5 =0. X1 +2x, —3x3—1=0!

Vizsgalja meg az alabbi egyenletrendszerek megoldhatosagat és keresse meg azok altalanos

megoldasat a A paramétertdl fiiggden:

2x1 + 5x, + x3+3x, =2, 2x1 — Xo+3x3+ 4x,= 7,
11 4x, + 6x5 + 3x3 + 5x4 =4, 12 4x; — 2x5 +5x3 + 6x4 = 5,
") 4xy +14x, + x3 +7x4 =4, ")6x; —3x, +7x3+ 8x, = 9,
2x1 — 3x, +3x3+Ax, = 7. Axq — 4x5 + 9x3 — 10x4 = 11.
Axg+ x4+ x3=1, A+Dx;+x,+x3= 1,
13.4 x1 +Ax, + x3 =1, 14.3x; + (A +Dxy, +x3= A,
X1+ X +Ax3 =1 x1 4+ % + (1 + Dxz = 2%

15. Keresse meg azokat a homogén linedris egyenletrendszereket, melyeknek az

szdmrendszerek lesznek a megoldésai:

(1,1,0,—3,-1), (1,—1,2,—1,0), (4,—2,6,3,—4), (2,4, —2,4, =7)!
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4.

Permutaciok. Transzpoziciok

Elméleti kérdések

o N o oA W N P

(o]

10.
11.
12.
13.

Mit neveziink rendezésnek?

Hany kiilonb6z6 rendezése van egy n elemt halmaznak?
Mi a transzpozicié definicioja?

Mikor alkott a rendezés két eleme inverzidt?

Hogyan irhaté fel az 6sszes rendezés transzpozicidk altal?
Milyen rendezést neveziink parosnak vagy paratlannak?
Hogyan valtozik a rendezés paritdsa a transzpozici6tol?
Héany paros rendezés irhato fel egy n elem@i rendezbdl1?
Mit neveziink permutacidonak?

Mit neveziink paros és paratlan permutdcionak?

Milyen szabdaly szerint szorozzuk 6ssze a permutdcidkat?
Mikor tekintiink két permutécidot egyenldnek?

Hogyan hatarozhatdé meg egy permutacid inverze?

Gyakorlatok

1. {rja ki azokat a transzpoziciokat, melyek segitségével az 1,2, 3,4, 5 permutaciotol eljuthatunk

a2,5,3,4,1 permutacidhoz!

2. Bizonyitsa be, hogy barmilyen iy, i, ..., i, rendezést meg lehet kapni egy barmilyen masik

J1,J2» - Jn rendezésbdl nem tobb, mint n — 1 transzpozicio segitségével!

3. Hatarozza meg az alabbi rendezések paritasat:

a)7,5,6,4,1,3,2; b)1,9,6,3,2,5,4,7,8;

) 2,4,6,8,...,2n,1,3,5,7,...,2n — 1!

4. Az 1,2,3,...,n szamok melyik rendezésében lesz a legnagyobb az inverzidk szama ¢s

mennyivel lesz egyenld?

5.Aziy,i,, ... , i, rendezésben az inverziok szama egyenld k-val. Mennyivel egyenld az inverziok

szdma az iy, i_1, .-, I3, i1 rendezésben?
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6. Bizonyitsa be, hogy barmely k (0 < k < C2) egész szamra létezik az 1,2,3,...,n szamok

rendezése, amelyben az inverzidk szdma k-val egyenld!

7. Hatarozza meg az aldbbi permutaciok szorzatat:

) (32145 Gaszt) P(G3as) (Gisay)

8. Adja meg paronként idegen ciklusok szorzataként az aldbbi permutacidkat és hatdrozza meg

azok parossagat:

a)(12345678)

123456789
81365742 b)( )

589214367

C)(1234...2n—1 2n ) d)(123456...3n—23n—1 3n )l
2143.. 2n 2n-1/ 231564..3n—1 3n 3n-2/"

9. irja ki az Osszes heted rendii permutacidt, amelyek az alabbi paronként idegen ciklusok

szorzataként vannak megadva:

a) (15)(234); b) (13)(25)(4 7); ¢) (7531)(246)!
10. frja fel azt a 2n-edrendii permutacioét, mely (12 3 ...2n — 1 2n) ciklus altal van megadva!

11. Hatarozza meg az alabbi hetedrendii permutéaciok szorzatat:

a)[(135)(2467)]-[(147)(2356)];

b) [(ADG7)(246)]-[(135ZH(67]!

12. Bizonyitsa be, hogy barmely § € S, ciklusra, melynek hossza k, teljesiil a kdovetkezo

egyenléség: 6% = e (e — egységpermutacioé az S,-bol)!

13. Legyen § € S,, — k hosszsagt ciklus és [ — olyan természetes szam, hogy &' = e. Bizonyitsa

be, hogy [ osztodik k-ra!

14. Legyen
(12345 (12345 (12345
_(54132)’ 3_(21354)’ _(43215)'
Oldja meg az alabbi egyenleteket: a) affx = y; b) B = yxa, ahol x — valamilyen 6t6d rendt
permutécio!

14



15. Bizonyitsa be, hogy barmely n -edrendii permutacié felirhatd az alabbi permutacidk

szorzataként:

a) (12),(13), ..., (1n); b) (12),(23),...,(n—1n)!
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5. mn—edrendiu determinansok.

A determinansok tulajdonsagai
Elméleti kérdések

Hogyan definialjuk egy n X n-es matrix determinansat?

Mit jelent az, hogy egy determinéns tagjainak eldjele a permutacié eldjelétol fiigg?
Hogyan szamitjuk ki egy 2 X 2-es és egy 3 X 3-as matrix determinansat?

Mi az n-edrendli determinans oszlop- vagy sor-szerinti kifejtése?

Milyen valtozéasok torténnek a determindns értékében, ha transzponaljuk azt?

© g ~ w DN PE

Milyen valtozasok torténnek a determinéns értékében, ha két sort vagy két oszlopot

felcseréliink?

7. Milyen hatdssal van a determindnsra, ha egy sort vagy oszlopot megszorozunk egy skaldrral?

8. Hogyan valtozik a determinans értéke, ha egy sorhoz (vagy oszlophoz) hozzdadjuk egy
masik sor (vagy oszlop) tobbszordsét?

9. Mivel egyenld az a determinans, ha sordnak vagy oszlopanak minden eleme két szam
0sszege?

10. Mi a haromszogmatrix determinansa, és miért?

11. Milyen kapcsolat van a determinans és a matrix inverze kozott?

12. Milyen feltétel mellett nulla egy matrix determinansa?

Gyakorlatok

1. Hatdrozza meg, hogy az aldbbi szorzatok koziil melyek tartoznak a megfeleld rendil
determinansokba és milyen eldjellel rendelkeznek:

8) (61023045036212054; b) a27a36051074025043063;

C) A12023A34 ** An-1nAkk (1 < k < 1); d) a12a23034 -+ Ap-1Qn1!

2. Valassza ki az i, j, k értékeit ugy, hogy az as,a;6Q;jA3504406) Szorzat negativ eldjellel
keriiljon bele egy hatod rendii determindnsba!

3. Keresse meg a negyed rendii determinans Osszes tagjat, amely tartalmazza az as, elemet és
negativ eldjellel keriil a determinansba!

4. Keresse meg az

5 1 2 3
x x 1 2
1 2 x 3

x 1 2 2x

determinans dsszes olyan elemét, amely tartalmazza az : a) x* és x2; b) x3 és x tényezdket!

5. A determinans meghatarozasa alapjan szamitsa ki az alabbi determinansok értékét:
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0 0 0 alTl all a12 a13 a14 a15

o .. 0 Azn-1 Qz2n Ay, Ay Q23 G4 Os
a0 .. an-2 azn—2 Aasn|; b)l|as1 a2 0 0 0|

: ’ : : : g1 42 0 0 0

n1 = Qun-2 App_q App ds1 Gs2 0 0 0

a 3 0 5 2 0 b 0 -A 0 0

0 b 0 2| 1 0 2 af 1 -4 0 a |
A1 2 ¢ 3 Dlg o 0 of 9o 1 -2  a |

000 d 3 ¢ 45 0 0 1 —A+a,

6. Hogyan valtozik a determindns, ha:

a) az elsé oszlopat az utolsd helyére tessziik, az Gsszes tobbit pedig balra toljuk, megdrizve

kolcsonds elhelyezkedéstiket;

b) a sorait forditott sorrendben irjuk fel?

7. Hogyan valtozik a determindns, ha:

a) az Osszes oszlopahoz, kezdve a masodikkal, hozzdadjuk az el6zd6t;

b) az dsszes sorahoz, kezdve a masodiktol, hozzaadjuk az 6sszes eléz6t?

8. Legyen A = |ajk| (ajk € (C) — n-edrendli determindns, mely elemei kielégitik a kovetkezd
feltételeket: 1) aj € R, haj > k; 2) ay; = iaj, haj = k (i — imaginarius). Az n milyen értékeinél
lesz a A determinans valos szam?

9. Hogyan valtozik a determindns, ha az dsszes ajj, elemét megszorozzuk c/7* -ra, ahol ¢ # 0?

10. A 20604, 53227, 25755, 20927 és 289 szamok osztdédnak 17 —re. Bizonyitsa be, hogy a

2 0 6 0 4
5 3 2 2 7
2 57 55
2 0 9 2 7
0 0 2 8 9
determinéns osztodik 17 —re!

11. Mennyivel egyenld az a determinans, melyben a paros szamu sorok sszege egyenld a paratlan
szamu sorok Osszegével?

12. Bizonyitsa be, hogy

b+c c+a a+b a b ¢
b1+C1 C1+a1 a1+b1 =2 aq bl Cl!
b, +c, c;+a, a,+b, a, by c;

13. Szamitsa ki a kdovetkezd determinanst:

a; +x X X
X a, +x .. x|,
X X e At x
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6.

Elmél
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10.
11.

Az aldeterminans és az elem komplementere.

Determinansok Kiszamitasa

eti kérdések

Mit neveziink aldeterminansnak?

Mit értiink egy matrix elemének algebrai komplementere alatt?

Mit értlink egy aldeterminans algebrai komplementere alatt?

Hogyan szamitjuk ki egy matrix elemének algebrai komplementerét?
Hogyan szamitjuk ki egy aldeterminans algebrai komplementerét?

Hogyan fejthet6 ki egy determinans sora vagy oszlopa szerint?

Milyen modszerrel lehet meghatarozni egy n X n-es matrix determinansat
aldeterminansok segitségével?

Miért célszerli olyan sort vagy oszlopot valasztani a kifejtéshez, amely sok
nullaelemet tartalmaz?

Hogyan lehet a determinanst sor- vagy oszlopmuveletekkel egyszerlisiteni a
szamitashoz?

Hogyan lehet kifejeteni tobb sor vagy oszlop szerint egy determinanst?
Milyen tipusu hibak fordulhatnak el a determinans kézi kiszamitasakor, és

hogyan kertilhetdk el?

Gyakorlatok

Szamitsa ki az alabbi determinansok értékét:

246 427 327 1 1 1 1 2 (1) 1 1
1. 11014 543 443]! 2. 1 _1 1 1! 3. 11 0 1!
—342 721 621 1 1 1 _1 11 1 0
-3 9 3 6 2 =5 1 2 3 -3 -5 8
4 -5 -3 =2 5 -9 2 7 2 =5 7 5
7 -8 —4 -5 4 -6 1 2 —4 3 5 —6
1 2 3 4 5 3 6 5 6 4 24 11 13 17 19
2 3 7 10 13 5 9 7 8 6 51 13 32 40 46
7.13 5 11 16 211! 8. |6 12 13 9 7! 9.161 11 14 50 56]!
2 =7 7 7 2 4 6 6 5 4 62 20 7 13 52
1 4 5 3 10 2 5 4 5 3 80 24 45 57 70
;5 5 1
2 -3 4 1 2 a 2 -1 1 1 1 1
0 |7 T80 o 1115 2 5 5 S |
3 -1 4 3 4 d 5 —4 2 23
1 = 11
2 3 2
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7.

A Cramer-szabaly

Elméleti kérdések

© 0o N o g &~ w

10.

11.

Mi a Cramer-szabaly, és milyen tipusu egyenletrendszerek megoldasara hasznalhat6?
Milyen feltétel sziikséges ahhoz, hogy egy linearis egyenletrendszert Cramer-szaballyal
meg tudjunk oldani?

Mit jelent a fédeterminans (A), és hogyan szamitjuk ki?

Hogyan képezziik az A; determinansokat a Cramer-szabaly alkalmazasakor?

Milyen 0sszefliggés van az ismeretlenek €s a determinansok k6zott a Cramer-szabalyban?
Mi torténik, ha a fodeterminans (A) értéke nulla?

Hogyan alkalmazzuk a Cramer-szabalyt egy 2x2-es egyenletrendszer esetén?

Hogyan alkalmazzuk a Cramer-szabalyt egy 3x3-as egyenletrendszer esetén?

Miért nem alkalmas a Cramer-szabaly nagyobb méretli rendszerek hatékony
megoldéasara?

Milyen eldnyei és hatranyai vannak a Cramer-szabaly alkalmazasanak mas modszerekhez
képest?

Mikor lehet tobb vagy végtelen sok megoldasa egy egyenletrendszernek, és mit jelez ez

a Cramer-szabaly szerint?

Gyakorlatok

Oldja meg az alabbi egyenletrendszereket a Cramer-szabaly szerint:

(2x1 + 3x, + 11x3 + 5x, = 2, (2% + 5x, + 4x3 + x4, = 20,
1) X1+ x5 +5x3+2x, =1, 5 ] X1 + 3%y + 2x3 + x4 = 11,
") 2xy + x5 + 3x3 + 2x, = =3, ") 2x4 + 10x, + 9x3 + 7x,4 = 40,

\ x1 +x, +3x3 +4x, = —3! \ 3x; +8x, +9x3 + 2x4 = 37!

(2x—5y+3z+t—-5=0, ( 3xq +4x, +x3+2x, +3 =0,
3. | 3x—=7y+6z—t+1=0, 4<3x1+5x2+3x3+5x4+6=0,
")5x -9y +3z+4t-7 =0, ") 6xy+8x, +x3+5x,+8=0,

\ 4x — 6y +3z+t—-8=0! \3x; + 5x, +3x3 + 7x, + 8 = 0!

(7x1 + 9x, + 4x3 + 2x, = 2, (6x +5y—2z+4t+4 =0,

5. | 2x1 — 2x, +x3 + x4 = 6, 6.4 9 —y+4z—-t—13 =0,

") 5x; + 6x, + 3x3 + 2x, = 3, )13x+4y+2z2—-2t—-1=0,

\ 2x1 +3x; +x3+ x4, =0! \ 3x—-9y+2t—-11=0!

( 2x—y—6z+3t+1=0, 2x+y+4z+8t=-1,
7<7x—4y+22—15t+32=0, 3 x+3y—6z+2t=3,
) x—2y—4z+9t—-5=0, ") 3x—2y+2z—-2t =8,

x—y+2z—6t+8=0! 2x —y+2z=4!

9. Ellenérizze le, hogy az 1,1,1,1 szamrendszer megoldasa lesz-e a kovetkezo

egyenletrendszernek:
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2x1 — 3x, +4x3 — 3x4 =0,
3x; —x, + 11x3 — 13x, = 0,
4x1 + 5x5 — 7x3 — 2x4 =0,
13x; — 25x, + x3 + 11x, = 0!

Szamitsa ki az egyenletrendszer determinansat!
10. Oldja meg az x4, x5, x5 ismeretlenektdl fliggd alabbi egyenletrendszert:

2 —
X1+ a1x, + aix; = f4,
2 —
X1+ ayx, + asxs = By,
2 —
X1 + azx, + asxz = B,

ahol a4, a,, a; — paronként kiilonb6z6 valds szamok; S, B2, B3 € R.
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8. Matrix-miveletek. A matrix inverze

Elméleti kérdések

~N o o A W DN P

10.
11.
12.
13.

14.

Mit neveziink matrixnak, ¢s hogyan jeloljik?

Milyen alapvetd miiveleteket végezhetiink matrixokkal?
Mikor értelmezhetd két matrix dsszeadasa és kivonéasa?
Hogyan torténik két matrix szorzasa, és mik a feltételei?
Mi a skaldrral valo szorzas szabalya matrix esetén?

Mit jelent a matrix transzponaltja, és hogyan szamitjuk ki?
Mit matrix szimmetrikus

jelent

az, hogy

cgy vagy

haromszogmatrix?

Mit neveziink egységmatrixnak, és milyen tulajdonsdgai vannak?
Mit jelent egy matrix inverze, és hogyan jeldljik?

Milyen feltétel mellett 1étezik egy matrix inverze?

Hogyan szamithatd ki egy n Xn-es matrix inverze?

Mi a szerepe a determindnsnak a matrix inverzének kiszdmitdsaban?
Milyen kapcsolat van a matrix ¢és az inverzei koOzotti
determinansoknak?

Hogyan haszndlhato az inverz matrix linedris egyenletrendszerek

megoldasaban?

Gyakorlatok

Szamitsa ki az alabbi matrixok szorzatat:

€

X6

o
Ul W

\l

1
(

9.

S =

)G )

) (s

& N
~—~N
N~ o Q

AR
o) :

)-(_38 _1136)-(3 )

-3 2 2 5 6 5 8
-4 1]-{1 2 5! 6.16 9 —1 3
-5 3 1 3 2 4 7
-1\° 2 " rcosa —sina
I I
—2) ) 8. (3 ) (sma cosa) )
n n 1 1 0
! 10. (g }1)' (0 1 1)
0O 0 1

12. Hogyan valtozik az A és B matrixok AB szorzata, ha:

a) az A matrix i-edik és j-edik sorat megcseréljiik;

b) az A matrix i-edik sorahoz hozzaadjuk a j-edik sor a-szorosat;
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C) a B matrix i-edik és j-edik oszlopat megcseréljiik;

d) a B matrix i-edik oszlopahoz hozzaadjuk j-edik oszlop a-szorosat?

13. A négyzetes matrix spurjanak(nyomdnak) nevezziik azon elemeinek dsszegét, melyek a matrix
foatlojan helyezkednek el. Bizonyitsa be, hogy az AB szorzat spurja egyenld a BA szorzat spurjaval!

14. Bizonyitsa be, hogy tetszéleges n-edrendii A és B négyzetes matrixokra AB — BA # E, ahol
E — n-edrendii egységmatrix!

15. Legyenek A és B —azonos rendii matrixok. Bizonyitsa be, hogy AB = BA akkor és csak akkor,
ha a kovetkez6 egyenldségek koziil az egyik igaz:

a) (A + B)? = A®> + 2AB + B?; b) A> — B2 = (A— B)(A + B)!

16. Legyen A = (Ccl 2) Bizonyitsa be, hogy

A%? — (a+ d)A + (ad — bc)E = 0,

ahol E, O — megfeleléen masodrendii egység- és nullas matrixok!

17. Keresse meg az 0sszes olyan masodrendii matrixot, melyeknek négyzete nullds matrixszal
egyenld!

18. Keresse meg az 0sszes olyan masodrendii matrixot, melyeknek négyzete egységmatrixszal
egyenld!

19. Keresse meg az 0sszes olyan matrixot, melyek kommutéalnak az A matrixszal, ha:

a) A = (_11 _21); b) A = <(3; ; (1)>!
0 0 3
Keresse meg az alabbi matrixok inverzét:

2 5 7 3 -4 5 1 2 2
20.{6 3 4 ! 21.{2 -3 1 |! 22.{2 1 =2
5 -2 -3 3 -5 -1 2 =2 1

1 1 1 1 1 2 3 4

1 1 -1 -1}, 2 3 1 2 Y
23 1 -1 1 -1/ 24. 11 1 -1

1 -1 -1 1 1 0 -2 -6

25. Oldja meg az alabbi matrixegyenletet:

2 =3 1 9 7 6 2 0 -2
4 -5 2)-X-{1 1 2]=|18 12 9 !
5 =7 3 1 11 23 15 11
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0. Az n-dimenzios szamtani vektortér. Vektorrendszerek linearis
osszefiiggiosége

Elméleti kérdések

Mit értiink n-dimenzids szdmtani vektortéren?

Milyen elemekbdl all az R™ vektortér?

Milyen miveletek végezhetOk el az R™ vektorokon?

Mit neveziink vektorok linearis kombinacidjanak?

Mit jelent a vektorrendszerek linearis 0sszefiiggdsége?

Mikor mondjuk, hogy egy vektorrendszer linedrisan fiiggetlen?
Mikor mondjuk, hogy egy vektorrendszer linedrisan Osszefiiggd?

Hogyan lehet eldonteni egy vektorrendszerrdl, hogy linearisan fliggetlen-e?

© © N o a b~ w DN RE

Hany legfeljebb linearisan fiiggetlen vektor lehet egy R™ térben?

-
©

Mi a rang fogalma egy vektorrendszerrel kapcsolatban?

-
=

Mit neveziink a vektortér bazisanak?

-
N

Milyen tulajdonsagai vannak a bazisnak az R™ térben?

-
w

Hogyan lehet egy vektort felirni adott bazis vektorainak linearis kombinacidjaként?

Gyakorlatok

1. Keresse meg az alabbi vektorok 3a; + 5a, — a; lineéris kombindciodjat
a, =413,-2), a,=(12,-3,2), a3;=(169,1,-3)!
2. Hatarozza meg az x és y vektorokat az alabbi egyenletekbdl:
a) a; + 2a, + 3a; + 4x =0, b) 3(a; —y) + 2(ay + y) = 4(az — y),

ahol a; = (5,-8,—-1,2), a, = (2,—1,4,—-3), az = (—3,2,—5,4).

Hatarozza meg, hogy linedrisan 6sszefliggdek e az alabbi vektorrendszerek:

3.a; =(54,3),a, =(3,3,2),a; =(8,1,3).

4.b; = (2,—4,1), b, = (0,5,—6), b3 = (1,-2,4).

5. ¢, = (4,—5,2,6), 6. d; = (1,0,0,2,5),
¢, = (2,-2,1,3), d, = (0,1,0,3,4),
s = (6,-3,3,9), ds = (0,0,1,4,7),
¢y = (4,—1,5,6). d, = (2,-3,4,11,12).

7. Bizonyitsa be, hogy két aranyos vektort tartalmazé vektorrendszer linedrisan dsszefiiggd!

8. Bizonyitsa be, hogy nullas vektort tartalmazo6 vektorrendszer linearisan 0sszefiiggo!

9. Bizonyitsa be, hogy ha az a4, a,, az vektorrendszer linearisan &sszefliggd és az a; vektor az
a,, a, vektorok linearis kombinacioja, akkor vagy az a; vektor lesz aranyos az a, vektorral, vagy

forditva, az a, lesz aranyos az a, vektorral!
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10. Legyen aq, a,, ... ag — k-adrangt n-dimenzios vektorrendszer. Bizonyitsa be, hogy barmelyik
linearisan fiiggetlen részrendszere, amely k vektorbdl all, bazisa lesz ennek a rendszernek!

11. Bizonyitsa be, hogy az adott vektorrendszer barmelyik linearisan fiiggetlen részrendszere
kibdvithetd ezen rendszer bazisava!

12. Milyen esetben lesz a vektorrendszernek egyetlen bazisa?

13. Ekvivalens lesz-¢ két vektorrendszer, ha egyforma ranggal rendelkeznek?

14. Legyen a; = (0,1,0,2,0), a, =(7,4183), a; =(0,3,04,0), a4, =(1,9,571), as =
(0,1,0,5,0). Kivalaszthato-e a Yij (i,j = 1,2,3,4,5) szam 0gy, hogy a

5 5 5
b, = Z Y1kQg b, = Z Y2kQg ey bs = Z VskQk
k=1 k=1 k=1

vektorrendszer lineédrisan osszefiiggd legyen?
Keresse meg a A paraméter minden olyan értékét, amelynél a b vektor az a,, a,, az vektorok

linearis kombinéciodja lesz, ha:

15. a; = (2,3,5), 16. a, = (44,3),

a, = (3,7,8), a, = (7,2,1),

az = (1,-6,1), az = (4,1,6),

b= (7,-2,2). b = (59,4).

17. a; = (3,2,5), 18. a; = (3,2,6),

a, = (2,4,7), a, = (7,3,9),

az = (5,6,1), az = (5,1,3),

b =(1,3,5). b = (4,2,5).
Keresse meg az alabbi vektorrendszerek Osszes bazisat:

19. a; = (1,2,3,4), 20. a, =(1,2,3),

a, = (2,3,4,5), a, = (2,3,4),

az = (3,4,5,6), as = (3,2,3),

a, = (4,5,6,7). a, = (4,3,4),

as = (1,1,1).

21. Hany bazisa lesz a k + 1 vektorbdl all6 k-adrangu rendszernek, amely a nullas vektortol eltérd

aranyos vektorokat tartalmaz?
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10.

A matrix rangja

Elméleti kérdések

Mit értiink egy matrix rangjan?

Hogyan hatarozhaté meg egy matrix rangja sor- vagy oszlopvektorok alapjan?
Mi a kapcsolat a matrix rangja €s a linearis fliggetlenség kozott?

Milyen modszerekkel lehet kiszamitani egy matrix rangjat?

Hogyan segiti a Gauss-eliminaci6 a matrix rangjanak meghatarozasat?

Mi a 1épcsOs alak, és hogyan kapcsolddik a rang meghatarozasahoz?

Milyen tulajdonsagai vannak a rangnak sor- vagy oszlopmiiveletek sordn?

Mi a maximalis rangja egy m X n tipusu matrixnak?
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Mi torténik a ranggal, ha nullsorokat vagy linearisan 0sszefliggd sorokat tartalmaz a

matrix?

[EEN
o

. Milyen kapcsolat van a matrix rangja €s a linedris egyenletrendszerek
megoldhatosaga kozott?
11. Hogyan hasznalhat6 a rang a homogén és inhomogén egyenletrendszerek
megoldasainak vizsgalatara?
12. Milyen szerepe van a rangnak a matrix inverzének létezésében?

13. Mi a kapcsolat a matrix determindnsa és rangja kozott?

Gyakorlatok

1. Szamitsa ki az alabbi matrixok rangjat a beszegési aldeterminansok modszerével:

1 21 5 1 3 5 —1

3 4 1 11\ 2 -1 -3 4\
A3 3 09 of Ols 1 -1 o)

2 2 0 6 7 7 9 1

s 1 3 g o 1 -1 2 3 4

A 2 1 -1 2 0
c) ; df-1 2 1 1 3 |1

1 -3 -5 0 -7 1 5 -8 -5 —12

7 -5 1 4 1

3 =7 8 9 13
2. Keresse meg a A paraméter értékét, melyre az alabbi matrixnak a legkisebb a rangja:

3 1 1 4
A 4 10 1)
1 7 17 3f
2 2 4 3

3. Mivel lesz egyenl6 az alabbi matrixok rangja a A paraméter kiilonbdz6 értékeinél:
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R 1 2—1/12 é g
a2 -1 A 5[ b )
1 10 -6 1 2 3 1 5
3 1 9-22
4. Szamitsa ki az alabbi matrixok rangjat az elemi atalakitasok segitségével:
75 o4 53 13 97 —67 35 201 155
a) : b)(26 98 23 —294 86,
75 94 54 134 s SO
25 32 20 48
75 0 116 39 0 17 -28 45 11 39
24 -37 61 13 50
171 —69 402 123 45
©) . d)|2s -7 32 —18 —11t
301 0 87 —417 -169
114 —46 268 82 30 31 12 19 —43 =55
42 13 29 —-55 -—68

5. Bizonyitsa be, hogy ha a matrixhoz hozzacsatolnak egy sort (vagy egy oszlopot), vagy nem

valtozik a rangja, vagy megnovekedik eggyel!

6. Bizonyitsa be, hogy egy r-edrangu tetszéleges matrix felirhatd elsérangl r szami matrixok

Osszegeként, de nem irhat6 fel kevesebb, mint r ilyen matrix dsszegeként!

7. Legyen A = ||al- j” —n > 1-edrendli matrix és r — ezen matrix rangja. Hatdrozza meg az

adjungalt A* = ||Ai y || matrix rangjat, ahol A;; — az A matrix a;; elemének algebrai komplementere!
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11. Linearis egyenletrendszer. A Kronecker-Capelli tétel

Elméleti kérdések

Mit neveziink linearis egyenletrendszernek?

Milyen tipust megoldésai lehetnek egy linearis egyenletrendszernek?
Mit értiink a bdvitett matrix alatt, €s hogyan allitjuk el6?

Mi a rang fogalma, és hogyan hatdrozhaté meg egy matrix rangja?

Mit mond ki a Kronecker—Capelli tétel a linearis egyenletrendszerek megoldhatdsagarol?

S A

Mi a sziikséges ¢€s elégséges feltétele annak, hogy egy linearis egyenletrendszernek

legyen megoldéasa?

7. Milyen esetben nincs megoldasa egy linearis egyenletrendszernek a Kronecker—Capelli
tétel szerint?

8. Hogyan fiigg 0ssze a fomatrix és a bdvitett matrix rangja a megoldasok szdmaval?

9. Mi a kiilonbség homogén és inhomogén lineéris egyenletrendszerek kozott?

10.  Hogyan hasznalhat6 a Kronecker—Capelli tétel a gyakorlatban a rendszer

megoldhatosaganak gyors ellendrzésére?

Gyakorlatok
1. Vizsgalja meg az alabbi linearis egyenletrendszereket megoldhatésagukra €s keresse meg

altalanos €s egy konkrét megoldasukat:

2x1 + 7x5 +3x3 +x4 =6, 2x1 — 3%y + 5x3 + 7x4 = 1,
a) {3x1 + 5x, + 2x3 + 2x4 = 4, b){ 4x; — 6x, + 2x3 + 3x4 = 2,
9%, +4x, +x3 + 7x4 = 2; 2x1 —3x, — 11x3 — 15x, = 1;
3xq — 2x5 + 5x3 + 4x, = 2, 3x1 — 5xp + 2x3 + 4x4 = 2,
C) {6x1 —4x, + 4x3 + 3x, = 3, d){ 7x1 —4x, + x3 + 3x4, = 5,
9x1 — 6x5 + 3x3 + 2x4 = 4; 5x1 + 7x, —4x3 — 6x4 = 3;

(3x1 + 2x5 + 2x3 + 2x4 = 2,
2x1 + 3%, + 2x3 + 5x4 = 3,
f) < 9xy + x5 +4x3 —5x4 =1,
2x1 + 2% + 3x3 + 4x4 = 5,
\ 7x1 + X5 + 6X3 — X4 = 7;

(2x, + 5x, — 8x3 = 8§,
&) 4 4x, + 3x, — 9x3 =9,

2x1 4+ 3x, —5x3 =7,
\X; + 8x; — 7x3 = 12;

(8x1 + 6x, + 5x3 + 2x4 = 21, 2x1 + 3%y + x3 + 2x4 = 4,
3x, + 3x, + 2x3 + x4 = 10, 4x; +3x, +x3+ x4, =5,

g){ 4x;+2x, +3x3+x, =8, h) < 5x; + 11x, + 3x3 + 2x, = 2,
3x, + 5x, + x3 + x4, = 15, 2x1 + 5%, +x3 + x4 =1,
\7x; + 4x, + 5x3 + 2x, = 18; X1 —7Xy — X3+ 2x4 = 7;
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2X1 — Xy + X3 + 2x4 + 3x5 = 2, 6x1 + 3x, + 2x3 + 3x4 + 4x5 =5,
i 6x1 — 3x, + 2x3 + 4x4 + 5x5 = 3, ) 4x, + 2xy + x3 + 2x4 + 3x5 = 4,
6x; —3x, +4x3 +8x4 + 13x5 =9, 4xq + 2x5 + 3x3 +2x4 + x5 =0,
4xy — 2%y + X3 + x4 + 2x5 = 1; 2x1 + x5 + 7x3 + 3x4 + 2x5 = 1!
2. Vizsgalja meg az alabbi linearis egyenletrendszereket megoldhatosagukra és a A paraméter
értékétol fliggden keresse meg az altalanos megoldasukat:

(5x1_3x2+2x3+4x4:3, ( 3x1+2xZ+5X3+4X4:3,
4‘x1 - 2x2 + 3x3 + 7x4_ = 1, 2x1 + 3x2 + 6X3 + 8x4, = 5,

a) < 8x1 - 6x2 - X3 - SX4_ = 9, b) < _xl + 6x2 + 9X3 + ZOX4 = 11,
K7x1 - 3x2 + 7X3 + 17x4 = /1, \ 4‘x1 + Xy + 4‘X3 + /1x4 = 2,
( le_xZ+3X3+4X4:5, ( 2x1+3x2 +x3+2x4:3,

4‘x1 - 2x2 + SX3 + 6X4, = 7, 4x1 + 6x2 + 3X3 + 4‘X4_ = 5,

C) ) 6x1 - 3x2 + 7x3 + 8.X4, = 9, d) ) 6x1 + 9x2 + SX3 + 6X4 = 7,
szl - 4x2 + 9x3 + 1OX4_ = 11, \8x1 + 12x2 + 7x3 + /1x4 = 9,
/1x1+x2+x3=1, (1+/1)x1+x2+x3=1,

E) x1+/1x2+x3:1, f) xl+(1+l)x2+X3:/‘{,
X+ x; +Axz =15 X, + x5 + (1 + D)xz = 22!

3. Vizsgalja meg az alabbi linedris egyenletrendszereket megoldhatésagukra és az a, b, c, d

paraméterek értékétdl fiiggden keresse meg az altalanos megoldasaikat:

x+y+z=1, ax+y+z=1,
a)y ax+by+cz=d, b){x+by+z=1,
a’x + b%y + ¢’z = d%; x+y+cz=1!
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12.

Homogén linearis egyenletrendszerek

Elméleti kérdéseki

© 0o N o g bk~ w D

10.
11.

12.

13.

14.

Mit neveziink homogén linearis egyenletrendszernek?

Mi az altalanos alakja egy homogén linearis egyenletrendszernek?

Miért van mindig legalabb egy megoldasa egy homogén rendszernek?

Mit neveziink trividlis megoldasnak?

Mikor mondjuk, hogy egy homogén egyenletrendszernek csak a trividlis megoldasa van?
Milyen feltételek mellett 1€tezik nemtrivialis megoldas?

Mi a kapcsolat a homogén rendszer megoldasainak szdma és a matrix rangja kozott?
Mit jelent a megoldasok vektortere, és milyen dimenzidju ez a tér?

Hogyan hatarozhatjuk meg a homogén rendszer megoldashalmazat 1épcsés alak
segitségével?

Mi a kiilonbség homogén €s inhomogén lineéris egyenletrendszerek kozott?

Hogyan fligg 6ssze a homogén rendszer megoldasterének dimenzidja(fundamentalis
rendszer elemszama) a valtozok szamaval és a ranggal?

Milyen szerepet jatszanak a homogén rendszerek a vektorok lineéris 6sszefiiggdségének
vizsgalataban?

Hogyan alkalmazhatdak a homogén rendszerek a vektorterek elméletében €s a bazis
meghatarozasaban?

Milyen gyakorlati algoritmusa van a homogén egyenletrendszer megoldasanak?

Gyakorlatok

1. Keresse meg az egyenletrendszerek fundamentalis rendszerét és altalanos megoldasait:

a) «

‘

\

X1+ 2x, +4x3 —3x4 =0,
3x; + 5x, + 6x3 —4x, =0,
4x; + 5x5 — 2x3 + 3x, =0,
\3x; + 8x, + 24x3 — 19x, = 0;
( 3x1 + 2x, + x3 + 3x4 + 5x5 =0, 3x, + 5x5 + 2x3 =0,
6x, +4x, + 3x3 + 5x, + 7x5 = 0,
9x1 + 6x5 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = 0,

2x1 - 4‘x2 + 5x3 + 3x4 = 0,
b) 3x1 - 6x2 + 4‘x3 + 2x4 = 0,
4x1 - 8x2 + 17x3 + 11x4 = 0,

d) 4x, + 7x, + 5x3 =0,
X1 +x, —4x3 =0,
3x, + 2x, + 4x4 + 8x5 = 0; 2x1 + 9x; + 6x3 = 0;
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( X, —x3 =0,
xz_x4:0,
—X1+x3—x5=0,

X1 —Xx3+x5=0,
xZ_x4,+x6=0,

e)<—x2+x4—x6=0, f) xl—x2+x5—x6f0,
X; —X3+x5 =0,
—X3 +x5 =0, Xy — X4 + x5 = 0!
\ _x4+x6:0; 1 4 5T
2. Az
30 —-24 43 -50 -5 4 2 9 =20 -3
A=19 -15 8 5 2 B={1 —-11 2 13 4
4 2 9 =20 -3 9 —-15 8 5 2

matrixok sorai fundamentalis rendszerét alkotjak-e az alabbi egyenletrendszernek

3x1 +4x, + 3x3 + x4 + 6x5 = 0,
5x1 +9x, + 7x3 +4x4 + 7x5 =0,
4x, +3x; —x3 — x4 +11x5 = 0,
Xy + 6x, + 8x3 + 5x4 — 4xs = 07

3. Az alabbi matrix mely sorai alkotjak

6 2 3 -2 =7
5 3 7 —6 -—14
8 0 -5 6 13
4 -2 -7 -5 =7

2x1 — 5x, + 3x3 + 2x4 + x5 =0,
5x; — 8x, + 5x3 + 4x, + 3x5 =0,
X1 — 7xy +4x3 +2x4 =0,

4x, — X3 +x3 +2x4 +3x5 =0

egyenletrendszer fundamentélis rendszerét?

4. Keresse meg azokat a homogén linearis egyenletrendszereket, melyek szdmara az aldbbi
vektorrendszerek a fundamentalis rendszerei lehetnének:

a) (3,4,2,1,6), (5,9,7,4,7); b) (4,3,—-1,-1,11), (1,6,8,5,—4)!

5. Bizonyitsa be, hogy ha a homogén linearis egyenletrendszer rangjanak értéke eggyel kevesebb
az ismeretlenek szamanal, akkor a rendszer tetszéleges két megoldasa aranyos lesz egymassal!

6. Legyen A — n ismeretlentdl vett n — 1 homogén linearis egyenletbdl allé rendszer matrixa, M;
— az A matrix aldeterminansa, amely az A matrix i-edik sora kihuzasaval kaphat6 meg. Bizonyitsa
be, hogy a linearis egyenletrendszer megoldasai koziil az egyik az alabbi szdmrendszer

M,, —M,, M3, —M,,...,(—D)" M,

emellett, ha ez a megoldéds nem nulla, akkor barmelyik mésik megoldés aranyos lesz vele!

7. Felhasznalva az el6z6 feladat eredményeit, keresse meg az aldbbi egyenletrendszerek altalanos
megoldasat:

2x1 + 3x5 + 5x3 + 6x4 =0,
b) {3x; +4x, + 6x3 + 7x, =0,

){le + 3x, +4x3 =0,
3x1+x2 +x3+4x4 = 0!

6x1 + 5XZ + 6X3 = O,
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8. Bizonyitsa be, hogy a homogén linearis egyenletrendszer tetszéleges megoldasanak k-adik
komponense akkor és csak akkor lesz egyenlé nullaval, ha a rendszer matrixanak rangja a k-adik
oszlop kihuzésa esetén eggyel csokken!

9. Milyen feltételek mellett lesz az inhomogén linearis egyenletrendszer tetszdleges

megoldasainak adott linedris kombinacidja ismét megoldasa ennek a rendszernek?
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13. Csoportok. Gyiirik. Testek

Elméleti kérdések

Mit neveziink csoportnak az algebrai struktarak kozott?

Mi a kiilonbség a csoport és az abelcsoport (kommutativ csoport) kozott?
Mi az egységelem szerepe egy csoportban?

Mit értiink egy elem inverzén egy csoportban?

Milyen példékat ismeriink véges és végtelen csoportra?

Hogyan definialjuk egy elem rendjét egy csoportban?
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Mit neveziink csoporthomomorfizmusnak?

10. Mi a gytirti fogalma, és milyen miiveletekkel rendelkezik?

11. Mely axidoméknak kell teljesiilnilik ahhoz, hogy egy strukttra gylirii legyen?
12. Mit jelent az, hogy egy gytri kommutativ?

13. Mi a nulloszt6 fogalma egy gytiriiben?

14. Mikor neveziink egy gytrit egységelemes gytiriinek?

16. Mi a test fogalma az algebraban?

17. Miben kiilonbozik egy test egy kommutativ gytirtit61?

18. Mi a kiilonbség a véges és végtelen testek kdzott?

Gyakorlatok

1. Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak csoportot a megadott miiveletre nézve:

a) aracionalis szamok halmaza az 6sszeadas miiveletét tekintve;

b) aracionalis szamok halmaza az szorzas miiveletét tekintve;

C) az Osszes pozitiv racionalis szam halmaza az szorzas miiveletét tekintve;

d) egy adott a # 0 valés szam egész kitevdjii hatvanyainak halmaza a szorzas miveletét
tekintve;

e) az egész szamok halmaza, hogyha a miivelet a kovetkezOképpen van meghatarozva: a * b =
ab:

f) az egész szamok halmaza, hogyha a miivelet a kdvetkez6képpen van meghatarozva: a * b =
a’b?;

g) akomplex szamok halmaza adott ¢ argumentummal a szorzas miiveletét tekintve;

h) az 6sszes komplex n-edik egységgyokok halmaza a szorzas miiveletét tekintve;
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i) anullatol eltérd dsszes komplex szam halmaza, melyeknek abszolut értéke nem nagyobb egy
rogzitett r szamtol, a szorzas muveletét tekintve;

J) az 6sszes n-ed rendii paros permutaciok halmaza a szorzas miiveletét tekintve;

k) az Gsszes n-ed rendii paratlan permutaciok halmaza a szorzas miiveletét tekintve;

I) az R™ halmaz 6sszes n-dimenzids vektora az dsszeadas miiveletét tekintve az R felett;

m) a sik Osszes elforgatasanak halmaza egy rogzitett pont koriil az elforgatasok folyamatos
miuveletét tekintve;

n) a sik 0sszes parhuzamos eltolasanak halmaza a parhuzamos eltolasok folyamatos miiveletét
tekintve!

2. Bizonyitsa be, hogy egy tetszOleges G csoportban egyetlen egységelem és egyetlen inverz
elem létezik a G csoport tetszdleges elemére!

3. Legyen G — e egységelemet tartalmazd csoport a szorzds miiveletét nézve. Bizonyitsa be,
hogyha tetszéleges a € G elemre a? = e, akkor a G — Abel-csoport!

4. Legyen G4, G, — megfelelden e; és e, egységelemeket tartalmazd izomorf csoportok és f :
G, = G, — olyan bijektiv leképezés, hogy tetszéleges a,b € G, elemekre f(ab) = f(a)f(b).
Bizonyitsa be, hogy tetszdleges a € G, elemre f(e;) = e, és f(a™1) = f(a)™ !

5. Bizonyitsa be, hogy az egész szamok Z csoportja az sszeadas miiveletére nézve izomorf lesz
egy adott természetes n szam egész tobbszordseinek nZ csoportjaval az Osszeadds miveletét
tekintve!

6. Bizonyitsa be, hogy a valos szdmok csoportja az dsszeaddsra nézve izomorf lesz pozitiv egész
szamok csoportjaval a szorzas miiveletét tekintve!

7. Bizonyitsa be, hogy egy tetszdleges n-edrendii csoport izomorf lesz az n-edfokt permutaciok
Sy, csoportjanak valamely részcsoportjaval!

8. Keresse meg az dsszes 3-adrendil csoportot (az izomorfizmus pontossagaval)!

9. Keresse meg a Z* egész szamok csoportjanak Gsszes részcsoportjat az osszeadas muiveletére
nézve!

10. irja ki a 3-adrendii permutéaciok S5 csoportjanak dsszes részcsoportjat!

11. Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gytir(it (testet) a megadott miiveletre nézve:

a) az Osszes paros egész szam halmaza az Gsszeadas és szorzas miiveletét tekintve;

b) egy adott természetes n szam egész tObbszoroseinek halmaza az Osszeadds €s szorzas
miiveletét tekintve;

C) az Gsszes racionalis szam halmaza az Osszeadas és szorzas miiveletét tekintve;

d) az Gsszes valds szamok halmaza az 6sszeadas és szorzas miiveletét tekintve;

e) az dsszes komplex szam halmaza az Gsszeadas és szorzas miiveletét tekintve;

f) aza+ b2 alakt valos szamok halmaza, ahol a, b — egész szamok, az 0sszeadas és szorzas

miiveletét tekintve;
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g) az a + b33 alaki valés szamok halmaza, ahol a, b — racionalis szamok, az Gsszeadas és
szorzas muveletét tekintve;

h) az a + bi alaki komplex szamok halmaza, ahol a, b — egész szamok, az 6sszeadas és szorzas
miuveletét tekintve;

1) az a + bi alaki komplex szamok halmaza, ahol a, b — racionalis szamok, az Osszeadas és
szorzas muveletét tekintve;

J) az Osszes egész elemi n-es matrixok halmaza az 6sszeadas és szorzas miiveletét tekintve;

k) az Gsszes valos elemi n-es matrixok halmaza az 6sszeadas és szorzas miiveletét tekintve;

I) az Osszes a,b racionalis elemii ( ) alakd matrix halmaza az Osszeadas és szorzas
a

a
2b
miuveletét tekintve!

12. Legyen K — 1 egységelemet tartalmazo gylrd. Bizonyitsa be, hogy tetszéleges a,b € K
elemekre igazak a —(—a) = a, (—1) -a = —a, (—a)(—b) = ab egyenlGségek!

13. Bizonyitsa be, hogy a valés elemll n-es matrixok gytrijében csakis az elfajult martixok

lesznek nullosztok!

14. Bizonyitsa be, hogy az 0sszes ( Z) alak matrixok halmaza, ahol a, b — valds szamok,

a
—b
a matrixok 0sszeadasanak és szorzasanak miveletét tekintve testet alkot, amely izomorf a komplex

szamok testével!

15. Bizonyitsa be, hogy az ( @ Z) alakil elemekbdl allo matrixok teste izomorf az a + bv/2

2b

alaku elemekbdl allo szamok testével (a, b racionalis szamok)!
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14. A polinomok gyiiriije

Elméleti kérdések

Mit értiink a polinom fogalma alatt egy adott test vagy gytri felett?
Hogyan definialjuk a polinomok 0sszeadasat és szorzasat?

Miért alkot gytriit a polinomok halmaza egy adott gytirti vagy test felett?

A

Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik a polinomgytiri: asszociativitds, kommutativitas,
disztributivitas?

5. Mi a polinom foka, és hogyan szamitjuk ki két polinom szorzatanak fokat?

6. Mit jelent az, hogy egy polinom oszthaté egy masik polinommal?

7. Hogyan miikodik a polinomosztds maradékkal (hasonldan az egész szamok osztdsdhoz)?

8. Mi a legnagyobb kozds osztd fogalma polinomok esetén?

9. Mi az euklideszi algoritmus szerepe a polinomgytriiben?

10. Mit neveziink irreducibilis polinomnak?

Gyakorlatok

1. Szamitsa ki az alabbi polinomok szorzatat a komplex szamok teste felett:
a) (x*—x3+x%+x+1)(x?—3x+ 1);
b) (3x° +2x% — 1)(2x* — 5x3 + 6x2 + 4);
) (-Dx®+Q+3Dx?2—ix+1+D)((1+i)x—3);
d (ix>—4)(—x*+ B —-0x*+7—1)!
2. Osszael az f(x) polinomot a g(x) polinomra a komplex szamok teste felett, ha:
a) f(x)=2x*—3x3+4x?—-5x+6, g(x) =x%—3x+1;
b) f(x) =3x>+2x% -1, g(x) =3x3—3x -2
c) f(x)=(—-1+5)x%—(6+11i)x%+ (3+5i)x + 2 —5i,

glx) =1 +i)x - 3;
d f(x)=(-1+3)x*+9x3 + (=9 + 3D)x% + (7 + 6))x — (2 + 2i),

gx) =ix?+ 2 —i)x— 2+ 3i!
3. Milyen feltételek mellett fog osztodni az f(x) polinom a g(x) polinomra a valdés szamok

teste felett, ha:
a) f(x)=ax®+bx?+1, g(x) = (x — 1)? (a,b € R);
b) f(x) =x*+px?+q, gx)=x*+mx+1 (p,q,m € R)?
36



4. Hatarozza meg a polinomok legnagyobb kozos osztdjat:

a) x*+x3—-3x2—-4x-1 és x3+x2—x—1;

b) x°+x*—x3—-2x—-1 és 3x* + 2x3 + x2 + 2x — 2;
c) x®—7x*+8x3—7x+7 és 3x> — 7x3 + 3x% — 7,

d x> +x*—x3-3x2-3x-1 és x* —2x3% —x? = 2x + 1;
e) x*—10x%+1 és  x* —42x3 + 6x% + 42x + 1;
f) x*—4x3+1 és x3 —3x%2+ 1!

5. Felhasznalva az Euklideszi algoritmust, hatarozza meg azokat az u(x) és v(x) polinomokat,

melyekre teljesiil, hogy u(x)f(x) + v(x)g(x) = d(x), ahol d(x) = (f(x), g(x)), hogyha:

a) f(x)=x*+2x3—x%—4x-2, gx) =x*+x3 —x%2—-2x—2;
b) f(x) =x°+3x*+x%+x2+3x+1, gx) =x*+2x3 +x + 2;
c) f(x)=3x3—2x%2+x+2, gix)=x*—-x+1;

d f(x)=x*—x3—4x?+4x +1, gx)=x*—x—-1!

6. A hatarozatlan egyiitthatok modszerének segitségével hatarozza meg az u(x) és v(x)
polinomokat tgy, hogy teljesiiljon: u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1, hogyha:

a) f(x)=x° g() = (x — D%

b) f(x)=x*—4x3+1, gx) =x3—-3x2+ 1!

7. Hatarozza meg azt a legkisebb fokszamu polinomot, mely az (x — 1)2-re val6 osztasakor 2x
maradékot, az (x — 1)3-re valo osztasakor pedig 3x maradékot ad!

8. Legyen u(x)f(x)+v(x)g(x) =d(x), ahol d(x) — az f(x) és g(x) polinomok

legnagyobb k6zos osztoja. Mivel egyenld az u(x) és v(x) polinomok legnagyobb k6z6s osztoja?
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15.

A polinomok gyokei

Elméleti kérdések

N o gk~ w e

10.

Mit neveziink egy polinom gydkerének?

Hogyan ellendrizhet6, hogy egy adott szam gyoke-e egy polinomnak?

Mi a multiplicitas fogalma egy polinom gyokére vonatkozoan?

Mi lesz az f (x) polinom maradéka (x — c¢)-re valo osztasnal?

Mit allit a Bézout-tétele?

Mi az alapvet6 algebrai tétel (alaptétel) a komplex gyokokrol?

Hany gyoke lehet egy n fokszamu polinomnak, és ezek hogyan viszonyulnak a
fokszamhoz?

Hogyan viselkednek a polinom gydkei a valos és komplex szamtesteken?

Mit jelent az, hogy egy polinom irreducibilis egy adott test felett?

Hogyan kapcsolodnak a gyokok a polinom derivaltjadhoz (pl. tobbszoros gyok esetén)?

Gyakorlatok

1. A Horner-elrendezés algoritmusanak segitségével szamitsa ki az f(x) polinom f(c) értékét

(amikor x = ¢), ha:

a) f(x)=5x*—19x3 —7x2+9x + 3, c=2;
b) f(x)=3x*+4x3 + 5x% + x + 33, c=-2;
¢) f(x)=x+1+2)x*—(1+3D)x%+7, c=-2-—1il

2. Bontsa fel az f(x) polinomot az x — ¢ hatvanyai szerint, valamint keresse meg azok

derivaltjainak értékét amikor x = ¢, ha:

a) f(x)=x5, c=1;

b) f(x)=x*—8x3+ 24x? — 50x + 90, c=2;

) f(x)=x*+2ix3—(A+Dx*-3x+7+1, c=—i;

d f(x)=x*+@B—-8i)x%—(21+18i)x> — (33 —20i)x+7 +18i, ¢ =—i+ 2i!

3. Hatarozza meg az f (x) polinom ¢ gyokének multiplicitasat:
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a) f(x)=x%—5x*+7x3—2x?+4x -8, c=2:
b) f(x) =x°—6x*+2x3 + 36x% — 27x — 54, c=3;

4. Az a milyen értéke mellett lesz az x> — ax? — ax + 1 polinom —1-es gydkének multiplicitasa

legalabb 27?

5. Az a és b melyik értékénél osztodik az a) ax* + bx> + 1; b) ax™ + bx™ ! + 1 polinom az

(x —1)2%?

6. Keresse meg azt a feltételt, ami mellett az x> — ax3 — b polinom (a, b € R) rendelkezik nem

nulla gydkkel, melynek multiplicitasa 2!
7. Bizonyitsa be, hogy az 1+ %x + %xz + - +%x” polinom nem rendelkezik t6bbszords
gyokokkel!

8. Bontsa fel az f (x) polinomot irreducibilis polinomok szorzataba a komplex szamok teste felett,

ha:
a) f(x)=x3—6x%+11x — 6; b) f(x) =x*+ 10x?% + 1;
c) f(x)=x8+27x% d f(x)=x3—6x%+1!

9. Bontsa fel az f (x) polinomot irreducibilis polinomok szorzataba a komplex szamok teste felett,

ha:

a) f(x)=x%+27; b)  f(x) =x?" —2x" +2;
) flx)=x"+x+1; d f)=x*—-ax*+1 (-2<a<?2);
e) flx)=x—-x3+1; f)  fl)=x2+x8+x*+1!

10. Hatarozza meg a komplex szamok teste felett azt a polinomot, melynek legkisebb a fokszama

a megadott gyokok alapjan:
a) 1 — kétszeres gyok, és 2, 3, 1 + i — egyszeres gyokok;
b) i — haromszoros gyok, és —1, —i — egyszeres gyokok!

11. Hatdrozza meg a valds szamok teste felett azt a polinomot, melynek legkisebb a fokszdma a

megadott (komplex) gyokok alapjan:
a) 1 — kétszeres gyok, és 2, 3, 1 — i — egyszeres gyokok;

b) (2 — 3i) — haromszoros gyok, és —i — egyszeres gyok!
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12. Bizonyitsa be, hogy az x3™ + x3"*1 + x3P*1 polinom osztodik az x? + x + 1 polinomra

barmilyen természetes m, n, p szdmokra!

13. Milyen feltételek mellett osztodik az x3™ + x37*1 + x3P+1 polinom az x? +x +1

polinomra?

14. &,,&,,&5, ..., &, gyokei az apx™ + ap_1x™ 1 + -+ a;x + a, polinomnak. Milyen gyokei

vannak az alabbi polinomoknak:
) apx™ — ap_ X"+ ap o x™ 2 — e+ (1) ay;
b) agx™ 4+ a;x™ 44 a,_1x + ay;
C) Anx™ + ay_1bx™ 1 + ay_,b X2 + -+ agh™ ?

15. Keresse meg az osszefiiggést az x3 + px? + gx + r polinom egyiitthatéi kdzott, melynek

egyik gyoke egyenld a masik két gyok dsszegével!

16. Hatarozza meg a A-t ugy, hogy az x> — 7x + A polinom egyik gyoke egy masik gyokének

kétszerese legyen!
17. Az 2x3 — x? — 7x + A polinom két gyoke egyenld 1-el. Hatarozza meg a A értékét!

18. Hatdrozza meg az a, b, ¢ —t, hogy azok az x3 — ax? + bx — ¢ = 0 egyenlet megoldasai

legyenek!
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16.

Irreducibilis polinomok.

Polinomok a racionalis szamok teste felett

Elméleti kérdések

N o a &~ D Pe

Mit neveziink polinomnak a racionalis szamok teste felett?

Mi az irreducibilis polinom definicidja a Q test felett?

Milyen moédszerekkel donthet6 el, hogy egy polinom irreducibilis-e a Q test felett?

Mit mond ki Gauss-lemma az irreducibilitasrol?

Mi az Eisenstein-féle kritérium, és hogyan hasznalhato irreducibilitas ellendrzésére?
Milyen kapcsolat van egy polinom fokszama és irreducibilitasa kozott?

Mikor tekintiink egy masod- vagy harmadfokd polinomot irreducibilisnek a raciondlis
szamok teste felett?

Mit jelent az, hogy egy polinom felbonthat6 linearis tényezokre a C test felett, de nema Q
felett?

Mi a kiilonbség az oszthatosag és az irreducibilitas fogalma kozott polinomok esetén?

Gyakorlatok

1. Legyen P —az F test részteste és g(x) € P[x]. Az alabbi allitdsok koziil melyek igazak:

a) ha g(x) — irreducibilis polinom a P test felett, akkor irreducibilis lesz az F test felett is;

b) ha g(x) — irreducibilis polinom a F test felett, akkor irreducibilis lesz az P test felett is;

c) ha g(x) — reducibilis polinom a P test felett, akkor reducibilis lesz az F test felett is;

d) ha g(x) — reducibilis polinom a F test felett, akkor reducibilis lesz az P test felett is?

2. Legyen F — test. Bizonyitsa be, hogy a 2-0d vagy 3-ad fokszamu polinom az F felett akkor és

csak akkor lesz irreducibilis, ha 1étezik gyoke az F testben. Igaz lesz-e ez az allitas a 4-ed fokszamu

polinomok esetére is?

3. Legyen f(x) € Q[x] — irreducibilis polinom a Q felett. Bizonyitsa be, hogy az f(x)

polinomnak nincsenek tobbszorés komplex gyokei!
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4. Eisenstein-féle irreducibilitasi kritériumot felhasznalva bizonyitsa be az alabbi polinomok

irreducibilissagat a Q felett:

a) x* —8x3 + 12x? — 6x + 2; b) x> — 12x3 + 36x — 12;

c) x* —x3+2x+1; d) x®=DP" 4 x@-2P" 44 P 4,
ahol p — természetes primszam, k € N!

5. Bizonyitsa be, hogy az egész szamu x* + ax3 + bx? + cx + d polinom irreducibilis lesz a Q

cm—am?
d-m?2

test felett, ha nincsenek egész gyodkei és nem osztodik egyetlen x? + x + m alaku polinomra

sem, ahol m — a d szam osztodja!

6. Az elozo feladat segitségével bontsa fel szorzatokra a kovetkezdé polinomokat vagy bizonyitsa

irreducibilissagukat:

a) x* —3x3+2x2+3x —9; b) x* — 3x3 + 2x% + 2x — 6!

7. Bizonyitsa be, hogyha az irreducibilis (egyszeriisithetetlen) Z tort az egész szamu f(x) =
ap,x™ + an_1x""1 + -« + a4 polinom gydke, akkor:

a) q az a,, szam osztdja;

b) p az a, szam osztdja;

C) p — mq az f(m) szam osztoja tetszéleges egész m szamra!

8. Keresse meg az alabbi polinomok racionalis gydkeit:

a) x* — 2x3 — 8x% + 13x — 24;

b) x> — 7x3 — 12x? + 6x + 36;

c) 6x* + 19x3 — 7x% — 26x + 12;

d) 24x* — 42x3 — 77x% + 56x + 60;

e) 10x* — 13x3 + 15x2 — 18x — 24;

f) x6 — 6x5 + 11x* — x3 — 18x% + 20x — 8.

9. Bizonyitsa be, hogy az egész szamu f (x) polinomnak nincsenek egész gyokei, ha f(0) és f(1)
— paratlan szamok!

10. Keresse meg az alabbi polinomok legnagyobb kdzds osztdjat:

a) (x —1)3(x +2)%(x—3)(x+4) és (x — 1)?(x + 2)(x + 5);

b) (x — D(x? - 1)(x3 — D(x* = 1) és (x + D(x? + (x> + D (x* + 1);

C)x"—1¢ésx™ —1(n,meN)!
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17. A linearis tér bazisa

Elméleti kérdések

Mit neveziink linearis térnek (vektortérnek)?

Mit értiink egy vektorrendszer lineédris kombinaciodja alatt?

Mit jelent az, hogy egy vektorrendszer linearisan fiiggetlen?

Mikor mondjuk, hogy egy vektorrendszer generalja a vektorteret?

Mit neveziink a linearis tér bazisdnak?

Mit értiink a vektortér dimenzioja alatt, és hogyan kapcsolddik ez a bazishoz?
Hogyan lehet egy vektort felirni a bazis vektorainak linearis kombinéciojaként?

lgaz-e, hogy egy adott vektortérnek tobb kiilonbozo bazisa is lehet?

© 0 N o gk~ wDhPE

Mi a kapcsolat a bazis és a koordinatarendszer kozott?

Gyakorlatok

Bizonyitsa be, hogy az a;, a,, a3, a, Vektorrendszer az R* vektorialis tér béazisa lesz a valos

szamok R teste folott! Keresse meg az X =(yq, ¥2, ¥3, x4) € R* vektor koordinatainak képleteit

ebben a béazisban! Milyenek lesznek a ¢ € R* vektor koordinatai az a;, a,, a3, 8, bazisban?

1.
2.

8.
9.

a,=(2113), 8y = (33,L4), a5 = (1,4,2,4), a, = (4,1,2,2), ¢ = (14,6,9,12).
al = (2,1,2,2), a2 = (2,1,1, 2), a3 = (2,2,1,1), a4 = (1,1,1,0), C= (1,—1,1,—1).

a =111, a, =(1L-11-1), a,=(2,111), a, = (3,4,11), c=(3,-3,0,12).

L =(-1221), a,=(0,321), a3 = (114,2), a, =(1,-2,1,3), c = (2,—4,5,6).

L =(3-113), a,=(2,0,6,1), az =(L-111), a5 = (2,4,11), c=(2,4,3,-1).

a, =(-2,5,0,3), a, = (1L,3,2,6), a5 = (1LL1,0), a5 = (2.2.2,2), c = (3,6,9,~ 2).
a =(4,-132), a, =(2,315), ag = (2,-3,11), a, =(2,3,.2.1), c = (2,—4,3,7).
a =(2131), a, =(5,2,2,5), a; = (3,1,6,0), a, = (0,6,0,7), ¢ = (0,-6,-5,~11) .

a =(4,321)),a,=(-1333), a; =(2121), a, =(15,0,1), c=(-1-12,2).

10. al = (0,5,1,3) ) a2 = (2,4,0,1) , a3 = (1,3,1,5) , a4 = (3,6,0,1) , C= (3,8,—2,—10).
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18. Atmeneti matrix egyik bazisb6l a masikba

Elméleti kérdések

Mit jelent a bazisvaltas egy vektortérben?

Mi az atmeneti (vagy bazisvaltd) matrix definicidja?

Hogyan szamithato ki az &tmeneti matrix két adott bazis kozott?

Milyen kapcsolatban van egy vektor koordinatdja a két bazisban és az atmeneti matrix?
Mi a kiilonbség az eredeti és az 0] bazis kdzotti koordindta-abrazolasban?

Mit mondhatunk az atmeneti matrix inverzérdl?

Milyen tulajdonsagai vannak az atmeneti matrixnak? (pl. mindig invertalhato-e?)

Mit jelent az, hogy két bazis egymas inverz atmeneti matrixaval kapcsolatos?

© 0o N o g bk~ w DR

Milyen moédszerrel lehet az atmeneti matrixot kiszamitani gyakorlatban?

Gyakorlatok

Bizonyitsa be, hogy az a;, a,, az és a by, by, b vektorrendszerek az R® vektorialis tér bazisai!
Keresse meg az atmeneti matrixot és a koordinatak atalakitasanak képleteit az egyik bazisbol valod
atmenet soran a masikba. Ezutdn hatarozza meg a ¢ = (1, 2,3) vektor koordinatait mindkét bazisban,

és ellendrizze le a kapott eredményt a koordinatak atalakitasi képleteinek segitségével!

1 ap =(1-11), a, =(2,-1,-1), a3 =(3,-21);
b =(-110), b, =(2,-11), by =(1,0,0).

2. a=(33-2), a, =(1,-13),a; = (11,6,2);
b =(-2,14), b, =(3,-21), by = (-11,7,2).

3. a=(1-11), a, =(-1,2,0), a3 =(0,1,2);
b =(1,-11), b, = (2,-1,0), by =(3,—2,0).

4. a=0-1-1), a, = (-1,2,0), a3 =(0,1,0);
b, =(1,0,2), b, =(1,-1,2), by =(2,-1,4).

5. a;=(012), a, =(1,-2,-1), a3 =(1-12);
b =(-110), b, =(2,-11), by =(1,0,2).

6. a =(2,11), a, =(1,1,3), a3 =(3,2,5);
b =(111), b, =(2,11), by =(3,1,3).

7. a;=(1-12), a, =(2,1,1), a3 =(3,0,2);
b =(111), b, =(-2,-11), by = (1,0,3).
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10.

a = (6141_1) ,
b, =(-3,7,8),

a.l - (4,3, 2) f
b, =(54,3),

a; =(81-1),
b =(@12,-1),

a,=(1-22),

b2 - (2,1, 3) f
a2 - (1,1, 3) y
b, =(2,2,1),

a, =(3,2,-3),
b, =(4,4,-1),
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az =(9,31);

by = (0,—2,-3).
a3 =(2,2,9);

by = (L,6,—1).
az =(4,-12);
bs = (3,0,2) .



19.

Miiveletek linearis alterekkel

Elméleti kérdések

© oo N o g K~ w D
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Mit neveziink linedris altérnek egy vektortérben?

Milyen feltételek mellett mondhatjuk egy halmazrol, hogy linearis altér?
Hogyan értelmezziik két altér metszetét, €s miért lesz az is altér?

Mit értiink két altér 6sszegén, és hogyan definidljuk azt?

Milyen esetben mondjuk, hogy két altér direkt dsszeget alkot?

Mi a kiilonbség az altér 6sszege és direkt 6sszege k6zott?

Mit jelent az, hogy egy vektortér az alterek direkt dsszegeként irhato fel?
Mi az altér dimenzidja, €és hogyan szamithato ki?

Mit mond ki a dimenzioképlet: dim(U + V) = dimU + dimV — dim(U N V)?

. Milyen kapcsolat van az altér és az 6t general6 vektorok linedris kombinaciodi kozott?

.Hogyan kapcsolodik az altér fogalma a homogén linedris egyenletrendszerek

megoldasteréhez?

Gyakorlatok

Keresse meg az L, +L, Osszeg dimenzidjat és bézisat, valamint az R® tér L, és L, linedris

altereinek L; m L, metszetét, ahol L; — az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak tere,

L, = <al,a2> —az a;, a, vektorrendszerbdl eldallitott linearis burok!

7X1+ 6X2 +3 X3+ X4 - X5 =0, a1:(4,3,1,2,—1),
- 5Xl + X3 + X4 + X5 :O, a2 = (1,7,—2,—1,_10).
6X;+ 6Xy + X3+ Xq4 =0,

Xq +12X5 4+ 2X3 +4X4 +3X5 =0,

4%y +TXy +3X3 +5x5 =0, a; =(3,4,-7,-3,-3),
Xp +2Xy + 2X3 - X5 =0, a, =(-4,8,-8,-5,-4).

2% +3Xy +4X3 + X4 +3X5 =0,

2%y +3Xy +5X3 +2X4 — X5 =0;

X +2Xy 4+ X3 — X4 +3X5 =0, a =(7,-4121),
Xl + X2 +3X3 +2X4 :0, az :(10,0,—6,—1,—2).
2X1 +3X2 +5X3 + 2X4 - X5 = 0,

3X; +5%Xy +6X3 + X4 +2X5 =0;
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10.

X+ Xo+ X3+ X4+ X5=0,
2% +3Xy +2X3 — X4 +2X5 =0,
Xy +2X5 +2X4 — X5 =0,
3% +5Xy +2X3+ X4+ X5=0;

X; + 3% - X4— X5=0,
X+ Xp +2X3 —3X4 +3X5 =0,
2%1 +3Xy +2X3 — X4 +2X5 =0,
3%y +6Xy +2X3 —2X4 + X5 =0;

Xp +2Xy 4+ 2X3 +3X4 + 2X5 =0,
Xg — X +3X%X4 + X5 =0,
3% +3Xy +2X3+ X4 + X5 =0,
2%+ Xp +2X3+6X4 + 3X5 =0;

Xg+2Xy +3X3+ X4+ X5=0,
X +3Xy +4X3 +3X4 +2X5 =0,
X|+ Xo+2X3— X4 =0,
Xy +3Xy +3X3 +5X4 +5X5 =0;

X+ 2Xp + X3 +3X4 + X5 =0,
5X1+ 3X2 +X3 +3X4 +5X5 :O,
—X1+ X2+X3+2X4 =0,
3%; +3Xy + X3 +4X, +2X5 =0;

X|+2X9— X3+ X4+ X5=0,
Xy +3X3 —2X4 + X5 =0,
X+ X+ X3 + X5 =0,
4 Xy +3X3— X4 +3X5=0;

X +4Xy + X3 + 2X4 +3X5 =0,
X +2X, + 5X4 +2X5 =0,
— X% +2X%3+ 4%, + X5 =0,
X, +6X, +3%3 +11X,4 + 6X5 =0;

a =(-5,412,3),
a, =(L11L1).

a =(11110),
a, =(2,1,-111).

a;=(11111),
a, =(0,2,3,4,-6).

a =(11111),
a, =(0,-7,6,2,2).

a, = (L1111),
a, =(3,-6,1,7,3).

a, =(1,0,1,0,1),
a, =(1,3,7,9,~10).

a =(1,0,1,0,),
a, = (-11,6,—-6,1,—3).
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20. Linearis transzformacio

Elméleti kérdések

© 0o N o g Bk~ w D PE

Mit neveziink linedris transzformacionak egy vektortérben?

Milyen példak 1éteznek tipikus linearis transzformaciokra a sikban vagy térben?

Mit neveziink a lineéris transzformacié képhalmazanak (imago6janak)?

Mit neveziink a linearis transzformacié magjanak (nulalterének)?

Milyen kapcsolat van a lineéris transzformaci6é matrixreprezentacioja €s a bazis kozott?
Mit jelent az, hogy egy transzformacié injektiv, sziirjektiv vagy bijektiv?

Hogyan lehet kiszdmitani egy transzformécié matrixat adott bazisok kdzott?

Mit jelent a linedris transzformaci6 kompozicidja, ¢és hogyan torténik annak

matrixreprezentacidja?

10. Hogyan hat egy linearis transzformacio6 egy adott vektorra?

Gyakorlatok

A @:R3 - R3 leképezés minden X = (y1, x2, 73) Vektort ¢ (x) € R3 vektorba alakit at (képez). Bi-

Zonyitsa be, hogy a ¢ linearis transzformacio lesz! Keresse meg a vektor képének koordinatainak

képletét az R3 tér e, e,, €3 kanonikus bazisaban; az a = (L,1,1) és e, e,, €5 vektorok képétésa ¢

transzformaci6 matrixat ugyan ebben a bazisban!

1.
2.
3.

10.

p(X)=@r1—x2: 21+222 = X3: 23~ X2)-

p() =222 X3 1=222+ X3 21+ X2 = 273) -
() =(n—x2—X3—a+x2—X3—X1— X2+ X3) -
P(X)=(n—x2. 22— X3: 21— X3) -
P(X)=(x2+3x3.22%20 = X3: X2+ X3) -

P(X) =@y —x3.222 = x3:. 21— X3) -

() =(n—x2+2x3. 00— X2, 21+ 222) -
P(X)=(1+2x2 - X320~ X2+ X3: 20+ 202 — X3) -
P(X)=(x2+4x3. 21+ 22 = 223,22 = 213) -

o(X)=QRui+x2+2x3. 01— X3: X2+ X3) -
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21. Linearis transzformacié matrixa egy bazisban

Elméleti kérdések

1. Mit jelent egy linearis transzformaci6é matrixa adott bazisban?

2. Hogyan lehet kiszamitani egy linearis transzformécioé matrixat adott bazis alapjan?

3. Milyen kapcsolat van a transzformacié matrixa €s a bazis vektorain valo hatasa k6zott?
4. Hogyan hatdrozhatdé meg a transzformacié matrixa, ha ismerjiik a képeket az

alapvektorokon?

o

Mit jelent az, hogy a transzformacié matrixa megvaltozik bazisvaltas esetén?

6. Hogyan néz ki a matrixtranszformécio képlete bazisvaltas utan?

7. Mi az 6sszefliggés az atmeneti matrix és a transzformécié matrixa kozott kiilonbdzo
bazisokban?

8. Mit jelent az, hogy a transzformacié matrixa hasonlé egy masik matrixhoz?

9. Hogyan segit a matrixreprezentacio a linearis leképezések dsszetett miiveleteinek

szamitasaban?

Gyakorlatok

crcr

vektorokat megfelel6en ezen tér by, b,, b; vektoraiba alakitja at! Keresse meg a ¢ transzformacio

matrixat az a;, a,, az bazisban!

1. a=0103-2),a,=(4-21, az =(-4,-11);
b =(-4,-11), b, = (7,-1,0), by = (0,—1,0).
2. a; =(1-11), a, =(1,0,1), az =(2,-11);
b =(111), b, =(1,11), by = (1,1,0).
3. a=01-11), a, =(21-1,a;=(3,0);
b, = (-1,1,), b, = (0,-1,1), by =(~1,0,2).
4, a =(1-11), a, =(2,-1,0), a; =(3,-2,0);
b =(-101), b, =(0,0,0), by =(0,1,2).
5. a; =(@1-1-1), a, = (-1,2,0), a; =(0,1,0);
b =(1,-11), b, = (1,0,-1), by = (2,-1,0).
6. & =101, a, =(L-12), ag = (2,-14);
b, = (0,-11), b, = (1,1,0), by = (1,0,1).

49



10.

a; =(1,11),

b]. = (1!_2!l)|

a; =(2,3,5),
b, =111,
a; =(2,0,3),

b =@12-1),

a; =(1,11),
b =(1,11),

a2 - (0,—1,2) ’
b, =(-1,2,-1),

a2 - (0,1, 2) f
b, =(1,1,-1),
a, =(4,15),

b, =(4,5,-2),

a, =(11-1),
b, =(1,11),
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ag =(10,2);
by = (1,0,1).
a3 =(0,0);
bs = (2,1,2).
a3 =(312);
by = (L—11).
a3 =(2,12);
b; =(110).



22. Miveletek linearis transzformaciokkal

Elméleti kérdések
1. Milyen miveletek végezhetok linearis transzformacidkkal?
2. Hogyan definialhat6 két linearis transzformacio 6sszege?
3. Mit jelent a linearis transzformaciok skalarral val6 szorzésa?
4. Hogyan definialhat6 a linearis transzformacidok kompozicidja (dsszetétele)?
5. Mely feltételek mellett lesz a két linearis transzformacié kompozicidja ismét linearis
transzformécio?
6. Hogyan jelennek meg ezek a miiveletek matrixokkal végzett miiveletekként?
7.  Mi az 6sszefliggés a transzformaciok 0sszeaddsanak és matrixaik osszeadasanak miivelete
kozott?
8. Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik a transzformaciok kompozicidja (pl. asszociativitas)?
9. Mikor kommutativ két lineéris transzformacié kompozicidja?
10. Mit jelent a transzformacio inverze, és hogyan hatarozhaté meg?
11. Milyen kapcsolat van a transzformacid inverze és matrixanak inverze kozott?
12. Mikor létezik egy lineéris transzformacionak inverze?
13. Mi a nulltranszformacio és az identitastranszformacioé fogalma?
14. Milyen algebrai struktarat alkotnak a linearis transzformaciok egy adott vektortéren?
Gyakorlatok

Legyen ¢ linedris transzformécidja az R vektortérnek, amely az X = (v, x2, x3) Vektort a ¢(X)

vektorba alakitja at,

>

Il
w NP
Bow N
N FPoW

— a y linedris transzformacié matrixa ugyan ezen tér a;, a,, a bazisaban. Keresse meg az R3 tér

kanonikus bazisabana ¢, v, o+, ¢ —w , ey, we linearis transzformaciok matrixait!

1.

2.

P(X) =22 =313 21+ 212 +3%3. 43— 11) )
a=0112), a,=(111), ag=(1-12).
P(X)=Qri—x2:222— X3 11+ X2+ X3);
a =11, a, =(2,11), a3=(3,2,3).
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10.

p(X)=(n+x2+ 23201~ 23322~ 11);
=0-11), a,=(-12,0), a3=(0,1,2).

o) =Cu- 12— X0+ 230+ X2—213) 5
al - (1,1,—1), a2 - (—1,2,0), a3 = (0,1,0) .

o) =1~ X2+2x3: 00— X2, A+ 2X2)
y=0-11), a,=(2,-1,-1), a3=(3,-2,1).

oX)=(n—x2—Xs—1t X2 —X3—X1— X2+ X3)
a =211, a, =(L,13), a3 =(3,2,3).

oX)=(n—xo 1+ X2+t X300+t 2%2 = 23)
al :(_111’_1)’ aZ :(1101 2); a3 =(O!1| 2) .

P(X) =2 +2x3: 23— 11:301— X2)
a=021,a,=(011), a3=(111).

p(X) = +8x2+ 13201 —3x3:. X2 —311)
=311, a,=(12-1), a3=(2,0,1).

o(X)=2x2 213200 —2x3.— X2~ 1)
a=(01-1), a,=(L2-1), a3 =(LL-1).
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23. Linearis transzformacio nulltere és képtere

Elméleti kérdések

Mit neveziink egy linearis transzformacio6 nullterének (magjanak)?

Mit értiink a linearis transzformacio képtere (imagdja) alatt?

Milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek a nulltér és a képtér (pl. altér-e mindkettd)?
Hogyan hatarozhatd meg a nulltér és a képtér adott transzformécio esetén?

Milyen kapcsolatban all a nulltér dimenzidja, a képtér dimenzidja és a teljes tér dimenzidja?

© ok~ 0w N e

Mit mond ki a dimenziotétel (Rang—nullitas tétel)?
dim(nulltér) + dim(képtér) = dim(domain)

7. Hogyan lehet a nullteret és képet kiszamitani a transzformacié matrixabol?
8. Hogyan kapcsolodik a nulltér egyenletrendszerek homogén megoldasaihoz?

9. Mikor tekinthet6 a képtér egy masik tér részeként értelmezett leképezés teljes képének?

Gyakorlatok
Hatdrozza meg az Img ¢és a Kerg alterek bazisat és dimenzidjat! Gy6z6djon meg arrdl, hogy
dimIm¢ + dim Kerg = dim R*!

—2 -6 -2 4 1 111
-1 -1 10 2 -1 3 1
1 A= 2 A= .
4 -2 -4 3 0 21 4
1 -1 -1 1 3 5 6
1 1 1 2 -1 -1 -1 -1
0 -1 2 1 3 1 2
3 A= 4 A= .
1 0 3 3 2 0 1
-1 -1 -1 -2 1 -1
1 -2 -2 -2 1 3 46
1 4 3 4 011 2
5 A= . 6. A= .
0 2 1 2 12 3 4
-1 0 -1 0 112 2
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24. Linearis transzformacio sajatvektora és sajatértéke

Elméleti kérdések

Mit neveziink egy linearis transzformacio sajatvektoranak?

Mit értiink egy linearis transzformacio sajatértéke alatt?

Mi a kiilonbség a sajatvektor és a sajatérték fogalma kozott?

Hogyan lehet meghatarozni egy matrix sajatértékeit?

Hogyan vezet a sajatértékek kiszamitasahoz a sajatérték-egyenlet (det(A — AE) = 0)?
Hogyan szamithatok ki a sajatvektorok egy adott sajatértékhez?

Mikor tekinthetd egy matrix diagonalizalhatonak?

O N o a bk~ w e

Hogyan kapcsolddik a karakterisztikus polinom gydkeihez a sajatértékek fogalma?

Gyakorlatok

Legyen A — az R* vektortér ¢ linearis transzformacié matrixa a kanonikus béazisban. Keresse meg
a ¢>2, g03, ¢)4 lineéris transzformaciok matrixait ebben a bazisban és gy6zddjon meg arrdl, hogy
f(p)=0, ahol f — a ¢ transzformacié karakterisztikus polinomja! Hatirozza meg a ¢

transzformacio Osszes sajatértékét €s 0sszes sajatvektorat!

30 -1 0 3 01 1 -1
35 0 -3 0 -2 -3 0
1 A= : 2. A=
10 1 0 0 3 4 0
4 3 -1 -1 1 2 1 1
-1 2 3 40 3 0
0 -2 0 -3 13 1 -2
3 A= 4 A= .
-3 15 1 30 -2 0
0 30 4 12 1 1
5 1 1 2 01 0
02 -10 17 1 -4
5 A= 6 A= .
01 40 102 0
21 11 14 1 -1
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25. Linearis altér ortogonalis komplementere

Elméleti kérdések
1. Mitneveziink egy vektortér linearis altere ortogonalis komplementerének?
2. Hogyan definialhat6 az ortogonalis komplementer az R™ térben?
3. Milyen geometriai jelentése van az ortogonalis komplementernek?
4. Milyen kapcsolat van egy altér és annak ortogonalis komplementere k6zott?
5. Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik az ortogonalis komplementer? (pl. metszetiik csak a
nullvektor)
6. lgaz-e, hogy minden vektor felirhato egy altérbeli és egy ortogonalis komplementerbeli
vektor 0sszegére?
7. Milyen dimenziodsszefiiggés van egy altér és ortogonalis komplementere kdzott?
dim(W) + dim(W+) = dim(V)
8. Hogyan szamithato ki egy altér ortogonalis komplementere matrix segitségével?
9. Hogyan hasznalhato a Gauss—Jordan-eliminaci6 az ortogonalis komplementer
meghatarozasara?
Gyakorlatok

Az R* euklideszi tér L altere az alabb megadott egyenletrendszer megoldéasainak a tere. Keresse

meg az L altér Lt ortogonalis komplementerét az R* térben és a C vektor vetiiletét az L altérre és

az § L ortogonalis komplementerére!

X{+2Xy — X3+ X4 =0, c=(-5,4,6,-1). [3x + Xo + X4=0, c=(2,0,4,-1).

1.92% +3Xy +4%X3— X4 =0, 2.95X% +2Xy +3%X3— X4 =0,

X+ Xo+5X3—2X4 =0; 2% + X9 +3X3 —2X4 =0;

X4 +3X3 +3%4, =0, c=(51,-4,0). | X +X+2X3— X4, =0, ¢c=(-2,-4,5).
3.43% + X + X4 =0, 4.<3X% + Xy — X3 +2X4 =0,

SX1 +2Xy —3%X3 — X4 =0; X —Xp —SX3 +4X4 =0;
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2X1 + 6X2 +3X3 + 2X4 = O, C= (2,8, 6,4)
Xl +2X2 +3X3+ X4 :0,
3% +8Xy +6X3 +3%X4 =0;

X1+2X2 +3X3+X4 =0, C:(—l4,—3,5,0).
5. Xl+4X2 +X4 :O, 6
_Xl —6X3—X4:0;

2X1 - X2 + 4X3 +3X4 = O, C= (—5, —11, 3, 5)
8. Xl_XZ_ 2X3+ X4:0,
Xg +Xo +14X5 +3X4 =0;

X1+2X2— X3+X4:0, C:(6,2,3,0).
7. X1+ XZ +2X3—X4:O,
3% +4Xy +3X3 — X4 =0;

2X1+3X2+ X3— X4 :0,
10 —2)(1 +3X3+ X4 :O,
6%, +3Xy —5X3 —3X4 =0;

Xl + 3X2 - 4X3 + 2X4 = O, C= (—15, 29, 3, - 5)
9. 4Xl + X2 - X4 = 0,
—10x; +3Xy —8X3 + 7X4 =0;

c=(14,-51-5).

58



26. Gram-Schmidt-féle ortonormalizacios eljaras

Elméleti kérdések

1. Mi a célja a Gram—Schmidt-féle ortonormalizacios eljarasnak?

2. Milyen feltételek sziikségesek ahhoz, hogy a Gram—Schmidt eljaras alkalmazhato
legyen egy vektorrendszerre?

Hogyan definialjuk két vektor ortogonalitasat és ortonormaltsagat?

Hogyan mukddik 1€pésrol 1épésre a Gram—Schmidt eljaras?

Mi a kiilonbség az ortogonalis €és az ortonormalt rendszerek kozott?

o o > w

Hogyan biztositja az eljaras, hogy a keletkezd vektorrendszer ugyanazt az alteret
feszitse ki, mint az eredeti rendszer?

7. Miért fontos a normalizalas minden 1épés végén?

Gyakorlatok

1. Az R* euklideszi térben ortonormalizalja az a, a,, ag, a, vektorrendszert!
11, & =@1111),a,=(1-11-1), a3 =(0,1,1,1), a, =(0,0,1,1).

12. a=(1-11-1),a,=(10,-10), a3 =(0,1,1,1), a, =(0,0,1,-1).

13. a=(-1-111), a, =(1L,0,-10), a3 =(1,1,1,0), a4 =(1,0,0,-1).

14, a4 =(11-1-1),a,=(010), a3 =(110,1), a, =(1,1,0,0).

15 a=@111-1),a,=(10,01, a3 =(1,110), a, =(0,1,1,1).

16. a=(-1111), a, =(,40,0), ag =(0,1,0,1), a, =(0,0,1,1).

17. a=(@1211), a, =(2,-11-1), a3 =(11,2,0), a5 =(1,1,0,0).

18. a=(001-1), a,=(0,1,-11), a3 =(1,1,-11), a, =(1,1,1,2).

19. a=(-10,01), a, =(0,111), azg=(11-1,-1), a, =(1,0,-1,0).

1.10. a =(0,111), a, =(1,-1,2,0), a3 = (0,0,1,1), a, = (1,1,1,1).

2. A C[Za, ) euklideszi térben, mely az Osszes olyan fliggvény tere, melyek négyzete integralhato,

ortogonalizalia a p;=1, P,=X, p3=x>, Pq =x3 polinomok rendszerét (a C[Zay g ter ket

tetszOleges f ¢és g fliggvényének skalaris szorzata a kovetkez6 modon hatidrozhaté meg:

B
(f,9)=[ f()g(x)dx )!
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2.4.
2.6.

B=2.

p=3.

-1,

210. «

B=0.
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27. Kvadratikus alak normalalakja

Elméleti kérdések

Mit neveziink kvadratikus alaknak?

Hogyan irhato fel egy kvadratikus alak matrixos formaban?

Mi a kapcsolat egy kvadratikus alak €s a hozza tartozo szimmetrikus matrix k6zott?
Mit jelent a kvadratikus alak normalalakja?

Hogyan lehet egy kvadratikus alakot normalalakra hozni transzformacidval?

Mi a célja a kvadratikus alak diagonalizalasanak?

Milyen Iépésekbdl all a kvadratikus alak normalalakra hozasanak folyamata?

O N o g B~ w D P

Mit jelent az, hogy két kvadratikus alak ekvivalens?

Gyakorlatok

Keresse meg megfelelden a valds és komplex szamok teste felett az f (X, X,, X3) kvadratikus alak

normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformacioit, amelyek ehhez az alakhoz vezetik az f

alakot!

1 f = X2 +2X3 — X5 +2X; Xy —4XyXg3 -

2. f = —x2 +3X2 + X5 — 4% Xy + 6% X3.

3. f = X2 — X3 +3%3 — 4% X, + 2X,X3.

4. f = xZ +2%5 —3xZ —6X;Xp —4XX3.-

5. f = —XxZ +4X3 — X2 +8XyXz — 4X;X3.

6. f = —xZ +3X5 —3X5 + 6X; Xy + 2%y X3 — 4X; Xg.
7. f = X2 +2X3 —8X; Xy + 4Xo X3 + 2% X3 .

8. f = —2x2 — 2XZ —8X;Xp —4XyX3..
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9. f = 3x7 +3X5 — 2X; Xy + 6XpXg — 2X; X3 -

10. f =3xZ +3%5 —9x§ + 2% X5 +6Xy X3 + 2% X3.-
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28. Pozitiv és negativ definit kvadratikus alakok

Elméleti kérdések

1. Mit jelent az, hogy egy kvadratikus alak pozitiv definit?

2. Mit jelent az, hogy egy kvadratikus alak negativ definit?

3. Mi a kiilonbség a pozitiv definit, negativ definit és indefinit kvadratikus alakok kozott?

4. Milyen feltételek mellett mondhat6 egy kvadratikus alak pozitiv vagy negativ definitnek?

5. Hogyan donthetd el egy kvadratikus alakrdl, hogy pozitiv vagy negativ definit a
féalminorok (sarokaldeterminansok) segitségével?

6. Mit mond ki a Sylvester-kritérium, ¢és hogyan hasznalhatdé a kvadratikus alakok
jellemzésére?

7. Mi a jelentdsége a pozitiv definit kvadratikus alakoknak a matematikai analizisben és az
optimalizalasban?

8. Hogyan hatarozhatd meg egy kvadratikus alak tipusa a normalalakja alapjan?

Gyakorlatok

A g(X, Xy, X3, X4, %) = X T AX  kvadratikus alak, amely az A matrixszal van megadva, pozitiv

definit, negativ definit vagy indefinit?

1.

3.

A=

3 -2 1 0 1 3 0 1 -2 0
-2 3 -2 1 0 o 2 -2 1 -1
1 -2 3 -2 1] A= 1 -2 3 -2 1.
o 1 -2 2 -1 -2 1 -2 3 0
o 0 1 -1 1 o -1 1 0 1
-3 2 1 0 O -3 0 1 2 O
2 -3 0 1 0 0 -2 0 1 -1
1 0 -3 0 1) A= 1 0 -3 0 1)
0o 1 0 -2 -1 2 1 0 -3 0
O 0 1 -1 -1 o -1 1 0 -1
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-1].

10

0 -1 1 -1

0

11111

1 2 2 2 2

1 2 3 4 4

1 2 3 45

1

-2 -2 -1

-1

-1].

10

0 -1 1 -1

0

8 A=|1 2 3 3 3|

10. A

-1 -1

1

3 -1 -2|.

-1
-2

0
-2

-1
1
0

-1

1

3.

7. A=

9. A=
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Geometria

29. Vektorok. Miiveletek vektorokkal

Elméleti kérdések
1. Mit neveziink vektornak? Miben kiilonbozik egy skalartol?
2. Milyen geometriai és algebrai jellemzdi vannak a vektoroknak?
3. Mit jelent a vektor hossza (abszolut értéke), és hogyan szamithato ki?
4. Hogyan torténik két vektor 0sszeadésa, és mi a geometriai jelentése?
5. Mit jelent egy vektor skalarral valo szorzasa, és hogyan valtozik ekkor a vektor iranya és
hossza?
6. Mi a vektorok kivonasanak értelmezése?
7. Milyen vektorokat neveziink kollinearisnak?
8. Milyen vektorokat neveziink egyiranyunak?
9. Mik a bazis vektorok a sikon ¢és a térben?
Gyakorlatok
1. Adott, hogy 4B = @ + 2b, BC = —4d — b, CD = —5d — 3b. Bizonyitsa be, hogy ABCD
trapéz!
2. Taléljon olyan pontot a téglalapban, amelybdl kiinduld vektorok 6sszege, amelyek a négyszog
csticsaihoz vezetnek, egyenld legyen nullaval!
3. Lehete az @ =(1,2.-3), b=(2,—1,1) és &= (-3,—1,2) vektorokbél haromszdget
alkotni?
4. Az d és b nem kolinedris vektorok alapjan abrazolja a kévetkezé vektorokat: @) @ + b, b) @ —
bo)b—d, d)—id—be) 22, f) 220
5. Azd+ b ésd — b vektorok milyen feltételek mellett lesznek kollinedrisak?
6. Milyen tulajdonsagokkal kell rendelkeznie az d és b vektoroknak, hogy igazak legyenek a
kovetkezd egyenldségek: a) |d + B| =lda - B|, b) |d + F)| = |d| + |B|, c)d+b= A@—b);
d) |d +b| = |d| — |b|; €) |@ - b| = @l + |b|?
7. Milyen feltételnek kell megfelelnie az @ és b vektoroknak, hogy az d@ + b vektor a kdzdttiik

1év0 szoget felezze? (Tegyiik fel, hogy mindharom vektor egy pontbdl indul ki.)
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10.

11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Bizonyitsa, hogy egy szabalyos n-szog kozéppontjat a csticspontjaival 0sszekotd vektorok
Osszege a nullvektor.

Bizonyitsa, hogy egy tetszOleges haromszogben 1étezik egy olyan pont, amelybdl a haromszog
csucsaihoz huzott vektorok 6sszege a nullvektor.

Az ABC haromszdgben AB = d és BC = b. Hatarozza meg azokat a vektorokat, amelyek
egybeesnek a haromszog stlyvonalaival!

Bizonyitsa, hogy a haromszog sulyvonalaibdl fel lehet épiteni egy hdromszdget!

Keressen egy olyan vektort, amely az d és b vektorok kozotti szoget elfelezi!

Legyen 7,75, 73 — az ABCD paralelogramma harom cstcspontjanak helyvektorai. Hatarozza
meg a D csucspont helyvektorat!

Az x és y milyen valds értékeire az d és b vektorok nem kollinedrisak, ha a vektorok a
kovetkezd dsszefliggéssel vannak megadva: (3x —y + 2)d + (x + 2y + 3)b = 0?

Az x, y és z milyen értékeire az c_i,I; és ¢ vektorok nem komplanarisak, ha a vektorok a
kovetkezd 0Osszefiiggéssel vannak megadva: (x +y—z—2)d+ (2x —2y +z — —1)1_9) +

—

(x —1)c=0?

Adottak az d = (—1,3,2) és b= (0,1,4) vektorok. Hatarozza meg a kovetkezd vektorok
koordinatait: & + b, d — b,==,“=%, 2d + 3b!

Lehet-e az d= (1,2,3),5 =(2,—-1,-1),¢ = (-3,—1,—2) vektorokbol haromszoget

alkotni?

Adottak az d@ = (2,1) és b = (3,4) vektorok. Fejtse ki az 1 = (—1,2) vektort az d és b bazis
szerint!
Adottak az @ = (2,1,—3),b = (3,—2,1) és & = (—1,0,2) vektorok. Fejtse ki az i =

(—2,2,1) vektort az d, b és ¢ bézis szerint!

Adottak az A(2,—3,4) és B(5,6,—1) pontok. Hatarozza meg az AB és BA vektorok
koordinatait!
Az a = (3,1, —2) vektor kezdSpontja egybeesik az M(—2,7,1) ponttal. Hatirozza meg azt a

pontot, amely egybeesik a végpontjaval!

Adva van az d = (1,5,2),b = (6, —4,—2),é = (0,—5,7),d = (—20,27,—35). Hatarozza
meg azt az a,f és y szamokat, melyekre az ad, BB,)/E’ vektorokbol zart tort egyenest lehet
alkotni!

Ellendrizze, hogy az A(—1,5,10),B(5,—-7,8),C(2,2,—7) és D(5,—4,2) pontok egy trapéz

csticspontjai-e?
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24. Adott, hogy |d| =5 és azok a szogek, amelyeket a koordinatatengelyekkel alkot: a =
120°, = 45° y = 60°. Hatarozza meg a vektor vetiiletét a koordinatatengelyekre!

25. Adottak az a = (1,3,2) és b= (2,1,—1) vektorok. Hatarozza meg a kovetkezé vektorok
a-3b

vetiiletét a tengelyek bazisvektoraira: a) @ + b; b) @ — b; ¢) 2@ + 3b; d) W

26. Hatarozza meg az d = 4m + 31 — p vektor vetiiletét az ordinata tengelyre, ha m = 37 +

+2] -3k, A= T4+2k,p=—]+k!
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30. Vektorok skalaris szorzata

Elméleti kérdések

1. Mit értiink két vektor skalaris szorzatan?

2. Hogyan szamithaté ki a skalaris szorzat komponensalakban(koordinataalakban) adott

© N o g bk~ w

vektorok esetén?

Hogyan fejezi ki a skalaris szorzat a két vektor altal bezart szoget?
Milyen feltételek mellett lesz két vektor skalaris szorzata nulla?
Milyen tulajdonséagai vannak a skalaris szorzatnak?

Mi a kapcsolat a skalaris szorzat és a vektor hossza kozott?

Hogyan alkalmazhat6 a skalaris szorzat az ortogonalitds vizsgalatara?

Milyen kovetkeztetések vonhatok le a skalaris szorzat el6jelébdl?

Gyakorlatok

1.

o s

Az d és b vektorok skalarszorzata alapjan hatarozza meg a koztiik 1év6 szog koszinuszat és

tangensét!

Milyen feltételnek kell megfelelnie az @ és b vektoroknak, hogy @ + b L @ — b?

Hatarozza meg az d = (5, —7,6) vektor abszolut értékét és irany koszinuszat!

Hatarozza meg az d = (3, —4, —5v/3) vektor egységvektorat!

Hatarozza meg az d vektort, ha ismerjik két koordinatajat x = —3, y = 4 és abszolut értékét
ld| = 13!

b
. |

Hatarozza meg az @ = —3m + 7 vektor abszolut értékét, ha |m| = 1, |7| = 3, (M, 1) = !

Hatarozza meg az d = 2im + 7 és b = —3m + 27 vektorok kézotti szdget, ha |m| = |n| = 2,
==\ _ T
(m,n) !
8. Hatarozza meg a haromszog belsd szdgeit, ha cstcspontjai A(0,0,5), B(1,1,1) és C(—1,2,3)!
9. Az G, b, ¢ vektorok haromszoget alkotnak. Szamitsa ki: (&, 1—5) + (1—5, 5) + (a,o)!
10. Hatarozza meg az X vektort, amely kollinearis az @ = (1, —1,2) vektorhoz, és tudjuk, hogy

|¥| = 36, és az OX tengellyel tompaszdget alkot!

11. Hatdrozza meg azt a vektort, amely merdleges az OY tengelyhez és az d = (1,2,—3)
vektorhoz, és abszolut értéke 310!
12. Hatarozza meg az X vektort, amely merSleges az a = (1,1,2) és b= (3,1,2) vektorokhoz, és

kielégiti a kovetkezd feltételt: (¥, 37 + 2j + E) = —6!

13. Adottaz d@ = (3,—6,21),b = (1,4,—5),¢ = (3, —4,12). Szémitsa ki: (@ + &),b)!
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14. Alkothat-e egy vektor a koordinatatengelyekkel kovetkezé szogeket: 1) a = 45°, 8 =
30°y = 102°2) a = 150° 8 = 90°,y = 60°?

15. A vektor az 0X és OY tengelyekkel « = 30°, 8 = 90° szogeket alkot. Milyen szoget alkot az
0Z tengellyel?

16. Az a vektor az 0X, 0Y koordinatatengelyekkel egyenld szoget alkot, és az OZ tengellyel —
kétszer akkorat, mint az OX vagy OY tengelyekkel. Hatarozza meg az a,f8 és y szogeket!

17. Alkothat-e egy vektor az OX tengellyel 30° szoget, és az OZ tengellyel —45° szoget?

18. Adottak az A(—1,3,2) és B(1, —2,1) pontok. Hatarozza meg az AB vektor annak a tengelyre

valo vetiiletét, amely a koordinatatengelyekkel egyenld tompaszogeket alkot!
19. Adottak az AB = 57+ 2] és BC = —20+ 4] vektorok, amelyek egybeesnek az ABC

haromszog oldalaival. Hatadrozza meg az A csucspontbdl hizott magassadg hosszat!
S S -2
20. Ellendrizze le az aldbbi azonossagot: (d + b)? + (d — b)? = 2 (Idl2 + |b| ) !

21. Adott az @ = (3, —4,12) vektor. Hatirozza meg annak az egységvektornak a koordinatait,
amely egyiranyu az a vektorral!
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31. Vektorok vektorialis szorzata

Elméleti kérdések
1. Mit értiink két vektor vektorialis szorzatan?
2. Milyen dimenzi6ju térben van értelme a vektorialis szorzatnak?
3. Hogyan hatarozhat6 meg a vektorialis szorzat komponensalakban (koordinatalakban)?
4. Mi a vektorialis szorzat geometriai jelentése?
5. Hogyan szamithat6 ki a vektoridlis szorzat nagysaga?
6. Milyen irdnyt a vektorialis szorzat eredménye a két kiindul6 vektorhoz képest?
7. Mi a jobbkéz-szabaly, és hogyan alkalmazhat6 a vektorialis szorzat iranyanak
meghatarozasahoz?
8. Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik a vektorialis szorzat?
9. Milyen feltétel mellett lesz két vektor vektorialis szorzata nullvektor?
10. Milyen kapcsolat van a vektorialis szorzat és a két vektor altal kifeszitett paralelogramma
teriilete kozott?
11. Mi a kiilonbség a skalaris szorzat és a vektorialis szorzat kozott?
Gyakorlatok
1. Az d és b vektorok a ¢ szdget zarjak be, ¢ = g ,ld] =3, |B| = 4. Hatarozza meg az |[d, B]l'
2. Az d és b vektorok 4ltal bezart sz0g « jeloli. Fejezze ki a tga ezen vektorok skalaris és
vektorilis szorzata altal!
3. Az a milyen értéke mellett kollinedrisak a § = ad — 4b és a § = 2d + 5b vektorok?
4. Az d, Db és vektorok kielégitik ad + b + ¢ = 0 feltételt. Bizonyitsa, hogy [d, B] = [B, ¢l =
[c,a]!
5. Adottaz [a,c] = [5, 5], ¢ # 0. Lehet-e arra kovetkeztetni, hogy d = b?
6. Bizonyitsa, hogy ha [c—i, B] = [E, c_l)], és [a,c] = [B, c_f] akkor az @ — d és b — d vektorok,
kollinearisak!
7. Hatdrozza meg a paralelogramma teriiletét, amely a kovetkezd vektorokra van felépitve: d =
(84,1), b = (2,-2,1)!
8. Adva vannak az A(3,1,2), B(4,0,1), C(5,4,7) pontok. Hatarozza meg az ABC haromszog

tertiletét!

70



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

Hatérozza meg azon vektor egységvektorat, amely merdleges az d = 20+ 2]+ k és a b =

47 + +5] + 3k vektorokhoz!

Hatarozza meg a paralelogramma teriiletét, amely a kovetkez6 vektorokra van felépitve: @ =
M + 7 és b = 3 + 27, ahol 71 és 7t egységvektorok és (ﬁ,\ﬁ’) = %!

Tisztazza, hogy jobbsodrast vagy balsodrasti harmast alkotnak az alabbi vektorok:
a)d=(212),b=(3-21),¢=(3,-1,-2);

b)d = (2,—-2,-3),b = (2,0,3),¢ = (1,1,1).

Hatarozza meg a tetraéder térfogatat az A(—5,—4,8), B(2,3,1), C(4,1,—2) és D(6,3,7)
csucspontok alapjan!

Hatarozza meg a tetraéder D csucspontjabol htizott magassaganak a hosszat, ha az A(1,0,6),
B(4,5,—-2),C(7,3,4) és D(—1,2,1) a cstucspontjai!

A tetraéder térfogata V =5, harom csucspontja az A(2,1,—1), B(3,0,1) és C(2,—1,3)
pontokban helyezkedik el. Hatdrozza meg a negyedik cstcspont koordinatait, ha ismeretes,

hogy az OY tengelyen helyezkedik el!
Hatarozza meg az |[d, 5], €], ha
1)d=(12-1),b=(21,-2),¢=(31,-1);
2)d=(321),b=(01-1),¢ = (—1,1,1)!
Szamitsa ki, az [[d, b],¢| - [d, [b,¢]] had = (1,-1,3),5 = (-2,2,1),¢ = (3, ~2,5)!
Milyen feltétel mellett lesz |[d, 5], | = 02
Bizonyitsa az alabi azonossagokat:
a) [a[5,¢]| +[b.1¢ a1 + | [a.B]] = o;

b) [d,b][b, ¢][¢, d] = (4,5,) !
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32. Vektorok vegyes szorzata

Elméleti kérdések

Mit neveziink harom vektor vegyes szorzatdnak?
Milyen miiveletekbdl all a vegyes szorzat (pl. vektorialis szorzat, majd skalaris szorzat)?
Milyen algebrai alakban fejezhet6 ki a vegyes szorzat?

Mi a geometriai jelentése a vegyes szorzat abszolut értékének?

a r w0 N PE

Hogyan kapcsolodik a vegyes szorzat a harom vektor altal kifeszitett paralelepipedon
térfogatahoz?

Milyen feltételek mellett lesz a vegyes szorzat értéke nulla?

Milyen szimmetria- vagy antiszimmetria-tulajdonsagai vannak a vegyes szorzatnak?

Mi torténik a vegyes szorzat értékével, ha két vektor szerepet cserél benne?

© o N o

Hogyan hasznalhat6 a vegyes szorzat harom vektor komplanarissaganak vizsgalatara?

10. Milyen szamitasi modja van a vegyes szorzatnak a vektorok koordinataival (pl. determinans
segitségével)?

11. Milyen alkalmazasai vannak a vegyes szorzatnak a geometriaban?

12. lgaz-e, hogy a vegyes szorzat eléjele a harom vektor térbeli orientaciojat is kKifejezi?

13. Hogyan kapcsolodik a vegyes szorzat a haromdimenzios koordinatageometriahoz?

14. Hogyan lehet eldonteni, hogy harom vektor egy sikban van-e a vegyes szorzat segitségével?

Gyakorlatok

1. Szamitsa ki az alabbi vegyes szorzatokat:
1) (7,k);
2) (k,j,7);
3) (Lk.J):
4 @[ i+7+k])!
2. Bizonyitsa, hogy barmely d, b és ¢ vektorokraa b — &,d — b és ¢ — d vektorok komplanarisak!
3. Bizonyitsa, hogy &[I;, 5] = d[B, c+Aa+ uB], ahol A,u tetszdleges szamok!
4. Bizonyitsa, hogy az 15 ={4,-2,-2},1»={3,1,1},13={420} ¢és 1, ={7,—-1,-6}
helyvektorok végpontjai egy sikon fekszenek!

5. Bizonyitsa, hogy
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6. Az OABC tetraéder O csucspontjabol sulyvonalak vannak huzva az oldalfeliileteken. Bizonyitsa,
hogy az ¢lektdl vett uj tetraéder térfogata az 1/ 4 része az OABC tetracder térfogatanak!

7. Komplanarisak-e a kdvetkez6 vektorok:
1) d=(213),b=(1,-32),¢=(4-57);
2) d=(1,-1,2),b=(513),¢=(0,1,—-1).

8. Bizonyitsa, hogy az d=(3,2,—1),b=(1,-13) é &= (9,1,7) vektorok linearisan
Osszefliggoek, és hatdrozzon meg egy tetszoleges linearis kombinacidjukat!
Hatarozza meg hogy az A(2,3,1), B(6,1,4), C(0,—1,1) és D(2,—1,3) pontok egy sikon

fekszenek!
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33. A sikbeli egyenes egyenlete

Elméleti kérdések

1. Hogyan definialhat6 egy egyenes a sikban matematikailag?

2. Milyen kiilonb6z0 alakjai ismertek az egyenes egyenletének a sikban? (pl. normalvektoros,
iranytényezds, altalanos alak)

Mit jelent az egyenes altalanos alakja: ax + by + ¢ = 0?

Milyen feltételek mellett irhat6 fel egy egyenes irdnytényezds alakban: y = kx + b?
Hogyan hatarozhaté meg az egyenes egyenlete, ha ismert egy pontja €s az iranyvektora?
Mi az egyenes normalvektoros alakja, és hogyan értelmezziik?

Hogyan szdmithato6 ki két egyenes metszéspontja a sikban?

Milyen feltételek mellett pairhuzamos vagy merdleges két sikbeli egyenes?

© ®© N o 0o b~ w

Milyen médon hatarozhaté meg az egyenes egyenlete, ha két pontjat ismerjik?

10. Mit jelent az, hogy egy pont illik egy egyenes egyenletébe?

11. Hogyan lehet kiszdmitani a tdvolsagot egy pont és egy egyenes kdzott?

12. Milyen geometriai jelentése van az egyenes egyenletének egy adott koordinata-rendszerben?
13. Hogyan lehet eldonteni, hogy két egyenes azonos, parhuzamos, vagy metszi egymast?

14. Milyen szerepet jatszik a sikbeli egyenes egyenlete az analitikus geometridban?

Gyakorlatok

1. Hatarozza meg, hogy az 4;(1,-2),A,(1,1), A3(3, —4) pontok koziil, melyek fekszenek az x +
2y — 3 = 0 egyenesen!

2. Hatarozza meg, hogy az x — 3y + 6 = 0 egyenes hol metszi a koordinata-tengelyeket!

3. Bizonyitsa be, hogy az m?x? + 2mnxy + n?y? — 412 = 0 egyenlet egy egyenes-part hatiroz
meg! Hatdrozza meg az egyenesek egyenleteit!

4. Bizonyitsa be, hogy tetszdleges egyenes egyenlete megadhatd paraméteres alakban: x = x, +
It,y =y, + mt!

5. Hatdrozza meg azon pontok mértani helyének egyenletét, amelyeknél az A(—2,1) és B(1,3)
pontoktdl valo tavolsagainak négyzeteinek kiilonbsége 5-tel egyenld!

6. Az ABC haromszdg AB, BC és AC oldalai, megfelelden a 2x —3y —1=0,3x —4y—-1=0
és x—y—1=0 egyenletekkel vannak megadva. Hatdrozza meg a cslcspontjainak

koordinatait!
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

Hatarozza meg az A(—4,—2), B(2,0) és C(2,—4) csucspontokkal rendelkezé haromszog
stilyvonalainak egyenleteit!
Hatéarozza meg azon egyenes egyenletét, amely ¢ szdget zar be az Ox tengely pozitiv irdnyaval
¢és az Oy tengelyt a b = 3 szakaszban metszi!
Milyen szdget zar be az Ox-tengellyel az az egyenes, amely athalad az A(—1,3) és B(4,—2)
pontokon?
Hatarozza meg az egyenesek altal bezart szoget
x=x9+It, , (x=x1+L¢,

{y=y0+mtes{y=x1+m1t.
Hatarozza meg az A(0,0), B(2,-1), C (g,g) csucspontokkal rendelkezd haromszog bels6d
szogeit!
Bizonyitsa be, hogy az A(1,1), B(0,3), C(2,4) és D(3,2) csticspontokkal rendelkezd négyszog
négyzet!
Bizonyitsa be, hogy azx +2y+3=0,x—-2y+3=0,x+2y—3=0¢ésx—-2y—3=0
egyenesekkel hatarolt négyszog rombusz!
Milyen feltétel mellett lesz a l;x + my;y = 0,l,x + myy = 0 egyenesek altal bezart szog
szogfelezdje az Ox tengely?
Bizonyitsa be, hogy azok az egyenesek, amelyek egyenld hosszlisagu szakaszokat metszenek a
koordinata-tengelyeken, vagy parhuzamosak, vagy merdlegesek!
Hatarozza meg annak az egyenesnek az egyenletét, mely a P(—1,3) ponton &thalad és
merdleges a 4x — 2y + 3 = 0 egyenesre!
Hatéarozza meg annak az egyenesnek az egyenletét, mely a P(1,2) ponton athalad és merdleges
az 5x + 2y — 11 = 0 egyenesre!
Hatarozza meg az A(1,0) , B(4,5) és C(7,3) csucspontokkal rendelkezé haromszog
magassagainak egyenleteit!
Hatarozza meg a P(1, —2) pont vetiiletét a 3x — y — 9 = 0 egyenesre!
Hatarozza meg a P(8,—9) pont szimmetrikus pontjat az A(3,—4) és B(—1,—2) pontokon
athalad6 egyeneshez képest!
Ismerve a hdromszog A(3, —4) csucspontjat és két magassadganak egyenleteit: 7x — 2y — 1 =
0 és 2x — 7y — 6 = 0; hatdrozza meg a haromszog oldalainak egyenleteit!
Ismerve a haromszog A(2, —4) csticspontjat és két szogének a szogfelezdjeinek egyenleteit:
x+y—2=0x—3y—6 =0; hatarozza meg a haromszdg oldalainak egyenleteit!
Ismerve a haromszog A(—4,2) csucspontjat és két sulyvonalanak egyenletét: 3x — 2y + 2 =
0,3x + 5y — 12 = 0; hatarozza meg a haromszog oldalainak egyenletét!
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Az M(5,—1) ponton keresztiil hiizott egyenes 45°-0s szdget zar be az 5x + 2y — 11 =0
egyenessel. Hatdrozza meg ennek az egyenesnek az egyenletét!

Hatarozza meg az egyenldszaru, derékszogli haromszog befogoinak egyenleteit, ha a C (5, —2)
a derékszbg cstcspontja, €s az atfogd egyenlete: 2x — 3y + 5 = 0!

Legyen az A(3,4) csucspontja az a = 30° szognek a derékszogi haromszdgben, és az
ellentétes befogd egyenlete: x — y + 2 = 0. Hatdrozza meg a haromszdg két masik oldalanak
egyenleteit!

A P(1,—-1) pont egy négyzet kdzéppontja, amelynek az egyik oldala az x — 2y + 12 =0
egyenesen fekszik. Hatarozza meg a négyzet tobbi oldalainak egyenleteit!

Az a mely értékei mellett a 2x —y+1=0,x+y—4 =0 és 3x + ay — 2 = 0 egyenesek
egy ponton keresztiil haladnak at?

Az x+2y—1=0 ¢és 2x+y—4 =0 egyenesek metszéspontjan keresztiill huzzon egy
egyenest:

a) amely athalad az M (—1,3) ponton;

b) amely parhuzamos az Oy-tengellyel,

c) amely mer6leges az x — 2y + 11 = 0 egyenesre.

Hatarozza meg az x —2y —5=0 és x +y — 8 = 0 egyenletekkel megadott egyenesek
metszéspontjabol az x% + y? = 25 korhdz hiizott érint6k egyenleteit!

Hatarozza meg, hogy a kovetkezd egyenesek egyenletei koziil, melyik van Hesse-féle

normalalakban felirva?

3 4
a) Ex—gy—3= iy

b) —§x+gy—1=0;

5 12
C) 1—3X—Ey+2=0;
d)x+y—-2=0;
e)y—2=0.

32. irja fel az alabbi egyenesek egyenletét Hesse-féle normalalakban

33.

a) 4x +3y +11=0;

b) x+2y—1=0;

c)x+2=0.

Szamitsa ki a P pont tdvolsagat az alabbi egyenesektol:
a) P(—2,1),4x -3y —2=0;

b) P(3,-2),12x + 5y —3 = 0;

c) P(0,1),x —2y+1=0.
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34. Adottak a téglalap két oldalan athalad6 egyenesek egyenletei 3x — 2y —5=0,2x+3y + 7 =
0 és az A(—2,1) pont egyik csticspontja. Hatarozza meg a téglalap tertiletét!

35. Anégyzetkétoldalaaz x — 2y + 2 = 0,x — 2y — 5 = 0 egyeneseken fekszik. Hatdrozza meg
a négyzet teriiletét!

36. Hatarozza meg a P(—5,13) pont szimmetrikus pontjat a 2x — 3y —3 = 0 egyenlettek
megadott egyeneshez képest!
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34. A sik egyenlete

Elméleti kérdések

Mit neveziink siknak a haromdimenzids térben?

Hogyan irhato fel a sik egyenlete normélvektoros alakban?

Hogyan hatarozhat6é meg egy sik, ha ismert egy pontja és egy normalvektora?

Mi a sik normalegyenlete, és hogyan értelmezziik a benne szerepld elemeket?
Milyen forméja van a sik altalanos egyenletének: ax + by + cz +d = 0?

Hogyan lehet meghatdrozni egy sik egyenletét harom nem kollineéris pont alapjan?
Mit jelent az, hogy egy pont illeszkedik egy sikra? Hogyan ellendrizziik ezt?

Mikor mondjuk, hogy két sik parhuzamos vagy metszi egymast?

© © N o O~ w DR

Hogyan hatarozhat6 meg a metszésvonala két siknak, ha metszik egymast?

[EEN
o

. Milyen kapcsolat van a sik normalvektora ¢és a sik iranyai kozott?

[EEY
[EEY

. Hogyan szamithato ki a tavolsag egy pont és egy sik kozott?

[EEN
N

. Hogyan lehet eldonteni, hogy egy egyenes és egy sik metszi egymast, parhuzamosak vagy
illeszkednek egymasba?

13. Milyen geometriai jelentése van a sik egyenletében szerepld egyiitthatoknak?

Gyakorlatok

1. Hatarozza meg azon sik egyenletét, melynek minden pontja egyenld tavolsagra van a P(1, —4,2)

¢s Q(7,1 — 5) pontoktol!

2. Hatarozza meg az M(2,3,—5) pontbol a 4x — 2y + 5z — 12 = 0 sikra huzott merdleges

hosszat!

3. Bizonyitsa be, hogy a7x+4y+7z+1=0,2x—y—z+2=0,x+ 2y + 3z — 1 = 0 sikok

egy egyenesen haladnak at!
4. frjafel a sik egyenletét, amely az M(0,2,1) ponton halad 4t és parhuzamos az 3 =7 +7J + K,

1 +7 — k vektorokhoz!

5. Bizonyitsa be, hogy a 3x — 4y — 2z + 5 = 0 sik metszi az M, (3, —2,1) és M,(—2,5,2) pontok

altal hatarolt szakaszt!

6. Bizonyitsa be, hogy harom 2x —y+3z+5=0,3x+y+2z2—1=0,4x+3y+z+2=0

sik, harom kiilonb6z6 parhuzamos egyenesen metszik egymast!

7. Ellendrizze, hogy az A(—1,2,3),B(1,—-2,1),C(0,1,2),D(3,0,3) és E(5,—7,11) pontok a 2x —

3y +z — 9 = 0 sikon fekszenek!
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Hatarozza meg a tetraéder térfogatat, melynek egyik csucsa az origoban van ¢és a koordinata-
sikokat a kovetkezd sikokban metszi:

a) 3x—2y+z—12 =0,

b) x—y+3z—-3=0,

C) x+2y—>5z+10 =0,

d) 2x+ 5y —4z— 20 = 0!

Hatarozza meg a sik egyenletét, ha az A(1, —2,0) és B(3,2,6) pontok szimmetrikusak hozza
képest!

Hatarozza meg annak a siknak az egyenletét, amelyre az origdbol a sikra hiizott merdleges
talppontja az A(—1,2,3) pont!

frja fel mindazon sik egyenleteit, amelyek athaladnak a P(—3,2,5) ponton és parhuzamosak
valamely koordinata-sikkal!

frja fel mindazon sik egyenleteit, amelyek athaladnak a P(—1,3,7) ponton és valamely
koordinata-tengelyen!

frja fel azon sik egyenletét, amely az Oz tengelyhez parhuzamos és athalad az A(1,2,1) és
B(0,3, —1) pontokon!

Hatdrozza meg annak a siknak az egyenletét, amely athalad a P(—1,2,3) ponton és metszi az
Ox és Oy tengelyeken megfeleléen az a = 2, és b = —1 szakaszokban!

Huzzon egy sikot a P(1,2,—1) ponton keresztiil, amely a koordinata-tengelyeken egyenld
hosszsagu szakaszokat metsz!

Hatarozza meg az x+y—z+2=0,2x+y—5=0 ¢és 4x—3y—2z+5=0 sikok
metszéspontjait!

Az 1és m mely értékeinél metszik egymésta2x —y+3z—1=0,x+ 2y —z+m=0¢és x +
ly — 6z + 10 = 0 sikok: a) egy pontban, b) egy egyenesben, c¢) parhuzamos egyeneseken?
Hatarozzamegazx+y —z+ 5 = 0 és 2x +y + z — 3 = 0 sikok metszés egyenesén keresztiil
huzott sik egyenletét:

a) amely athalad az M(—1,3,4) ponton;

b) parhuzamos az Oy-tengelyhez;

c) merdleges a 3x — y + 2z — 11 = 0 sikra;

3v3
frja fel a sik egyenletét, amely meréleges az 5x —y + 3z — 2 = 0 sikra és egy xOy sikhoz

d) amelyazx — 2y +2z—17 =0 Sikk(al Q= arccos — szbget zar be!

tartoz6 egyenesen metszi Gt!
Bizonyitsa be, hogy azx — 2y +3z—13=0,5x+y—2z—11=0¢s3x+5y—7z+ 15 =
0 sikok egy és ugyanazon ponton haladnak at!
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21. Hatdrozza meg az 5x+8y—z—7 =0,x+ 2y +3z—1 =0 ¢és 2x — 3y + 2z — 9 = 0 sikok
metszéspontjan keresztiil huzott sik egyenletét, amely:
a) athalad a P;(1,2,4) és P,(—1,3,1) pontokon keresztiil,
b) athalad az Oy-tengelyen;
c) athaladazy + 2 = 0,x + 2z + 1 = 0 egyeneseken;
d) parhuzamos a 3x — 5y + 8z — 19 = 0 sikhoz;
e) merdleges a 2x + 3z — 11 = 0 sikra!

22. Az Oy-tengelyen keressen egy pontot, amely egyenld tavolsagra van az alabbi két siktol: x —
2y+3z—6=0¢2x+3y+z—1=0!

23. Hatdrozza meg annak a siknak az egyenletét, amely 5 egységnyi tavolsagra van és parhuzamos
az x — 2y + 2z — 14 = 0 sikhoz!

24. Hatdrozzamega 2x + 2y —z — 15 = 0 és 4x + 4y — 2z + 11 = 0 sikok kozti tdvolsagot!
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35. A térbeli egyenes egyenlete

Elméleti kérdések

© © N o g~ w D P
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Hogyan definialhat6 egy egyenes a haromdimenzios térben?

Milyen formaban adhaté meg a térbeli egyenes egyenlete?

Mit jelent a térbeli egyenes paraméteres egyenlete?

Milyen adatok sziikségesek egy térbeli egyenes meghatarozasahoz?

Hogyan irhato fel az egyenes egyenlete, ha ismert egy pontja és egy iranyvektora?
Mi a geometriai jelentése a paraméteres egyenletben szereplé paraméternek?
Hogyan ellendrizhetd, hogy egy adott pont rajta van-e a térbeli egyenesen?

Mikor mondjuk, hogy két térbeli egyenes parhuzamos, metszi egymast, vagy kitérd?
Hogyan hatarozhaté meg a metszéspontja két térbeli egyenesnek?

Hogyan vizsgalhat6 két egyenes metszéspontja algebrai tton?

. Milyen kiilonbségek vannak a sikbeli és a térbeli egyenes egyenlete kozott?

Milyen szerepe van az irdnyvektornak a térbeli egyenes tulajdonsagainak meghatarozasaban?
Hogyan lehet megéllapitani, hogy egy térbeli egyenes ¢€s egy sik metszi egymast,

parhuzamosak, vagy illeszkedik az egyenes a sikra?

Gyakorlatok
1. Hatérozza meg a P(2, —1,3) pont vetiiletét az x = 3t,y = 5t — 7,z = 2t egyenesre.
2. Hatarozza meg a P(4,1,6) pont Q szimmetrikus pontjat a kovetkezd egyeneshez képest
{x—y—4z+12 =0,
2x+y—2z+3=0!
3. Hatarozza meg a P(2,3,—1) pont és az X3;5 = % = ths egyenes kozti tavolsagot!
4. Hatdrozza meg sik egyenletét, amely athalad az
x22 _ytl_z73 x71_y-2 _ z#3
3 3 -2'3 2 =2
egyeneseken!
) s . x=3t+7,
5. Bizonyitsa be, hogy az XT = y_—3 = ZT és {1y = 2t + 2, egyenesek egy sikon helyezkednek el,
z=—-2t+1
¢és hatadrozza meg ezen sik egyenletét!
6. A2x—y+3z—9 =0 sikon keresse meg azt a pontot, amelyre az A(—1,0,1) és B(3,1,1)
pontoktdl vett tdvolsagoknak az dsszege a legkevesebb!
7. Bizonyitsa be, hogy az
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x—1 y—7
2 -2 1

z—-5 ,
-4

X—6 y+1 _ z
1 3

egyenesek metszik egymast, és hatarozza meg azon sik egyenletét, amelyen az egyenesek

elhelyezkednek!

x=2t+5
. ) 3 2=0'
8. Bizonyitsa be, hogy a{y = —t + 2, ¢s a{x Tty +z+ g
z=t—7 x—y—-3z-2=0,

egyenesek parhuzamosak, és hatirozza meg azon sik egyenletét, amelyen ezek az egyenesek

elhelyezkednek!

9. Hatarozza meg azon sik egyenletét, amely athalad a P(5; 7; —1) ponton és merdleges az

1 _ Y 743 agyenesrel
2 T -1 -2 gy :

10. Hatarozza meg a P(1,2,§) pont vetiiletét az x__—11 = yT+2 = yTH egyenesre!

11. Hatarozza meg azt a pontot, amely szimmetrikus a P(1, —2, —6) ponthoz az

{x—y+22—1=0

)] , '
Xx—74+2=0 egyeneshez képest!

12. Hatarozza meg a P(—1,3,3) pont és az x__—21 = % = —ZIZ egyenes kozotti tavolsagot!
2x+2y—2z—10=0,, x+7 y-5 z-9 e i
A b — =~ == A A !
13.Hatarozza meg az {x —ylz-22=0. €s — — " egyenesek kozotti tavolsagot!

14. Bizonyitsa be, hogy azon pontok mértani helye, amelyek egyenlétavolsagra vannak a haromszog
csucspontjaitodl, egy egyenes. Hatdrozza meg az egyenes egyenletét, ha A(xy,yq,21) ,

B(x3,¥2,2,) és C(x3,Y3,23) — a hdromszdg csucspontjai!

x=2t+1,
16. Hatarozza meg a sik egyenletét, amely athalad az {y = —3t + 2, egyenesen ¢s az M(2,—2,1)
z=2t—3

ponton!

17. Hatarozza meg az alabbi egyenesek vetiiletét a koordinata sikokra:

g) it y2 7 ){x—y+z—2=0'
2 1 -1’ 2x+y—z+1=0!
18. Hatarozza meg az x__—lz = y—l-l = Zzﬁ egyenes vetliletét az x + 4y — 2z — 11 = 0 sikra!
x=3t+1,
19. Hatdrozza meg a sik egyenletét, amely athalad az {y = 2t + 3, egyenesen ¢és parhuzamos a
z=—t—2,

{Zx_y+z_3=0'e eneshez!
x+2y—z—-5=0 9y '

20. Hatarozza meg az egyenes egyenletét, amely athalad az M(3, —2, —4) ponton, parhuzamos a

3x — 2y — 3z — 4 = 0 sikkal és metszi az 9(3;2 = y_—+62 = % egyenest!
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x+2y+z—-1=0, , ,
21. Az {3x ) 4+47-29=0 egyenesen hatarozza meg azt a pontot, mely egyenld tavolsagra van
az A(3,11,4) és B(—5,—13, —2) pontoktol!
22. Az A és D paraméterek milyen értékeire az ol oms egyenes az Ax +2y —4z+D =
4 -4 1

0 sikon fekszik?

23. Hatarozza meg a kovetkezo két kitérd egyenes k6zos merdlegesének az egyenletét:
1 0 -1 0 1 -1
!

X9 _Yr2 _Zg X _yH7 _z72
b)4_—3_1 -2 9 2
24. Hatarozza meg a kdvetkez0 egyenesek kozotti tavolsagot (a legkisebbet):

x+3_y—6_z—3ésx—4_y+1_z+7'
4 -3 2 8 -3 3
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36. Masodrendu gorbék

Elméleti kérdések

1. Miakorvonal egyenlete, €s mi abban a kozéppont koordinatai?

2. Mi akanonikus alakja az ellipszis egyenletének?

3. Hogyan értelmezhet6 az ellipszis féltengelyeinek hossza a kanonikus egyenletben?

4. Mi a kanonikus alakja a hiperbola egyenletének?

5. Hogyan kiilonboztethetd meg a hiperbola ball és jobb aga a kanonikus egyenlet alapjan?

6. Mi akanonikus alakja a parabola egyenletének?

7. Hogyan hatarozhatd6 meg a parabola fokuszpontja ¢és direktrixa a kanonikus alak

segitségével?

8. Milyen geometriai jelentdsége van az ellipszis, hiperbola és parabola kanonikus

egyenletében szerepld paramétereknek?

9. Hogyan kiilonboztethetok meg a harom gorbetipus az egyenleteik alapjan?

10. Milyen feltételek mellett egy masodfoku egyenlet ir le ellipszist, hiperbolat vagy parabolat?

11. Hogyan jelenik meg a fokuszpont a kanonikus egyenletekben?

12. Milyen szerepe van az excentricitasnak az ellipszis és hiperbola kanonikus egyenletében?

13. Mi a mértani helye az ellipszis, hiperbola és paravola pontjainak a sikon?

Gyakorlatok

1. Hatérozza meg az ellipszis egyenletét, ha a fokuszpontok kozotti tavolsag 12 és az
excentricitasa € = % !

2. Hatarozza meg az ellipszis egyenletét, ha az athalad az A (6; 4) és B (8; 3) pontokon.

3. Hatarozza meg a kdvetkezé korvonalak kdzéppontok kozotti tavolsagot x2 + y? — 10x +
16y +80 =0¢ésx%2+y2+6x + 4y —12 = 0!

4, Hatdrozza meg azon egyenesek altal bezart szdget, amelyek athaladnak az x? + y% — 4x —
16y + 32 =0 korvonal kozéppontjan ¢és az §+ Z—; =1 ellipszis fokuszpontjain
megfelelden!

5. Hatdrozza meg a korvonal egyenletét, ha az athalad az A(—8; 3) és B(2; —7) pontokon és a
kozéppontja az x + 4y + 16 = 0 egyenesen fekszik!

6. Hatarozza meg az aladbbi dbran lathato gorbe egyenletét!
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7. Hatarozza meg az alabbi abran lathato gorbe egyenletét!

YA

8. Abrazolja az alabbi egyenlettel megadott gorbét 5x2 + 9y? — 720 = 0!
2 2
9. Hatarozza meg az A(10/3,5/3) pontbol az ’2(—0 + y? =1 ellipszishez huzott érinték

egyenleteit!

2 2

10. Milyen feltételek sziikségesek, hogy az y = kx + m egyenes érintse az %+2’—2 =1

ellipszist?

2 2
11. Hatarozza meg az ;C—O - y? = 1 hiperbola érintdinek egyenleteit, amelyek merdlegesek a 4x +

3y — 7 = 0 egyenesre!

12. Hatarozza meg azon egyenesek egyenleteit, amelyek az M(—1,3) ponton athaladnak és

2
parhuzamosak az x? — 31]—6 = 1 hiperbola megfelel6 aszimptotaival!

2 2
13. Az % + y? = 1 ellipszisen keressen egy pontot, amelynek a fokalis sugara r = 1?0!

14. Hatarozza meg a hiperbola egyenletét, ha a képzete tengelye 12 és a hiperbola athalad az
A(20; 8) ponton!

15. Abrazolja a 4x% — y? — 16 = 0 hiperbolat és hatarozza meg fokuszpontjait, excentricitasat,
direktrixét és aszimptotait!

16. Hatarozza meg a hiperbola egyenletét, ha a fokuszpontok kozott 10 a tavolsag és y = + Sx
az aszimptotak!
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17. Hatarozza meg a parabola egyenletét, amelynek cstcsa az origbban van, szimmetrikus az
Ox tengelyhez képest, és athalad a (5; —3) ponton! Hatarozza meg a fokuszpont koordinatait
¢s a direktrix egyenletét és abrazolja a parabolat!

18. Abrazolja a x? — 2x + y + 8 = 0 parabolat és hatirozza meg fokuszpontjat és direkrixét!

19. Hatarozza meg az alabbi dbran lathaté gorbe egyenletét!

21. Hatdrozza meg azon gorbe egyenletét, mely egyenld tdvolsagra van az A(2,2; 2) ponttdl és

az x — 1,8 = 0 egyenestsl!

2 2
22. Az % + y? = 1 ellipszisen keresse meg azt a pontot, melynek fokalis sugara r = 1?0!

2 2
23. Hatarozza meg az x: + % = 1 ellipszis és az x — 2y + 2 = 0 egyenes metszéspontjait!
24. Az ellipszisbe beirt téglalapok koziil talalja meg azt, amelynek legnagyobb a teriilete!

yZ

2
25. Hatarozza meg az M(2,4) ponton keresztiil huzott érinték egyenleteit az xz+? =1

ellipszishez!
26. Hatarozza meg az y? = 2x parabola érint6jének egyenletét, amely merdleges a 4x +y —

23 = 0 egyeneshez!

2 2
27. Milyen feltétel sziikséges, hogy az Ax + By + C = 0 egyenes érintse az Z—Z + % = 1 gorbét?
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[TociGauk 3 anreOpu Ta TeoMerpii s iHGOOPMATHKIB MpHU3HAYCHUH IJIs CTyAEHTIB | Kypcy
3aKkaprnarchKoro yropchbkoro iHCTUTYTy iMeHi @epenna Pakomi crnemiambhHocTi A 4.09 Cepenns
ocsirta (InopmaTrka) ICHHOI Ta 3204HOI (HOPMHU HABYAHHS 3 METOIO OpraHi3alii caMOCTiIHHOT poOOTH
3 Kypcy "Anrebpa Ta reoMeTpis'.

[TociOGHMK YMOBHO MOJIIJICHUH Ha Bl YaCTHHM: JIIHIHHY aareOpy Ta aHaIITHYHY T€OMETPII0, KOJKHA 3
SAKHX, MICTUTh PO3AUIM B SKHX HaBEICHI TEOPETHYHI NMHUTAaHHS Ta NPAKTUYHI 3aBIAHHS I
caMOCTiltHOT poOOoTH cTyAeHTa 3 Kypcy "Anredpa Ta reomeTpis .

Marepian npu3HayeHU# Ui BUKOPUCTAHHS SK HABYAJIbHO-METOAWYHUHN MOCIOHMK 3 TUCHUIUIIHH
" Anrebpa ta reometpis .
3aTBEpKEHO 10 BUKOPUCTAHHS Y HABYAJIBHOMY IIPOIIeCi
Ha 3aciJaHHi Kaeapu MaTeMaTHKH Ta iHPOPMATUKH

(mpotokon Ne 10 Bix «23» yepBHsa 2025 poky)

PosrnsiHyTO Ta pexoMeHa0BaHo Pajioro 13 3a0e31eueHHs SKOCTI BUIIOT OCBITH
3akapnaTchKoro yropchbkoro iHcTuTyTy iMeHi @epenna Pakori 11
(mpotokon Ne7 Binx 26 ceprus 2025 poky)

PexomennoBano 10 BuganHs y enekrponsiii popmi (PDF)

pimenHsaM BueHoi pagu 3akaprnaTchbKoro yropcbkoro iHCTHTYTY iMeHi @epenna Pakori 11
(mpotokon Ne8 Bin 28 ceprius 2025 poky)
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