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1 Áiíàðíi âiäíîøåííÿ

1.1 Äåêàðòîâèé äîáóòîê

Íåõàé x ̸= y òîäi äëÿ âïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè (x, y) ïîðÿäîê ìà¹ çíà÷åííÿ:
{x, y} = {y, x}
(x, y) ̸= (y, x).

Îçíà÷åííÿ 1. Óïîðÿäêîâàíó ïàðó (x, y) ìîæíà âèçíà÷èòè ìíîæè-
íîþ {{x}, {x, y}}. Ó âèïàäêó âïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè (x, y) åëåìåíò x íà-
çèâà¹òüñÿ ïåðøîþ, à y � äðóãîþ êîîðäèíàòîþ.

(x, y) = (a, b) ⇔
{

x = a,
y = b.

Îçíà÷åííÿ 2. Ïiä äåêàðòîâèì äîáóòêîì ìíîæèí X, Y ðîçóìi¹ìî
ìíîæèíó âïîðÿäêîâàíèõ ïàð X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }.

Îçíà÷åííÿ 3. Óïîðÿäêîâàíó òðiéêó (x, y, z) âèçíà÷à¹ìî ìíîæèíîþ
((x, y), z).

Îçíà÷åííÿ 4. Az (x1, x2, . . . , xn) rendezett v�eges halmaz a

((x1, x2, . . . , xn−1), xn)

halmazzal de�ni�aljuk.

Îçíà÷åííÿ 5. Óïîðÿäêîâàíó ïàðó (x1, x2) âèçíà÷à¹ìî ìíîæèíîþ

{{x1}, {x1, x2}}.

Êîëè n > 2, óïîðÿäêîâàíó ñêií÷åííó ìíîæèíó (x1, x2, . . . , xn) âèçíà-
÷à¹ìî ìíîæèíîþ

(x1, x2, . . . , xn−1) ∪ {{x1, x2, . . . , xn}}.

Îçíà÷åííÿ 6. Ïiä äåêàðòîâèì äîáóòêîì ìíîæèí X1, X2, . . . , Xn

ðîçóìi¹ìî ìíîæèíó âïîðÿäêîâàíèõ ïàð

X1×X2×· · ·×Xn = {(x1, x2, . . . , xn) : x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, . . . , xn ∈ Xn}.
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1 Bin�er rel�aci�ok

1.1 Descartes-szorzat�an

Adott x ̸= y �es (x, y) rendezett p�ar eset�en sz�am��t a sorrend:
{x, y} = {y, x}
(x, y) ̸= (y, x).

De�n��ci�o 1. Az (x, y) rendezett p�art a {{x}, {x, y}} halmazzal de�-
ni�aljuk. Az (x, y) rendezett p�ar eset�en x az els�o, y a m�asodik koordin�ata.

(x, y) = (a, b) ⇔
{

x = a,
y = b.

De�n��ci�o 2. Az X, Y halmazok Descartes-szorzat�an az X×Y = {(x, y) :
x ∈ X, y ∈ Y } rendezett p�arokb�ol �all�o halmazt �ertj�uk.

De�n��ci�o 3. Az (x, y, z) rendezett h�arom a ((x, y), z) halmazzal de�-
ni�aljuk.

De�n��ci�o 4. Óïîðÿäêîâàíó ñêií÷åííó ìíîæèíó (x1, x2, . . . , xn) âèçíà-
÷à¹ìî ìíîæèíîþ

((x1, x2, . . . , xn−1), xn).

De�n��ci�o 5. Az (x1, x2, . . . , xn) rendezett v�eges halmaz a

((x1, x2, . . . , xn−1), xn)

halmazzal de�ni�aljuk.

De�n��ci�o 6. Az (x1, x2) rendezett p�ar a

{{x1}, {x1, x2}}

halmazzal de�ni�aljuk. Amikor n > 2 az (x1, x2, . . . , xn) rendezett v�eges
halmaz a

(x1, x2, . . . , xn−1) ∪ {{x1, x2, . . . , xn}}

halmazzal de�ni�aljuk.

De�n��ci�o 7. Az X1, X2,. . . , Xn halmazok Descartes-szorzat�an az

X1×X2×· · ·×Xn = {(x1, x2, . . . , xn) : x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, . . . , xn ∈ Xn}

rendezett p�arokb�ol �all�o halmazt �ertj�uk.

7



Òåîðåìà 1. Íåõàé A, B i C äîâiëüíi ìíîæèíè. Òîäi

1. A×B = ∅ ⇒ A = ∅ vagy B = ∅,

2. (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C),

3. A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C),

4. (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C),

5. A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C),

6. (A\B)× C = (A× C)\(B × C),

7. A× (B\C) = (A×B)\(A× C),

8. B ⊂ C ⇒ A×B ⊂ A× C,

9. A×B = B ×A ⇒ A = B.

1.2 Âèçíà÷åííÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü

Îçíà÷åííÿ 8. ßêùî äëÿ äåÿêèõ ìíîæèí X, Y ìà¹ìî R ⊂ X × Y ,
òî ãîâîðèìî, ùî R � öå âiäíîøåííÿ ìiæ X òà Y . ßêùî X = Y ,
òî ãîâîðèìî, ùî R ¹ âiäíîøåííÿì íà X (ãîìîãåííå áiíàðíå âiäíîøå-
ííÿ). ßêùî R ¹ áiíàðíèì âiäíîøåííÿì, òî ÷àñòî çàìiñòü (x, y) ∈ R

ïèøåìî xRy, à çàìiñòü (x, y) ̸∈ R ïèøåìî x ̸Ry.

Ïðèêëàäè

� IX = {(x, x) ∈ X×X : x ∈ X} � âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi íà ìíîæèíi
X.

x IX y ⇔ x = y

� {(x, y) ∈ Z × Z : x|y} � âiäíîøåííÿ ¾äiëèòüñÿ íà¿.

� Äëÿ ñèñòåìè ìíîæèí F {(X,Y ) ∈ F × F : X ⊂ Y } � âiäíîøåííÿ
âêëþ÷åííÿ ÿê ïiäìíîæèíè.
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T�etel 1. Legyenek A, B �es C tetsz�oleges halmazok. Ekkor

1. A×B = ∅ ⇒ A = ∅ vagy B = ∅,

2. (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C),

3. A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C),

4. (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C),

5. A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C),

6. (A\B)× C = (A× C)\(B × C),

7. A× (B\C) = (A×B)\(A× C),

8. B ⊂ C ⇒ A×B ⊂ A× C,

9. A×B = B ×A ⇒ A = B.

1.2 A bin�aris rel�aci�ok de�n��ci�oja

De�n��ci�o 8. Ha valamely X, Y halmazokra R ⊂ X × Y , akkor azt
mondjuk, hogy R rel�aci�o X �es Y k�oz�ott. Ha X = Y , akkor azt mondjuk,
hogy R X-beli rel�aci�o (homog�en bin�er rel�aci�o). Ha R bin�er rel�aci�o, akkor
gyakran (x, y) ∈ R helyett xRy-t ��runk �es gyakran (x, y) ̸∈ R helyett x ̸Ry-t
��runk.

P�eldak

� IX = {(x, x) ∈ X×X : x ∈ X} az egyenl�os�eg rel�aci�o az X halmazon.

x IX y ⇔ x = y

� {(x, y) ∈ Z × Z : x|y} az oszt�oja rel�aci�o.

� F halmazrendszer eset�en az {(X,Y ) ∈ F×F : X ⊂ Y } a r�eszhalmazk�ent
tartalmaz�as rel�aci�o.
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ßêùî íà ñêií÷åííèõ ìíîæèíàõ çàäàíî áiíàðíi âiäíîøåííÿ, òî ¨õ
ìîæíà ïîäàòè çà äîïîìîãîþ ìàòðèöü âiäíîøåíü i ãðàôiâ âiäíîøåíü
(äiàãðàì).

Ó ìàòðè÷íîìó ìåòîäi åëåìåíòè ìíîæèíè A ðîçìiùóþòüñÿ ïî ðÿä-
êàõ ìàòðèöi M(R), à åëåìåíòè ìíîæèíè B � ïî ñòîâïöÿõ. ßêùî ïàðà
(a, b) íàëåæèòü âiäíîøåííþ R, òî íà ïåðåòèíi âiäïîâiäíîãî ðÿäêà i
ñòîâïöÿ ñòî¨òü îäèíèöÿ, iíàêøå � íóëü.

Ó ãðàôi÷íîìó ïîäàííi åëåìåíòè ìíîæèí A i B ðîçìiùóþòüñÿ íà
ïëîùèíi ó âèãëÿäi òî÷îê. ßêùî ïàðà (a, b) íàëåæèòü âiäíîøåííþ R,
òî òî÷êó, ùî âiäïîâiäà¹ åëåìåíòó a, ç'¹äíóþòü îði¹íòîâàíèì âiäðiçêîì
ç òî÷êîþ, ùî âiäïîâiäà¹ åëåìåíòó b.

Íåõàé A = {a, b, c, d, e, f},
B = {1, 2, 3, 4}, i âiäíîøåííÿ
R = {(a, 1), (a, 2), (b, 4), (d, 1), (f, 4)} ⊂ A×B.

Ìàòðèöåþ âiäíîøåííÿ áóäå

M(R) =

 1 1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1


Ãðàôîì âiäíîøåííÿ áóäå
a

b

c

d

e

f

1

2

3

4
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Ha v�eges halmazokon adunk meg bin�aris rel�aci�okat, akkor rel�aci�om�atrixok
�es rel�aci�ogr�afok (diagramok) seg��ts�eg�evel adhat�ok meg.

A m�atrix m�odszerben az A halmaz elemeinek ar�any�at a m�atrix soraihoz
illesztj�uk M(R), a B halmaz elemei - oszlopok. Ha egy p�ar (a, b) az R
rel�aci�oban van, majd a megfelel�o egyenes metsz�espontj�aban van �es a m�atrix
oszlopa egy, egy�ebk�ent nulla.

A gra�kus be�all��t�asn�al azA �esB halmaz elemeihez f�uz�od�o kapcsolatokat
a s��kon l�ev�o pontnak megfelel�oen helyezz�uk. Ha egy p�ar (a, b) azR rel�aci�oban
van, majd az a elemnek megfelel�o pontot egy ir�anyszakasz k�oti �ossze a b
elemnek megfelel�o ponttal.

Legyen A = {a, b, c, d, e, f},
B = {1, 2, 3, 4}, �es rel�aci�o
R = {(a, 1), (a, 2), (b, 4), (d, 1), (f, 4)} ⊂ A×B.

Rel�aci�om�atrix les

M(R) =

 1 1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1


Rel�aci�ogr�afok les
a

b

c

d

e

f

1

2

3

4
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2 Îäíîðiäíi áiíàðíi âiäíîøåííÿ

2.1 Âëàñòèâîñòi äíîðiäíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåííü

Îçíà÷åííÿ 9. Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà. Âiäíîøåííÿ R ìiæ X
òà X íàçèâàþòü îäíîðiäíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi X àáî âiäíî-
øåííÿì íà ìíîæèíi X. (R ⊂ X ×X.)

Ïðèêëàäè.
Âiäíîøåííÿ: =, <, ≤ | ⊂ T
Ìíîæèíà: R íà N àáî Z ïiäìíîæèíè R

äåÿêî¨ ìíîæèíè
T = {(x, y) | x, y ∈ R, |x− y| < 1}

Îçíà÷åííÿ 10. Íåõàé R � âiäíîøåííÿ íà X. Òîäi êàæåìî, ùî:

� R òðàíçèòèâíå, ÿêùî ∀x, y, z ∈ X: (xR y ∧ y R z) ⇒ xR z; (=,
<, ≤, |, ⊂)

� R ñèìåòðè÷íå, ÿêùî ∀x, y ∈ X: xR y ⇒ y Rx; (=, T )

� R àíòèñèìåòðè÷íå, ÿêùî ∀x, y ∈ X: (xR y ∧ y Rx) ⇒ x = y;
(=, ≤, ⊂, < )

� R ñòðîãî àíòèñèìåòðè÷íå, ÿêùî ∀x, y ∈ X: xR y ⇒ y R̸ x; (<)

� R ðåôëåêñèâíå, ÿêùî ∀x ∈ X: xRx; (=, ≤, |, ⊂, T )

� R iððåôëåêñèâíå, ÿêùî ∀x ∈ X: x R̸ x; (<)

� R òðèõîòîìíå, ÿêùî äëÿ ∀x, y ∈ X âèêîíó¹òüñÿ ðiâíî îäíà ç
óìîâ: x = y, xR y, y Rx; (<)

� R äèõîòîìíå, ÿêùî äëÿ ∀x, y ∈ X âèêîíó¹òüñÿ: xR y àáî y Rx
(ìîæëèâî îáèäâi); (≤)

Ëåìà 1. Íåõàé X � ìíîæèíà, R � âiäíîøåííÿ íà X. ßêùî R ñòðîãî
àíòèñèìåòðè÷íå, òîäi R àíòèñèìåòðè÷íå.
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2 Homog�en bin�er rel�aci�ok

2.1 Homog�en bin�er rel�aci�ok tulajdons�agai

De�n��ci�o 9. Legyen X egy tetsz�oleges halmaz. Az X �es X k�oz�otti R
rel�aci�ot homog�en rel�aci�onak nevezz�uk az X halmazon, vagy rel�aci�onak az
X halmazon. (R ⊂ X ×X.)

P�eldak.
Rel�aci�o: =, <, ≤ | ⊂ T
Halmoz: R N-en vagy Z R�eszhalmazok R

egy halmaz�at
T = {(x, y) | x, y ∈ R, |x− y| < 1}

De�n��ci�o 10. Legyen R rel�aci�o X-en. Ekkor azt mondjuk, hogy

� R tranzit��v, ha ∀x, y, z ∈ X : (xR y ∧ y R z) ⇒ xR z; ( =, <, ≤, |,
⊂)

� R szimmetrikus, ha ∀x, y ∈ X : xR y ⇒ y Rx; ( =, T )

� R antiszimmetrikus, ha ∀x, y ∈ X : (xR y ∧ y Rx) ⇒ x = y;
(=, ≤, ⊂, < )

� R szigor�uan antiszimmetrikus, ha ∀x, y ∈ X : xR y ⇒ y R̸ x; (<)

� R re�ex��v, ha ∀x ∈ X : x R x; (=, ≤, |, ⊂, T )

� R irre�ex��v, ha ∀x ∈ X : x R̸ x; (<)

� R trichot�om, ha ∀x, y ∈ X eset�en x = y, xR y �es y Rx k�oz�ul
pontosan egy teljes�ul; (<)

� R dichot�om, ha ∀x, y ∈ X eset�en xR y vagy y Rx (esetleg mi-
ndkett�o) teljes�ul. (≤)

Lemma 1. Legyen X egy halmaz, R rel�aci�o X-en. Ha R rel�aci�ot szigor�uan
antiszimmetrikus akkor R antiszimmetrikus.
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Ïðèêëàä 1. Íåõàé X = {a, b, c} � ìíîæèíà, R = {(a, a), (a, b), (b, c), (c, a)}
� âiäíîøåííÿ íà X. Âiäíîøåííÿ R òàêå

a

b

c

a

b

c

a

bc

òðàíçèòèâíå × ñòðîãî àíòèñèìåòðè÷íèé ×
òðèõîòîìíå × ñèìåòðè÷íèé ×
ðåôëåêñèâíå × äèõîòîìi÷íèé ×

àíòèñèìåòðè÷íå ✓ iððåôëåêñèâíå ×

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà, R � âiäíîøåííÿ íà X.
ßêùî R � òðèõîòîìíå âiäíîøåííÿ, òî R ¹ íåðåôëåêñèâíèì.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà, R � âiäíîøåííÿ íà X.
ßêùî R � äèõîòîìíå âiäíîøåííÿ, òî R ¹ ðåôëåêñèâíèì.
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P�elda 1. Legyen halmaz X = {a, b, c}, R = {(a, a), (a, b), (b, c), (c, a)}
rel�aci�o X-en. Az R rel�aci�ot

a

b

c

a

b

c

a

bc

tranzit��v × szigor�uan antiszimmetrikus ×
trichot�om × szimmetrikus ×
re�ex��v × dichot�om ×

antiszimmetrikus ✓ irre�ex��v ×

T�etel 2. Legyen X egy halmaz, R rel�aci�o X-en. Ha R rel�aci�ot trichot�om
akkor R irre�ex��v.

T�etel 3. Legyen X egy halmaz, R rel�aci�o X-en. Ha R rel�aci�ot dichot�om
akkor R re�ex��v.
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Îçíà÷åííÿ 11. Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà, R � âiäíîøåííÿ íà
X. Âiäíîøåííÿ R íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêùî
âîíî ¹ ðåôëåêñèâíèì, ñèìåòðè÷íèì òà òðàíçèòèâíèì.

Îäíîðiäíå âiäíîøåííÿ R íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíî-
ñòi, ÿêùî

1. ∀x ∈ X : x R x; (ðåôëåêñèâíå)

2. ∀x, y ∈ X : xR y ⇒ y Rx; (ñèìåòðè÷íå)

3. ∀x, y, z ∈ X : (xR y ∧ y R z) ⇒ xR z; (òðàíçèòèâíèé)

Ïðèêëàäè

1. = (íàïðèêëàä, íà ìíîæèíi N, Z, Q, R àáî C);

2. ïàðàëåëüíiñòü íà ìíîæèíi ïðÿìèõ ïëîùèíè;

3. Äëÿ ∀x, y ∈ Z: x ∼ y ÿêùî 5|(x− y).
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De�n��ci�o 11. Legyen X egy halmaz, R rel�aci�o X-en. Az R rel�aci�ot ekvi-
valenciarel�aci�onak nevezz�uk, ha re�ex��v, szimmetrikus �es tranzit��v.

Az R homog�en rel�aci�ot ekvivalenciarel�aci�onak von akkor

1. ∀x ∈ X : x R x; (re�ex��v)

2. ∀x, y ∈ X : xR y ⇒ y Rx; ( szimmetrikus)

3. ∀x, y, z ∈ X : (xR y ∧ y R z) ⇒ xR z; (tranzit��v)

P�eld�ak

1. = (pl. az N, Z, Q, R vagy a C halmazon);

2. p�arhuzamoss�ag egy s��k egyeneseinek halmaz�an;

3. ∀x, y ∈ Z-re: x ∼ y, ha 5|(x− y).
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3 Êëàñèôiêàöiÿ åëåìåíòiâ ìíîæèíè

Îçíà÷åííÿ 12. Ñèñòåìà Ω ïiäìíîæèí (íåïîðîæíüî¨) ìíîæèíè X
íàçèâà¹òüñÿ ðîçáèòòÿì íà êëàñè ìíîæèíè X àáî êëàñèôiêàöi¹þ åëå-
ìåíòiâ ìíîæèíè X, ÿêùî

1. Ω ñêëàäà¹òüñÿ ç íåïîðîæíiõ ìíîæèí,

2. Ω ¹ ïîïàðíî íåïåðåñi÷íèìè ñèñòåìàìè ìíîæèí, òà

3. ∪Ω = X.

Òîäi åëåìåíòè Ω (ÿêi ñàìi ¹ ìíîæèíàìè) íàçèâàþòüñÿ êëàñàìè X.

Ïðèêëàäè

1. X = {a, b, c, d, e, f, g} � öå êëàñèôiêàöiÿ: {{a, c}, {b}, {e}, {d, f, g}}
,

2. R � öå êëàñèôiêàöiÿ: {{a} | a ∈ R} ,

3. C � öå iíøà êëàñèôiêàöiÿ: {{a ∈ C | |a| = r} : r ∈ R+
0 }.

Îçíà÷åííÿ 13. Íåõàé ∼ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà íåïîðîæíié
ìíîæèíi X êëàñîì åêâiâàëåíòíîñòi ç ïðåäñòàâíèêîì x ∈ X íàçèâà-
¹òüñÿ ìíîæèíà [x] = {y : y ∈ X, y ∼ x}.

Íåõàé ∼ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà íåïîðîæíié ìíîæèíi X,
x, y ∈ X.

� x ∈ [x];

� [x] ̸= [y] ⇒ [x] ∩ [y] = ∅;

� [x] = [y] ⇔ x ∼ y.

Òåîðåìà 4. Ó âèïàäêó âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ∼ íà íåïîðîæíié
ìíîæèíi X, ìíîæèíà êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi {[x] : x ∈ X} ¹ êëàñè-
ôiêàöi¹þ X. Ïîçíà÷èìî öþ êëàñèôiêàöiþ ÿê X/ ∼.
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3 Halmaz elemeinek oszt�alyoz�asa

De�n��ci�o 12. Egy (nem�ures) X halmaz r�eszhalmazainak egy Ω rendszer�et
az X halmaz elemeinek oszt�alyoz�asa nevezz�uk, ha

1. Ω nem�ures halmazokb�ol �all ,

2. Ω p�aronk�ent diszjunkt halmazrendszer �es

3. ∪Ω = X.

Ekkor az Ω elemeit (melyek maguk is halmazok) az X oszt�alyainak nevezz�uk.

P�eld�ak

1. X = {a, b, c, d, e, f, g} egy oszt�alyoz�asa: {{a, c}, {b}, {e}, {d, f, g}} ,

2. R egy oszt�alyoz�asa: {{a} | a ∈ R} ,

3. C egy m�asik oszt�alyoz�asa: {{a ∈ C | |a| = r} : r ∈ R+
0 }.

De�n��ci�o 13. Legyen ∼ egy ekvivalenciarel�aci�o egy nem �ures X halmazon,
egy ekvivalenciaoszt�aly egy x ∈ X reprezent�anssal, amelyet [x] = {y : y ∈
X, y ∼ x}. halmaznak nevez�unk.

Legyen ∼ egy ekvivalenciarel�aci�o egy nem �ures X halmazon, x, y ∈ X.

� x ∈ [x];

� [x] ̸= [y] ⇒ [x] ∩ [y] = ∅;

� [x] = [y] ⇔ x ∼ y.

T�etel 4. Egy nem�ures X halmazon �ertelmezett ∼ ekvivalenciarel�aci�o eset�en
az ekvivalenciaoszt�alyok halmaza {[x] : x ∈ X} az X egy oszt�alyoz�asa. Ezt
az oszt�alyoz�ast X/ ∼-mal jel�olj�uk.
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4 ×àñòêîâèé ïîðÿäîê òà ïîðÿäîê

4.1 Âèçíà÷åííÿ ÷àñòêîãî ïîðÿäêó òà ïîðÿäêó

Îçíà÷åííÿ 14. 1. Ðåôëåêñèâíå, òðàíçèòèâíå òà àíòèñèìåòðè-
÷íå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâèì óïîðÿä-
êóâàííÿì. (Ïîçíà÷åííÿ: ≤ , ⪯ , . . . )

2. ßêùî ⪯ ¹ ÷àñòêîâèì óïîðÿäêóâàííÿì íà X , òî ïàðà (X,⪯)
íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ.

3. ßêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x , y ∈ X , x ⪯ y àáî y ⪯ x âèêîíó¹òüñÿ,
òî x òà y ¹ ïîðiâíÿííèìè. (ßêùî êîæíà ïàðà åëåìåíòiâ ïîðiâ-
íÿííà, òî âiäíîøåííÿ ¹ äèõîòîìi÷íèì.)

4. ßêùî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi X ¹ äèõîòîìi÷íèì (òîá-
òî ÿêùî áóäü-ÿêi äâà åëåìåíòè ïîðiâíÿííi), òî âií íàçèâà¹òüñÿ
ïîðÿäêîì.

Ïðèêëàäè.
Íà R âiäíîøåííÿ ≤ ¹ ïîðÿäêîì: x , y ∈ X ¹ x ≤ y àáî y ≤ x .
Íà N âiäíîøåííÿ | (äiëüíèê) ¹ ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì, àëå íå ïîðÿä-

êîì: 4 ̸ |5 , 5 ̸ |4 .
Âiäíîøåííÿ⊂ ¹ ÷àñòêîâèì óïîðÿäêóâàííÿì íà ìíîæèíiX = P ({a, b, c})

ïiäìíîæèí ìíîæèíè {a, b, c}, àëå âîíî íå ¹ óïîðÿäêóâàííÿì: {a} ̸⊂
{b, c} , {b, c} ̸⊂ {a}.

4.2 Äiàãðàìà Õàññå ÷àñòêîãî ïîðÿäêó

Îçíà÷åííÿ 15. Íåõàé (X,⪯) � ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà.
ßêùî äëÿ äåÿêî¨ x, y ∈ X x ⪯ y, àëå íåìà¹ z ∈ X, äëÿ ÿêîãî x ⪯ z ⪯ y,
òî ìè êàæåìî, ùî x áåçïîñåðåäíüî ïåðåäó¹ y.
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4 R�eszbenrendez�es �es rendez�es

4.1 R�eszbenrendez�est �es rendez�est de�n��ci�oja

De�n��ci�o 14. 1. Az X halmazon �ertelmezett re�ex��v, tranzit��v �es anti-
szimmetrikus rel�aci�ot r�eszbenrendez�esnek nevezz�uk. (Jele: ≤ , ⪯ , . . .
)

2. Ha ⪯ egy r�eszbenrendez�es X -en, akkor az (X,⪯) p�art r�eszbenrendezett
halmaznak nevezz�uk.

3. Ha valemely x , y ∈ X -re x ⪯ y vagy y ⪯ x teljes�ul, akkor x �es y
�osszehasonl��that�o . (Ha minden elemp�ar �osszehasonl��that�o, akkor a
rel�aci�o dichot�om.)

4. Ha az X halmazon �ertelmezett r�eszbenrendez�es dichot�om (azaz, ha
b�armely k�et elem �osszehasonl��that�o), akkor rendez�esnek nevezz�uk.

P�eld�ak.
R-en a ≤ rel�aci�o rendez�es: x , y ∈ X -re x ≤ y vagy y ≤ x .
N -en az | (oszt�oja) rel�aci�o r�eszbenrendez�es, de nem rendez�es: 4 ̸ |5 ,

5 ̸ |4 .
A⊂ rel�aci�o r�eszbenrendez�es az {a, b, c} hatv�anyhalmaz�an,X = P ({a, b, c})

-n, de nem rendez�es: {a} ̸⊂ {b, c} , {b, c} ̸⊂ {a} .

4.2 R�eszbenrendez�esek Hasse-diagramja

De�n��ci�o 15. Legyen (X,⪯) egy r�eszbenrendezett halmaz. Ha valamely x,
y ∈ X-re x ⪯ y, de nem l�etezik olyan z ∈ X, amelyre x ⪯ z ⪯ y, akkor azt
mondjuk, hogy x k�ozvetlen�ul megel�ozi y-t.
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ßêùî ìè çîáðàçèìî åëåìåíòè ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè òî-
÷êàìè òà íàìàëþ¹ìî îði¹íòîâàíå ðåáðî ëèøå äëÿ òèõ ïàð x, y, äëÿ
ÿêèõ x áåçïîñåðåäíüî ïåðåäó¹ y, òî îòðèìà¹ìî äiàãðàìó Õàññå ÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè. Iíîäi çàìiñòü îði¹íòîâàíèõ ðåáåð ìè ìàëþ¹ìî
íåîði¹íòîâàíå ðåáðî, à ìåíøèé åëåìåíò ðîçìiùó¹ìî íèæ÷å.

Ïðèêëàä: Íåõàé X = {1, 2, . . . , 8} ç ïîäiëüíiñòþ:

5

17 3

2 6

48

8

47 6

25 3

1

Íà ìíîæèíi X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, äëÿ ÷àñòêîâîãî âïîðÿä-
êóâàííÿ | çîáðàæåíî äiàãðàìè Õàññå, äå ìè ìàëþ¹ìî îði¹íòîâàíå ðåáðî
ëèøå äëÿ òèõ ïàð x, y, äëÿ ÿêèõ x áåçïîñåðåäíüî ïåðåäó¹ y.

4.3 Íàéìåíøèé, íàéáiëüøèé, ìiíiìàëüíèé, ìàêñè-

ìàëüíèé åëåìåíò

Îçíà÷åííÿ 16. Êàæóòü, ùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (X,⪯
) ìà¹ íàéìåíøèé åëåìåíò: x ∈ X, ÿêùî ∀y ∈ X, x ⪯ y; ìà¹ íàéáiëü-
øèé åëåìåíò: x ∈ X, ÿêùî ∀y ∈ X, y ⪯ x; ìà¹ ìiíiìàëüíèé åëåìåíò:
x ∈ X, ÿêùî ̸ ∃y ∈ X, x ̸= y, y ⪯ x; ìà¹ ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò:
x ∈ X, ÿêùî ̸ ∃y ∈ X, x ̸= y, x ⪯ y.
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Ha egy r�eszbenrendezett halmaz elemeit pontokkal �abr�azoljuk, �es csak
azon x, y p�arok eset�en rajzolunk ir�any��tott �elt, amelyre x k�ozvetlen�ul
megel�ozi y-t, akkor a r�eszbenrendezett halmaz Hasse-diagramj�at kapjuk.
N�eha ir�any��tott �elek helyett ir�any��tatlan �elt rajzolunk, �es a kisebb elem
ker�ul lejjebb.

P�elda: Legyen X = {1, 2, . . . , 8} az oszthat�os�aggal:

5

17 3

2 6

48

8

47 6

25 3

1

AX = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} halmazon a | r�eszbenrendez�esnek rel�aci�o
a gra�kon, hova csak azon x, y p�arok eset�en rajzolunk ir�any��tott �elt,
amelyre x k�ozvetlen�ul megel�ozi y-t �es a Hasse-diagram alapj�an.

4.3 Legkisebb, legnagyobb, minim�alis, maxim�alis elem

De�n��ci�o 16. Az (X,⪯) r�eszbenrendezett halmaz legkisebb eleme: olyan
x ∈ X : ∀y ∈ X, x ⪯ y; legnagyobb eleme: olyan x ∈ X : ∀y ∈ X, y ⪯ x;
minim�alis eleme: olyan x ∈ X : ̸ ∃y ∈ X, x ̸= y, y ⪯ x; maxim�alis eleme:
olyan x ∈ X : ̸ ∃y ∈ X, x ̸= y, x ⪯ y.
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Ïðèêëàä: Ðîçãëÿíåìî ùå ðàç ìíîæèíó X = {1, 2, . . . , 8} ç ïîäiëüíi-
ñòþ:

íàéìåíøèé åëåìåíò 1,
íàéáiëüøèé åëåìåíò,
ìiíiìàëüíèé åëåìåíò 1,
ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò 5, 6, 7, 8.

8

47 6

25 3

1

Çàäà÷à 1. Íà ìíîæèíi X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} çàäàíî âiäíîøå-
ííÿ ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó |. Çíàéäiòü íàéìåíøèé, íàéáiëüøèé, ìiíi-
ìàëüíèé, ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò.

Òåîðåìà 5. ßêùî ÷àñòêîâî ïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ìiñòèòü íàéáiëü-
øèé (íàéìåíøèé) åëåìåíò, òî öå ¨¨ ¹äèíèé ìàêñèìàëüíèé (ìiíiìàëü-
íèé) åëåìåíò.

Òåîðåìà 6. Êîæíà íåïîðîæíÿ ñêií÷åííà ÷àñòêîâî ïîðÿäêîâàíà ìíî-
æèíà ìiñòèòü ïðèíàéìíi îäèí ìiíiìàëüíèé i ïðèíàéìíi îäèí ìàêñè-
ìàëüíèé åëåìåíò.

Îçíà÷åííÿ 17. Íåõàé (X,⪯) � ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà.

1. Ìíîæèíà A ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ çâåðõó, ÿêùî ∃x ∈
X òàêå, ùî a ∈ A òîäi a ⪯ x, i òîäi åëåìåíò a íàçèâà¹òüñÿ
âåðõíüîþ ìåæåþ ìíîæèíè A.

2. Ìíîæèíà A ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ çíèçó, ÿêùî ∃x ∈ X
òàêå, ùî ∀a ∈ A òîäi x ⪯ a, i òîäi åëåìåíò x íàçèâà¹òüñÿ
íèæíüîþ ìåæåþ ìíîæèíè A.

3. Ìíîæèíà A ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ, ÿêùî âîíà îáìåæåíà
ÿê çíèçó, òàê i çâåðõó.
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P�elda: Legyen X = {1, 2, . . . , 8} az oszthat�os�aggal:

legkisebb elem: 1,
legnagyobb elem: nincs,
minim�alis elem: 1,
maxim�alis elemek: 5, 6, 7, 8.

8

47 6

25 3

1

Feladat 1. A X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} halmazon a | r�eszbenrendez�esnek
rel�aci�o. Keresd ki legkisebb, legnagyobb, minim�alis, maxim�alis.

T�etel 5. Ha egy r�eszbenrendezett halmaz tartalmazza a legnagyobb (legki-
sebb) elem, ez az egyetlen maxim�alis (minim�alis) eleme.

T�etel 6. Minden nem �ures v�eges r�eszbenrendezett halmaz tartalmaz legal�abb
egy minim�alis �es legal�abb egy maxim�alis elem.

De�n��ci�o 17. Legyen (X,⪯) r�eszbenrendezett halmaz.

1. Egy A ⊂ X halmazt fel�ulr�ol korl�atosnak nevez�unk, ha ∃x ∈ X �ugy,
hogy a ∈ A eset�en a ⪯ x, �es ekkor az a elemet a A halmaz fels�o
korl�atj�anak nevezz�uk.

2. Egy A ⊂ X halmazt alulr�ol korl�atosnak nevez�unk, ha ∃x ∈ X �ugy,
hogy ∀a ∈ A eset�en x ⪯ a, �es ekkor az x elemet a A halmaz als�o
korl�atj�anak nevezz�uk.

3. Egy A ⊂ X halmazt korl�atosnak nevez�unk, ha alulr�ol �es fel�ulr�ol is
korl�atos.
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Îçíà÷åííÿ 18. Íåõàé (X,⪯) � ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà.

1. Òî÷íà âåðõíÿ ìåæà ìíîæèíè A ⊂ X � öå âåðõíÿ ìåæà x ∈ X
òàêà, ùî x ìåíøà çà áóäü-ÿêó iíøó âåðõíþ ìåæó. �¨ ïîçíà÷åííÿ:
x = supA (òî÷íà âåðõíÿ ìåæà).

2. Òî÷íà íèæíÿ ìåæà ìíîæèíè A ⊂ X � öå íèæíÿ ìåæà x ∈ X
òàêà, ùî X x áiëüøà çà áóäü-ÿêó iíøó íèæíþ ìåæó. �¨ ïîçíà-
÷åííÿ: x = inf A (òî÷íà íèæíÿ ìåæà).

(N, |), (P (M),⊂)

Îçíà÷åííÿ 19. Âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ, ÿêùî
áóäü-ÿêà ¨¨ íåïîðîæíÿ îáìåæåíà çâåðõó ïiäìíîæèíà ìà¹ òî÷íó âåðõ-
íþ ìåæó.

4.4 Ñòðîãå ÷àñòêîâå âïîðÿäêóâàííÿ, ñòðîãå âïîðÿä-

êóâàííÿ

Îçíà÷åííÿ 20. Òðàíçèòèâíå òà íåðåôëåêñèâíå âiäíîøåííÿ, âèçíà-
÷åíå íà ìíîæèíi X, íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãèì âïîðÿäêóâàííÿì. (Ïîçíà-
÷åííÿ: <, ≺, . . .) ßêùî ñòðîãå ïiäïîðÿäêóâàííÿ ¹ òðèõîòîìi÷íèì, òî
âîíî íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãèì âïîðÿäêóâàííÿì.

Ïðèêëàäè

1. Íà R âiäíîøåííÿ < ¹ ñòðîãèì ïîðÿäêîì: äëÿ ∀x, y ∈ R âèêîíó¹-
òüñÿ ðiâíî îäíà ç íàñòóïíèõ òðüîõ óìîâ: x = y, x < y òà y < x.

2. Âiäíîøåííÿ ⊊ ¹ ñòðîãèì ÷àñòêîâèì óïîðÿäêóâàííÿì íà ñòåïå-
íåâié ìíîæèíi {a, b, c}, X = P ({a, b, c}), àëå âîíî íå ¹ ñòðîãèì
óïîðÿäêóâàííÿì: {a} = {b, c}, {a} ⊊ ({b, c} òà {b, c} ⊊ ({a}) íå
âèêîíóþòüñÿ.

Òåîðåìà 7. ßêùî ñêií÷åííà ñòðîãî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ìà¹ îäèí
ìàêñèìàëüíèé (ìiíiìàëüíèé) åëåìåíò, öå ¨¨ íàéáiëüøèé (íàéìåíøèé)
åëåìåíò.
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De�n��ci�o 18. Legyen (X,⪯) r�eszbenrendezett halmaz.

1. Egy A ⊂ X halmaz pontos fels�o korl�atja egy olyan x ∈ X fels�o
korl�at, amelyn�el kisebb fels�o korl�atja a A-nek nincsen. Jele: x =
supA (szupr�emum).

2. Egy A ⊂ X halmaz pontos als�o korl�atja egy olyan x ∈ X als�o korl�at,
amelyn�el nagyobb als�o korl�atja a X-nek nincsen. Jele: x = inf A
(in�mum).

(N, |), (P (M),⊂)

De�n��ci�o 19. Egy rendezett halmazt teljesnek nevez�unk, ha b�armely nem
�ures fel�ulr�ol korl�atos r�eszhalmaz�anak l�etezik pontos fels�o korl�atja.

4.4 Szigor�u r�eszbenrendez�es, szigor�u rendez�es

De�n��ci�o 20. Az X halmazon �ertelmezett tranzit��v �es irre�ex��v rel�aci�ot
szigor�u r�eszbenrendez�esnek nevezz�uk. (Jele: <, ≺, . . .) Ha egy szigor�u
r�eszbenrendez�es trichot�om, akkor szigor�u rendez�esnek nevezz�uk.

P�eld�ak

1. R-en a < rel�aci�o szigor�u rendez�es: ∀x, y ∈ R eset�en pontosan egyik
teljes�ul a k�ovetkez�o h�arom felt�etelb�ol: x = y, x < y �es y < x.

2. A ⊊ rel�aci�o szigor�u r�eszbenrendez�es az {a, b, c} hatv�anyhalmaz�an,
X = P ({a, b, c})-n, de nem szigor�u rendez�es: {a} = {b, c}, {a} ⊊
({b, c} �es {b, c} ⊊ ({a} k�oz�ul egyik sem teljes�ul.

T�etel 7. Ha egy v�eges szigor�u rendezett halmazban egyetlen maxim�alis
(minim�alis) elem van, ez a legnagyobb (legkisebb) eleme.
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5 Ôóíêöi¨

Îçíà÷åííÿ 21. Âiäíîøåííÿ f ⊂ X×Y íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíèì
âiäíîøåííÿì àáî ôóíêöi¹þ ÿêùî

∀x, y1, y2 : (x, y1) ∈ f ∧ (x, y2) ∈ f ⇒ y1 = y2.

Çàìiñòü ïîçíà÷åííÿ (x, y) ∈ f (xfy) ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ
f : x 7→ y, f(x) = y. y � öå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x (â àðãóìåí-
òi).

Ïðèêëàäè

1. f = {(x, x2) ∈ R× R} ¹ ôóíêöi¹þ âiäíîøåííÿ: f(x) = x2.

2. Îáåðíåíå âiäíîøåííÿ f−1 = {(x2, x) ∈ R× R} íå ¹ ôóíêöi¹þ:
(4, 2), (4,−2) ∈ f−1.

3. Íåõàé Fn áóäå ïîñëiäîâíiñòþ Ôiáîíà÷÷i: F0 = 0, F1 = 1 òà Fn =
Fn−1 + Fn−2, ÿêùî n ≥ 2 : 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,. . . Òîäi ìîæíà ðîç-
ãëÿäàòè F ⊂ N× N ÿê ôóíêöiîíàëüíå âiäíîøåííÿ, ÿêå ó òî÷öi n
ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ F (n) = Fn.

Îçíà÷åííÿ 22. Ìíîæèíà ôóíêöié f ⊂ X ×Y ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê X →
Y , òîìó ìè ìîæåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ f ∈ X → Y . ßêùî
dmn(f) = X, òîäi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ f : X → Y (öå
ïîçíà÷åííÿ äiéñíå ëèøå òîäi, êîëè dmn(f) = X). Ïðèìiòêà: ßêùî
f : X → Y , òîäi dmn(f) = X òà rng(f) ⊂ Y .

Ïðèêëàä
Íåõàé f(x) =

√
x. Òîäi f ∈ R → R, àëå íå f : R → R.

f : R+
0 → R.

Îçíà÷åííÿ 23. Ôóíêöiÿ f : X → Y ¹ îáîðîòíîþ, ÿêùî f−1 : Y → X
òàêîæ ¹ ôóíêöi¹þ. Òîäi f−1 íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ ôóíêöi¹þ äî f .
Îáîðîòíi ôóíêöi¨ íàçèâàþòüñÿ âçà¹ìîâèêëþ÷íèìè.

Òåîðåìà 8. Ôóíêöiÿ f : X → Y ¹ îáîðîòíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè iñíó¹ ôóíêöiÿ g : Y → X, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

f ◦ g = IY , g ◦ f = IX .

Òîäi g = f−1.
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5 F�uggv�enyek

De�n��ci�o 21. Egy f ⊂ X × Y rel�aci�ot f�uggv�enynek nevez�unk, ha

∀x, y1, y2 : (x, y1) ∈ f ∧ (x, y2) ∈ f ⇒ y1 = y2.

Az (x, y) ∈ f (xfy) jel�ol�es helyett ilyenkor az f : x 7→ y, f(x) = y jel�ol�est
haszn�aljuk. Az y az f f�uggv�eny x helyen (argumentumban) felvett �ert�eke.

P�eldak

1. f = {(x, x2) ∈ R× R} rel�aci�o f�uggv�eny: f(x) = x2.

2. Az f−1 = {(x2, x) ∈ R× R} inverz rel�aci�o nem f�uggv�eny:
(4, 2), (4,−2) ∈ f−1.

3. Legyen Fn a Fibonacci sorozat: F0 = 0, F1 = 1 �es Fn = Fn−1+Fn−2,
ha n ≥ 2 : 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,. . . Ekkor az F ⊂ N×N rel�aci�o f�uggv�eny,
n helyen az �ert�eke F (n) = Fn.

De�n��ci�o 22. Az f ⊂ X × Y f�uggv�enyek halmaz�at X → Y jel�oli, ��gy
haszn�alhat�o az f ∈ X → Y jel�ol�es. Ha dmn(f) = X, akkor az f : X → Y
jel�ol�est haszn�aljuk (ez a jel�ol�es csak akkor haszn�alhat�o, ha dmn(f) = X).
Megjegyz�es: Ha f : X → Y , akkor dmn(f) = X �es rng(f) ⊂ Y .

P�elda
Legyen f(x) =

√
x. Ekkor f ∈ R → R, de nem f : R → R.

f : R+
0 → R.

De�n��ci�o 23. Az f : X → Y f�uggv�eny invert�alhat�o, ha f−1 : Y → X is
f�uggv�eny. Ekkor f−1-et az f inverzf�uggv�eny�enek nevezz�uk. Az invert�alhat�o
f�uggv�enyeket k�olcs�on�osen egy�ertelm�unek nevezz�uk.

T�etel 8. Az f : X → Y f�uggv�eny akkor �es csak akkor invert�alhat�o, ha van
egy g : Y → X f�uggv�eny, amely kiel�eg��ti a felt�eteleket

f ◦ g = IY , g ◦ f = IX .

Akkor g = f−1.

29



6 Âñòóï â òåîðiþ ãðàôiâ

Êëàñè÷íèì âñòóïíèì ïðèêëàäîì ¹ çàäà÷à ¾Êåíiãñáåðçüêi ìîñòè¿,
ðîçâ'ÿçàíà Åéëåðîì ó 1736 ðîöi.

Ñõåìà ìiñòà Êåíiãñáåðã ïîêàçàíà íà ðèñóíêó. Çàäà÷à ¾Êåíiãñáåðçü-
êi ìîñòè¿ ñòîñó¹òüñÿ ìîæëèâîãî ïåðåõîäó ÷åðåç ìîñòè ði÷êè Ïðåãåëü.
Òóò ìîñòè ïðåäñòàâëÿþòü ç'¹äíàííÿ ìiæ äiëÿíêàìè ñóøi, äå ìè ìîæå-
ìî ïðîéòè ç îäíîãî ìiñöÿ â iíøå, à ïîòiì âèáðàòè iíøèé ìiñò.

A

B

C

D

Ïðèêëàä 2. Ïðèêëàäîì ¹ çàäà÷à ïðî âîâêà, êîçó òà êàïóñòó. Öÿ
çàäà÷à äîáðå âiäîìà: íà îäíîìó áåðåçi ði÷êè ¹ âîâê (Â), êîçà (Ê) òà
êà÷àí êàïóñòè (ê), i ëèøå îäèí ç íèõ ìîæå ïîìiñòèòèñÿ â ÷îâåí.
Ïîðîìíèê ïîâèíåí ïåðåâåçòè ¨õ íà iíøèé áåðåã, íå ç'¨âøè iíøîãî.

Ïðèêëàä 3. Ïðèêëàä òðüîõ êðèíèöü. � òðè áóäèíêè i òðè êðèíè-
öi. Âàì ïîòðiáíî ïðîêëàñòè äîðîãè âiä êîæíîãî áóäèíêó äî êîæíî¨
êðèíèöi òàê, ùîá äîðîãè íå ïåðåòèíàëèñÿ.

{1, 2, 2, 3, 3, 3} = {1, 2, 3}ìíîæèíà

{3, 4, 5} = {4, 5, 3}ìíîæèíà

(3, 4, 5) ̸= (4, 5, 3)âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà

Íåâïîðÿäêîâàíà ñèñòåìà îá'¹êòiâ, äå ìîæëèâi ¨õ ïîâòîðåííÿ íàçè-
âà¹òüñÿ ìóëüòèìíîæèíîþ. Ïiä ÷àñ çàïèñó åëåìåíòè ìóëüòèìíîæèíè
çàïèñóþòüñÿ â êóòîâèõ äóæêàõ.

Ïðèêëàä ìóëüòèìíîæèíè ⟨1, 2, 2, 3, 3, 3⟩.

⟨1, 2, 2, 3, 3, 3⟩ ≠ ⟨1, 2, 3⟩ìóëüòèìíîæèíà

⟨1, 2, 2, 3, 3, 3⟩ = ⟨1, 2, 3, 2, 3, 3⟩ìóëüòèìíîæèíà
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6 Gr�afok. Bevezet�es

Klasszikus bevezet�o p�elda a K�onigsbergi hidak probl�em�aja, melyet Euler
oldott meg 1736-ban.

K�onigsberg v�aros�anak s�em�aja az �abr�an. A K�onigsbergi hidak probl�em�aja
egy lehets�eges s�et�at k�erdez a Pregel foly�o h��djain kereszt�ul. Itt a hidak
jelentik a kapcsolatokat a sz�arazf�oldek k�oz�ott, ahol �ats�et�alhatunk egyik
helyr�ol a m�asikra, majd egy �ujabb hidat v�alaszthatunk.

A

B

C

D

P�elda 2. P�elda a Farkas-Kecske-K�aposzta probl�ema. A feladat k�ozismert:
a foly�o egyik partj�an �all egy Farkas (F), Kecske (K) �es egy fej k�aposzta
(k), a cs�onakba k�oz�ul�uk csak egy f�er be. �Ugy kell a r�ev�esznek �atvinnie �oket
a t�uls�o partra, hogy egyik se egye meg a m�asikat.

P�elda 3. P�elda h�arom k�utra. H�arom h�az �es h�arom k�ut van. Kell k�ovezzen
ki utakat minden h�azt�ol minden k�utig, hogy az utak ne keresztezz�ek egym�ast.

{1, 2, 2, 3, 3, 3} = {1, 2, 3} halmaz

{3, 4, 5} = {4, 5, 3} halmaz

(3, 4, 5) ̸= (4, 5, 3) rendezett halmaz

A multihalmaz objektumok rendezetlen rendszere, esetleg abb�ol ism�etl�esek.
�Ir�askor a t�obbhalmazos elemeket h�aromsz�ogletes z�ar�ojelben ��rjuk.

P�elda multihalmazra: ⟨1, 2, 2, 3, 3, 3⟩.

⟨1, 2, 2, 3, 3, 3⟩ ≠ ⟨1, 2, 3⟩ multihalmaz

⟨1, 2, 2, 3, 3, 3⟩ = ⟨1, 2, 3, 2, 3, 3⟩ multihalmaz
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Îçíà÷åííÿ 24. Áóäü-ÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà V ̸= ∅ òà ìóëüòè-
ìíîæèíà E, ÿêà ìiñòèòü åëåìåíòè, ÿêi ¹ àáî äâîåëåìåíòíèìè ìóëü-
òèìíîæèíàìè ⟨x, y⟩, àáî âïîðÿäêîâàíèìè ïàðàìè (x, y), äå x, y ∈ V .
Àëãåáðà¨÷íà ñòðóêòóðà

G = (V ;E)

íàçèâà¹òüñÿ ãðàôîì. Åëåìåíòè V íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè àáî òî-
÷êàìè, òîäi ÿê åëåìåíòè E íàçèâàþòüñÿ ðåáðàìè.

Iñíó¹ òðè òèïè ðåáåð:

1. ⟨x, y⟩ ¹ ëàíêà àáî íåâïîðÿäêîâàíå ðåáðî. Ìíîæèíà ëàíîê ïîçíà-
÷à¹òüñÿ E.

2. (x, y) äóãà àáî âïîðÿäêîâàíå ðåáðî. Ìíîæèíà äóã ïîçíà÷à¹òüñÿ
E⃗.

3. ⟨x, x⟩ àáî (x, x) ïåòëÿ � öå ðåáðî, ó ÿêîãî ïî÷àòîê i êiíåöü çái-
ãà¹òüñÿ.

⟨x, x⟩ = ⟨y, y⟩ ⇔ x = y ⇔ (x, x) = (y, y)

Òîäi äàëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå (x, x) âïîðÿäêîâàíi ïåòëi òà E =

E ∪ E⃗.
Äàëi ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî êîæåí ãðàô ìà¹ ñêií÷åííi V òà E. Êiëü-

êiñòü âåðøèí ãðàôà íàçèâà¹òüñÿ éîãî ïîðÿäêîì.

Â ðàçi iñíóâàííÿ ðåáðà (x, y), (y, x) àáî ⟨x, y⟩, ÿêå ç'¹äíó¹ âåðøèíè x
òà y, ìè êàæåìî, ùî âåðøèíè x òà y ñóìiæíi òà iíöèäåíòíèìè ñàìîìó
ðåáðó.

Îçíà÷åííÿ 25. Äëÿ e = ⟨x; y⟩ ∈ E (x; y ∈ V ) ìè êàæåìî, ùî x òà y
(âåðøèíè) ç'¹äíàíi ðåáðîì e, àáî ñóìiæíèìè , àáî çáiãàþòüñÿ ç
e, àáî e çáiãàþòüñÿ ç x; y.

� Êiëüêiñòü ëàíîê, ùî âèõîäÿòü ç âåðøè v ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê degv.

� Êiëüêiñòü äóã, ùî âõîäÿòü ó âåðøèíó v, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê deg+ v.

� Êiëüêiñòü äóã, ùî ïî÷èíàþòüñÿ ç âåðøèíè v, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê
deg− v.

� Çíà÷åííÿ deg v, ÿêå îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

deg v = degv + deg+ v + deg− v

, íàçèâà¹òüñÿ ñòåïåíåì âåðøèíè v.
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De�n��ci�o 24. Tetsz�oleges V ̸= ∅ nem�ures halmaz �es E multihalmaz olyan
elemek t�obbhalmaza, amelyek k�etelem multihalmazok ⟨x, y⟩ vagy rendezett
p�arok (x, y) ahol x, y ∈ V eset�en a

G = (V ;E)

algebrai strukt�ur�at gr�afnak nevezz�uk. V elemeit cs�ucs oknak vagy pontoknak
m��g E elemeit �eleknek nevezz�uk.

H�aromf�ele �el l�etezik:

1. ⟨x, y⟩ linkek vagy rendezetlen �elek. A linkek k�eszlete meg van jel�olve
E.

2. (x, y) ��vek vagy rendezett �elek. A ��vek k�eszlete meg van jel�olve E⃗.

3. ⟨x, x⟩ vagy (x, x) hurkok az a forma �elek, melynek eleje �es v�ege
egybeesik.

⟨x, x⟩ = ⟨y, y⟩ ⇔ x = y ⇔ (x, x) = (y, y)

Akkor k�ovetkez�okben csak (x, x) rendezett hurkok tekint�unk �es E = E∪
E⃗.

A k�ovetkez�okben felt�etelezz�uk, hogy minden gr�af v�eges V �es E. A gr�af
cs�ucsainak sz�am�at a sorrendj�enek nevezz�uk.

Azt mondj�ak, hogy ebben az esetben az (x, y), (y, x) vagy ⟨x, y⟩ �ele
k�oti �ossze az x �es y cs�ucsokat az x �es y cs�ucsokat szomsz�edos �es bees�o
�eleknek nevezz�uk.

De�n��ci�o 25. e = ⟨x; y⟩ ∈ E (x; y ∈ V ) eset�en azt mondjuk, hogy x
�es y (cs�ucsok) az e �ellel �ossze vannak k�otve, vagy szomsz�edosak vagy
illeszkednek e-re, vagy e illeszkedik x; y-ra.

� A v cs�ucshoz tartoz�o hivatkoz�asok sz�am�at jel�olj�uk degv.

� A v cs�ucsba bel�ep�o ��vek sz�am�at deg+ v jel�oli.

� A v cs�ucsb�ol kiindul�o ��vek sz�am�at deg− v jel�oli.

� A deg v �ert�eke, amelyet a

deg v = degv + deg+ v + deg− v

k�eplet sz�am��t ki, a v cs�ucs foksz�am�at nevezz�uk.
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Îá÷èñëiòü ñòåïiíü âåðøèí ãðàôà, äiàãðàìà ÿêîãî çîáðàæåíà íà ðè-
ñóíêó.
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Sz�am��tsd ki a gr�af a cs�ucs�anak foksz�am�at, melynek diagramja az �abr�an
l�athat�o!
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7 Âëàñòèâîñòi ãðàôiâ

7.1 Òåîðåìà ïðî ðóêîñòèñêàííÿ

Îá÷èñëèìî ñòåïiíü âåðøèíè a ãðàôà, äiàãðàìà ÿêîãî çîáðàæåíà íà
ðèñóíêó!

deg(a) = deg(a) + deg+(a) + deg−(a)= 2 + 2 + 4 = 8.

Îçíà÷åííÿ 26. Áóäü-ÿêà âåðøèíà ãðàôà G ¹ içîëüîâàíîþ, ÿêùî ¨¨
ñòåïiíü äîðiâíþ¹ 0; òîáòî íà íå¨ (ç íå¨) íå çàõîäèòü æîäíå ðåáðî.

Îçíà÷åííÿ 27. Áóäü-ÿêà âåðøèíà ãðàôà G íàçèâà¹òüñÿ ïiäâiøåíîþ,
ÿêùî ¨¨ ñòåïiíü äîðiâíþ¹ 1; òîáòî äî íå¨ ïðè¹äíàíî ëèøå îäíå ðåáðî.

Îçíà÷åííÿ 28. Íåõàé G = (V,E) � äîâiëüíèé ãðàô. Òîäi ãðàô H =
(W,F ) ¹ ïiäãðàôîì G, ÿêùî W ⊂ V i F ⊂ E.
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7 Gra�kon tulajdons�agai

7.1 K�ezfog�asi t�etel

Sz�am��tsd ki a gr�af a cs�ucs�anak foksz�am�at, melynek diagramja az �abr�an
l�athat�o!

deg(a) = deg(a) + deg+(a) + deg−(a)= 2 + 2 + 4 = 8.

De�n��ci�o 26. A tetsz�oeges G gr�af egy cs�ucsa izol�alt, ha foksz�ama 0;
vagyis �el nem illeszkedik r�a.

De�n��ci�o 27. A tetsz�oeges G gr�af egy cs�ucsa f�ugg�ot, ha foksz�ama 1;
vagyis csak egy �el illeszkedik r�a.

De�n��ci�o 28. Legyen G = (V,E) tetsz�oleges gr�af. Ekkor a H = (W,F )
gr�af r�eszgr�afja G-nek, ha W ⊂ V �es F ⊂ E,
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Òåîðåìà 9 (Òåîðåìà ïðî ðóêîñòèñêàííÿ). Ó áóäü-ÿêîìó ãðàôi G =
(V,E) ceve ñòåïiíiâ âåðøèí äîðiâíþ¹ ïîäâî¹íié êiëüêîñòi ðåáåð:∑

v∈V

deg(v) = 2 · |E|.

∑
v∈V

deg+(v) +
∑
v∈V

deg−(v) = 2 · |E⃗|.

7.2 Içîìîðôiçìè ãðàôiâ

Içîìîðôiçì ãðàôiâ � öå ái¹êöiÿ ìíîæèí âåðøèí ãðàôiâ, ÿêà çáåðiãà¹
ñóìiæíiñòü âåðøèí.

Öå îçíà÷à¹, ùî G1 = (V1, E1) òà G2 = (V2, E2) ¹ içîìîðôíèìè, ÿêùî
iñíó¹ ái¹êöiÿ (îáåðîòíà ôóíêöiÿ) f : V1 → V2 ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

⟨a, b⟩ ∈ E1 ⇔ ⟨f(a), f(b)⟩ ∈ E2, (a, b) ∈ E1 ⇔ (f(a), f(b)) ∈ E2,

äëÿ ëþáèõ a, b ∈ V1.

Öi äâà ãðàôè ¹ içîìîðôíi.
Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî êiëüêiñòü âåðøèí, êiëüêiñòü ðåáåð òà ñòåïåíi

âåðøèí íå îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü ãðàô.

Öi äâà ãðàôè íå ¹ içîìîðôíèìè.
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T�etel 9 (K�ezfog�asi t�etel). Tetsz�oleges G = (V,E) gr�afban a cs�ucsok
foksz�amainak �osszege az �elek sz�am�anak k�etszerese:∑

v∈V

deg(v) = 2 · |E|.

∑
v∈V

deg+(v) +
∑
v∈V

deg−(v) = 2 · |E⃗|.

7.2 Gr�afok izomor�zmusa

A gr�afok izomor�zmusa az gr�afok cs�ucshalmazainak bijekci�oja, amely
meg�orzi a cs�ucsok szomsz�eds�ag�at.

Ez sz�am��t G1 = (V1, E1) �es G2 = (V2, E2) izomorf, ha van bijekci�o
(inverz f�uggv�eny) f : V1 → V2 kiel�eg��ti felt�etelek:

⟨a, b⟩ ∈ E1 ⇔ ⟨f(a), f(b)⟩ ∈ E2, (a, b) ∈ E1 ⇔ (f(a), f(b)) ∈ E2,

b�armilyen a, b ∈ V1.

Ez k�et gr�af izomorf.
Meg kell jegyezni, hogy a cs�ucsok sz�ama, �elei sz�ama �es a cs�ucsok fok

sz�amok nem egy�ertelm�uen de�ni�alja a gr�afot.

Ez k�et gr�af nem izomorf.
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7.3 Ìàòðèöi ãðàôiâ

Íåõàé G = (V,E) � äîâiëüíèé ãðàô, à çàäàíèé ñïèñîê éîãî âåðøèí
i ðåáåð � V = (v1, v2, . . . , vn) òà E = (e1, e2, . . . , em). Òîäi ìàòðèöÿ
iíöèäåíòíîñòi ãðàôà � öå n × m-ìàòðèöÿ A = (aij), äå 1 ≤ i ≤ n,
1 ≤ j ≤ m

aij =

 0 vi ̸∈ ej ,
−1 ha ej nem hurok�el �es kezd�opontja vi,
1 egy�ebk�ent.

Íåõàé G = (V,E) � äîâiëüíèé ãðàô, à V = (v1, v2, . . . , vn) � çàäà-
íèé ñïèñîê éîãî âåðøèí òà ðåáåð. Òîäi ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ãðàôà �
öå n× n-ìàòðèöÿ B = (bij), äå 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n

aij = αaij + βa⃗ij ,

äå aij � êiëüêiñòü ðåáåð ìiæ vi òà vj , a⃗ij � êiëüêiñòü äóã, ùî ïî÷èíà-
þòüñÿ ç âåðøèíè vi òà âõîäÿòü ó âåðøèíó vj .

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ìàòðèöþ iíöèíäåíòíîñòi òà ìàòðèöþ ñóìiæíî-
ñòi ïîäàíîãî ãðàôà.
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7.3 Gr�af m�atrixok.

LegyenG = (V,E) tetsz�oleges gr�af, cs�ucsainak �es �eleinek egy adott felsorol�asa
legyen V = (v1, v2, . . . , vn) �es E = (e1, e2, . . . , em). Ekkor gr�af incidencia
m�atrix a n×m-m�atrix A = (aij) aho 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m eset�en

aij =

 0 vi ̸∈ ej ,
−1 ha ej nem hurok�el �es kezd�opontja vi,
1 egy�ebk�ent.

Legyen G = (V,E) tetsz�oleges gr�af, cs�ucsainak �es �eleinek egy adott
felsorol�asa legyen V = (v1, v2, . . . , vn). Ekkor gr�af szomsz�eds�agi m�atrix a
n× n-m�atrix B = (bij) aho 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n eset�en

aij = αaij + βa⃗ij ,

hal aij a �elek vi �es vj k�oz�ott sz�am�at, a⃗ij a vi cs�ucsb�ol kiindul�o is vj cs�ucsba
bel�ep�o ��vek sz�am�at.

Feladat 2. Hat�arozza meg az adott gr�af incidenciam�atrix�at �es szomsz�eds�agi
m�atrix�at.
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8 Øëÿõè

8.1 Òèïè ãðàôiâ

Ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi ìè ïðåäñòàâèìî äåÿêi âàæëèâi òèïè ãðàôiâ
G = (V,E), ÿêi ìîæóòü íå ëèøå äîïîìîãòè êðàùå çðîçóìiòè òåîðiþ íà
ïðàêòèöi, àëå é ¹ âàæëèâèìè ç òåîðåòè÷íî¨ òà ïðàêòè÷íî¨ òî÷êè çîðó.

� Ïîðîæíié ãðàô (V = ∅).

� Íåîði¹íòîâàíèé ãðàô (êîæíå ðåáðî ¹ ëàíêîþ, òîáòî E = E).

� Çâè÷àéíèé ãðàô (íåîði¹íòîâàíèé, áåç ïîâòîðåííÿ ðåáåð).

� Îði¹íòîâàíèé ãðàô (êîæíå ðåáðî ¹ äóãîþ, òîáòî E = E⃗).

Îçíà÷åííÿ 29. Íåîði¹íòîâàíèé ãðàô G′ = (V,E′) íàçèâà¹òüñÿ âiä-
ïîâiäíèì äî îði¹íòîâàíîãî

ãðàôà G = (V,E), ÿêùî

E′ = ⟨⟨a, b⟩|(a, b) ∈ E⟩

.

Îçíà÷åííÿ 30. Äîâiëüíèé ãðàô íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì, ÿêùî âñi
éîãî âåðøèíè ìàþòü îäíàêîâèé ñòåïiíü. ßêùî öåé ñïiëüíèé ñòåïiíü
¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì k ∈ N, òî ãðàô íàçèâà¹òüñÿ k-ðåãóëÿðíèì
ãðàôîì.
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8 Utak

8.1 Nevezetes gr�afok

Amost k�ovetkez�o alfejezetben n�eh�any nevezetes gr�afotG = (V,E) ismertet�unk,
melyek nem csak gyakorl�as form�aj�aban seg��thetik az elm�elet jobb meg�ert�es�et,
hanem elm�eleti �es gyakorlati szempontb�ol is fontosak.

� �Ures gr�af (V = ∅).

� Ir�any��tatlan gr�af (minden �el link, azaz E = E).

� K�oz�ons�eges gr�af (ir�anytalan, t�obb �el n�elk�ul).

� Ir�any��tott gr�af (minden �el ��v, azaz E = E⃗).

De�n��ci�o 29. Ir�any��tatlan gr�af G′ = (V,E′) az ir�any��tott gr�af G = (V,E)
megfelel�onek nevezz�uk oszlop

E′ = ⟨⟨a, b⟩|(a, b) ∈ E⟩

.

De�n��ci�o 30. Egy tetsz�oleges gr�af regul�aris, ha minden cs�ucs�anak foksz�ama
ugyanannyi. Ha ez a k�oz�os foksz�am a k ∈ N term�eszetes sz�am, akkor a
gr�afot k-regul�aris gr�afnak h��vjuk.
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Ïðèêëàä 4. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 1 � áóäü-ÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. n-
âèìiðíèé êóá � öå çâè÷àéíèé ãðàô, âåðøèíàìè ÿêîãî ¹ n-âèìiðíi ëî-
ãi÷íi âåêòîðè, âåðøèíè u òà v ¹ ñóìiæíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ ðiâíî îäíi¹þ êîîðäèíàòîþ.

� Ìóëüòèãðàô (äîçâîëåíî ïîâòîðåííÿ ðåáåð).

� Ãðàô G = (V,E) íàçèâà¹òüñÿ äâîäîëüíèì ãðàôîì, ÿêùî ìíîæè-
íó âåðøèí V ìîæíà ðîçáèòè íà äâi íåïîðîæíi íåïåðåòèíàþ÷iñÿ
÷àñòèíè (ïîëîñè) òàê, ùî ðåáðà ìîæóòü ïðîñòÿãàòèñÿ ëèøå ìiæ
âåðøèíàìè ðiçíèõ ïîëîñ, òîáòî V = A∪B; A∩B = ∅ A,B ̸= ∅ òà
êîæíå ðåáðî ⟨a, b⟩ ëåæèòü ìiæ a ∈ A, b ∈ B.

� Ãðàô Êåíiãà � öå çâè÷àéíèé äâîäîëüíèé ãðàô.

� Ïîâíèé ãðàô � öå ãðàô, ÿêèé ìiñòèòü óñi ðåáðà çàäàíîãî òèïó
ãðàôà:

Îçíà÷åííÿ 31. Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ∈ N, n ≥ 1, Kn

n-âåðøèííèé ïîâíèé çâè÷àéíèé ãðàô ìà¹ òàêèé âèãëÿä: Kn = (V,E),
äå |V | = n òà E = ⟨⟨a, b⟩|a, b ∈ V, a ̸= b⟩; òîáòî, ìiæ n âåðøèíàìè
ïðîâåäåíî âñi ìîæëèâi (íåïåòëåâi) ëàíêè.

Kn = (V,E) ⇒ |E| = C2
n.
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P�elda 4. Legyen n ∈ N, n ≥ 1 tetsz�oleges term�eszetes sz�am. Az n-
dimenzi�os kocka egy k�oz�ons�eges gr�af, amelynek cs�ucsai n-dimenzi�os logi-
kaiak vektorok, u �es v cs�ucsok akkor �es csak akkor szomsz�edosak pontosan
egy koordin�at�aban k�ul�onb�oznek.

� Multigr�af (t�obb �el megengedett).

� G = (V,E) gr�afot k�etp�olus�u gr�afnak nevezz�uk, ha V cs�ucshalmaza
felbonthat�o k�et nem�ures r�eszre (p�olusok) �ugy, hogy �elek csak k�ul�onb�oz�o
p�olusok k�oz�ott h�uz�odhatnak, azaz V = A ∪ B; A ∩ B = ∅ A,B ̸= ∅
�es minden �el ⟨a, b⟩ hal a ∈ A, b ∈ B.

� Koenig gr�af az egy k�oz�ons�eges k�etp�olus�u gr�af.

� Teljes gr�af az egy gr�af, amely tartalmazza az adott t��pus�u gr�afok
�osszes �el�et:

De�n��ci�o 31. Tetsz�oleges n ∈ N, n ≥ 1 term�eszetes sz�am eset�en Kn az
n-cs�ucs�u teljes k�oz�ons�eges gr�af a k�ovetkez�o: Kn = (V,E) ahol |V | = n �es
E = ⟨⟨a, b⟩|a, b ∈ V, a ̸= b⟩; azaz az �osszes lehets�eges (egyszeres �es nem
hurok) �elt beh�uztuk az n cs�ucs k�oz�ott.

Kn = (V,E) ⇒ |E| = C2
n.
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Îçíà÷åííÿ 32. Íåõàé n,m ∈ N, n,m ≥ 1 � áóäü-ÿêi äâà íàòóðàëüíi
÷èñëà. Ïîâíèé äâîïîëîñíèé ãðàô, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ Kmn, � öå ïðî-
ñòèé äâîïîëîñíèé ãðàô, ó ÿêîìó ðîçìiðè ïîëîñ |A| = m òà |B| = n; à
E ìiñòèòü óñi ìîæëèâi ðåáðà, òîáòî E = ⟨⟨a, b⟩|a ∈ A, b ∈ B, a ̸= b⟩.

Kmn = (V,E) ⇒ |E| = nm.

Îçíà÷åííÿ 33. Íåõàé G = (V,E) � äîâiëüíèé çâè÷àéíèé ãðàô. Ïî-
ñëiäîâíiñòü òî÷îê P = (c0; . . . ; ck), ci ∈ V � öå k-äîâæèíà øëÿõ â G,
ÿêùî ⟨ci; ci+1⟩ ∈ E äëÿ âñiõ 0 ≤ i < k. Øëÿõ P ìà¹ ïî÷àòêîâó òî÷êó
c0, êiíöåâó òî÷êó ck; òîáòî, øëÿõ P ç'¹äíó¹ òî÷êè c0 òà ck.

Êîëîì ãðàôà C ¹ êîæåí øëÿõ, ïî÷àòêîâà òà êiíöåâà òî÷êè ÿêîãî
îäíàêîâi: ck = c0.

Îçíà÷åííÿ 34. Íåõàé G = (V,E) � äîâiëüíèé ðåãóëÿðíèé ãðàô. Äîâ-
æèíà øëÿõó (àáî êîëà) P = (c0, . . . , ck), ci ∈ V � öå êiëüêiñòü (äî-
òîðêàíèõ) ðåáåð ó íüîìó:

l(P ) = k.

ßêùî ðåáðà G çâàæåíi ôóíêöi¹þ w : E → R, òîäi çàãàëüíà âàãà
øëÿõó P = (c0, . . . , ck), ci ∈ V � öå çàãàëüíà âàãà (äîòîðêàíèõ) ðåáåð
ó íüîìó:

w(P ) =
∑
e∈P

w(e) =

k−1∑
i=0

w(⟨ci, ci+1⟩).
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De�n��ci�o 32. Legyen n,m ∈ N, n,m ≥ 1 tetsz�oleges term�eszetes k�et
sz�am. A teljes k�etp�olus�u gr�af, jele Kmn, egy olyan k�etp�olus�u egyszer�u gr�af,
amelyben a p�olusok m�eretei |A| = m �es |B| = n; �es E az �osszes lehets�eges
�elt tartalmazza, vagyis E = ⟨⟨a, b⟩|a ∈ A, b ∈ B, a ̸= b⟩.

Kmn = (V,E) ⇒ |E| = nm.

De�n��ci�o 33. Legyen G = (V,E) egy tetsz�oleges ê�oz�ons�eges gr�af. A P =
(c0; . . . ; ck), ci ∈ V pontsorozat k-hossz�u �ut G-ben, ha ⟨ci; ci+1⟩ ∈ E
minden 0 ≤ i < k eset�en. A P �ut kezd�opontja c0, v�egpontja ck; vagyis a
P �ut a c0 �es ck pontokat k�oti �ossze. A G gr�af C k�ore minden olyan �utja,
amelynek kezd�o �es v�egpontja megegyezik: ck = c0.

De�n��ci�o 34. Legyen G = (V,E) egy tetsz�oleges ê�oz�ons�eges gr�af. A P =
(c0, . . . , ck), ci ∈ V �ut (vagy k�or) hossza a benne szerepl�o (�erintett) �elek
sz�ama:

l(P ) = k.

Ha G �eleit a w : E → R f�uggv�eny s�ulyozza, akkor egy P = (c0, . . . , ck),
ci ∈ V �ut �osszs�ulya a benne szerepl�o (�erintett) �elek �osszs�ulya:

w(P ) =
∑
e∈P

w(e) =

k−1∑
i=0

w(⟨ci, ci+1⟩).
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Îçíà÷åííÿ 35. Øëÿõ (êîëî) ãðàôà G = (V,E) P = (c0, . . . , ck), ci ∈ V
íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì øëÿõîì (àáî êîëëîì), ÿêùî íåìà¹ ïîâòîðåíü
âåðøèí, îêðiì, ìîæëèâî, c0 òà ck.

Òåîðåìà 10. ßêùî ãðàô G = (V,E) ìà¹ øëÿõ (êîëî) ç ïîâòîðåííÿì
âåðøèí P = (c0, . . . , ck) ci ∈ V , òî âií òàêîæ ìà¹ ïðîñòèé øëÿõ
(êîëî).

Òåîðåìà 11. Äîâiëüíå êîëî íåïàðíî¨ äîâæèíè ìiñòèòü ïðîñòå êîëî
íåïàðíî¨ äîâæèíè.

Òåîðåìà 12 (Êåíiãà). Çâè÷àéíèé ãðàô ¹ äâîïîëîñíèì òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè íåìà¹ êië íåïàðíî¨ äîâæèíè.
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De�n��ci�o 35. A G = (V,E) gr�af P = (c0, . . . , ck), ci ∈ V �utja (k�ore)
egyszer�u �ut (vagy k�or), ha nincs �elism�etl�od�es, kiv�eve tal�an c0 �es ck.

T�etel 10. Ha egy G = (V,E) gr�af P = (c0, . . . , ck) ci ∈ V �utj�aban
(k�or�eben) van �elism�etl�od�es akkor van egyszer�u is.

T�etel 11. Egy tetsz�oleges p�aratlan hossz�us�ag�u k�or egy tartalmaz egyszer�u
p�aratlan hossz�us�ag�u k�or.

T�etel 12 (Koenig). Egy k�oz�ons�eges gr�af k�etp�olus�u van akkor �es csak akkor
nincsenek p�aratlan hossz�us�ag�u egyszer�u k�or.
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9 Êîìïîíåíòè ãðàôà

Íåõàé G = (V,E) � äîâiëüíèé çâè÷àéíèé ãðàô. ßêùî iñíó¹ øëÿõ
P = (c0; . . . ; ck) ç ïî÷àòêîâóþ òî÷êó c0, êiíöåâîþ òî÷êó ck, òî òî÷êè c0
òà ck íàçèâàþòü çâ'ÿçàíèìè.
Òåîðåìà 13. Âiäíîøåííÿ çâ'ÿçíîñòi íà ìíîæèíi âåðøèí ¹ âiäíîøå-
ííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 36. Äîâiëüíèé íåîði¹íòîâàíèé ãðàô G = (V,E) íàçèâà-
¹òüñÿ çâ'ÿçíèì, ÿêùî áóäü-ÿêi äâi âåðøèíè v1, v2 ∈ V ç'¹äíàíi ìiæ
ñîáîþ.

Îçíà÷åííÿ 37. Íåõàé G = (V,E) � äîâiëüíèé ãðàô. Êîìïîíåíòàìè
ãðàôà íàçèâàþòü éîãî ìàêñèìàëüíi çâ'ÿçíi ïiäãðàôè.

Êiëüêiñòü êîìïîíåíò ïîçíà÷àþòü κ(G).
Ìiñò � öå ðåáðî ãðàôà, âèäàëåííÿ ÿêîãî çáiëüøó¹ êiëüêiñòü êîì-

ïîíåíò. Óñi iíøi ðåáðà íàçèâàþòü öèêëi÷íèìè.

9.1 Ìåòðè÷íi ïàðàìåòðè ãðàôà

Îçíà÷åííÿ 38. Ó íåîði¹íòîâàíîìó ãðàôi âiäñòàííþ ìiæ âåðøèíà-
ìè u i v íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíà íàéêîðîòøîãî øëÿõó, ùî ç'¹äíó¹ öi
âåðøèíè. Ïîçíà÷à¹òüñÿ d(u, v).

Äiàìåòð ãðàôà � öå ìàêñèìàëüíà âiäñòàíü ìiæ éîãî âåðøèíàìè:

D(G) = max{d(u, v) | u, v ∈ V }.

Îçíà÷åííÿ 39. Åêñöåíòðèñèòåò âåðøèíè v � öå íàéáiëüøà âiä-
ñòàíü âiä íå¨ äî áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ âåðøèíè:

ε(v) = max{d(u, v) | u ∈ V }.

Ðàäióñ ãðàôà � öå ìiíiìàëüíèé åêñöåíòðèñèòåò:

R(G) = min{ε(v) | v ∈ V }.

Öåíòð ãðàôà � ìíîæèíà âåðøèí, åêñöåíòðèñèòåò ÿêèõ äîðiâíþ¹
ðàäióñó:

C(G) = {v ∈ V | ε(v) = R(G)}.
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9 A gr�af komponensei

Legyen G = (V,E) egy tetsz�oleges ê�oz�ons�eges gr�af. Ha l�etezik egy P =
(c0; . . . ; ck) �utvonal, amelynek kezd�opontja c0 �es v�egpontja ck, akkor a c0
�es ck pontokat �osszek�ot�ottnek nevezz�uk.

T�etel 13. A k�oti �ossze rel�aci�o egy cs�ucsok halmaz�an ekvivalencia rel�aci�o
van.

De�n��ci�o 36. Egy tetsz�oleges G = (V,E) k�oz�ons�eges gr�af �osszef�ugg�o, ha
b�armely v1, v2 ∈ V cs�ucsai k�oti �ossze van.

De�n��ci�o 37. Legyen G = (V,E) egy tetsz�oleges gr�af. G maxim�alis �osszef�ugg�o
r�eszgr�afjait a gr�af komponenseinek h��vjuk.

A komponensei sz�am�at κ(G)-val jel�olj�uk.
A h��d a gr�af �ele, amelynek elt�avol��t�asa n�oveli a komponensei sz�am�at.

Az �osszes t�obbi borda ciklikus.

9.1 Gra�konok metrikus jellemz�oi

De�n��ci�o 38. Egy ir�any��tatlan gr�af u �es v cs�ucsai k�oz�otti t�avols�ag a hossza
az ezeket a cs�ucsokat �osszek�ot�o legr�ovidebb �ut hossza. A t�avols�agot jelzi
d(u, v).

Gra�kon �atm�er�oje a cs�ucsok k�oz�otti maxim�alis t�avols�ag van.

D(G) = max{d(u, v) | u, v ∈ V }.

De�n��ci�o 39. A v cs�ucs excentricit�asa a legt�avolabbi cs�ucs t�avols�aga:

ε(v) = max{d(u, v) | u ∈ V }.

Gra�kon sugara � minim�alis excentricit�as:

R(G) = min{ε(v) | v ∈ V }.

A gr�af k�ozepe - a gr�af azon cs�ucsainak halmaza, amelyek minim�alis
excentricit�assal rendelkeznek:

C(G) = {v ∈ V | ε(v) = R(G)}.
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10 Îáõiä ãðàôà

Íåõàé G = (V,E) � äîâiëüíèé çâè÷àéíèé ãðàô.
Îáõiä ãðàôà � öå ñèñòåìàòè÷íèé îáõiä óñiõ éîãî âåðøèí. Çàçâè÷àé

çàäàþòü ïî÷àòêîâó âåðøèíó, ç ÿêî¨ ïî÷èíàþòü.
Àëãîðèòì îáõîäó âåðøèí ãðàôà:
Ïðèïóñòèìî, ùî ñïî÷àòêó âñi âåðøèíè íå âiäìi÷åíi.
1. Äîäà¹ìî ïî÷àòêîâó âåðøèíó a ó ñïèñîê L.
while L ̸= ∅ {
âèäàëÿ¹ìî ïåðøó âåðøèíó v çi ñïèñêó L;
ïîçíà÷à¹ìî âåðøèíó v ÿê âiäâiäàíó;
äîäà¹ìî â L óñi íåâiäâiäàíi âåðøèíè, ñóìiæíi ç v;

}
ßêùî íîâi âåðøèíè äîäàþòüñÿ íà ïî÷àòîê ñïèñêó, òî îáõiä íàçèâà-

¹òüñÿ ïîøóêîì ó ãëèáèíó.
ßêùî íîâi âåðøèíè äîäàþòüñÿ â êiíåöü ñïèñêó, òî îáõiä íàçèâà¹-

òüñÿ ïîøóêîì ó øèðèíó.
10.1 Ãàìiëüòîíîâi öèêëè òà øëÿõè

Çàäà÷à: (Çàäà÷à êèòàéñüêîãî ëèñòîíîøi): Äàíî çâàæåíèé ãðàô G iç
ôóíêöi¹þ âàã w : E → R+. Çíàéòè ìàðøðóò C ∈ G, ÿêèé ïðîõîäèòü
÷åðåç óñi âåðøèíè ãðàôà (ïðèíàéìíi îäèí ðàç) i äëÿ ÿêîãî

w(C) =
∑
e∈C

w(e)

ìiíiìàëüíèé.

Îçíà÷åííÿ 40. Øëÿõ (àáî öèêë) ó ãðàôi G, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç óñi
éîãî âåðøèíè ðiâíî îäèí ðàç, íàçèâà¹òüñÿ ãàìiëüòîíîâèì øëÿõîì àáî
ãàìiëüòîíîâèì öèêëîì âiäïîâiäíî.

52



10 A gr�af bej�ar�asa

Legyen G = (V,E) egy tetsz�oleges ê�oz�ons�eges gr�af.
A gr�af bej�ar�asa a gr�af cs�ucsainak szisztematikus list�aja. A legt�obb

esetben jelzi azt a kezd�ocs�ucsot, ahonnan a kit�er�ot meg kell kezdeni.
Graph vertex bej�ar�asi algoritmus:
Felt�etelezz�uk, hogy az elej�en nincs minden cs�ucs megjel�olve.
1. Be��rjuk a kezd�o cs�ucsot az L list�aba.
while L ̸= ∅ {
t�avol��tsa el az els�o v cs�ucsot az L list�ab�ol;
a v cs�ucsot l�atogatottnak jel�olj�uk;
adjunk hozz�a L-hez minden nem l�atogatott cs�ucsot, amely a v-b�ol

el�erhet�o;
}
Ha a bej�ar�asi algoritmusban �uj cs�ucsok ker�ulnek a lista elej�ere, akkor

az ilyen bej�ar�ast m�elys�egi keres�esnek nevezz�uk.
Ha a bej�ar�asi algoritmusban �uj cs�ucsok ker�ulnek a lista v�eg�ere, akkor

az ilyen bej�ar�ast sz�eless�eg keres�esnek nevezik.

10.1 Hamilton k�or�ok �es utak

Probl�ema: (A K��nai post�as probl�em�aja): Adott egy G s�ulyozott �el�u gr�af
w : E → R+ pozit��v s�ulyf�uggv�ennyel. Keresend�o olyan C ∈ G �ut/k�or,
amely G minden pontj�at (legal�abb egyszer) tartalmazza �es

w(C) =
∑

e link C-ben
w(e)

minim�alis.

De�n��ci�o 40. Egy tetsz�oleges G gr�af minden pontj�at pontosan egyszer
tartalmaz�o �utj�at/k�or�et Hamilton �ut-nak ill. Hamilton k�or-nek nevezz�uk.

53



11 Êîëà òà øëÿõè Åéëåðà

A

B

C

D

Îçíà÷åííÿ 41. Íåõàé G = (V,E) � äîâiëüíèé íåîði¹íòîâàíèé çâ'ÿçíèé
ãðàô. Øëÿõ àáî öèêë C íàçèâà¹òüñÿ Åéëåðîâèì øëÿõîì/öèêëîì
ãðàôà, ÿêùî âií ìiñòèòü êîæíå ðåáðî G ðiâíî îäèí ðàç. ßêùî â C
âåðøèíè ðîçòàøîâàíi â ïîðÿäêó

C = (c0, c1, . . . , ck) (c0 ̸= ck äëÿ øëÿõó, c0 = ck äëÿ öèêëó),

òî ïîñëiäîâíiñòü ðåáåð

⟨(ci, ci+1) | i < k⟩

óòâîðþ¹ ìíîæèíó E ðåáåð ãðàôà G.

Îçíà÷åííÿ 42. Ãðàô íàçèâà¹òüñÿ Åéëåðîâèì, ÿêùî âií ìiñòèòü
öèêë, ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç óñi ðåáðà ãðàôà ðiâíî îäèí ðàç.

Îçíà÷åííÿ 43. Åéëåðiâ øëÿõ ó ãðàôi � öå øëÿõ, ÿêèé ïðîõîäèòü
÷åðåç óñi ðåáðà ãðàôà ðiâíî îäèí ðàç.

Òåîðåìà 14. Íåîði¹íòîâàíèé çâ'ÿçíèé ãðàô G ìà¹ Åéëåðiâ öèêë
òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ñòåïiíü êîæíî¨ âåðøèíè ïàðíèé.

Òåîðåìà 15 (Åéëåð). Ó ãðàôi G iñíó¹ Åéëåðiâ øëÿõ òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè ãðàô çâ'ÿçíèé (íå ðàõóþ÷è içîëüîâàíèõ âåðøèí), à êiëü-
êiñòü âåðøèí íåïàðíîãî ñòåïåíÿ äîðiâíþ¹ 0 àáî 2.

Àëãîðèòì (Ôëåði):

1. Ïî÷èíà¹ìî ç âåðøèíè íåïàðíîãî ñòåïåíÿ (àáî äîâiëüíî¨, ÿêùî âñi
ñòåïåíi ïàðíi).

2. Âèäàëÿ¹ìî ïðîéäåíi ðåáðà òà içîëüîâàíi âåðøèíè â ìiðó ïðîõî-
äæåííÿ.

3. Íà êîæíîìó êðîöi îáèðà¹ìî ìiñò òiëüêè òîäi, êîëè â äàíié âåð-
øèíi íåìà¹ iíøîãî öèêëi÷íîãî ðåáðà.
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11 Euler-k�or�ok �es utak

A

B

C

D

De�n��ci�o 41. Legyen G = (V,E) egy tetsz�oleges ir�any��tatlan �osszef�ugg�o
gr�af. A C �ut vagy k�or a gr�af Euler-�utja/k�ore, ha G minden �el�et pontosan
egyszer tartalmazza. Ha C-ben az �erintett cs�ucsok sorrendben

C = (c0, c1, . . . , ck) (c0 ̸= ck �ut eset�en, c0 = ck k�or eset�en),

akkor az
⟨(ci, ci+1) | i < k⟩

�elek sorozata egyszeresen kiadja a G gr�af E �eleinek halmaz�at.

De�n��ci�o 42. Egy gr�afot Euler-gr�afnak nevez�unk, ha tartalmaz egy k�ort,
amely minden �elen pontosan egyszer halad �at.

De�n��ci�o 43. Euler-�ut egy gr�afban olyan �ut, amely minden �elen pontosan
egyszer halad �at.

T�etel 14. Egy G ir�any��tatlan �osszef�ugg�o gr�afban pontosan akkor van Euler-
k�or, ha a gr�af minden cs�ucs foksz�ama p�aros.

T�etel 15 (Euler). Egy G gr�afban pontosan akkor van Euler-�ut, ha a gr�af
�osszef�ugg�o (izol�alt pontokt�ol eltekintve), �es a p�aratlan fok�u cs�ucsok sz�ama
0 vagy 2.

Algoritmus (Fleury):

1. Kezdj�uk p�aratlan fok�u cs�ucsn�al (vagy tetsz�olegesn�el, ha minden fok
p�aros).

2. T�or�olj�uk az �atment �eleket, �es izol�alt cs�ucsokat, ahogy haladunk.

3. Minden l�ep�esn�el hidat csak akkor v�alasztunk k�ovetkez�o �elnek, ha
nincs m�as ciklikus �el az adott cs�ucsn�al.
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12 Åëåìåíòè òåîði¨ êîäóâàííÿ

12.1 Âñòóï â òåîðiþ êîäóâàííÿ

Çàâäàííÿ: ïîòðiáíî ïåðåäàòè ïîâiäîìëåííÿ, ÿêå ìîæå áóòè ðÿäêîì
ñèìâîëiâ äåÿêîãî ñêií÷åííîãî àëôàâiòó, íàïðèêëàä, {0, 1} àáî óêðà-
¨íñüêi ÷è óãîðñüêi áóêâè, àáî àðàáñüêi ÷èñëà i ò. ï. Òàê ÷è iíàêøå, ïå-
ðåäà÷à äàíèõ çâîäèòüñÿ äî ïåðåäà÷i ïî äåÿêîìó êàíàëó çâ'ÿçêó çíàêiâ
äåÿêîãî ñêií÷åííîãî àëôàâiòó. Ïðàêòè÷íî çàâæäè öåé êàíàë çâ'ÿçêó
íå iäåàëüíèé. Íàâiòü, ÿêùî éìîâiðíiñòü íåâiðíî¨ ïåðåäà÷i îäíîãî ñèì-
âîëó ¹ äîñèòü ìàëîþ, òî ïðè ïåðåäà÷i äîâãèõ ðÿäêiâ éìîâiðíiñòü âiðíî
ïîñëàòè íåîáõiäíó iíôîðìàöiþ ìîæå âèÿâèòèñÿ íåäîïóñòèìî ìàëîþ.

Ði÷àðä Õåììiíã, âèíàõiäíèê êîäiâ Õåììiíãà, ïðàöþâàâ ó Bell Labs
íàïðèêiíöi 1940-õ ðîêiâ íà êîìï'þòåði Bell Model V, åëåêòðîìåõàíi-
÷íà ìàøèíà íà îñíîâi ðåëå ç ÷àñîâèì öèêëîâ â ñåêóíäàõ. Ïðîòÿãîì
ðîáî÷èõ äíiâ, êîëè âèÿâëÿëèñÿ ïîìèëêè â ðåëå, ìàøèíà çóïèíÿëàñÿ i
ñïàëàõóâàëà, ùîá îïåðàòîðè ìîãëè óñóíóòè ïðîáëåìó.

Õåììiíã ïðàöþâàâ ó âèõiäíi äíi i ùîðàçó çàñìó÷óâàâñÿ òèì, ùî
éîìó äîâîäèëîñÿ ïåðåçàïóñêàòè ïðîãðàìè ç íóëÿ ÷åðåç âèÿâëåíi ïî-
ìèëêè. Ó çàïèñàíîìó iíòåðâ'þ Õåììiíã ñêàçàâ: ¾ßêùî ìàøèíà ìîæå
âèÿâèòè ïîìèëêó, ÷îìó âîíà íå ìîæå âèçíà÷èòè ïîëîæåííÿ ïîìèëêè òà
âèïðàâèòè ¨¨?¿. Ïðîòÿãîì íàñòóïíèõ êiëüêîõ ðîêiâ âií ïðàöþâàâ íàä
ïðîáëåìîþ âèïðàâëåííÿ ïîìèëîê, ðîçðîáëÿþ÷è âñå áiëüø ïîòóæíèé
ìàñèâ àëãîðèòìiâ. Ó 1950 ðîöi âií îïóáëiêóâàâ òå, ùî çàðàç âiäîìèé,
ÿê Êîä Õåììiíãà [9], ÿêèé ïðîäîâæó¹ çàñòîñîâóâàòèñü ñüîãîäíi â òàêèõ
ïðîãðàìàõ, ÿê ïàì'ÿòü ECC.

Ði÷àðä Õåììiíã
1915�1998
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12 A k�odol�aselm�elet elemei

12.1 Bevezet�es a k�odol�aselm�eletbe

Feladat: Egy �uzenetet kell tov�abb��tani, amely egy v�eges �ab�ec�e karakterei-
nek sorozata lehet, p�eld�aul {0, 1}, vagy ukr�an vagy magyar bet�uk, esetleg
arab sz�amjegyek stb. Az adatok tov�abb��t�asa mindenesetre valamely v�eges
�ab�ec�e jeleinek egy kommunik�aci�os csatorn�an kereszt�uli �atvitel�ere vezethet�o
vissza. Gyakorlatilag ez a kommunik�aci�os csatorna soha nem t�ok�eletes.
M�eg ha egyetlen karakter hib�as tov�abb��t�as�anak val�osz��n�us�ege el�eg kicsi is,
hossz�u sorozatok tov�abb��t�asa eset�en annak val�osz��n�us�ege, hogy az inform�aci�o
helyesen �erkezik meg, elfogadhatatlanul kicsiv�e v�alhat.

Richard Hamming, a Hamming-k�odok feltal�al�oja, az 1940-es �evek v�eg�en
dolgozott a Bell Labs-n�al a Bell Model V sz�am��t�og�epen, amely egy rel�e-
alap�u elektromechanikus g�ep volt, m�asodpercekben m�erhet�o ciklusid�ovel.
A munkanapok sor�an, amikor hib�ak jelentkeztek a rel�ekben, a g�ep le�allt
�es �gyelmeztet�o f�enyek villantak fel, hogy az �uzemeltet�ok elh�ar��thass�ak a
probl�em�at.

Hamming h�etv�egenk�ent is dolgozott, �es �ujra meg �ujra bosszankodott
amiatt, hogy a programokat az �eszlelt hib�ak miatt mindig el�olr�ol kellett
kezdenie. Egy felvett interj�uban Hamming ��gy fogalmazott: ¾Ha a g�ep
k�epes felismerni a hib�at, akkor mi�ert ne tudn�a meghat�arozni a hiba hely�et
�es kijav��tani azt?¿ Az elk�ovetkez�o n�eh�any �evben a hibajav��t�as probl�em�aj�an
dolgozott, egyre hat�ekonyabb algoritmusokat fejlesztve. 1950-ben publik�alta
azt, amit ma Hamming-k�odk�ent [9] ismer�unk, �es amelyet a mai napig
alkalmaznak olyan rendszerekben, mint p�eld�aul az ECC mem�ori�ak.

Richard Hamming
1915�1998
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Íi −→ 0 ⇝ 1 −→ Òàê

Íi −→ 0 −→ 00000 ⇝ 00101 −→ 00000 −→ 0 −→ Íi

C =

{
00000,
11111.

C ⊂ F 5
2 .

Îçíà÷åííÿ 44. Íåõàé Fq � äîâiëüíèé ñêií÷åííèé àëôàâiò ç q ñèì-
âîëiâ. Äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà Fn

q íàçèâà¹òüñÿ q-àðíèì êî-
äîì.

Îñíîâíi öiëi ïðè ïåðåäà÷i iíôîðìàöi¨:

� Ëåãêî êîäóâàòè ïîâiäîìëåííÿ.

� Ëåãêî ïåðåäàâàòè ïîâiäîìëåííÿ.

� Ëåãêî äåêîäîâóâàòè îòðèìàíi ïîâiäîìëåííÿ.

� Âiäïîâiäíî âèïðàâëÿòè ïîìèëêè, ùî ç'ÿëÿþòüñÿ â êàíàëi çâ'ÿçêó.

� Ïîðåäàâàòè áiëüøèé îáñÿã iíôîðìàöi¨ çà îäèíèöþ ÷àñó.

Íåõàé Fq � äîâiëüíèé àëôàâiò iç q ñèìâîëiâ.
Êàæóòü, ùî w ∈ Fn

q � öå ñëîâî äîâæèíè n íàä àëôàâiòîì Fq.
ßêùî w âõîäèòü äî ñêëàäó êîäó C ⊂ Fn

q , òî w íàçèâà¹òüñÿ êîäîâèì
ñëîâîì.

Iíòó¨òèâíå óÿâëåííÿ ïðî ¾áëèçüêiñòü¿ äâîõ ñëiâ äîáðå ôîðìàëiçó-
¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ âiäñòàíi Õåììiíãà d(x, y) ìiæ ñëîâàìè x i y. Äëÿ
ñëiâ x, y îäíàêîâî¨ äîâæèíè íàä îäíèì àëôàâiòîì d(x, y)� öå êiëüêiñòü
ñèìâîëiâ, ó ÿêèõ x i y âiäðiçíÿþòüñÿ.

Ïðèêëàä: d(10101, 01100) = 3, d(fourth, eighth) = 4.
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Nem −→ 0 ⇝ 1 −→ Igen

Nem −→ 0 −→ 00000 ⇝ 00101 −→ 00000 −→ 0 −→ Nem

C =

{
00000,
11111.

C ⊂ F 5
2 .

De�n��ci�o 44. Legyen Fq tetsz�oleges v�eges �ab�ec�e q szimb�olummal. A Fn
q

tetsz�oleges nem�ures r�eszhalmaz�at q-�aris k�odnak nevezz�uk.

Az inform�aci�o�atvitel f�o c�eljai:

� Az �uzenetek egyszer�u k�odol�asa.

� Az �uzenetek egyszer�u tov�abb��t�asa.

� Az �erkezett �uzenetek gyors dek�odol�asa.

� A kommunik�aci�os csatorn�aban fell�ep�o hib�ak megfelel�o jav��t�asa.

� Nagyobb mennyis�eg�u inform�aci�o tov�abb��t�asa egys�egnyi id�o alatt.

Legyen Fq tetsz�oleges q szimb�olum�u �ab�ec�e.
Azt mondjuk, hogy w ∈ Fn

q egy sz�o, amely az Fq �ab�ec�e f�ol�ott van, �es
hossza n.

Ha w egy k�od C ⊂ Fn
q eleme, akkor w egy k�odsz�o.

K�et sz�o k�oz�otti ½k�ozels�eg� intuit��v fogalm�at j�ol formaliz�alja a Hamming-
t�avols�ag d(x, y) a szavak x �es y k�oz�ott. Ha x �es y azonos hossz�us�ag�u szavak
ugyanazon �ab�ec�e f�ol�ott, akkor d(x, y) a karakterek sz�ama, amelyekben x
�es y elt�ernek egym�ast�ol.

P�elda: d(10101, 01100) = 3, d(fourth, eighth) = 4.
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12.2 Âëàñòèâîñòi âiäñòàíi Õåììiíãà

1. d(x, y) = 0 ⇔ x = y,

2. d(x, y) = d(y, x),

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)
(íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà)

Âàæëèâèì ïàðàìåòðîì êîäó C ¹ éîãî ìiíiìàëüíà âiäñòàíü. d(C) =
min{h(x, y) | x, y ∈ C, x ̸= y}, îñêiëüêè âîíà âèçíà÷à¹ íàéìåíøó êiëü-
êiñòü ïîìèëîê, ÿêó ïîòðiáíî çðîáèòè, ùîá îäíå êîäîâå ñëîâî ïåðåòâî-
ðèëîñÿ íà iíøå.

Òåîðåìà 16. � Êîä C ìîæå âèÿâëÿòè äî s ïîìèëîê, ÿêùî s+1 ≤
d(C).

� Êîä C ìîæå âèïðàâëÿòè äî t ïîìèëîê, ÿêùî 2t+ 1 ≤ d(C).

12.3 Îñíîâíà ïðîáåìà òåîði¨ êîäóâàííÿ

Ïîçíà÷åííÿ: (n,M, d)-êîä C � öå êîä, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ:

� n �- äîâæèíà êîäîâèõ ñëiâ,

� M �- êiëüêiñòü êîäîâèõ ñëiâ,

� d �- ìiíiìàëüíà âiäñòàíü ó êîäi C.

Ïðèêëàä 5. � C1 = {00, 01, 10, 11} � (2, 4, 1)-êîä.

� C2 = {000, 011, 101, 110} � (3, 4, 2)-êîä.

� C3 = {00000, 01101, 10110, 11011} � (5, 4, 3)-êîä.

Ãàðíèé (n,M, d)-êîä ìà¹ ìàëå n, àëå âåëèêå M i âåëèêå d.
Îñíîâíà çàäà÷à òåîði¨ êîäóâàííÿ � îïòèìiçóâàòè îäèí iç ïàðàìå-

òðiâ n, M , d çà çàäàíèõ çíà÷åíü äâîõ iíøèõ.
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12.2 A Hamming-t�avols�ag tulajdons�agai

1. d(x, y) = 0 ⇔ x = y,

2. d(x, y) = d(y, x),

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)
(h�aromsz�og-egyenl�otlens�eg)

A k�odok C egyik fontos param�etere a minim�alis t�avols�aguk. d(C) =
min{h(x, y) | x, y ∈ C, x ̸= y}, mivel ez adja meg a legkisebb hibasz�amot,
amely sz�uks�eges egy k�odsz�o m�asikk�a alak��t�as�ahoz.

T�etel 16. � Egy C k�od legfeljebb s hib�at k�epes �eszlelni, ha s + 1 ≤
d(C).

� Egy C k�od legfeljebb t hib�at k�epes jav��tani, ha 2t+ 1 ≤ d(C).

12.3 A k�odol�aselm�elet alapvet�o probl�em�aja

Jel�ol�es: Egy (n,M, d)-k�od C olyan k�od, amelyre teljes�ul:

� n �- a k�odszavak hossza,

� M �- a k�odszavak sz�ama,

� d �- a C k�od minim�alis t�avols�aga.

P�elda 5. � C1 = {00, 01, 10, 11} � (2, 4, 1)-k�od.

� C2 = {000, 011, 101, 110} � (3, 4, 2)-k�od.

� C3 = {00000, 01101, 10110, 11011} � (5, 4, 3)-k�od.

Egy j�o (n,M, d)-k�od kis n-nel, de nagyM -mel �es nagy d-vel rendelkezik.
A k�odol�aselm�elet f�o probl�em�aja az, hogy az egyik param�etert (n, M ,

d) optimaliz�aljuk a m�asik kett�o adott �ert�eke mellett.
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12.4 Ëiíiéíi êîäè

Íåõàé Fq = F2 = {0, 1} � ïîëå ç 2 åëåìåíòiâ.

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

× 0 1
0 0 0
1 0 1

α ∈ F2, u = u1u2 . . . un ∈ Fn
2 , v = v1v2 . . . vn ∈ Fn

2 :

αu = (αu1, αu2, . . . , αun), u+ v = (u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn).

Âiäíîñíî îïèñàíèõ îïåðàöié F2 ñòà¹ ïîëåì, à Fn
2 ëiíiéíèì ïðîñòî-

ðîì íàä ïîëåì F2.
Ïiäïðîñòið C ëiíiéíîãî ïðîñòîðó Fn

2 íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì áiíàðíèì
êîäîì.

C ⊂ Fn
2 � ëiíiéíèé áiíàðíèé êîä

⇕
C ̸= ∅, u+ v ∈ C ∀u, v ∈ C.

ßêùî C ¹ ïiäïðîñòîðîì ðîçìiðíîñòi k ó Fn
2 , òî ëiíiéíèé áiíàðíèé

êîä C íàçèâà¹òüñÿ [n, k]-êîäîì, àáî, ÿêùî ìè òàêîæ õî÷åìî âêàçàòè
ìiíiìàëüíó âiäñòàíü d êîäó C, � [n, k, d]-êîäîì.

Áiíàðíèé [n, k, d]-êîä � öå òàêîæ áiíàðíèé (n, 2k, d)-êîä.
k × n-ìàòðèöÿ, ðàäêè ÿêî¨ ¹ áàçèñîì [n, k, d]-êîäó C íàçèâà¹òüñÿ

éîãî ïîðîäæóþ÷îþ ìàòðèöåþ.
Âàãà Õåììiíãà w(x) ñëîâà x öå êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ ñèìâîëiâ ñëîâà

x.

d(C) = min{w(u)|u ̸= 0 = 00 . . . 0, u ∈ C}.
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12.4 Line�aris k�odok

Legyen Fq = F2 = 0, 1 � a k�etelem�u test.

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

× 0 1
0 0 0
1 0 1

α ∈ F2, u = u1u2 . . . un ∈ Fn
2 , v = v1v2 . . . vn ∈ Fn

2 :

αu = (αu1, αu2, . . . , αun), u+ v = (u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn).

A le��rt m�uveletek alapj�an F2 testt�e v�alik, �es Fn
2 line�aris t�err�e v�alik az

F2 test felett.
Az Fn

2 line�aris t�er C alter�et line�aris bin�aris k�odnak nevezz�uk.
C ⊂ Fn

2 � line�aris bin�aris k�odot
⇕

C ̸= ∅, u+ v ∈ C ∀u, v ∈ C.

Ha C egy k dimenzi�oj�u alt�er az Fn
2 -ben, akkor a C line�aris bin�aris

k�odot [n, k]-k�odnak nevezz�uk, vagy ha a C k�od d minim�alis t�avols�ag�at is
meg akarjuk adni, akkor [n, k, d]-k�odnak.

A bin�aris [n, k, d] k�od egyben egy bin�aris (n, 2k, d) k�od is.
A k × n-m�atrixot, amelynek sorai egy [n, k, d]-k�od C alapj�at k�epezik,

a gener�al�om�atrix�anak nevezz�uk.
Hamming-s�uly Az x sz�o w(x) �ert�eke a x sz�oban tal�alhat�o null�at�ol elt�er�o

karakterek sz�ama.

d(C) = min{w(u)|u ̸= 0 = 00 . . . 0, u ∈ C}.
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