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1 DBiunaphi BigHOIIIEHHA

1.1 ekaptoBuii 100yTOK

Hexait  # y Toai ansa BnopsaakoBaHol napu (&, y) NOPSIOK MAE 3HAIEHHSL:
{z,y} ={y, =}
(z,y) # (y, ).

Osuavennst 1. Ynopadkosany napy (T,y) MONCHA BUSHAMUTIU MHOHCU-
noto {{z},{z,y}}. V eunadry enopadkosanoi napu (x,y) eremenm x Ha-
BUBAEMBCA NEPWOIO, A Y — IPY2010 KOOPOUHANONW.

T =a,
y =b.

(w9 = () = {

Osuavenns 2. Ilid dexapmosum dobymrom mmuoocun X, Y posymiemo
muootcuny enopadrosanuz nap X XY ={(z,y) 1z € X,y € Y}.

Osnauenns 3. Ynopadkosany mpitxy (T,y,2) 6USHAYAEMO MHOHCUHOIO

((z,y),2).
Osnavenns 4. Az (x1,x2,...,x,) rendezett véges halmaz a

((x1,22,- .., Tn-1), 2n)

halmazzal definidljuk.

Osuavenus 5. Ynopaodkosany napy (r1,Ts) BUSHANAEMO MHONCUHON

Ho} {z1, 223}

Koau n > 2, ynopadkosany ckinwenny muoscuny (T, To,...,T,) 6UHG-
YAEMO MHONHCUHONO

(1,22, ..y xp—1) U{{z1,22,..., 2, }}.

Osuavenns 6. IIid dexapmosum dobymrom mmoocun X1, Xo, ..., X,
DOBYMIEMO MHOHCUHY 6NOPAIKOSAHUL NAP

X1><X2><--~><Xn:{(ml,mg,...,xn):xl € Xy, x0 € Xo, ..., T, EXn}



1 Binér reliacidk
1.1 Descartes-szorzatan

Adott z # y és (z,y) rendezett par esetén szamit a sorrend:
{z,y} = {y, 2}
(z,y) # (y, 7).

Definicié 1. Az (z,y) rendezett pdart a {{z},{z,y}} halmazzal defi-
nidljuk. Az (z, y) rendezett pdr esetén x az elsd, y a mdsodik koordindta.

T =a,

@ =@n={ 2y

Definicié 2. Az X, Y halmazok Descartes-szorzatin az X xY = {(z,y) :
xz € X,y € Y} rendezett pdrokbdl dllé halmazt értjiik.

Definicié 3. Az (z,y,z) rendezett hirom a ((z,y),z) halmazzal defi-
nidljuk.

Definicié 4. Vnopadkosany ckinuenny muoorcuny (1,2, ..., Ty) 6UHG-
YAEMO MHOHCUHON
((.731, T, ... ,l‘n_l), Jin)

Definicié 5. Az (x1,29,...,2,) rendezett véges halmaz a
((‘T17 .’172, ceey C1777,71)7 xn)
halmazzal definidljuk.

Definicié 6. Az (x1,x2) rendezett pdr a

Ha} {zn, 223}

halmazzal definidljuk. Amikor n > 2 az (x1,22,...,2,) rendezett véges
halmaz a
(xl,Ig, .o ,l‘n_l) @] {{xl,xQ, .o ,xn}}

halmazzal definidljuk.

Definicié 7. Az X1, Xs,..., X,, halmazok Descartes-szorzatin az
XixXox---xX, = {(xl,xg,...,mn) AN )(17 o EXQ, ey, Ty EXn}

rendezett pdrokbdl dllo halmazt értjiik.



Teopema 1. Hexati A, B i C' dosiavhi mmootcunu. Todi

1. AxB=0=A=0vagy B=10,

.(AUB)xC=(AxC)U(BxC(),
.AX(BUC)=(AxB)U((Ax (),
.(ANB)xC=(AxC)n(Bx (),

N(A4Ax (),

2

3

4

5. Ax (BNC)=(AxB)
6. (A\B) xC=(AxC)\(BxC),
7. Ax (B\C) = (Ax B)\(AxC(C),
8. BCC=AxBCAxC,

9

. AxB=Bx A= A=D.

1.2 BwusHaueHHsa GiHapHUX BigHOIIIEHb

OsuavenHs 8. Sxwo das deaxur muoocun X, Y maemo R C X XY,
mo zosopumo, wo R — ue sidnowenns mioc X ma Y. Axupo X =Y,
mo 2060pumo, wo R e sidnowennam na X (2omozenne binapne sionowe-
Hha). STkwo R e binaprum eidnowernnam, mo wacmo samicms (x,y) € R

nuwemo TRy, a samicmo (x,y) € R nuwemo J;}éy
IIpukaamn

o Iy ={(r,z) € X x X : x € X} — BinHOmeHHA piBHOCTI HA MHOMKUHI
X.

cslxyesr=y
o {(x,y) € Z X Z: x|y} — Bianomenns «aiaurbcsa Hay.

e Jlnsa cucremu muoxun F {(X,Y) € F'x F: X C Y} — Bignomenns
BKJIOUEHHS sIK THAMHOKHWHH.



Tétel 1. Legyenek A, B és C tetszdleges halmazok. Ekkor
1. AXxB=0= A=0 vagy B=0,

(AUB)xC=(AxC)u(BxC),
Ax(BUC)=(AxB)U(AxCQC),
(ANB)xC=(AxC)Nn(BxC),
Ax(BNC)=(AxB)Nn(AxC),

(A\B) x C = (AxC)\(Bx (),
Ax (B\C)=(Ax B)\(AxC),
BcC=AxBCAxC(C,

© ™ NS ;™

AxB=BxA=A=B.

1.2 A bindris reldaciék definicigja

Definicié 8. Ha wvalamely X, Y halmazokra R C X x Y, akkor azt
mondjuk, hogy R relicid X ésY kozott. Ha X =Y, akkor azt mondjuk,
hogy R X -beli reldcié (homogén binér reldicid). Ha R binér reldcid, akkor
gyakran (x,y) € R helyett x Ry-t frunk és gyakran (z,y) € R helyett }éy-t
irunk.

Példak

o Ix ={(z,2) € XxX : 2 € X} az egyenlGség relcié az X halmazon.
rlxyyer=y
o {(z,y) € Z x Z : x|y} az osztbja relacio.

e F halmazrendszer esetén az {(X,Y) € F'xF : X C Y} arészhalmazként
tartalmazds reldcio.



JKImo Ha CKIHYeHHUX MHOXKHHAX 33aHO OiHApPHI BifHOIEHH:S, TO iX
MOYKHA TOJATH 3a JIOTTOMOTOI0 MAaTPUIIL BiHOMIEHDL i rpadiB BigHONIEHD
(marpam).

YV MarpudHOMY METOMI €JIEMEHTH MHOXKUHU A PO3MIIIYIOTHCS 110 Psifl-
kax marpuni M(R), a erementu MHOKUHU B — 110 croBuigx. Ko mapa
(a,b) nasexurhb BigHowenHio R, TO HA LeperuHi BIALOBLAHOrO psjka i
CTOBIIIE CTOITH OJMHUIIH, IHAKIIE — HYJIb.

V rpadiunomy nomanHi eeMeHTr MHOXKWH A i B po3MImyThcs Ha
romuHi y BUMIAAL To4doK. SIKimo mapa (a,b) HamexxuTh BigHOMEHHIO R,
TO TOYKY, IO BiAMOBITAE €TEMEHTY a, 3’ €IHYIOTh OPIEHTOBAHUM BiIpPi3KOM
3 TOYKOIO, IO BiMOBiAa€ eneMenTy b.

Hexait A = {a,b,c,d,e, [},

B ={1,2,3,4}, i BigHOIIEHHS
R={(a,1),(a,2),(b,4),(d, 1), (f,4)} C Ax B.

Marpunero Bignomenns Oyze I'padom BimmoOIIEHHS OYyIE

M(R) =

[=lellelelt

[elelelelel ol
[elelelolelo]
—HOOORO

OO
OGO

10



Ha véges halmazokon adunk meg binéris relacidkat, akkor reldciomatrixok
és relaciégrafok (diagramok) segitségével adhaték meg.

A matrix médszerben az A halmaz elemeinek ardnyat a matrix soraihoz
illesztjik M(R), a B halmaz elemei - oszlopok. Ha egy par (a,b) az R
reldciéban van, majd a megfelel§ egyenes metszéspontjaban van és a méatrix
oszlopa egy, egyébként nulla.

A grafikus bedllitdsnal az A és B halmaz elemeihez fiz6d6 kapcsolatokat
a sikon 1év6 pontnak megfelelGen helyezziik. Ha egy pér (a, b) az R relaciéban
van, majd az a elemnek megfelel§ pontot egy irdnyszakasz koti 6ssze a b
elemnek megfelel6 ponttal.

Legyen A= {aa b, ¢, da 6, f}:

B ={1,2,3,4}, és relicio
R ={(a,1),(a,2),(b,4),(d,1),(f,4)} C Ax B.

Reldciomatrix les Reléciografok les

0000
N“R): 1000
0000
0001

OGO

i
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2 OgpgHopigHi OiHAPHI BiJTHOINIEHHS

2.1 BuaacruBocTi mHOpigHNX OiHAPHUX BiAHOIIEHHDb

OsuavyenHnsd 9. Hexati X — dosiavha muoorcuna. Bidnowenns R miore X
ma X Ha3u6a10mb 00HOPIOHUM GI0HOUWEHHAM Ha MHOMCUHT X a0 6idHO-
wennam na mroocuni X. (R C X x X.)

Ilpuknamn.
Bignomenna: | =, <, < | C T
MuoxxuHa: R na N abo Z T AMHOKTHA R

JeTKOI MHOYKWHHI

T= {(Ivy) ‘ Ji,yER, |1’—y| < 1}
Osuavenns 10. Hezati R — sidnowenna na X. Todi kaosrcemo, wo:

e R mpansumuene, axwo Vr,y,z € X: (tRyAyRz) = xRz; (=,
<’ S’ ‘) C)

e R cumempuune, axwo Vr,y € X: v Ry=yRx; (=, T)

e R anmucumempuune, sxuo Y,y € X: (t RyAyRx) = x =y;
(= <G <)

e R cmpozo anmucumempuune, axuwo Ve,y € X: x Ry =y Rx; (<)

R pegaercusne, axwo Vo € X: zRx; (=, <, |, C, T)

R ippepaexcusne, axuo Ve € X:x Rx; (<)

o R mpuzomomne, axuo ora Vr,y € X 6uxonyemvcs pieho odna 3
ymos: v =y, t Ry, y Rr; (<)

o R duzxomommne, axuo das Vr,y € X eurkonyemvesa: x Ry abo y Rx
(moorcauso obudei); (<)

Jlema 1. Hezati X — muootcuna, R — ionowenns na X . Hdrxuwo R cmpozo
anmucumempuure, modi R anmucumempuune.

12



2 Homogén binér relaciok

2.1 Homogén binér reldcidk tulajdonsagai

Definicié 9. Legyen X egy tetszdleges halmaz. Az X és X kozitti R
reldciét homogén reldcionak nevezzik az X halmazon, vagy relicionak az
X halmazon. (RC X x X.)

Példak.
Relécio: | =, <, < | C T
Halmoz: R N-en vagy Z | Részhalmazok | R

egy halmazat

T= {(Ivy) ‘ I,yER, |1’—y| < 1}
Definicié 10. Legyen R relicio X-en. Ekkor azt mondjuk, hogy

e R tranzitiv, haVz,y,z € X : (tRyAyRz) = xRz (=, < <, |,
c)

e R szimmetrikus, haVx,y € X :x Ry=yRz; (=,T)

e R antiszimmetrikus, haVe,y € X : (tRyAyRz) = x =1y;
(:7 S’ C’ < )

e R szigordan antiszimmetrikus, ha Vx,y € X : x Ry =y Rx; (<)
e R reflexiv, haVx e X :z Rz (= <,|,C,T)
e R irreflexiv, haVex € X : x Rx; (<)

e R trichotém, ha Vx,y € X esetén x = y,x Ry és y Rx kozil
pontosan egy teljesil; (<)

e R dichotém, ha Vx,y € X esetén x Ry vagy y Rz (esetleg mi-
ndkettd) teljesil. (<)

Lemma 1. Legyen X egy halmaz, R reldicio X -en. Ha R reldciot szigorian
antiszimmetrikus akkor R antiszimmetrikus.

13



IIpukiax 1. Hexai X = {a,b, c} — mnoorcuna, R = {(a,a), (a,b), (b,c), (c,a)}
— sidnowenna na X . Bidnowenna R maxe

© ©
() )
© © F——~(3O

TPAH3UTHBHE X | CTPOro AaHTUCUMETPUIHUN | X
TPUXOTOMHE X CUMETPUIHMIA X
pedekcuBhe X JIMXOTOMITHUT X
aHTUCUMETpUYHE | V' ippediekcuBue X

Teopema 2. Hexati X — dosinvna mmroocuna, R — eidnowenna na X.
Srxwo R — mpuxomomme sionowenns, mo R e nepepaercusrum.

Teopema 3. Hexati X — dosiavna mroocuna, R — eidnowenna na X.
Hrxuwo R — duxomomme sidnowenns, mo R e pedaexcusrum.

14



Példa 1. Legyen halmaz X = {a,b,c}, R = {(a,a),(a,b),(b,c),(c,a)}
relicio X-en. Az R reldcidt

© (@
() O
© ©® G———~O

tranzitiv X | szigorian antiszimmetrikus | X
trichotém X szimmetrikus X
reflexiv X dichotom X
antiszimmetrikus | v irreflexiv X

Tétel 2. Legyen X egy halmaz, R relicio X-en. Ha R reldcidt trichotom
akkor R irreflexiv.

Tétel 3. Legyen X egy halmaz, R reldicid X-en. Ha R reldaciot dichotom
akkor R reflexiv.

15



Osznauennsa 11. Hezati X — dosiabna mmootcuna, R — eidnouwenms na
X. Bidnowenns R Ha3ueaembcs 6i0HOUWEHHAM EKBI6ANEHMHOCTIN, AKULO
60HO € PEPACKCUBHUM, CUMEMPULHUM A MPAH3UTNUCHUM.

Opmopigre BigHOMEHHsT R HA3WBAETHCA BiIHOIEHHSIM E€KBiBAJIEHTHO-
CTi, AKIIO

1. Vx € X : x Rx; (pednexcuse)

2. Vo,ye X : 2 Ry = y Rx; (cumerpudne)

3. Vo,y,2€ X : (tRyANyRz) = x Rz; (rpansurusuuii)
IIpuknamn

1. = (manpuxkuaz, na muoxuuni N, Z, Q, R a6o C);

2. mapaJiebHICTh Ha MHOXKHWHI TIPAMUX TLJIONIAHE;

3. Hna Va,y € Z: x ~ y akuo 5|(x — y).

16



Definicié 11. Legyen X egy halmaz, R relicié X -en. Az R reldiciét ekvi-
valenciareldcionak nevezzik, ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.

Az R homogén relaciot ekvivalenciareldciénak von akkor
1. Ve € X : x Rx; (reflexiv)

2. Ve,y€ X : 2 Ry = y Rx; ( szimmetrikus)

3. Vr,y,z€ X : (tRyANyRz) = x Rz; (tranzitiv)
Példak

1. = (pl. az N, Z, Q, R vagy a C halmazon);

2. parhuzamossag egy sik egyeneseinek halmazén;

3. Va,y € Z-re: x ~ y, ha 5|(x — y).

17



3 Kinacudikariisg ejileMeHTIB MHOXKWHU

Osuavenns 12. Cucmema Q nidmmootcun (Henoposcnvoi) mmoscunu X
HA3UBAEMBCA POZOUMMAM MG KAGCU MHOHCUHYU X a0 Kaacudirauicto ene-
MeHMI8 MHOoAHCURY X, AKWO

1. Q ckaadaemvea 3 HENOPOHCHIT MHOHCUH,
2. Q) € NONAPHO HEMEPECTVHUMU CUCTNEMAMY MHOHCUH, NG
3. UQ = X.
Todi eaemermu 0 (AKi cami € MHONACUHAMU) HAZUBAIOMBCA KAGCAMU X .

IIpuknaan

1. X ={a,b,c,d,e, f,g} — ne knacudikamis: {{a, c}, {b},{e},{d, f,g}}

3
2. R — ne xaacudikanis: {{a} | a € R} ,
3. C — me inmma xmacudikamia: {{a € C | |a| =7} :7 € R{}.
Osnauenns 13. Hezatll ~ 6idHowenHA eKE6I6ANEHMHOCTE HA HENOPOACHIT

Muootcuni X KAaCOM eKeieasenmuocmi 3 npedcmashukom T € X nasuea-
emwvea muootcuna [x) ={y:y € X, y ~x}.

Hexait ~ BimHOIEHHST €KBIBAJEHTHOCTI Ha HEMOPOXKHIN MHOXKUHI X,
z, yeX.

o € [x];
o [z] # [yl = [z]N[y] = 0;

o [z]=[ylez~y.

Teopema 4. YV sunadxy 6idnouwenns ex6i8aLEHMHOCTE ~ HA HENOPONHCHIT
mmootcuni X, muooicuna xaacie exeisarenmnocmi {[x] : x € X} e waacu-
dixayiero X. Toznauwumo uyro kaacupirayito ax X/ ~.
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3 Halmaz elemeinek osztdalyozasa

Definicié 12. Egy (nemiires) X halmaz részhalmazainak egy Q) rendszerét
az X halmaz elemeinek osztdlyozdsa nevezzik, ha

1. Q nemiires halmazokbdl dll ,
2. Q pdronként diszjunkt halmazrendszer és
3. UQ = X.
Ekkor az Q elemeit (melyek maguk is halmazok) az X osztdlyainak nevezziik.
Példék
1. X ={a,b,c,d,e, f,g} egy osztalyozasa: {{a,c},{b},{e},{d, f,q}},
2. R egy osztdlyozdsa: {{a} | a € R},
3. C egy masik osztalyozdsa: {{a € C | |a| =7} :r € R{}.

Definicié 13. Legyen ~ egy ekvivalenciareldcid eqy nem iires X halmazon,
egy ekvivalenciaosztily egy © € X reprezentdnssal, amelyet [x] = {y :y €
X, y ~ x}. halmaznak nevezink.

Legyen ~ egy ekvivalenciareldcié egy nem iires X halmazon, =, y € X.

oz € [a];

o p]=[y e z~y.

Tétel 4. Egy nemiires X halmazon értelmezett ~ ekvivalenciareldcio esetén
az ekvivalenciaosztdlyok halmaza {[x] : x € X} az X egy osztdlyozdsa. Ezt
az o0sztdlyozdst X/ ~-mal jeloljiik.
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4 YacTkoBuii NopsgaJ0K Ta HOPAI0K

4.1 Bwu3HavyeHHd YaCTKOTrO MOPAJIKY Ta MOPAIKY

Ozunavyennga 14. 1. Pegaexcusne, mpansumuene ma aGHMUCUMEMPU-
yHe 6I0HOUWEHHA HA MHOHCUNE X HA3UBAEMBCA LACTMKOGUM YNOPAJ-
wyeanmam. (llosnavenna: < , <, ... )

2. Sxwo =< € wacmrosum ynopadkysarnsm na X , mo napa (X, <)
HAZUBAEMDBCA UACTMKOBO YNOPAIKOBAHON MHONCUHOIO.

3. Hrxwo dasa 6ydv-axoeo x , y € X , x Xy abo y X T BUKOHYEMBCA,
Mo & May € NopieHaHHUMU. (KU KodCHa Napa eaemenmis nopie-
HAMHA, MO BI0HOWEHHA € QUTOMOMINHUM. )

4. Sxuwo wacmrosutdl nopsadox na mmosicuni X € duzomomivnum (moo-
Mo AKUL 6YOb-AKi 06a EAEMEHMU NOPIGHANNL), TO 6iH HAZUBLEMbLCA
NoOPAIKOM.

IIpuknaan.

Ha R sigmomenns < € nopsakom: © ,y € X ex <y aboy < x .

Ha N signomienns | (ALIbHUK) € YACTKOBUM MOPS/IKOM, aJle HE HODsJi-
kom: 4 /5,5 J4 .

Binnowenusa C € yacTkoBuM ynopsakysannsm na muoxkuni X = P({a,b,c})
migmuOKIH MHOXKHUHU {a, b, c}, aje BOHO He € ymopsiaKyBawHsM: {a} ¢

{b,ct, {b,c} & {a}.
4.2 Jliarpama Xacce 9aCTKOTrO MOPAAKY

Osnavenns 15. Herad (X,=) — wacmko60o 6nopadkosana MHONCUHA.
Srwo oas deaxoi z, y € X v 2y, are vemae z € X, das axozo x = z =y,
mo Mmu Kaxcemo, ulo x beanocepednvo nepedye y.
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4 Részbenrendezés és rendezés

4.1 Részbenrendezést és rendezést definicidja

Definicié 14. 1. Az X halmazon értelmezett reflexiv, tranzitiv és anti-
szimmetrikus reldcidt részbenrendezésnek nevezzik. (Jele: <, <, ...

)

2. Ha =< egy részbenrendezés X -en, akkor az (X, X) pdrt részbenrendezett
halmaznak nevezziik.

3. Ha valemely x , y € X -re x X y vagy y X x teljesiil, akkor x és y
osszehasonlithaté . (Ha minden elempdr dsszehasonlithatd, akkor a
reldcid dichotom.)

4. Ha az X halmazon értelmezett részbenrendezés dichotom (azaz, ha
bdarmely két elem dsszehasonlithatd), akkor rendezésnek nevezziik.

Példék.

R-en a < rel4ci6 rendezés: z , y € X -trex <y vagy y <z .

N -en az | (osztéja) reldcié részbenrendezés, de nem rendezés: 4 [5 ,
544 .

A C reldci6 részbenrendezés az {a, b, c} hatvanyhalmazsin, X = P({a,b, c})
-n, de nem rendezés: {a} ¢ {b,c} , {b,c} ¢ {a} .

4.2 Részbenrendezések Hasse-diagramja

Definicié 15. Legyen (X, =) egy részbenrendezett halmaz. Ha valamely x,
y € X-re x Ry, de nem létezik olyan z € X, amelyre x X z <Xy, akkor azt
mondjuk, hogy = kdzvetlenil megelézi y-t.
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Axio Mmu 306pa3suMo e1eMeHTH YaCTKOBO BIOPSIKOBAHOI MHOXKIHE TO-
YKaMW Ta HAMAJTIOEMO OPIEHTOBaHe peOpo JUIIe AAd TUX Tap x, ¥y, I
AKUX T 0e310CEePEIHBO MEPEIYE Y, TO OTPUMAEMO Jiarpamy Xacce 9acTKOBO
BIIOPSAIKOBAHOT MHOXKHWHE. [HOI1 3aMiCTh OPi€HTOBAHNX pebep MU MAJTIOEMO
HeOpieHTOBaHE pebpPO, & MEHIIHI eJeMEeHT PO3MINIYEMO HIKIE.

IMpuknan: Hexait X = {1,2,...,8} 3 noaiibuicrio:

® ®
® ?@

® Q\C ©
%?—

1

Ha muoxuni X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, 4y 94aCTKOBOrO BIODSJI-
KyBaHHs | 300pazkeHo miarpamu Xacce, e MU MAJIIOEMO OpieHTOBaHe pebpo
JIMIIE JiJIst TUX [AP &, Y, i AKUX & Oe310CePeHbO MEPELYE Y.

4.3 Haiimenmmii, naiibinbmmii, MiHiMaIbHIN, MaKCH-
MaJbHUN €JIeMEeHT

Osuavenns 16. Kaowcymo, wo wacmrkoso enopsadrkosana mmostcuna (X, <
) Mae watimenwud eaemenm: x € X, avwo Yy € X, x <X y; mae natibino-
wul enemenm: © € X, axwo Vy € X, y < T; MAGE MIHIMAALHUT eACMEHTT:
r e X, avwo Ay € X, x # y, y 2 T; MAE MAKCUMAALHUT €AEMEHIN:
re X, avuwo Aye X,z #y, z 2y.
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Ha egy részbenrendezett halmaz elemeit pontokkal dbrazoljuk, és csak
azon x, y parok esetén rajzolunk irdnyitott élt, amelyre x kozvetleniil
megeldzi y-t, akkor a részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjat kapjuk.
Néha irdnyitott élek helyett irdnyitatlan élt rajzolunk, és a kisebb elem
keriil lejjebb.

Példa: Legyen X = {1,2,...,8} az oszthatésaggal:

® ®
® (?@

® Q\C ©
%?—

1

A X =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} halmazon a | részbenrendezésnek reldcié
a grafikon, hova csak azon z, y pdrok esetén rajzolunk irdnyitott élt,
amelyre x kozvetleniil megel6zi y-t és a Hasse-diagram alapjan.

4.3 Legkisebb, legnagyobb, minimalis, maximalis elem

Definicié 16. Az (X, <) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme: olyan
z e X :Vye X, x <Xy; legnagyobb eleme: olyan x € X :Vy € X, y < x;
minimdlis eleme: olyan x € X : Ay € X, © # vy, y = x; maximdlis eleme:
olyanx e X : Aye X,z #y, x < y.
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IMpuknazn: Posrngnemo me pas muokuny X = {1,2,...,8} 3 moginbmi-
CTIO:

HalimeHiuii ejement 1,
HaMOLIbIMIT eJIeMenT,
MiHIMaTbHUH eleMenT 1,
MaKCUMaJbHUM ejeMenT 5, 6, 7, 8.

Bamaua 1. Ha mmuoorcuni X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} 3adaro eidnowse-
HHA YACMK06020 NOpAdKY |. Snatidimv natimenwud, natbirbwul, Mini-
MAALHUTL, MAKCUMANDHUT eeMEHM.

Teopema 5. Jkuwo wacmro60 nopadkosaHa MHOHCUHA MICTRUMYL HATOIAL-
wuli (natmernwud) esemenm, mo ye ii cOunul MakcuMarsonul (MiHIManb-
Hutl) eaemenm.

Teopema 6. KootcHa HENOPOINHCHA CKIHYEHHE 4ACTIKOBO NOPAIKOBAHE MHO-
AHCUHA MICTRUMD NPUHATMHT 00UH MIHIMAALHUT § NPUHGTMHT 00UH MAKCU-
MANDHUT eAeMerm.

Osnauenns 17. Hezal (X, <) — 4acmxo60 6nopadkosana MHOMCUNHA.

1. Mnooicuna A C X mnasueacmoves obmedicenoto 36epry, Axulo Ir €
X make, wo a € A modi a X x, i Modi EAEMEHN G HA3UBLEMBCA
B8EPITHBLON MENCEN MHOMCUHU A.

2. Mnootcuna A C X naszusaemuvces obmesicenoro anudy, axuwo Jr € X
maxe, wo Ya € A modi x =X a, i modi esemenm T HAZUBAEMBCA
HUIACHDOIO MeIACEN MHOMCUHY A.

3. Mmnootcuna A C X 1a3u8aEMbCA 0OMENCEHOI0, AKULO B0HA OOMEINHCENHA
AK 3HU3Y, MAK | 36epPTy.
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Példa: Legyen X = {1,2,...,8} az oszthatésaggal:

®

@H ©
R O AN O B ©
@

minimélis elem: 1,
maximaélis elemek: 5, 6, 7, 8.

Feladat 1. A X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} halmazon a | részbenrendezésnek
reldcio. Keresd ki legkisebb, legnagyobb, minimdlis, maximadlis.

Tétel 5. Ha egy részbenrendezett halmaz tartalmazza a legnagyobb (legki-
sebb) elem, ez az egyetlen mazimdlis (minimdlis) eleme.

Tétel 6. Minden nem ires véges részbenrendezett halmaz tartalmaz legaldbb
egy minimdlis és legaldbb eqy maximdlis elem.

Definicié 17. Legyen (X, =) részbenrendezett halmaz.

1. Egy A C X halmazt felilrdl korldtosnak nevezink, ha 3x € X gy,
hogy a € A esetén a =X x, és ekkor az a elemet a A halmaz felsd
korldtjanak nevezzik.

2. Egy A C X halmazt alulrél korldtosnak nevezink, ha 3x € X gy,
hogy Ya € A esetén x < a, és ekkor az x elemet a A halmaz alsd
korlatjanak nevezzik.

3. Egy A C X halmazt korldtosnak neveziink, ha alulrél és felilrdl is
korldtos.
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Osnavenns 18. Hezat (X, <) — wacmkoso 6nopsdkosana mHoA#CuHa.

1. Touna eeprna meoca muooicunuy A C X — ye eeprma meoca x € X
MaKa, Wo T menwa 3a 6yov-aKy inwy 6eprrio medxcy. Ii nosnauenns:
x =sup A (mouna eepxrns meoica).

2. Touna nustcus mesca muootcuny, A C X — ue nusicns meosrca © € X
mara, wo X x 6iavwa 36 6Ydv-aKy tHWY HUMCHO meocy. 1T nosHna-
werwna: v = inf A (mouna nusichs meoca,).

(N, ]), (P(M), C)

OsuaveHHsT 19. Bnopadkosana MHOMCUHA HA3UBAEMBCA NOSHONW, AKULO
bydo-AKa i HENOPONHCHA OOMENHCEHA 36EPTY TIOMHOHCUHA MAE MOUHY BEPT-
HIO MedHCY.

4.4 Crpore 4acTKOBE BIOPHAIKYBAaHHA, CTPOTE BIIOPHA/I-
KyBaHHA

Osuavenns 20. TpanaumueHe ma HepePaeKkcCUSHE SIOHOUEHHA, BUSHG-
wene na Mrooicuni X, Ha3uGaEMbCAs cmpozum 6nopadkysannim. (Ilosna-
wenha: <, <, ...) drxwo cmpoze nionopadkysarta € MPULOMOMINHUM, MO
B80HO HAZUBAEMDBCA CMPO2UM ENOPAIKYEAHHAM.

IIpuknamn

1. Ha R Bignomenust < € CTpOruM MOpsiakoM: it Va,y € R BUKOHYE-
ThCs PIBHO OFHA 3 HACTYIMHHUX TPHOX YMOB: T =y, £ <y Ta y < T.

2. Bignomenns C € CTPOrMM YACTKOBHM YHODSAKYBAHHIAM HA CTEITE-
uesiit muoxuui {a,b,c}, X = P({a,b,c}), ane Bono ue € crporum
ynopsiakysaanam: {a} = {b,c}, {a} C ({b,c} Ta {b,c} € ({a}) me
BUKOHYIOThHCS.

Teopema 7. STxwo ckinvenna cmpozo 6nopadkosara MHONCUHE MAE 00UN
MAKCUMANLHUT (MINIMAADHUT) eaemenm, ye 1T natbiavwul (natimenwud)
eaemenm.
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Definicié 18. Legyen (X, =) részbenrendezett halmaz.

1. Egy A C X halmaz pontos felsd korldtja egy olyan © € X felsd
korldt, amelynél kisebb felsd korlitja a A-nek nincsen. Jele: x =
sup A (szuprémum,).

2. Egy A C X halmaz pontos alsé korldtja egy olyan x € X also korldt,
amelynél nagyobb alsé korldtja a X-nek nincsen. Jele: © = inf A

(infimum,).
(N, [), (P(M),C)

Definicié 19. Egy rendezett halmazt teljesnek neveziink, ha bdrmely nem
tres felilrdl korldtos részhalmazdnak létezik pontos felsd korldtja.

4.4 Szigori részbenrendezés, szigori rendezés

Definicié 20. Az X halmazon értelmezett tranzitiv és irreflexiv reldciot
szigori részbenrendezésnek nevezzik. (Jele: <, <, ...) Ha egy szigori
részbenrendezés trichotom, akkor szigori rendezésnek nevezziik.

Példak
1. R-en a < reléci6 szigoru rendezés: Vx,y € R esetén pontosan egyik

teljesiil a kovetkez6 hdrom feltételbdl: x =y, z < y és y < x.

2. A C reldci6 szigord részbenrendezés az {a,b, c} hatvdnyhalmazan,

X = P({a,b,c})-n, de nem szigori rendezés: {a} = {b,c}, {a} <
({b,c} és {b,c} C ({a} koziil egyik sem teljesiil.

Tétel 7. Ha eqy véges szigori rendezett halmazban egyetlen mazimdlis
(minimdlis) elem van, ez a legnagyobb (legkisebb) eleme.
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5 ®@yHKIIII

Osznauenns 21. Bidnowenns f C X XY wnasusaemvces Gynruionasorum
BIOHOWEHHAM a00 PYHKUIEN AKULO

Vo, y1,y2 0 (2,91) € fA(2,92) € f = y1 = v

3amicmo nosnauenns (x,y) € f (xfy) Mu 6UKOPUCTIOBYEMO NOZHAUEHHA
frax—=y, f(x) =y. y — ue snavenns gynruii f y mouwui x (8 apeymen-

IIpuknaan
1. f={(x,2%) € R x R} € dyukuieio sijnomenus: f(r) = 2.

2. O6Gepuene signomenns f~! = {(2% z) € R x R} ne € dyuknieio:
(432)7 (47 *2) € f71~

3. Hexait F,, 0yme mocaimosuicrio @idonaudi: Fy =0, F, =1 1a F, =
Fo 1+ F, o, axkmon >2:0,1,1,2, 3,5, 8,... Toni moxxua pos-
ringparu FF C N X N gk dynxnionaibie BiIHOLIEHHA, dKe y TOYII N
npuitvae 3uatentsa F(n) = F,.

Osznauenusa 22. Mnoocuna pynkyit f C X XY nosnavwaemocs ax X —
Y, momy mu mootcemo suxopucmosysamu noznavenmns f € X — Y. Hdxuwo
dmn(f) = X, modi mu eukopucmosyemo nosnavenns f : X — Y (ue
nosnavenns diticne auwe modi, xoau dmn(f) = X). IIpumimea: dxuso
f: X =Y, modi dnn(f) =X marng(f) CY.

IIpuknan
Hexait f(z) = /x. Toni f e R > R, are me f: R — R.
f:RI =R

OsuauenHs 23. DPynxuia f: X — Y e obopomnoro, axwo f~1:Y — X
makoorc € pynryiero. Todi f~1 nasusaemuvcs obeprenor dymnruyicro do f.
Obopomni GyHKULT HA3UBAIOMBCA 83GEMOBUKAOUHUMU.

Teopema 8. Pyuxuia f : X — Y e obopomnoro modi i miavku modi,
Koau icnye pynkuia g Y — X, aka 3ad060avnac ymosu

fog=1Iy, gof=Ix.
Todi g = f~ 1.
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5 Fiuggvények
Definicié 21. Egy f C X x Y reldcidt fiigguénynek neveziink, ha

Vo, y1,y2 0 (2,91) € fA(T,92) € f = y1 = v

Az (z,y) € [ (zfy) jelolés helyett ilyenkor az f: x — y, f(x) =y jelolést
haszndljuk. Az y az [ figguény = helyen (argumentumban) felvett értéke.

Példak

1. f={(x,2%) € R x R} reldci6 fiiggvény: f(z) = x2.

2. Az f~! = {(22,2) € R x R} inverz reldcié nem fiiggvény:
(472 ) (47 _2) € f_l'

3. Legyen F,, a Fibonacci sorozat: Fy =0, Fy =1és F,, = F,,_1+ F,_o,
han>2:0,1,1,2,3,5,8,...Ekkor az F C N x N rel4cié fliggvény,
n helyen az értéke F(n) = F,.

Definicié 22. Az f C X x Y figgvények halmazat X — Y jeloli, igy
haszndlhatd az f € X =Y jelolés. Ha dmn(f) = X, akkor az f : X =Y
jelélést haszndljuk (ez a jelolés csak akkor haszndlhatd, ha dmn(f) = X).
Megjegyzés: Ha f: X =Y, akkor dmn(f) = X ésrng(f) C Y.

Példa
Legyen f(x) = \/z. Ekkor f € R - R, de nem f:R — R.
f:RI =R

Definicié 23. Az f : X — Y figgvény invertdlhatd, ha f~':Y — X is
fiiggvény. Ekkor f~1-et az f inverzfiiggvényének nevezzik. Az invertdlhatd
fiigguényeket kolecséndsen egyértelminek nevezziik.

Tétel 8. Az f : X — Y fiigguény akkor és csak akkor invertdlhatd, ha van
eqy g: Y — X fiigguény, amely kielégiti a feltételeket

fog=1ly, gof=Ix.
Akkor g = f~1.

29



6 Bcryn B Teopiro rpadiB

Knacuaaum BeTynmHuM npukaagoMm € 3aada «Kerircoep3npki mocTmy,
pose’sa3ana Eitnepom y 1736 porri.

Cxema wmicra Kenircbepr nokaszana Ha pucyHky. 3amaqda « Kenircoepsn-
Ki MOCTH» CTOCYETHCS MOXKJIUBOTO TEPEX0y depe3 MocTu piuku lIperesn.
Tyt MocTn mpeacTaBasaioTh 3’ € THAHHSA MizK JITSAHKAMA CYIIi, 1€ MH MOZKe-
MO TIPOUTH 3 OAHOTO MICIld B iHIIE, a MOTIM BHOpATH iHINN MiCT.

A

]

" &
—_

IMpukian 2. Ipukaadom € 3adava npo 6oska, ko3y ma xanycmy. Lla
sadaua dobpe eidoma: na odnomy bepesi piuku ¢ eoer (B), xosza (K) ma
Kawar Kanycmu (%), i auwe 00ur 3 HUL MONCE NOMICTNUIMUCA 6 HOGEH.
Tlopomnux nosunen nepesesmu iT na inwut bepez, He 3’ i8WU THULOZ0.

IMpukaan 3. Ipukaad mpvor kpuruysb. € mpu OyourKy @ MPU KPUHU-
ui. Bam nompibro npokxasacmu dopozu 610 kootcHo20 byounky 00 KoAHCHOT
KPUHUYE Mak, uob 00po2u He nepemuHasucs.

{1,2,2,3,3,3} = {1, 2, 3}muoxuna
{3.4,5} = {4, 5, 3}Muoxkuna
(3,4,5) # (4,5, 3)BIOpsAAKOBAHA MHOKHHA
Hesnopsiakosana, cucrema 06’€KTiB, A€ MOXKJINBL X MOBTOPEHHST Ha3W-
BAETHCA MYyJbTUMHOKWHOW. Ilim wac 3ammcy emeMeHTn MyJbTUMHOKUHI

3aIUCYIOThCA B KYTOBHUX JIyKKaX.
Mpuknan mysapruvuoxuau (1,2,2,3,3,3).

(1,2,2,3,3,3) # (1,2, 3)MyJIbTUMHOKUHA,

(1,2,2,3,3,3) = (1,2,3,2,3, 3)MyJIbTUMHOKUHA
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6 Grafok. Bevezetés

Klasszikus bevezetd példa a Konigsbergi hidak/ probléméja, melyet Euler
oldott meg 1736-ban.

Konigsberg vdrosanak séméja az dbran. A Konigsbergi hidak problémdja
egy lehetséges sétat kérdez a Pregel folyé hidjain keresztil. Itt a hidak
jelentik a kapcsolatokat a szarazfoldek kozott, ahol atsétalhatunk egyik
helyrél a masikra, majd egy tdjabb hidat véilaszthatunk.

A

A Amm
° &
—_— v.

Példa 2. Példa a Farkas-Kecske-Kdposzta probléma. A feladat kézismert:
a folyd egyik partjin dll eqy Farkas (F), Kecske (K) és egy fej kdposzta
(k), a csénakba kozilik csak egy fér be. Ugy kell a révésznek dtvinnie ket
a tulsé partra, hogy egyik se egye meg a mdsikat.

Példa 3. Példa hdarom kiutra. Hirom hdz és hdrom kit van. Kell kévezzen
ki utakat minden hdztol minden kitig, hogy az utak ne keresztezzék eqgymadst.

{1,2,2,3,3,3} = {1,2,3} halmaz
{3,4,5} = {4,5, 3} halmaz
(3,4,5) # (4,5, 3) rendezett halmaz
A multihalmaz objektumok rendezetlen rendszere, esetleg abbdl ismétlések.

Iraskor a tébbhalmazos elemeket haromszogletes zardjelben irjuk.
Példa multihalmazra: (1,2,2,3,3,3).

(1,2,2,3,3,3) # (1,2,3) multihalmaz

(1,2,2,3,3,3) = (1,2,3,2,3,3) multihalmaz
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Osnauenns 24. Bydv-axa nenopooichs mmosicuna Vo # ) ma myavmu-
Mmuoscuna E, axa micmums eaemenmu, axi € a60 060€AEMEHMHUMU MYAb-
mumnoscunamu (x,y), abo enopadkosarnumu napamu (x,y), de x,y € V.
Auneebpaivna cmpyrxmypa

G=(V;E)

Has3ueaemves epagom. Eremenmu V' naszusaromoves sepuunamu abo mo-
wkamu, modi Ak esemenmu E nasusaromuves pedbpamu.
Ienye mpu munu pebep:

1. (x,y) € aanka abo nesnopadkosane pebpo. MHodcuna AGHOK NO3HA-
yaemoces F.

2. (x,y) dyza abo enopadkosane pebpo. Mroscuna dye no3HAMAEMBCA
E.

3. (x,x) abo (x,x) nemas — ye pebpo, Yy AK020 NOYLAMOK i Kineydb 30i-
2a€MbCA.

(z,2) =(yy) o=y (z,2) = (y,y)
Todi danri mu poszasdaemo auwe (x,x) enopadkosani nemai ma E =
FUE.
Jani mu npunyckaemo, wo xoocen epad mae crivvenni V- ma E. Kino-
Kicb 8epUUH 2pada HA3UBAEMbBCA 11020 NOPAIKOM.

B pasi icuysauus pebpa (x,y), (y, ) abo (x,y), ke 3’€/IHy€e BEepLIUHU T
Ta Y, MU KazKE€MO, 110 BEPLIUHU T Ta Y CYMiKHI Ta IHIMJIEHTHUMUA CAMOMY
pebpy.

Osnauenns: 25. Jua e = (x;y) € E (x;y € V) Mmu xascemo, wo © ma y
(sepwunuy) 3’cdnani pebpom e, abo cymigcrumu , abo 30izarmuves 3
e, abo e 3bizatomuvea 3 I; 1.

e KimpKicTb JIAaHOK, IO BUXOIATE 3 BEPIN ¥ MO3HAYAETHCA 9K degu.
e KimpKicTb Iy, MO0 BXOAATH V BEPIINHY ¥, TIO3HAYAETHCA TK deg+ V.

o KimpKicTh ayT, MO TOYMHAIOTHCSA 3 BEPITUHU U, TMO3HAYAETHCA SIK
deg™ v.

e 3uadenns degv, sike O0UUCTIOETHCS 32 (DOPMYIIOI0
degv = degv + deg™ v+ deg” v

, HA3UBAETHCA CTEIICHEM BEPDIINHHU V.
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Definicié 24. Tetszdleges V # () nemiires halmaz és E multihalmaz olyan
elemek tébbhalmaza, amelyek kételem multihalmazok (x,y) vagy rendezett
pdrok (z,y) ahol z,y € V esetén a

G=(V;E)

algebrai struktirat grdifnak nevezzik. V elemeit csics oknak vagy pontoknak
mig E elemeit éleknek nevezziik.
Hdromféle él létezik:

1. (z,y) linkek vagy rendezetlen élek. A linkek készlete meg van jeldlve

E.
2. (z,y) tvek vagy rendezett élek. A fvek készlete meg van jeldlve E.

3. (x,z) vagy (x,x) hurkok az a forma élek, melynek eleje és vége
egybeesik.

(x,2) = (y,y) ©r=y & (v,7) = (y,y)

Akkor kévetkezékben csak (x,x) rendezett hurkok tekintink és E = EU
E.

A kovetkezdkben feltételezziik, hogy minden grdf véges V és E. A grdf
csucsainak szdmdt a sorrendjének nevezzik.

Azt mondjdk, hogy ebben az esetben az (x,y), (y,x) vagy (x,y) éle
koti Ossze az x és y csicsokat az x és y csicsokat szomszédos és beesd
éleknek nevezziik.

Definicié 25. ¢ = (x;y) € F (x;y € V) esetén azt mondjuk, hogy x
és y (csucsok) az e éllel dssze vannak kitve, vagy szomszédosak vagy
illeszkednek e-re, vagy e illeszkedik x; y-ra.

e A v csiicshoz tartozé hivatkozasok szamat jeldljiik degv.
e A v cstcsba belépé ivek szamat deg™ v jeloli.
e A v csicsbdl kiindul6 ivek szdmét deg™ v jeldli.
e A degu értéke, amelyet a
degv = degv + deg™ v+ deg” v

képlet szamit ki, a v csics fokszamat nevezziik.
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O6uuciiTh cremiub BepmuH rpada, JiarpamMma sKoro 300paykeHa Ha, pu-
CYHKY.
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Szdmitsd ki a graf a csucsdnak fokszdmat, melynek diagramja az dbran
lathato!
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7 BuaactuBocti rpadis

7.1 Teopema mpo PYKOCTHUCKAHHS

e
I@._____—J /
) /-7\6
7

O6uncaumo creninb BEPIINHU G Tpada, JlarpaMa sdaKoro 300parKeHa Ha
pucyHky!

deg(a) = deg(a) + deg™ (a) + deg ™ (a)=2+2+4 = 8.

Osuavyenns 26. Bydv-akxa eepwuna epaga G € i304b06aH0I0, AKWO 1T
cmenine dopienioe 0; mobmo na wei (3 nei) ne 3axodumo osrcodue pebpo.

Osuavenns 27. Bydv-axa eepwuna zpaga G masusaemvea nidsiueHoro,
Axwo i cmeniny dopienioe 1; mobmo do wei npuednarno suwe odre pebpo.

Osnauenns 28. Hexat G = (V, E) — dosinvrut epad. Todi epadp H =
(W, F) € nidepagom G, sxwo W CV i F C E.
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7 Grafikon tulajdonsagai

7.1 Kézfogasi tétel

e
I@ 3 /
m
Je 2
7

Szamitsd ki a graf a csucsanak fokszamat, melynek diagramja az dbran
lathato!

deg(a) = deg(a) + deg™(a) + deg™ (a)=2+2+4 = 8.

Definicié 26. A tetszdeges G grdf eqy csiucsa izoldlt, ha fokszima 0;
vagyis €l nem illeszkedik rd.

Definicié 27. A tetszdeges G grif eqy csicsa figgdt, ha fokszima 1;
vagyis csak eqy él illeszkedik rd.

Definicié 28. Legyen G = (V, E) tetszdleges grdf. Ekkor a H = (W, F)
grdf részgrdfja G-nek, ha W CV és F C E,

a/
,l_- a
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Teopema 9 (Teopema upo pykocruckauus). Y 6ydv-sxomy epagi G =
(V,E) ceve cmeninie eepuwun 0opieHoe nodsoenil Kiavkocmi pebep:

Z deg(v) =2 |E|.

> degt(v) + ) deg”(v) =2 |E|.

veV veV

7.2 Izomopdizmu rpadis

Izomopdism rpadis — 1e Oiekrist MHOKWH BepmnH rpadis, ska 30epirae
CYMIKHICTH BEpIITUH.

Ile o3nauae, mo Gy = (Vi, E7) ta Go = (Va, E9) € i3omopdauMu, aKiio
icuye 6iekuia (obeporna dyukuis) f: V3 — Vo w0 3a40BosbHSIE yMOBU:

s goonx a,b € Vi.

(a,b) € E1 & (f(a), f(b)) € B2, (a,b) € Ex & (f(a), f(b)) € B2,
IIi gBa rpadwu € i3omopdmi.

Cuin 3a3Ha9UTH, MO KUIBKICTH BEPIINH, KUIBKICTH pebep Ta cremeHi
BEpINUH HE OJIHO3HAYHO BU3HAYAIOTH rpad.

<]

i nBa rpadu He € i3oMopdHUME.

c
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Tétel 9 (Kézfogasi tétel). Tetszdleges G = (V,E) grdfban a csicsok
fokszamainak dsszege az élek szamdnak kétszerese:

7.2 Grafok izomorfizmusa

A gréfok izomorfizmusa az grafok csicshalmazainak bijekcidja, amely

megé6rzi a csticsok szomszédsigat.
Ez szamit G; = (V1, Ey) és Go = (Va, Es) izomorf, ha van bijekcié
(inverz fiiggvény) f : Vi — Vs kielégiti feltételek:

barmilyen a,b € V.

(a,b) € By < (f(a), f(b)) € Bz, (a,b) € By < (f(a), f(b)) € Ex,
Ez két graf izomorf.

Meg kell jegyezni, hogy a csicsok szdma, élei szama és a csicsok fok
szamok nem egyértelmtien definidlja a grafot.

<

Ez két grif nem izomorf.

=
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7.3 Marpuni rpadis

Hexait G = (V, E) — nmosinbuuit rpad, a 3agannii cnmcok Horo Beprinu
i pedep — V = (vy,va,...,0,) Ta E = (€1,€9,...,¢y). Tom marpuns
immunentHocTi rpada — me n x m-marpung A = (a;;), e 1 < i < n,
1<j<m

0 (Y g ej,
a;; = —1  ha e; nem hurokél és kezdépontja v;,
1 egyébként.

Hexait G = (V, E) — noeinbunii rpad, a V = (v1,v2,...,0,) — 3312~
HUW CIUCOK #ioro Bepmmu Ta pedep. Tomi marpurg cymizuOoCcTi rpada —
e n x n-marpuig B = (b;;), ne 1 <i<n,1<j<n

aij = oa;j + PBdij,
Jie G;; — KiTbKicTh pebep MixK v; Ta vj, d;; — KiABKICTh IyT, IO MOYNHA-
IOTBCA 3 BEPIWHA V; Ta BXOJATDH Y BEPITAHY V;.

e
’@____8 /
) mé
7

Bagaua 2. SHAUMU MAMPULI THUUHIEHTHOCTNE TG MAMPUUI CYMIHCHO-
cmi nodarozo epaga.
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7.3 Graf matrixok.

Legyen G = (V, E) tetsz6leges graf, csicsainak és éleinek egy adott felsoroldsa
legyen V = (vi,vs,...,v,) és E = (e1,€9,...,¢e,). Ekkor graf incidencia
métrix a n x m-métrix A = (a;;) aho 1 <i <n, 1 <j < m esetén

0 [ € ej,
aij = —1  ha e; nem hurokél és kezdSpontja v;,
1 egyébként.

Legyen G = (V, E) tetszbleges graf, cstucsainak és éleinek egy adott
felsoroldsa legyen V = (v1,va,...,v,). Ekkor graf szomszédsdgi métrix a
n x n-métrix B = (b;;) aho 1 <i<n,1<j<n esetén

aij = o@;j + Bdij,

hal @;; a élek v; és v; kozott szamét, d@;; a v; csicsbdl kiindulé is v; csticsba

belépd ivek szamét.
e
f@ s /
N« >,
7

Feladat 2. Hatdrozza meg az adott grif incidenciamdtrizdt és szomszédsdgi
mdtrizdt.
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8 Ilngaxm

8.1 Tunu rpadis

Y HacTyuHoMmy wigpo3/ijai Mu npeacraBuMo Jeski Bakiausi Tunu rpadis
G = (V, E), axi MOXKyTh He JIAIIe JOTIOMOITH KpaIlle 3p0o3yMiTH Teopio Ha
MPAKTHUII, ajie # € BaXKJIMBUMHU 3 TEOPETUIHOI TA MPAKTUIHOI TOYKHU 30DY.

e Tlopowxwiit rpad (V = 0).

e Heopientosanmit rpad (Kowkme pebpo € Jankoio, To6To E = F).
e 3puuaiinuii rpad (Heopienrosanuii, 6e3 nosropenns pebep).

e Opienrosanuii rpad (koxue pedpo € ayrowo, To6To F = E)

Osunauenns 29. Heopienmosanui zpadp G' = (V, E') nasusaemuvca 6io-

no6ioHUM JO OPIEHMOBAHO20
epaga G = (V, E), axwo

E' = ({(a,b)|(a,b) € E)

Yy ] Yy )

e A e

\ 4

[ e
2] > € 21 > €

2} e 0 4
A g A g

Oszuavyenns 30. J[06iavHull epad HA3UBAEMBCA PELYAAPHUM, AKUWO 6Ch
11020 EPUIUHU MAIOMB 00HAKOBUT cmenity. Skuo yet cniasbhul cmenits
e namyparvrum wucrom k € N, mo epad nasusaemovces  k-pezysaprum

2papom.
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8 Utak
8.1 Nevezetes grafok

A most kévetkezs alfejezetben néhdny nevezetes grafot G = (V, F) ismertetiink,
melyek nem csak gyakorlds formdjaban segithetik az elmélet jobb megértését,
hanem elméleti és gyakorlati szempontbdl is fontosak.

o Ures graf (V = 0).

e Irdnyitatlan graf (minden él link, azaz E = E).
o Kozonséges graf (irdnytalan, tobb él nélkiil).

o Irsnyitott graf (minden 6l iv, azaz E = E).

Definicié 29. Irdnyitatlan grif G' = (V, E') az irdnyitott grif G = (V, E)
megfeleldnek nevezzik oszlop

E' = ((a,b)[(a,b) € E)

Lt ] Yy )

\ 4

e e,
2] > ) 21 > €

2} e ) 4
Y U3 Y

U3
Definicié 30. Egy tetszdleges graf reguldris, ha minden csicsdnak fokszama

ugyanannyi. Ha ez a kéz6s fokszdm a k € N természetes szdm, akkor a
grdfot k-regquldris grdfnak hivjuk.
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Ipukman 4. Hexatin € N, n > 1 — 6ydv-axe namypasvone wucio. n-
BUMIPHUT KYO — Ue 36UnNaUHUT 2pad, 6EPUUHAMU AK020 € N-BUMIPHT A0~
21UHI 8EKMOPU, BEPUUHY U MA V € CYMIHCHUMU MOJT i MINLKU MO00T, KOAU
B80HU BIOPI3HANMBCA PIBHO 00HIEN KOOPIUHAIMOI0.

e Myubrurpad (103B0seno nosropents pebep).

e I'padp G = (V, E) nazuBaerbes ABO10JbHUM IPahOM, AKILO MHOMKU-
Hy BepiuH V' MOXKHA pO30UTH Ha B HEMOPOXKHI HEMEPETUHAIOTICST
yacTudu (MOJIOCH) TaK, MO PeOpa MOKYThH MPOCTATATUCS JIUIITE MizK
BepIIMHAMIE Pi3HEX 1m0710¢, T06T0 V = AUB; ANB =0 A, B # () Ta
KoxkHE pebpo (a, b) jexursb Mixk a € A, b € B.

e I'pacd Kenira — 1e 3Bnuaiinnit 1BoOIbLHII Tpad.

e IloBumit rpadp — me rpad, gaxuit MicTuTb yci pebpa 3aJIaHOTO THUITY
rpada:

Osznauenns 31. /aa bydo-akxozo namypasorozo wucaan € N, n > 1, K,
n-eepuwunnud nosrutl 3eusatinuil epad mae maxui euzand: K, = (V, E),
de [V =n ma E = ((a,b)|a,b € V, a # b); mobmo, misic n sepuiunamu
NPOGEOEHO 6CI MOJNCAUGT (HENEMAEET) NAHKU.
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Példa 4. Legyen n € N, n > 1 tetszbleges természetes szdm. Az n-
dimenzids kocka eqy kézénséges graf, amelynek csicsai n-dimenzids logi-
kaiak vektorok, u és v csicsok akkor és csak akkor szomszédosak pontosan
eqy koordindtdaban kilonbiéznek.

e Multigraf (tobb él megengedett).

e G = (V,E) gréfot kétpélusi grafnak nevezziik, ha V csicshalmaza
felbonthaté két nemiires részre (pélusok) gy, hogy élek csak kiilonb6z4
polusok kozdtt hizédhatnak, azaz V = AUB; ANB=0 A, B #(
és minden él (a,b) hal a € A, b € B.

o Koenig graf az egy kozonséges kétpolusi graf.

—

o Teljes grif az egy graf, amely tartalmazza az adott tipusu gréfok
Osszes élét:

Definicié 31. Tetszdleges n € N, n > 1 természetes szdm esetén K, az
n-csicsi teljes kdzonséges grdf a kévetkezd: K, = (V, E) ahol |V|=n és

E = ((a,b)|a,b € V, a # b); azaz az dsszes lehetséges (egyszeres és nem
hurok) €lt behiztuk az n csics kézott.

e — o
K K,
K3

K, = (V.E) = |E| = C2.

K4 KS
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Osznauenns 32. Hezxati n,m € N, n,m > 1 — b6ydv-axi déa namyparvhi
wucaa. Toenuti dsonosocruti zpag, wo noznavwaemvesa K,,,, — ue npo-
emuti dsonoaocrut epad, y axomy posmipu nosoc |Al =m ma |B| =n; a
E micmums yci mooicauei pebpa, moomo E = ((a,b)la € A, b€ B, a #1).

K32 K33
Ky = (V,E) = |E| =nm.

Osunavenns 33. Hezatt G = (V, E) — dosiavnutl 36unatinui 2pag. Ilo-
caidosnicms moywox P = (co;...;¢k), ¢ €V — ue k-dosocuna waax 6 G,
akwo (¢i;cip1) € E daa ecix 0 < i < k. Illaax P mae nowamrosy mouky
Co, KIHUEBY MOUKY C; mobmo, wasr P 3’eduye mouku co ma cy,.

Kosnom zpagpa C' € Koorcen waax, nowamrosa ma Kinyesa mowky AK020
00naKosi: ¢, = cg.

Osnavenns 34. Hexali G = (V, E) — dosiavnui peeyaspnut epag. /los-
orcuna waszy (abo kora) P = (co,...,ck), ¢; € V — ue xiavkicme (do-
mopranuz) pebep y noomy:

I(P) =k.
Srwo pebpa G 36aniceni pynkuicro w : FE — R, modi 3azarvna 6aza
waaxry P = (co,...,cr), ¢; €V — ue 3azaavna saza (domoprarnuz) pebep
Y HOOMY:
k—1
w(P) = S w(e) = 3 wller cir1)).
ecP i=0
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Definicié 32. Legyen n,m € N, n,m > 1 tetszdleges természetes két
szam. A teljes kétpdlusi grdf, jele K., eqy olyan kétpdlusi egyszerd grif,
amelyben a polusok méretei |A| =m és |B| =n; és E az dsszes lehetséges
élt tartalmazza, vagyis E = ({a,b)la € A, b € B, a #b).

Kj2 Ks3
Ky = (V,E) = |E| =nm.

Definicié 33. Legyen G = (V, E) egy tetszdleges xozonséges grdf. A P =
(co;...5¢k), ¢; € V pontsorozat k-hosszi it G-ben, ha {(c;;¢;11) € E
minden 0 < i < k esetén. A P it kezddpontja cy, végpontja cy; vagyis a
P it a ¢y €s ¢ pontokat kéti dssze. A G graf C  kiore minden olyan itja,
amelynek kezdd és végpontja megegyezik: cp, = cq.

Definicié 34. Legyen G = (V, E) egy tetszéleges xozénséges grif. A P =
(coy.--y k), ¢; €V 4t (vagy kor) hossza a benne szerepld (érintett) élek
szama:

I(P) = k.

Ha G éleit a w: E — R figguény silyozza, akkor egy P = (co,...,ck),
c; €V it dsszsilya a benne szerepld (érintett) élek dsszsilya:

w(P) = we) = ‘ w({ci, cit1))-
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Osnauenns 35. I[[lraz (koao) epagpa G = (V,E) P = (co,...,cx), i €V
HABZUBAEMHCA NPOCTNUM UWAALOM (A00 KOAAOM), AKULO HEMAE NOGMOPEHD
BEPUIUH, OKDIM, MOAHCAUBO, Co M C;.

Teopema 10. Sxwo epag G = (V, E) mae waax (K040) 3 nosmopenmnim
sepwun P = (co,...,cp) ¢; € V, mo 6in makosic mae npocmudi WAAT
(K040).

Teopema 11. Jlogisvhe K0AO HENAPHOT DOBAHCUHU MICTNUMD NPOCTNE KONO
HENAPHOT J0BHCUHU.

Teopema 12 (Kenira). 3suuatinui epag ¢ dsonosocrum modi i misvku
mooi, KOAU HEMAE KiA HENAPHOT JOBHCUHU.
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Definicié 35. A G = (V,E) grif P = (co,...,cx), ¢; € V dtja (kire)
egyszertd it (vagy kor), ha nincs élismétlddés, kivéve taldn cy és cx.

Tétel 10. Ha egqy G = (V,E) grif P = (co,...,cr) ¢i € V dtjdban
(korében) van élismétlédés akkor van egyszeri is.

Tétel 11. Egy tetszdleges pdratlan hosszisdgi kor egy tartalmaz eqyszeri
pdratlan hosszisdgu kér.

Tétel 12 (Koenig). Egy kézonséges grdf kétpolusi van akkor és csak akkor
nincsenek pdratlan hosszusdgi egyszeri kor.
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9 KowmnoneHTn rpada

Hexait G = (V, E) — posuibnuii 3sudaiinuii rpad. ko icuye muisx
P = (¢p;...;ck) 3 MOIATKOBYIO TOUKY Cp, KIHIIEBOIO TOUKY Cj, TO TOYKH C
Ta €}, HA3UBAIOTH 3B’ SI3QHUMU.
Teopema 13. Bidnowennsa 36°A3HOCTE MG MHONCUHT EPUUH € 8I0HOULE-
HHAM €K616ANEHMHOCTI.

Osnavenns 36. Jlosiavhul neopienmosanuti epagp G = (V, E) nasuea-
EMBCA 36 A3HUM, AKUL OYdv-aKi 061 eepuiuny v1,vy € V 3’ednani miosrc
coboro.

Osuavenns 37. Hexati G = (V,E) — dosiavnui epag. Komnonenmamu
2paa HaA3UBAIOMD 1020 MAKCUMAALHE 36 A3HI Nidepadu.

KinbkicTh KOMIOHEHT 103HAYAI0TH K(G).

Micr — me pebpo rpada, BUIATEHHS AKOTO 30LIbIIYE KiTbKICTH KOM-
TOHEHT. Yci it pebpa Ha3WBAIOTh IUKIIIHIMHA.
9.1 MerpuuHi napamerpu rpada

Osuavyenns 38. YV wneopienmosaromy 2padi 6idcmarH MIdHC BEPUIUHG-
MU U TV HABUBLEMBCA Q0BAHCUNHA HATKOPOTNUWOZ0 WAATY, WO 3 cdHye Ui
eepwunu. Ilosnavaemoces d(u,v).

Lliamemp zpaa — ye MAKCUMAALHA BI0CMAHD MIHC U020 BEPUIUHAMU.

D(G) = max{d(u,v) | u,v € V}.
Osuavenns 39. Excuenmpucumem 6epwuHu v — ue waltbisvwa 610-
cmand 6id Hel do 6Ydv-AK0l THWOT 8EPUUHU:
e(v) = max{d(u,v) | u € V}.
Padiyc epaga — ue MiHIMAAOHUT EKCUEHMPUCUMEM,:
R(G) = min{e(v) | v e V}.
ILlenmp epada — mHodHCUHA BEPUIUH, EKCUEHMPUCUMEM, AKUL OPIEHIOE

padiycy:
C(G)={veV|elw) =R(G)}.
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9 A graf komponensei

Legyen G = (V, E) egy tetszOleges kozonséges graf. Ha létezik egy P =
(co; .. .;cr) ttvonal, amelynek kezdSpontja cq és végpontja cx, akkor a ¢
és c;, pontokat Osszekotottnek nevezziik.

Tétel 13. A kdti dssze reldcio eqy csicsok halmazdn ekvivalencia reldcio
van.

Definicié 36. Egy tetszéleges G = (V, E) kozonséges grif dsszefiiggd, ha
barmely vy,vo € V csicsai kiti dssze van.

Definicié 37. Legyen G = (V, E) egy tetszdleges graf. G mazimdlis dsszefiggd
részgrdfjait a grdif komponenseinek hivjuk.

A komponensei szamét k(G)-val jeloljik.
A hid a graf éle, amelynek eltavolitdsa noveli a komponensei szamat.
Az Gsszes t6bbi borda ciklikus.

9.1 Grafikonok metrikus jellemzd&i
Definicié 38. Egy irdnyitatlan graf u és v csiucsai kézatti tavolsdg a hossza
az ezeket a csicsokat 0sszekdtd legrovidebb it hossza. A tdvolsagot jelzi
d(u,v).

Grafikon dtmérdje a csicsok kézétti mazimdlis tdvolsdg van.

D(G) = maz{d(u,v) | u,v € V}.
Definicié 39. A v csics excentricitdsa a legtdvolabbi csiics tdvolsdiga:
e(v) = max{d(u,v) | u e V}.
Grafikon sugara — minimdlis excentricitds:

R(G) = min{e(v) | ve V}.

A grdf kézepe - a grdf azon csicsainak halmaza, amelyek minimdlis
excentricitdssal rendelkeznek:

C(G) = {v eV | e(v) = R(G)}.
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10 Oo6xig rpada

Hexait G = (V, E) — noslibuuil 3sugaitauii rpad.
O06xin rpada — e cucremaTuaHMil 0OXi ycix HOTO BepIuH. 3a3Budail
3aJ1aI0THh TTOYATKOBY BEPINHUHY, 3 SIKOI MOYNHAIOTH.
Agnropurm 06x01y BeprmH rpada:
IIpunycrumo, 10 cmovYaTKy BCi BEPIIMHU He BiaMideHi.
1. JomaemMo mo9aTKOBY BEPINUHY @ y CIHCOK L.
while L # 0 {
BUJAJISAEMO MEPIILY BEPITUHY v 31 cIUCKY L;
TTO3HAYAEMO BEPIINHY v AK BiIBLIAHY;
JomaeMo B L yci HeBiIBiIaHI BEPIUHU, CyMiXKHI 3 U}
}
K10 HOBI BepIIMHY /10/1AI0THCH HA [IOYATOK CIIUCKY, TO 00XiJ HazuBa-
€ThCsI TIOIITYKOM y TJIHOWHY.
K10 HOBI BepHUIMHU JIOJAIOTHCA B KiHEINb CIUCKY, TO 00Xi/T Ha3WBaE-
ThCS MOMIYKOM Yy IITUPHUHY.

10.1 TamiabTOHOBI MUKJIN Ta IMLJISXN

Bagayga: (3agaua kuraiicbkoro sucronom): Jano 3paxenuii rpad G i3
dbynxuiero sar w : E — RT, Buaiitn mapupyr C € G, gaxuil 1poxoauTh
4epe3 yci Bepmmnu rpada (npuHaiiMui oquH pas) i Jjg 9Koro

w(C) =Y w(e)

MiHIMaJIBLHAIA.

Osnavenns 40. sz (abo yuka) y epadi G, wo npoxodumsv wepes yci
11020 8EPULUHL PIEHO 00UH D3, HAZUBAEMBCA 20MIABMOHOBUM WAATOM A00
20MIADTOHOBUM UUKAOM 6i0N06i0HO.
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10 A graf bejarasa

Legyen G = (V, E) egy tetszéleges xozonséges graf.
A gréf bejardsa a graf csicsainak szisztematikus listdja. A legtobb
esetben jelzi azt a kezd@cesicsot, ahonnan a kitérét meg kell kezdeni.
Graph vertex bejardsi algoritmus:
Feltételezziik, hogy az elején nincs minden csiics megjel6lve.
1. Befrjuk a kezdé csicsot az L listdba.
while L # 0 {
tavolitsa el az els§ v csucsot az L listabdl;
a v csdcsot latogatottnak jeloljik;
adjunk hozza L-hez minden nem latogatott csicsot, amely a v-b6l
elérhetd;
}
Ha a bejdrési algoritmusban 1j csicsok keriilnek a lista elejére, akkor
az ilyen bejarast mélységi keresésnek nevezziik.
Ha a bejarési algoritmusban 1j csicsok keriilnek a lista végére, akkor
az ilyen bejdrast szélesség keresésnek nevezik.

10.1 Hamilton korok és utak

Probléma: (A Kinai postds problémédja): Adott egy G sulyozott éld graf
w : E — RT pozitiv silyfiiggvénnyel. Keresends olyan C' € G 1it/kér,
amely G minden pontjit (legaldbb egyszer) tartalmazza és

wC = > wle)
e link c-ben
minimalis.

Definicié 40. Egy tetszdleges G grdf minden pontjat pontosan egyszer
tartalmazo utjat/korét Hamilton it-nak ill. Hamilton kér-nek nevezzik.

33



11 KoJgaa ta magaxu Eiinepa

A

" &
: —— VO

Osnauennsi 41. Hexat G = (V, E) — dosiavhuii neopienmosanuill 36’ a3nud
epag. sz abo yuka C nasusaemovca Edaeposum wasrom,/ yuriom
2paga, axwo 6iH micmums Kodcne pebpo G pieno odun pas. dxuwo 6 C
BEPUWLUHL PO3MAULOBAHE 8 TOPAOKY

C = (co,c1y...yck) (co# cp 0 waazy, co = cx 041 GUKAY),
mo nocaidoericms pebep
((circipr) [ i < k)
ymeoproe mnoocuny E pebep epaga G.
OszsuavyenHns 42. ['pa¢ nazusaemuvcsa Etineposum, sxwo 6iH micmumo
YUKA, AKUT NPoTodums weped yci pebpa zpada piero odun pas.

OsuavyenHs 43. Etinepie wasx y zpadi — ye WAAT, AKUT nporodums
wepes yci pebpa zpaga pierno 00uH pas.

Teopema 14. Heopienmosanuti 36 asnut epap G mae Etinepie uura
modi G miavku modi, KoAu CMenits KOXHCHOT 6ePULUHY NaAPHUT.

Teopema 15 (Eiinep). V epagi G icnye Etaepie wasx modi G misvku
modi, Koau epad 36’a3null (He Paryowy I30Ab06GHULT BEPUWUH), G KiAb-
Kicmb 8epuiun Henaprozo cmenens dopienioe 0 abo 2.

Ausropurm (®uepi):

1. TTouunaemo 3 Bepunu HenapHoro crenens (abo JOBLILHOTL, SKIIO BC
crereni mapHi).

2. Bunmansemo npoiineni pebpa Ta i3070BaHI BEPITUHU B Mipy MPOXO-
JIPKEHHS.

3. Ha koxHOMYy KpOIli 0OMpaEeMo MIiCT TiJIbKU TOi, KOJU B JaHIll Bep-
IIAHI HEMAE iHIOro MUKIITHOTO pedpa.
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11 Euler-korok és utak

A
]

(1)
° a%
c e e eg’@

Definicié 41. Legyen G = (V, E) egy tetszdleges irdnyitatlan ésszefiggd
grif. A C it vagy kor a grif Euler-itja/kére, ha G minden élét pontosan
egyszer tartalmazza. Ha C-ben az érintett csicsok sorrendben

C = (co,c1,---,¢k) (co# ¢k ut esetén, co = cp kor esetén),

akkor az
((eiscivr) |1 <k)

élek sorozata egyszeresen kiadja a G grdf E éleinek halmazdt.

Definicié 42. Egy grifot Euler-grdfnak neveziink, ha tartalmaz egy kért,
amely minden élen pontosan egyszer halad dt.

Definicié 43. Euler-tit egy grdfban olyan it, amely minden élen pontosan
egyszer halad dt.

Tétel 14. Egy G irdnyitatlan dsszefiiggd grafban pontosan akkor van Euler-
kor, ha a grdf minden csics fokszdma pdros.

Tétel 15 (Euler). Egy G grdfban pontosan akkor van Euler-it, ha a grdf
osszefiiggd (izoldlt pontoktdl eltekintve), és a pdratlan foki csicsok szdma
0 vagy 2.

Algoritmus (Fleury):

1. Kezdjiik paratlan foku csicsnal (vagy tetszélegesnél, ha minden fok
péros).

2. Toroljiik az dtment éleket, és izolalt csicsokat, ahogy haladunk.

3. Minden 1épésnél hidat csak akkor valasztunk kovetkezs élnek, ha
nincs mads ciklikus él az adott csicsnal.

35


hid-samal.png

12 EjgemeHTH Teopil KO/JyBaHHS

12.1 Bcryn B Teopiio KoayBaHHd

BaBjannsd: noTpibHO Iepejaru HOBIJIOMIIEHHS, sKe MOXKe OyTu pPsiJIKOM
CUMBOIIB Jiesikoro cKindenHoro andasiry, Hampukian, {0, 1} abo ykpa-
THCHKI um yropchki OykBu, abo apabcbki dmcia i 1. m. Tak 4u inakie, me-
pejada JaHuX 3BOAUTHCA 0 Mepeiadi mo JeIKOMY KaHALY 3B’ 3Ky 3HAKIB
JesaKOoro ckindeHHoro asndapity. [IpakTrnaHo 3aBXK/an 1eil KaHaa 3B 3Ky
ue ineanpauii. HaBiTh, gaKImo fiMOBIpHICTH HEBIPHOI mmepesadi 0HOIO CUM-
BOJIY € JIOCUTH MaJIol0, TO TIPU Tlepeiadi JOBTUX PAJIKIB WMOBIPHICTD BipHO
mocaTu HeoOXiaHy iHMOPMAIli0 MOYXKE BUSABUTUCS HEIOIMYCTUMO MAJIOH.

Piwapa Xemwminr, Bunaxinauk xo/iB Xemminra, npaiosas y Bell Labs
manpukiami 1940-x pokis ma komm’iorepi Bell Model V, erekrpomexamni-
YHa MAIlMHA HA OCHOBI pejie 3 4acOBUM IUKJIOB B CeKyHngax. lIporsarom
pobOUMX JTHIB, KOJIW BUSBJISIIUCS TIOMUJIKYM B PeJie, MAIIWHA, 3YMTUHSIIACS i
CraJlaxyBaJia, Mmob OmepaToOpu MOTJIM YCYHYTH TTPOOIEMY.

XeMMIHT TpaIiOBaB y BUXIJHI JHI 1 MOpa3y 3aCMydyBaBCS THM, IO
WOMY JIOBOJMJIOCH TEPE3AMYCKATH IMPOrpaMu 3 HyJisi Yepe3 BUABJEHI IO-
MuJIKd. Y 3amucaHoMy iHTepB’i0 XeMMiHD cKa3aB: «fIKImo MalmmHa Moxke
BUSABUTH HOMUJIKY, YOMY BOHA HE MOYKE BU3HAYUTH [1OJI0KEHHS IIOMUJIKH Ta
BUMPABUTH 117». IIpOTATOM HACTYIHUX KiJTHKOX POKIB BiH TPAIIOBAB HA/I
pOOIEMOI0 BUIIPABJIEHHSA TOMUJIOK, PO3POOIAIOYHN BCE OLIBIT MOTYXKHMIA
MacuB agroputMmis. ¥ 1950 pormi BiH omyOiikyBas Te, 0 3apa3 BijoOMuii,
gk Koy Xemminra [9)], sakuil 1poioBKy€e 3aCTOCOBYBATUCH CHOIO/IHI B TAKUX
nporpamax, gk nam’stb ECC.

Pivapa XemMinar
1915-1998
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12 A kodolaselmélet elemei

12.1 Bevezetés a kddolaselméletbe

Feladat: Egy iizenetet kell tovdbbitani, amely egy véges dbécé karakterei-
nek sorozata lehet, példaul {0, 1}, vagy ukran vagy magyar bettk, esetleg
arab szémjegyek stb. Az adatok tovébbitdsa mindenesetre valamely véges
abécé jeleinek egy kommunikéciés csatorndn keresztiili atvitelére vezethetd
vissza. Gyakorlatilag ez a kommunikéciés csatorna soha nem tokéletes.
Még ha egyetlen karakter hibds tovdabbitasanak valészintsége elég kicsi is,
hosszi sorozatok tovdbbitdsa esetén annak valészintisége, hogy az informacié
helyesen érkezik meg, elfogadhatatlanul kicsivé valhat.

Richard Hamming, a Hamming-kédok feltaldléja, az 1940-es évek végén
dolgozott a Bell Labs-ndl a Bell Model V szamitégépen, amely egy relé-
alapi elektromechanikus gép volt, masodpercekben mérhets ciklusidgvel.
A munkanapok sordn, amikor hibdk jelentkeztek a relékben, a gép leallt
és figyelmeztetd fények villantak fel, hogy az lizemeltetk elhédrithassdk a
problémat.

Hamming hétvégenként is dolgozott, és ijra meg idjra bosszankodott
amiatt, hogy a programokat az észlelt hibdk miatt mindig elolrél kellett
kezdenie. Egy felvett interjiban Hamming igy fogalmazott: «Ha a gép
képes felismerni a hibdt, akkor miért ne tudnd meghatdrozni a hiba helyét
és kijavitani azt?» Az elkGvetkezs néhdny évben a hibajavitds problémédjan
dolgozott, egyre hatékonyabb algoritmusokat fejlesztve. 1950-ben publikilta
azt, amit ma Hamming-kédként [9] ismeriink, és amelyet a mai napig
alkalmaznak olyan rendszerekben, mint példdul az ECC memdridk.

Richard Hamming
1915-1998
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H —0~1— Tak

Hi — 0 — 00000 ~» 00101 — 00000 — 0 — Hi

~ { 00000, ;
C‘{nm. Cch

Osnauvenns 44. Hezxat I, — dosiavrul cxinvennud ardasim 3 q cum-
60418. J06IADHA HENOPOHCHA NIOMHONCUHA Fy' nasusaemvca g-aprum xo-
dom.

Ocuoui 1 npu nepejiadi indopmarii:

o Jlerko Ko/yBaTu HOBLIOMJIEHHS.

o Jlerko nepeaBaru 1moBiIOMIIEHHS.

e Jlerko /IeKOMOBYBATH OTPUMAHI ITOBIIOMJICHHSI.

e BiamosisHo BUIPaBIATH TOMUIKHA, IO 3 AISIOTHCI B KAHAJ 3B I3KY.
e IlopenaBaru Ginbmmit 06csar iHdoOpMarii 3a OIUHUITIO Tacy.

Hexait F, — nosinpuuit andasir i3 ¢ cuMBOIIiB.

KaxyTn, mo w € Fj' — 1e 080 TOBXKUAN 1 Hag, andasitom Fy.

Aximo w BxoauTs 110 ckiraay koay C C F q", TO W HA3UBAETHCSI KOJTOBUM
CJIOBOM.

IaryiTuBHE yaBIEeHHS PO «OMU3BKICTH» ABOX CHiB m00pe (opmatizy-
€rbCg 3a J1010MOro Biiacrani Xemminra d(z,y) mix ciosamu x 1 y. dys
caiiB 2, Yy 0OAHAKOBOI JoBKUHK HAL oaHuM ajadasitom d(z,y) — ue KiabKicTb
CUMBOJIIB, y AKUX T 1 Y BiIPI3HAIOTHCA.

IMpuknaz: d(10101,01100) = 3, d(fourth, eighth) = 4.
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Nem — 0~ 1— Igen

Nem — 0 — 00000 ~» 00101 — 00000 — 0 — Nem

~ f 00000, ;
C_{11111. Cch

Definici6 44. Legyen F, tetszileges véges dbécé q szimbdlummal. A F7
tetszdleges nemiires részhalmazdt q-aris kodnak nevezziik.

Az informaciéatvitel {6 céljai:

o Az iizenetek egyszerd kédolésa.

o Az iizenetek egyszeri tovabbitdsa.

o Az érkezett {izenetek gyors dekédolisa.

e A kommunikécids csatornaban felléps hibak megfelels javitdsa.

Nagyobb mennyiségii informécié tovabbitisa egységnyi id§ alatt.

Legyen F; tetszéleges ¢ szimbolumi abécé.

Azt mondjuk, hogy w € F}' egy sz0, amely az Fy, dbécé f6lott van, és
hossza n.

Ha w egy kéd C' C FJ' eleme, akkor w egy kddszo.

Két sz6 kozotti , kozelség” intuitiv fogalmét jol formalizdlja a Hamming-
tavolsag d(x,y) a szavak x és y kozott. Ha x és y azonos hosszisagu szavak
ugyanazon dbécé folott, akkor d(x,y) a karakterek szama, amelyekben x
és y eltérnek egymastol.

Példa: d(10101,01100) = 3, d(fourth, eighth) = 4.
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12.2 BuaacruBocti Bigcrani Xemminra
1. d(z,y) =0< z =y,
2. d(z,y) = d(y,z),
3. d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2)

(HepiBHICTD TPUKYTHUKA)

Baxksmeum napamerpom koxay C' e iioro minivansua Bincrans. d(C) =
min{h(z,y) | z,y € C,  # y}, OCKLIbKM BOHA BU3HAYAE HAWMEHIITY Kijb-
KIiCTh MMOMUIOK, SIKY MOTPIOHO 3po0uTH, 100 OHE KOJOBE CJIOBO TEPETBO-
pujiocs Ha iHIIe.

Teopema 16. e Kod C wmooice suagiamu 00 s nomunox, axuo s+ 1 <

d(0).

e Kod C mooice sunpasaamu do t nomuaox, sxuo 2t + 1 < d(C).

12.3 OcuHoBHa nmpobema Teopii KOAyBaHHS
[Mosuavenns: (n, M, d)-kon C' — ue KoJ, Jyis SKOI'O BUKOHYETHCSL:
® 1 — JOBXKUHA KOJOBUX CJIiB,
e VM —- KilbKICTh KOJIOBUX CJIiB,
e d — winimanbua BimcTans y Komi C.
Ipuknazg 5. e C; ={00,01,10,11} — (2,4,1)-K00.
o Cy = {000,011,101,110} — (3,4,2)-x00.
o C3 = {00000,01101,10110,11011} — (5,4, 3)-%00.

Tapuuit (n, M, d)-kox mae majse n, ane Bennke M i Bemnke d.
OcHoBHa 3a7a4a TeOpil KOAYBaHHSA — ONTUMI3yBaTW OJWH i3 mapame-
TpiB n, M, d 3a 3aJaHnX 3HAYECHDb ABOX iHIINAX.
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12.2 A Hamming-tavolsag tulajdonségai
1. d(z,y) =0z =y,
2. d(z,y) = d(y,z),

3. d(z,z) <d(z,y) +d(y, z)
(hdromszog-egyenlGtlenség)

A kédok C' egyik fontos paramétere a minimdlis tdvolsdguk. d(C) =
min{h(z,y) | z,y € C, = # y}, mivel ez adja meg a legkisebb hibaszamot,
amely sziikséges egy kédszo masikka alakitdsdhoz.

Tétel 16. e FEgy C kdd legfeljebb s hibdt képes észlelni, ha s + 1 <
d(C).

o Egy C kdd legfeljebb t hibdt képes javitani, ha 2t + 1 < d(C).

12.3 A kédoldaselmélet alapvets problémadja
Jelolés: Egy (n, M, d)-kéd C olyan kéd, amelyre teljesiil:

e n — a kédszavak hossza,

o M — a kédszavak szdma,

o d — a C kéd minimalis tavolsaga.
Példa 5. e C; ={00,01,10,11} — (2,4,1)-kdd.

o Cy = {000,011,101,110} — (3,4,2)-kdd.

o C5 = {00000,01101,10110, 11011} — (5,4, 3)-kdd.

Egy j6 (n, M, d)-kod kis n-nel, de nagy M-mel és nagy d-vel rendelkezik.
A kédolaselmélet {6 problémédja az, hogy az egyik paramétert (n, M,
d) optimalizaljuk a mésik ketts adott értéke mellett.

61



12.4 Jliniiiai xkoam

Hexait F,, = F, = {0, 1} — nose 3 2 esemenTis.

+ X
0 0
1 1

o OO
=l

0
0
1

O ==

a€ Fo, u=wuus...u, € F}, v=vvy...v, € F3':
au = (auy, Qug, ..., auy), u+v = (u1 +v1,us + V..., Uy + Vy).

Bignocno ommcannx omnepariit Fy crae mosem, a FY' miniitHNM TpOCTO-
pom Haj mogeM Fj.

[Tigmpocrip C' niniitHoro npocropy F3' HA3UBAETHCS JIiHiiTHIM OiHADHIM
KOJTOM.

C C F3' — ninifinunit 6inapuuit Koz

)
C#0, u+veCVuvel.

Axmo C e mianpocropom posmipaocti k y F5', To miniiinuit 6inapmmii
kon C' HasmpaeThes [n, k|-komom, abo, SIKIIO MM TAKOXK XOUEMO BKa3aTH
minimMasbHy Bincrans d xony C, — [n, k, d]-komom.

Binapnwuit [n, k, d]-kon — ne Taxox Gimapuuit (n, 2%, d)-xos.

k x n-marpuig, pajgku skoi € 6asucom [n,k,d]-kony C nasuBaerbcs
HOro mOpo/IzKyIOU0I0 MATPHIIEIO.

Bara Xemuminra w(x) cioBa & 1€ KiNbKICTh HEHYJIBOBIX CHMBOJIB CJIOBA
x.

d(C) = min{w(u)|lu #0=00...0, u € C}.
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12.4 Linedris kédok
Legyen Fy, = F5 = 0,1 — a kételem( test.

+]0 1 x]o0 1
0j[0 1 o000
1|10 1]0 1

a € Fy, u=wuus...u, € F}, v=vvy...v, € F3':
au = (auy, Qug, ..., auy), 4+ v = (u1 +v1,us + V2, ..., Uy + Up).

A leirt miiveletek alapjdn Fj testté vdlik, és F3' linedris térré vélik az
F> test felett.
Az F} lineéris tér C alterét linedris bindris kédnak nevezzik.
C C F3' — linedris bindris kédot
)
C#0, u+veCVu,veC.

Ha C egy k dimenziéji altér az F3'-ben, akkor a C' linedris bindris
kodot [n, k|-kédnak nevezziik, vagy ha a C kéd d minimadlis tavolsdgdt is
meg akarjuk adni, akkor [n, &, d]-kédnak.

A bindris [n, k, d] kéd egyben egy bindris (n, 2%, d) kéd is.

A k x n-métrixot, amelynek sorai egy [n, k, d]-kéd C alapjat képezik,
a generaléméatrixanak nevezziik.

Hamming-stly Az x sz6 w(x) értéke a x széban taldlhaté nullétol eltérd
karakterek szama.

d(C) = min{w(u)|lu #0=00...0, u € C}.
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