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І. Félév 

Példadolgozat megoldással 
 

1. Határozza meg az alábbi függvények értelmezési tartományát: 
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Megoldás. 
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Intervallumok módszerével, kapjuk: 
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tehát, ( .;x 32−  

2. Határozza meg az alábbi határértéket: 
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3. Állapítsa meg, folytonos-e az alábbi függvény és készítsen vázlatos ábrát! 

( ) ( )
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Megoldás. 

Az ( )xf  függvény folytonos a ( )0;− , ( )20;  és ( )+;2  intervallumokon, mivel ezeken 

elemi függvényként szerepel. Tehát, a szakadás csak az x1 és x2 pontokban lehetséges.  

1)  Az 01 =x  pont esetére kapjuk: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 011limlim,0limlim
2

0000

2

0000

=−−==−=
+→+→−→−→

xxfxxf
xxxx

, 

( ) ,xf x 00 0
2 =−= =  vagyis az ( )xf  függvény folytonos az 01 =x  pontban. 

2)  Az 22 =x  pont esetére kapjuk: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ,xlimxflim,xlimxflim
xxxx

13011
0202

2

0202
=−==−−=

+→+→−→−→
( ) ( ) ,xf x 132 2=−= =   

vagyis az 22 =x  pontban az ( )xf  függvénynek elsőfajú nem megszüntethető szakadása van. A 

függvény grafikonja az 1.1 ábrán van ábrázolva. 
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1.1. ábra 

4. Deriválja az alábbi függvényt:  
23 85 xarctgxlny = ; 

Megoldás. 
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5. Határozza meg az alábbi függvény szélsőértékhelyeit: 

.xxxxy 9241243 234 −+−−=  

Megoldás. 

 

𝑦 ′ = 12𝑥3 − 12𝑥2 − 24𝑥 + 24 = 12[𝑥2(𝑥 − 1) − 2(𝑥 − 1)] = 

= 12(𝑥 − 1)(𝑥2 − 2) = 12(𝑥 − 1)(𝑥 − √2)(𝑥 + √2). 

𝑦 ′ = 0 ⇒ (𝑥1 = 1; 𝑥2 = √2; 𝑥3 = −√2) kritikus pontok, melyek felosztják a számegyenest 

négy szakaszra.   

Mindegyiken meghatározzuk a derivált előjelét.  

 

 

Mivel az  pontokon áthaladva a derivált előjelet vált «-»-ról «+»-ra, ezért a 

függvénynek ezen pontjai minimum pontjai.   

 

. 

Az  ponton áthaladva a derivált előjelet vált «+»-ról «-»-ra, ezért ezen pontja a függvény 

maximuma: . 

6. Végezze el a teljes függvényvizsgálatot az alábbi függvénynél és ábrázolja azt: 

 

Vizsgáljuk a függvényt az alábbi séma szerint.  
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1.  Az értelmezési tartomány  

2.  A grafikon ordinátája  minden  minden   

3.  A tengelyekkel való metszéspontok: 

az  tengellyel , vagyis, ; 

az  tengellyel , vagyis, . 

4.  A függvény nem periódikus és se nem páros, se páratlan, mivel 

  

5.  Mivel az  másodfajú szakadási pont, ezért az  függőleges aszimptota, és emellett 

  

Megkeressük a ferde aszimptotákat. 

 

 

Tehát, az egyetlen aszimptota az  

6.  Vizsgáljuk a függvény monotonitásának intervallumait. 

 

Az  pontban a derivált nem létezik, de ez a pont egyben nem tartozik hozzá az 

értelmezési tartományhoz, és így nem lesz kritikus pont. Abból, hogy  kapjuk, hogy  

 vagyis a kritikus pontok  A derivált előjele: 

 

 
Tehát, a függvény monoton növekvő a  és monoton csökkenő a 

 Az  és  pontokban eléri helyi maximumát és minimumát megfelelően.  

. 

7.  Megvizsgáljuk görbületére a függvényt. 
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mivel  ezért osztunk  Mivel  a , ezért itt a függvény 

konkáv; mivel  a , ezért itt a függvény konvex. Az  pontban nem értelmezett, és az 

 minden értelmezési tartományból vett pontban, ezért nincsenek inflexiós pontok. 

8. Ábrázoljuk a függvénygörbét (1.2 ábra). 

 

 
 

1.2 ábra 
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1. Változat 

1. Határozza meg az alábbi függvény értelmezési tartományát: 

525

207
2 +−

−
=

xx

x
y ! 

2. Határozza meg az alábbi sorozat határértékét: 

! 

3. Állapítsa meg, folytonos-e az alábbi függvény és készítsen vázlatos ábrát!   

 

( )

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
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22
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4. Deriválja az alábbi függvényt  

𝑦 = 𝑥2𝑡𝑔35𝑥! 

5. Határozza meg az alábbi függvény monotonitásának intervallumait: 

!
1662 −−

=
xx

x
y  

6. Végezze el a teljes függvényvizsgálatát az alábbi függvénynуnek és ábrázolja azt!   

 

  

( )
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;
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−−
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( ).xxlny 542 +−−=
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2. Változat 

1. Határozza meg az alábbi függvény értelmezési tartományát: 

273

47
2 −

−
=
x

x
y ! 

2. Határozza meg az alábbi függvény határértékét: 

x

x x

x
lim

7

53

2









−

−

→
! 

3. Állapítsa meg, folytonos-e az alábbi függvény és készítsen vázlatos ábrát!   
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4. Deriválja az alábbi függvényt  

𝑦 = 𝑙𝑛4(2𝑥 + 1) ⋅ 𝑐𝑜𝑠(2𝑥 + 1)2! 

5. Határozza meg az alábbi függvény monotonitásának intervallumait: 

52 24 +−= xxy ! 

6. Végezze el a teljes függvényvizsgálatát az alábbi függvénynуnek és ábrázolja azt!   

 

  

( )
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x

x
y

2
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−

−
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3. Változat 

1. Határozza meg az alábbi függvény értelmezési tartományát: 

3

3

5

3 +
−

−
=

x

x
y ! 

2. Határozza meg az alábbi függvény határértékét: 

xx

xx
lim
x −−−

−+

→ 42

122

3
! 

3. Állapítsa meg, folytonos-e az alábbi függvény és készítsen vázlatos ábrát!   

( )










−+

−−

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

22

211

11

2  

4. Deriválja az alábbi függvényt  

𝑦 = √𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 ⋅ 𝑠𝑖𝑛5 2 𝑥3! 

5. Határozza meg az alábbi függvény monotonitásának intervallumait: 

1493 23 +−−= xxxy ! 

6. Végezze el a teljes függvényvizsgálatát az alábbi függvénynуnek és ábrázolja azt!   

 

  

.xlnxy 2=
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4. Változat 

1. Határozza meg az alábbi függvény értelmezési tartományát: 

3

3

5

3 +
−

−
=

x

x
y ! 

2. Határozza meg az alábbi függvény határértékét: 

2
0 3

81

x

xcos
lim
x

−

→
! 

3. Állapítsa meg, folytonos-e az alábbi függvény és készítsen vázlatos ábrát!   

( )








+





=

.x,x

,x,

,x,

xf x

23

202

01

 

4. Deriválja az alábbi függvényt  

𝑦 = 3(1 − 𝑥)4 𝑙𝑛3 2 𝑥! 

5. Határozza meg az alábbi függvény monotonitásának intervallumait: 

xlnxy −= 22 ! 

6. Végezze el a teljes függvényvizsgálatát az alábbi függvénynуnek és ábrázolja azt!   

 

  

.
e

e
y

x

x

2

2

14 −
=
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5. Változat 

1. Határozza meg az alábbi függvény értelmezési tartományát: 

43 += xlny ! 

2. Határozza meg az alábbi függvény határértékét: 

x

x x

x
lim

3

8

4
−

→









+

+
! 

3. Állapítsa meg, folytonos-e az alábbi függvény és készítsen vázlatos ábrát!   

( )










−

−−

=

.x,

,x,x

,x,x

xf

12

12

22

3  

4. Deriválja az alábbi függvényt  

𝑦 =
𝑒5𝑥

√5𝑥 − 2
3 ! 

5. Határozza meg az alábbi függvény monotonitásának intervallumait: 

( )!203sin32 −= xxxy  

6. Végezze el a teljes függvényvizsgálatát az alábbi függvénynуnek és ábrázolja azt!   

 

  

.exy x 22 2−=
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6. Változat 

1. Határozza meg az alábbi függvény értelmezési tartományát: 

23

95 3

−

+−
=

x

xx
y ! 

2. Határozza meg az alábbi függvény határértékét: 

1

45

12
+

→









+

+
x

x x

x
lim ! 

3. Állapítsa meg, folytonos-e az alábbi függvény és készítsen vázlatos ábrát!   

( )










−−

−+

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

2

212

143

2  

4. Deriválja az alábbi függvényt  

𝑦 =
𝑒5𝑥

√5𝑥 − 2
3 ! 

5. Határozza meg az alábbi függvény monotonitásának intervallumait: 

( ) ( )34
122 +−= xxy ! 

6. Végezze el a teljes függvényvizsgálatát az alábbi függvénynуnek és ábrázolja azt!   

 

  

( ) .exy x−+= 12
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7. Változat 

1. Határozza meg az alábbi függvény értelmezési tartományát: 

4

5

9

4

2

2

−
+

−

−
=

xx

x
y ! 

 

2. Határozza meg az alábbi függvény határértékét: 

794

57
3

3

+−

−

→ xx

x
lim
x

! 

3. Állapítsa meg, folytonos-e az alábbi függvény és készítsen vázlatos ábrát!   

( ) ( )








−

−



=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

36

312

1

2
 

4. Deriválja az alábbi függvényt  

𝑦 = √
2𝑥 + 3

2𝑥 − 3

4

⋅ 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(2𝑥 − 1) ! 

5. Határozza meg az alábbi függvény monotonitásának intervallumait: 

( )21 xxlny ++= ! 

6. Végezze el a teljes függvényvizsgálatát az alábbi függvénynуnek és ábrázolja azt!   

 

  

( ).xlny 29 −=
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8. Változat 

1. Határozza meg az alábbi függvény értelmezési tartományát: 

164 −
=
x

x
y ! 

2. Határozza meg az alábbi függvény határértékét: 

1253

15112
2

2

3 −+

++

−→ xx

xx
lim
x

! 

3. Állapítsa meg, folytonos-e az alábbi függvény és készítsen vázlatos ábrát!   

( )








−

−−

−

=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

35

311

13

 

4. Deriválja az alábbi függvényt  

𝑦 = 12𝑥2 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛3 √𝑥 ! 

5. Határozza meg az alábbi függvény monotonitásának intervallumait: 

( ) ( )25
133 −−= xxy ! 

6. Végezze el a teljes függvényvizsgálatát az alábbi függvénynуnek és ábrázolja azt!   

 

  

.
x

xln
y =
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9. Változat 

1. Határozza meg az alábbi függvény értelmezési tartományát: 

( )( )33

1
3 3

−+

+
=

xx

x
y ! 

2. Határozza meg az alábbi függvény határértékét: 

xtg

xsin
lim
x 4

5

0→
! 

3. Állapítsa meg, folytonos-e az alábbi függvény és készítsen vázlatos ábrát!   

( )








+





=

.x,x

,x,x

,x,x

xf

13

102

0

2  

4. Deriválja az alábbi függvényt  

𝑦 = 𝑒𝑠𝑖𝑛 3𝑥 𝑐𝑜𝑠3 3 𝑥! 

5. Határozza meg az alábbi függvény monotonitásának intervallumait: 

( )21

1

−

+
=
x

x
y ! 

6. Végezze el a teljes függvényvizsgálatát az alábbi függvénynуnek és ábrázolja azt!   

 

  

.xey x1=
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10. Változat 

1. Határozza meg az alábbi függvény értelmezési tartományát: 

164 −
=
x

x
y ! 

2. Határozza meg az alábbi függvény határértékét: 

1

45

12
+

→









+

+
x

x x

x
lim ! 

! 

3. Állapítsa meg, folytonos-e az alábbi függvény és készítsen vázlatos ábrát!   

( )








+



−

=

.x,x

,x,x

,xx

xf

23

20

02

3  

4. Deriválja az alábbi függvényt  

𝑦 = √
4𝑥 − 1

4𝑥 + 1

5

⋅ 𝑡𝑔(4𝑥 − 1)! 

5. Határozza meg az alábbi függvény monotonitásának intervallumait: 

( )21

1

−

+
=
x

x
y ! 

6. Végezze el a teljes függvényvizsgálatát az alábbi függvénynуnek és ábrázolja azt!   

 

  

( )
.

x

x
y

2
1

12

−

−
=
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II. Félév 

Példadolgozat megoldással 

 

1. Határozza meg az alábbi határozatlan integrált 

 

Megoldás. 

 

 

2. Határozza meg az alábbi határozott integrált 

∫
ln3𝑥  

3𝑥

1

0

𝑑𝑥! 

Megoldás. 

∫
ln3𝑥  

3𝑥

𝑒

1

𝑑𝑥 =
1

3
∫ ln3𝑥

𝑒

1

𝑑𝑙𝑛(𝑥) =
1

3

ln4𝑥

4
|
1

𝑒

=
1

12
. 

3. Határozza meg az 𝑦 = 𝑥2, 𝑦 = 2𝑥 − 𝑥2, 𝑦 = 0 görbék által határolt terület mérőszámát! 

 

Megoldás. 

Először meghatározzuk a két parabola metszéspontjait: 

𝑥2 = 2𝑥 − 𝑥2  ⇒ 2𝑥(𝑥 − 1) = 0 ⇒ 𝑥 = 0 vagy 𝑥 = 1. 

Tehát a görbék 𝑥 = 0 és 𝑥 = 1 között metszik egymást. Az alsó határgörbe a 𝑦 = 𝑥2, a felső   𝑦 =
2𝑥 − 𝑥2.  

A terület: 

𝑇 = ∫ ((2𝑥 − 𝑥2) − 𝑥2)𝑑𝑥
1

0

=
1

3
. 

4. Konvergens-e az alábbi sor: 

∑
13𝑛

13𝑛 + 13
?

∞

𝑛=1

 

 

Megoldás. 

Megvizsgáljuk általános tagjának határértékét: 

lim
𝑛⟶∞

13𝑛

13𝑛 + 13
= 1. 

( )ctg x

x
dx

3

3

5

2sin
.

( )ctg x

x
dx

3

3

5

2sin
=

( )
( ) ( ) ( )

1

3

3

3
3

1

3
3 3

5

2

5ctg x

x
d x ctg x d ctg x

sin
= − = 

( )
( )= − + = − +

1

3

3

6

1

18
3

6
6ctg x

C ctg x C.
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Nem teljesül a konvergens sor szükséges feltétele (a határértéknek 0-nak kellennie). Akkor a az adott 

sor divergens. 

5. Határozza meg az alábbi függvény lokális szélsőértékhelyeit (a jellegük kel együtt) valamint 

nyeregpontjait (amennyiben léteznek): 

𝑓 (𝑥; 𝑦)  =  𝑥2  − 6𝑦2  + 2𝑥𝑦2  + 4𝑥𝑦 − 6𝑥 − 12𝑦 + 2! 
 

Megoldás. 

1. Első lépésként kiszámítjuk az elsőrendű parciális deriváltakat: 

𝜕𝑓/𝜕𝑥 =  2𝑥 +  2𝑦² +  4𝑦 –  6, 

𝜕𝑓/𝜕𝑦 =  −12𝑦 +  4𝑥𝑦 +  4𝑥 –  12. 

2. A szélsőértékhelyek meghatározásához megoldjuk a következő egyenletrendszert: 

{
2𝑥 +  2𝑦2 +  4𝑦 −  6 =  0;

4𝑥𝑦 +  4𝑥 −  12𝑦 −  12 =  0.
 

Egyenletrendszer megoldásával a következő pontokat kapjuk: 

(3, -2), (3, 0), (4, -1). 

3. Második deriváltak kiszámítása: 

𝑓𝑥𝑥  =  2, 

𝑓𝑦𝑦  =  −12 +  4𝑥, 

𝑓𝑥𝑦 =  4𝑦 +  4. 

4. Másodrendű feltétel mátrixának determinánsa a következőképpen számítható: 

𝐷 =  𝑓𝑥𝑥  ∗  𝑓𝑦𝑦  − (𝑓𝑥𝑦)
2

. 

A pontok elemzése: 

− (3, −2): 𝐷 <  0 → nyeregpont 

− (3, 0): 𝐷 <  0 → nyeregpont 

− (4, −1): 𝐷 >  0 és 𝑓𝑥𝑥  >  0 → lokális minimum. 

A függvénynek két nyeregpontja van a (3, −2) és (3, 0) pontokban. 

Egy lokális minimuma van a (4, −1) pontban. 

6.  Számítsa ki az alábbi kettős integrált 

∫ 𝑑𝑥 ∫ (𝑥2 + 2𝑦)𝑑𝑦 !
1

0

2

0

 

Megoldás. 

Eláször integráljuk a belső integrált: 

∫ (𝑥2 + 2𝑦)𝑑𝑦 = 𝑥2 + 1.
1

0

 

Ezután a külső integrált: ∫ 𝑥2 + 1)𝑑𝑥 =
14

3
.

2

0
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Tehát az integrál értéke 
14

3
. 

7. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥2  +  𝑦2  görbementi integrált az egységkör ívén (𝑥 =  𝑐𝑜𝑠 𝑡, 𝑦 =

 𝑠𝑖𝑛 𝑡, 0 ≤  𝑡 ≤  𝜋/2) 𝑑𝑠 szerint! 

Megoldás. 

A görbe paraméterezése: 

𝑟(𝑡)  =  (𝑐𝑜𝑠 𝑡, 𝑠𝑖𝑛 𝑡), ahol 𝑡 ∈  [0,
𝜋

2
]. 

A görbementi integrál általános alakja: 

   ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑠
𝐶

 =  ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))  ·  ||𝑟′(𝑡)|| 𝑑𝑡
𝜋

2
0

 . 

A derivált és hossza: 

𝑟′(𝑡) =  (−𝑠𝑖𝑛 𝑡, 𝑐𝑜𝑠 𝑡), 

   ||𝑟′(𝑡)||  =  √(𝑠𝑖𝑛² 𝑡 +  𝑐𝑜𝑠² 𝑡)  =  1. 

𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) behelyettesítése: 

𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))  =  𝑐𝑜𝑠² 𝑡 +  𝑠𝑖𝑛² 𝑡 =  1. 

Az integrál kiszámítása: 

∫ 1 𝑑𝑡

𝜋
2

0

=
𝜋

2
. 

Válasz: a görbementi integrál értéke: 
𝜋

2
. 
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1. Változat 

1. Adja meg az alábbi határozatlan integrált: 

! 

2. Számítsa ki az alábbi integrált: 

( ) dxx +

1

0

3
62 ! 

3. Határozza meg az alábbi függvények grafikonjai által határolt terület mérőszámát: 

( ) ( ) 0;9 2 =−= xgxxf ! 

4. Vizsgálja az alábbi sor konvergenciáját: 

 
( )



= +

+

1 22

1

n
n n

n
! 

5. Írja fel a 𝑃0 ponthoz tartozó 𝑥 illetve 𝑦 változó szerinti szintvonalfüggvényeket! 

𝑓 (𝑥;  𝑦) =  2𝑥4  +  4𝑥𝑦3  +  8𝑦, 𝑃0(1;  2) 

6. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥 +  𝑦 függvény kettős integrálját az [0,1] × [0,1] tartományon! 

7. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥2  +  𝑦2  görbementi integrált az egységkör ívén (𝑥 =  𝑐𝑜𝑠 𝑡, 𝑦 =

 𝑠𝑖𝑛 𝑡, 0 ≤  𝑡 ≤  𝜋/2) 𝑑𝑠 szerint! 

 

 

 

  

 







−+ ;dx
x

xx
5

43 52
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2. Változat 

1. Adja meg az alábbi határozatlan integrált: 

! 

2.  Számítsa ki az alábbi integrált: 


8

1
3 x

dx
! 

3. Határozza meg az alábbi függvények grafikonjai által határolt terület mérőszámát: 

( ) ( ) 0;762 =+−−= xgxxxf ! 

 

4. Vizsgálja az alábbi sor konvergenciáját: 

( )


= +1 !3

5

n

n

n
! 

5. Képezzük az 𝑓 (𝑥;  𝑦)  =  7𝑥3  +  8𝑦2  +  5𝑥2𝑦4  +  8𝑦 függvény első és másodrendű parciális 

deriváltjait!Számítsa ki 𝑓𝑥′(3;  2) értékét! 

6. Határozza meg az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥2  + 𝑦2  függvény integrálját a 0 ≤  𝑥 ≤  1, 0 ≤  𝑦 ≤  2 

tartományon! 

7. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥2  +  𝑦2  görbementi integrált az egységkör ívén (𝑥 =  𝑐𝑜𝑠 𝑡, 𝑦 =

 𝑠𝑖𝑛 𝑡, 0 ≤  𝑡 ≤  𝜋/2) 𝑑𝑠 szerint! 

 

 

 

 

 

  

( ) − ;dxx3 45
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3. Változat 

1. Adja meg az alábbi határozatlan integrált: 

! 

2. Számítsa ki az alábbi integrálokat: 

 −

9

2

3 1dxx ! 

3. Határozza meg az alábbi függvények grafikonjai által határolt terület mérőszámát: 

( ) ( ) 0;62 =−= xgxxxf ! 

4. Vizsgálja az alábbi sor konvergenciáját: 




=1

2

5n
n

n
! 

 

5. Számolja ki az alábbi parciális deriváltakat! 

𝑓𝑥′(𝑥;  𝑦)  =? 𝑓𝑥𝑦
′  (𝑥;  𝑦)  =? 

a) 𝑓 (𝑥;  𝑦)  =  𝑒𝑥2+𝑦2
∙  𝑙𝑛 𝑦; 

b) 𝑓 (𝑥;  𝑦)  =  𝑦 ·  ln (𝑥2  +  𝑦2)! 

6. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥𝑦 integrálját az 𝑥 +  𝑦 ≤  1, 𝑥 ≥  0, 𝑦 ≥  0 tartományon! 

7. Számítsa ki a 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥  integrált a vonalon, amely a (0,0) ponttól az (1,1)  pontig tart 

egyenesen! 

 

 

 

  

( ) − ;dxxcos 74
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4. Változat 

1. Adja meg az alábbi határozatlan integrált: 

! 

2. Számítsa ki az alábbi integrált: 


2

0

2sin



xdx ! 

3. Határozza meg az alábbi függvények grafikonjai által határolt terület mérőszámát: 

 ( ) ( ) 0;1092 2 =+−= xgxxxf ! 

4. A hányados kritérium segítségével vizsgálja az alábbi sor konvergenciáját: 




=










−1

2

16

7

n

n

n

n
! 

5. Adja meg az 𝑓 (𝑥;  𝑦)  =  𝑦2 ∙ √𝑥4   +  2𝑥𝑦  függvény elsőrendű 𝑥  változó szerinti parciális 

deriváltját! 

6. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑒𝑥+𝑦 függvény integrálját a négyzeten: 0 ≤  𝑥 ≤  1, 0 ≤  𝑦 ≤  1! 

7. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥𝑦 görbementi integrált a körív mentén: 𝑥 =  𝑐𝑜𝑠 𝑡, 𝑦 =  𝑠𝑖𝑛 𝑡, 0 ≤

 𝑡 ≤  𝜋! 

  


+

;dx
x

x

52
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5. Változat 

1. Adja meg az alábbi határozatlan integrált: 

! 

2. Számítsa ki az alábbi integrált: 


+

16

1 3xx

dx
! 

3. Határozza meg az alábbi függvények grafikonjai által határolt terület mérőszámát: 

( ) ( ) 2;22 +=+= xxgxxxf ! 

4. Vizsgálja az alábbi sor konvergenciáját: 

( )


= +1 122

3

n
n

n

n
! 

5. Határozza meg az alábbi függvény lokális szélsőértékhelyeit (a jellegükkel együtt) valamint 

nyeregpontjait (amennyiben léteznek)! 

𝑓 (𝑥;  𝑦) =  
𝑦4

4
+  𝑥2  +  8𝑥𝑦 −  9! 

6. Határozza meg az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑠𝑖𝑛(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑦) integrált a [0, 𝜋] × [0, 𝜋/2] tartományon! 

7. Számítsa ki a görbe hosszát: 𝑥 =  𝑐𝑜𝑠 𝑡, 𝑦 =  𝑠𝑖𝑛 𝑡, 0 ≤  𝑡 ≤  2𝜋! 

 

  

( )
 +

+
;dx

x

xln

1

12
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6. Változat 

1. Adja meg az alábbi határozatlan integrált: 

 ! 

2. Számítsa ki az alábbi integrált: 


+

3

1 ln1

e

xx

dx
! 

3. Határozza meg az alábbi függvények grafikonjai által határolt terület mérőszámát: 

( ) ( ) xxgxxxf −=+−= 4;442 ! 

4. Vizsgálja az alábbi sor konvergenciáját: 




=










−1

2

16

7

n

n

n

n
! 

5. Határozza meg az alábbi függvény lokális szélsőértékhelyeit (a jellegükkel együtt) valamint 

nyeregpontjait (amennyiben léteznek): 

𝑓 (𝑥;  𝑦) =  𝑥2  −  6𝑦2  +  2𝑥𝑦2  +  4𝑥𝑦 −  6𝑥 −  12𝑦 +  23! 

6. Határozza meg a 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥2𝑦3 integrálját az [0,2] × [0,1] tartományon! 

7. Határozza meg az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑒𝑥2 + 𝑦2
 görbementi integrált a negyedkörön: 𝑥 =  𝑐𝑜𝑠 𝑡, 𝑦 =

 𝑠𝑖𝑛 𝑡, 0 ≤  𝑡 ≤  𝜋/2! 

 

 

 

  

 +
;dx

xsin

xcos

32

2
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7. Változat 

1. Adja meg az alábbi határozatlan integrált: 

! 

2. Számítsa ki az alábbi integrált: 


e x

x

dxe

1

2

1

! 

3. Határozza meg az alábbi függvények grafikonjai által határolt terület mérőszámát: 

( ) ( ) 32
2

;
4

2
22

++−=+−= x
x

xg
x

xxf ! 

4. Vizsgálja az alábbi sor konvergenciáját: 




=

−

1 2

12

n
n

n
! 

5. Határozza meg az alábbi függvény lokális szélsőértékhelyeit (a jellegükkel együtt) valamint 

nyeregpontjait (amennyiben léteznek)! 

𝑓 (𝑥;  𝑦) =  
9

𝑥
+

3

𝑦
+  𝑥𝑦! 

6. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑦/(1 +  𝑥2  +  𝑦2) integrált az egységkörön! 

7. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥 +  𝑦 görbementi integrált az 𝑥 =  𝑡, 𝑦 =  𝑙𝑛 𝑡, 1 ≤  𝑡 ≤  𝑒 görbén! 

 

 

 

  

 ;dx
xcos

tgx
2
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8. Változat 

1. Adja meg az alábbi határozatlan integrált: 

! 

2. Számítsa ki az alábbi integrált: 

 ++

3

2

3 532 xx

dx
! 

3. Határozza meg az alábbi függvények grafikonjai által határolt terület mérőszámát: 

𝑓(𝑥) =
𝑥2

3
; 𝑔(𝑥) = −

2

3
𝑥2 + 4! 

4. Vizsgálja az alábbi sor konvergenciáját:  




=










−1

2

16

7

n

n

n

n
! 

5. Határozza meg az alábbi függvény lokális szélsőértékhelyeit (a jellegükkel együtt) valamint 

nyeregpontjait (amennyiben léteznek)! 

𝑓 (𝑥;  𝑦) =  𝑦3  −  4𝑦2  −  4𝑥2  +  4𝑥𝑦 +  1! 

6. Határozza meg az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥 +  2𝑦  integrálját a háromszögön, melynek csúcsai: 

(0,0), (1,0), (1,1)! 

7. Határozza meg a görbe hosszát: 𝑥 =  𝑡, 𝑦 =  1/𝑡, 1 ≤  𝑡 ≤  2! 

 

  


−

;dx
x

xarcsin

2

4

1
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9. Változat 

1. Adja meg az alábbi határozatlan integrált: 

! 

2. Számítsa ki az alábbi integrált: 

 ++

3

2

3 532 xx

dx
! 

3. Határozza meg az alábbi függvények grafikonjai által határolt terület mérőszámát: 

( ) ( ) ( ) 4;
4

;
2

2 === xh
x

xgxxf ! 

4. Vizsgálja az alábbi sor konvergenciáját: 




=









+−

−+

1
2

2

127

365

n

n

nn

nn
! 

5. Határozza meg az alábbi függvény lokális szélsőértékhelyeit (a jellegükkel együtt) valamint 

nyeregpontjait (amennyiben léteznek)! 

𝑓 (𝑥;  𝑦) =  𝑥𝑦 −  2 𝑙𝑛 𝑥 −  𝑙𝑛 𝑦 +  2𝑥 +  1! 

6. Számítsa ki a 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑙𝑛(1 +  𝑥2  +  𝑦2) integrált a kör alakú tartományon: 𝑥2  +  𝑦2  ≤  1! 

7. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥2  +  𝑦2  görbementi integrált az egységkör ívén (𝑥 =  𝑐𝑜𝑠 𝑡, 𝑦 =

 𝑠𝑖𝑛 𝑡, 0 ≤  𝑡 ≤  𝜋/2) 𝑑𝑠 szerint! 

 

 

 

  


− ;dxxe x22
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10. Változat 

1. Adja meg az alábbi határozatlan integrált: 

! 

2. Számítsa ki az alábbi integrált: 

 −+

2

1

2 103xx

dx
! 

3. Határozza meg az alábbi függvények grafikonjai által határolt terület mérőszámát: 

( ) ( ) ( ) 8;
2

;
2

3 === xh
x

xgxxf ! 

4. Vizsgálja az alábbi sorok konvergenciáját: 




=










+1 12n

n

n

n
! 

5. Határozza meg az alábbi függvény lokális szélsőértékhelyeit (a jellegükkel együtt) valamint 

nyeregpontjait (amennyiben léteznek)! 

𝑓(𝑥;  𝑦)  =  2𝑦3  +  𝑥2𝑦 −  3𝑦2  +  𝑥2  −  4! 

6. Számítsa ki a 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥3  +  𝑦3 integrált az [0,1] × [0,1] tartományon! 

7. Határozza meg az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑦) görbementi integrált az íven: 𝑥 =  𝑡, 𝑦 =  𝑠𝑖𝑛 𝑡, 0 ≤  𝑡 ≤

 𝜋! 

 

  


+−

;dx
x

xx
2
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