3AKAPHATQBKHﬁ YFOPCBKI/IIZI IHCTUTYT IMEHI ®EPEHIIA PAKOLI I
1. RAKOCZI FERENC KARPATALJAI MAGYAR FOISKOLA

Kadenpa maremaTuku Ta ingopmatuku
Matematika és Informatika Tanszék

«MATEMATUYHUA AHAJII3»
(METOAUYHI BKA3IBKHU JJIs1 KOHTPOJbHUX POBIT)

(mst crynentis 1-ro kypey crerianbHocTi A4.09 Cepenns ocsita (Inpopmarnka)

MATEMATIKAI ANALIZIS

(Modszertani utmutaté dolgozati munkakhoz)

lepwui (6axanaspcovruit) / Alapképzés (BA)

(ctyminp Bumioi ocBiTH /a felsdoktatas szintje)

A Ocsima | A Oktatas
(ramy3b 3HaHb / képzési ag)

" Inghopmamuxa"
"Informatika"
(ocBiTHs mporpama / képzési program)

beperose / Beregszasz
2025 p. /2025



[TociGHMK 3 MaTeMaTHYHOTO aHami3y MIa 1HGOPMATHUKIB NMPU3HAYCHHM IS CTYIEHTIB | Kypcy
3aKkaprnarchKoro yropchbkoro iHCTUTYTy iMeHi @epenna Pakomi crnemiambhHocTi A 4.09 Cepenns
ocBita (IndopmaTrka) 3a04HOi popMU HABYAHHS 3 METOIO OpraHi3ailii KOHTPOJIBHUX POOIT 3 KypCcy
"MarematnuHuii aHaiiz".

Marepian npu3HavYeHUIl Ui BUKOPUCTAHHS SIK HaBYAJIbHO-METOAMYHHUI MOCIOHHWK 3 TUCIHIUTIHA
"MaremaTnuHuii aHaii3 .
3aTBepHKCHO 10 BUKOPHUCTAHHS Y HaBYaJIbHOMY ITPOIIeci
Ha 3aciaHHi Kaeapu MaTeMaTHKH Ta iHPOPMATUKU
(mpotoxost Ne 10 Bix «23» uepBHs 2025 poky)

PosrnsiHyTO Ta pexoMeH0BaHo Pajioro 13 3a0e31meueHHs IKOCTI BUIIOT OCBITH
3akapnaTchKoro yropchbkoro iHctuTyTy iMeHi @epenna Pakori 11
(mpotokon Ne7 Bin 26 ceprus 2025 poky)

PexomennoBano 10 BuganHs y enekrponsiii gopmi (PDF)
pimenHsaM Buenoi pagu 3akaprnaTchbKoro yropcbkoro iHCTHTYTY iMeHi @epenna Pakori 11

(mporoxomn Ne8 Big 28 ceprast 2025 poky)

[TigroroBneno 1o Bumanus y enexkrponHiit popmi (PDF) xadenporo maTemarnku Ta iHHOpMaTHKH 3
BunaBununm BijijoM 3akaprnaTchKoro yropcbKoro iHCTUTYTy iMmeHi @epenna Pakorii |1

Ykiaagau:

CTOUKA MMUPOCJIAB BIKTOPOBUY — nomeHT kadeaps MaTeMaTHKH Ta iH(OPMATHKH
3akapnaTchbKOro yropchbkoro iHcTuTyTy iMeHi @epenna Paxori 11

Peuensenrn:
BOPTOI MAPIS IOJIIIBHA — xauauzaar ¢isMko-MaTeMaTHYHUX HAYK, JOIEHT KadeapH anredpu
Ta audepenuiaabHuX piBHAHL JIBH3 «VxHY»;
MECAPOIII JIIBIA BACWJIIBHA—- xanguaatr ¢izuko-MaTeMaTHMUHUX HayK, JOLEHT Kadeapu
MaTeMaTHKu Ta iHpopmatuku 3Y1.

BianoBiganbHmii 3a BUITYCK:

Onexcangp JOBOII — navansank Bugasaudoro siaaury 3Y1 im. @.Pakorri 11

3a 3MicT MOCiOHMKA BIAMOBITAIBHICTh HECYTh PO3POOHUKH.

BunaBuunrBo: 3akapnarchkuil yropcbkuil iHCTHTYT imeHi ®epenna Paxomi II (ampeca: .
Komryra 6, m. beperose, 90202. Enextponna momrra: foiskola@kmf.uz.ua)

© Mupocaas Croiika, 2025
© Kadenpa marematuku ta inpopmatuku 3¥I im. ®.Pakoui II, 2025


mailto:foiskola@kmf.uz.ua

A Matematikai analizia a II. Rakoczi Ferenc Karpataljai Magyar Féiskola, 1. éves, informatika
szakos, levelezds hallgatdéinak késziilt, a Matematikai analizis c. tantargy alaposabb
tanulmanyozasanak és elsajatitasdnak megkonnyitése céljabol.

Ez a jegyzet els6sorban informatika szakos hallgatok szamara késziilt, de hasznos lehet
mindazok szamara, akik barmely mas szakon tanulnak matematikat.

A jegyzet minden félévi dolgozat tiz valtozatat tartalmazza, amelyek lefedik a félév
tananyagtémait. Ezen kiviil egy megoldott mintavaltozat is bemutatasra kertil.

Az oktatasi folyamatban torténd felhasznalasat jovahagyta
a II. Rakoczi Ferenc Karpataljai Magyar Foiskola
Matematika és Informatika Tanszéke
(2025. janius 23, 10. szamu jegyz6konyv).

Megjelentetésre javasolta a II. Rakoczi Ferenc Karpataljai Magyar Fdiskola
Mindségbiztositasi Tanacsa
(2025. augustzus 26, 7. szamu jegyzOkonyv).

Elektronikus formaban (PDF fajlformatumban) torténd kiadasra javasolta
a II. Rékéczi Ferenc Karpataljai Magyar Féiskola Tudomanyos Tanacsa
(2025. augustzus 28, 8. szamt jegyzOkonyv).

Kiadasra elokészitette a II. Rakoczi Ferenc Karpataljai Magyar Foiskola
Matematika és Informatika Tanszeke és Kiadoi Részlege.

Szerkeszto:

SZTOJKA MIROSZLAV — a II. Rakéczi Ferenc Karpataljai Magyar Fdiskola Matematika és
Informatika Tanszékének docense

Szakmai lektorok:
BARTOS MARIA - fizika és matematika tudomanyok kandidatusa, docens, az Ungvari Nemzeti
Egyetem Algebra és Diferencial Egyenletek Tanszékének docense;

MESZAROS LIVIA — fizika és matematika tudomanyok kandidatusa, II. Rdkéczi Ferenc Karpataljai
Magyar Foiskola Matematika és Informatika Tanszékének docense.

A kiadasért felel:

DOBOS Séandor — a II. Rékoczi Ferenc Karpataljai Magyar Féiskola Kiadoi Részlegének
vezetdje

A tartalomért kizarolag a jegyzet szerkesztoje felel.
Kiadé: a Il. Rakoczi Ferenc Kérpataljai Magyar Féiskola (cim: 90 202, Beregszasz, Kossuth
tér 6. E-mail: foiskola@kmf.uz.ua)

© Sztojka Miroszlav, 2025
© A I1. Rakoczi Ferenc Karpataljai Magyar Féiskola
Matematika és Informatika Tanszéke, 2025


mailto:foiskola@kmf.uz.ua

Tartalomjegyzék

I. Felév

Példadolgozat megoldassal.........c.cocviiiiiiiiiiiii 5
L. VAILOZAL ..ot 9
2. VAILOZAL ..ttt sttt nnre s 10
3. VAITOZAL ..t anre s 11
4. VAILOZAL ...eiiieee ettt nnre s 12
0. VAILOZAL ..o 13
0. VAILOZAL ... 14
T VAILOZAL ..ottt bbb snre e 15
8. VAILOZAL ..o 16
0. VAILOZAL ...ttt 17
LO. VAILOZAL ..ottt b e e 18

Il. Félév

Példadolgozat megoldassal........cccceiiiiiiiiiiiiiii i 19
L. VAIOZAL ..ot 22
2. VAILOZAL ..ttt 23
3. VAILOZAL .o 24
A, VAILOZAL ...ttt r e 25
5. VAILOZAL ..o 26
0. VAIOZAL ..ot 27
7. VAILOZAL ..ottt 28
8. VAILOZAL ..ot 29
0. VAILOZAL ....ooiiiiii it 30
LO. VAILOZAL ..ottt et 31

[rodalomEZYZEK .......coiieiiiii e 32



I. Félév
Példadolgozat megoldassal

1. Hatarozza meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:
3—x 5

+
2x+4 x+2

Megoldas.
A fiiggvény akkor értelmezett, ha
3 - X > 0, M > O, X — 3

2x +4 2(x+2) = —— <0,

x+2#0, X # =2 X
Intervallumok mddszerével, kapjuk:

+ - l +
2 3 X

tehat, x  (-2;3]

2. Hatarozza meg az alabbi hatarértéket:
32 2=[9}:lim(dx—w—2XJx—+3+2Xﬁ+1):
ol Jx-1 0] =1 [x—1lVx+1fVx+3+2)
(3 4\x+1) o =Dl +)

(- +3+2) o1 (x—1x+3+2

g xl 2 1
HIM+2 4 2

3. Allapitsa meg, folytonos-e az alabbi fliiggvény és készitsen vazlatos abrat!

-x?, X <0,
f(x)=4(x-1f -1 0<x<2,
3—X, X>2.

Megoldas.

Az f(x) fiiggvény folytonos a (—o0;0), (0,2) és (2,+) intervallumokon, mivel ezeken
elemi fliggvénykeént szerepel. Tehat, a szakadas csak az X1 és X2 pontokban lehetséges.
1) Az x, =0 pont esetére kapjuk:

lim £ (x)= lim (~x)=0, lim f(x)= lim ((x-1f -1)=0,

X—>0-0 0+0 x—0+0
f(0)= —x2|x:0= 0, vagyis az f(x) fiiggvény folytonos az x, =0 pontban.
2) Az x, =2 pont esetére kapjuk:
lzm f( )— lzmo((x —1)2 —1): 0, lzm f( )— lzm ( —x): 1, f(2)= (3 —x]x:2= 1,

vagyis az x, =2 pontban az f (x) fl'iggvenynek elsofaju nem megsziintethetd szakadasa van. A
fliggvény grafikonja az 1.1 dbran van abrazolva.
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|
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4. Derivélja az alabbi fiiggvényt:
y=In’5x-arctg8x?;
Megoldds.

-16x =

¥ =3In*5x- SL -5-arctg8x* +In® 5x - 7

X 1+ 64x

3
= iln2 5x-arctg8x* + M .
X 1+ 64x

5. Hatarozza meg az aldbbi fliggvény szélsdértékhelyeit:
y=3x*—4x’ —12x* + 24x 9.
Megoldas.

y' = 12x% —12x? — 24x + 24 = 12[x?(x — 1) = 2(x — 1)] =
=12(x — D)(x? — 2) = 12(x — D(x — v2)(x + V2).
y =0= (x1 =1;x, =V2;x3 = —\/7) kritikus pontok, melyek felosztjdk a szamegyenest
négy szakaszra.
Mindegyiken meghatarozzuk a derivalt eldjelét.

™ Y = T

-2 1 X
min  max min

Mivel az x=++/2 pontokon 4thaladva a derivalt elgjelet valt «-»-rol «+»-ra, ezért a

fiiggvénynek ezen pontjai minimum pontjai.
4 3 -2
Yoin =2-N2)=3(- N2 -l 2f 12l 2]
+24(-2)-9~-436; y,. =1([V2)=16.

Az x =1 ponton athaladva a derivalt el6jelet valt «+»-rdl «-»-ra, ezért ezen pontja a fliggvény
maximuma: y,,,, = y(1)=3-4-12+24-9=2.
6. Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatot az alabbi fliggvénynél és abrazolja azt:
(x + 2)2

x—1

Vizsgaljuk a fiiggvényt az alabbi séma szerint.
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1. Az értelmezési tartomany x (— oo;l) U (1;+oo).

2. A grafikon ordinataja y >0 minden x >1, y <0 minden x <1.

3. A tengelyekkel vald metszéspontok:

az Ox tengellyel y=0,x=-2, vagyis, (-2,0);

az Oy tengellyel x =0,y =—4, vagyis, (0;—4).

4. A figgvény nem periodikus ¢és se nem paros, se paratlan, mivel

fl=x)= (Sa)s # {f(x)’

-x-1 — f(x)
5. Mivel az x =1 masodfaju szakadasi pont, ezértaz x =1 fiiggbleges aszimptota, és emellett
2 2
lim y= lim M:—oo, lim y= lim (x+2) = 400,
x—1-0 x—1-0 x—1 x—1+0 x—>1+0 x—1
Megkeressiik a ferde aszimptotakat.
2
ke tim L0 gy G22)

x—>*0 X X—>+00 x(x — l)

b= lim [f(x)=kx]= lim [ x+2) _x}

ru

x—>towo X—>to0 x—l
2 2
Lo x +4x+4—x"+x . 5x+4
= [im = [im =5.
x—tw x—1 x—oto x—1

Tehat, az egyetlen aszimptota az y = x +5.
6. Vizsgaljuk a fliggvény monotonitasanak intervallumait.

, 2x+2)x—1)=(x+2) 2x?+2x—4-x'—4x—4
) (r=1)° ) (r=1)° )
_x?-2x-8 (x+2)x-4)
RS
Az x=1 pontban a derivalt nem létezik, de ez a pont egyben nem tartozik hozza az
értelmezési tartomanyhoz, és igy nem lesz kritikus pont. Abbol, hogy ) =0 kapjuk, hogy

(x+2)x—4)=0, vagyis a kritikus pontok x, = -2, x, =4. A derivélt cldjele:

P N
+ - — +

i t t >
2 1 4 X
Tehat, a filiggvény monoton ndvekvd a (— OO,'—2) v (4,'+00) ¢s monoton csokkend a
(— 21)u(1;4) Az x; = - . x=4 pontokban eléri helyi maximumat és minimumat megfelelden.
(—2+2) (4+2)
=y-2)=—-—=0; y,, =V4)=—"=12.
Voar = ¥=2) =2 Voin = VA) =

7. Megvizsgaljuk gorbiiletére a fliggvényt.
s (x—2) - 1P - (2 —2x-8) 2(x—1) _

- (x - 1)4 -
2(x—1)x? —2x+1-x2 +2x+8)

(e-1)°

7




(1—81)3. Mivel " <0 a (~oo;1), ezért itt a fiiggvény
-

konkéav; mivel " >0 a (1,‘+OO) , ezért itt a fliggvény konvex. Az x =1 pontban nem értelmezett, és az

=[ mivel x =1, ezért osztunk (x—l)]:

»" # 0 minden értelmezési tartomanybol vett pontban, ezért nincsenek inflexids pontok.
8. Abrazoljuk a fiiggvénygorbét (1.2 abra).

1.2 abra



1. Valtozat

1. Hatdrozza meg az alébbi fliggvény értelmezési tartomanyat:

7x-20
y=—y— |
5x° —-2x+5

2. Hatarozza meg az alabbi sorozat hatarértékét:

(3n-5)* —5n° .
im-——— ;1
oo 03— (4n—6)

3. Allapitsa meg, folytonos-e az alabbi fiiggvény és készitsen vazlatos abrat!

x+3, x<0,
flx)=11, 0<x<2,

x* =2, x>2.
4. Derivalja az alabbi fiiggvényt
y = x%tg35x!
5. Hatarozza meg az alabbi fiiggvény monotonitasanak intervallumait:

X I

y= x> —6x—16

6. Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatat az alabbi fliggvénynynek és abrazolja azt!

y= —ln(x2 —4x+ 5)



2. Valtozat

1. Hatdrozza meg az alébbi fliggvény értelmezési tartomanyat:

Tx—4 |

Y307

2. Hatarozza meg az alabbi fiiggvény hatarértékét:

Tx
lim 2-x !
x—>o\ 3—5x

3. Allapitsa meg, folytonos-e az alabbi fiiggvény és készitsen vazlatos abrat!

X3, x<-1,

f(x)={x-1,-1<x<3,
5-X, x>3.

4. Derivélja az alabbi fiiggvényt
y=mn*Qx +1) - cos(2x + 1)%!
5. Hatdrozza meg az alabbi fiiggvény monotonitasanak intervallumait:
y=x"—2x*+5!

6. Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatat az alabbi fliggvénynynek és abrazolja azt!

10



3. Valtozat

1. Hatdrozza meg az alébbi fliggvény értelmezési tartomanyat:

3 Vx+3'

y_\/x—S 3

2. Hatérozza meg az alabbi fiiggvény hatarértékét:

lim x2+x—12 |
>3 x—2—4—x

3. Allapitsa meg, folytonos-e az alabbi fiiggvény és készitsen vazlatos abrat!

1-x, x<-1,
flx)=4x*+1, -1<x<2,
2x, x> 2.

4. Derivalja az alabbi fiiggvényt

y = Jarctgx - sin® 2 x3!

5. Hatarozza meg az alabbi fliggvény monotonitasanak intervallumait:

y=x"-3x"—9x+14!

6. Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatat az alabbi fliggvénynynek és abrazolja azt!

y =xIn*x.

11



4. Valtozat

1. Hatdrozza meg az alabbi fliggvény értelmezési tartomanyat:

3 Vx+3'

y_\/x—S 3

2. Hatérozza meg az alabbi fiiggvény hatarértékét:

lim 1—cos8x |

x—0 3_x2

3. Allapitsa meg, folytonos-e az alabbi fiiggvény és készitsen vazlatos abrat!

1, x<0,
flx)=42%, 0<x<2,
x+3, x>2.

4. Derivalja az alabbi fiiggvényt
y=31—-x)*In32x!

5. Hatarozza meg az alabbi fliggvény monotonitasanak intervallumait:

y=2x*—Inx!

6. Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatat az alabbi fliggvénynynek és abrazolja azt!

12



5. Valtozat
1. Hatdrozza meg az aldbbi fiiggvény értelmezési tartomanyat:

y= ln|3x+4|!

2. Hatérozza meg az alabbi fiiggvény hatarértékét:

—3x
ﬁm(x+4j !
x>0\ X+ 8

3. Allapitsa meg, folytonos-e az alabbi fiiggvény és készitsen vazlatos abrat!

2—X, X<-2,
f(x)=9x}, -2<x<1,
2, x>1.
4. Derivélja az alabbi fiiggvényt
eSx
YTz

5. Hatarozza meg az alabbi fliggvény monotonitasanak intervallumait:
y =2+/3sin x—3x (0<x<27)!
6. Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatat az alabbi fliggvénynynek és abrazolja azt!

2
y= o /2.

13



6. Valtozat

1. Hatdrozza meg az alébbi fliggvény értelmezési tartomanyat:

_ 50 —x+9 |
3x-2

2. Hatérozza meg az alabbi fiiggvény hatarértékét:

(21!
lim !
x>0\ Sx + 4

3. Allapitsa meg, folytonos-e az alabbi fiiggvény és készitsen vazlatos abrat!

3x+4, x<-1,
f(x)=4x* -2, —1<x<2,
X, X=2.
4. Derivalja az alabbi fiiggvényt
eSx |
Y= Vox—2°
5. Hatarozza meg az alabbi fliggvény monotonitasanak intervallumait:
y=(x-2)"2x+1)!

6. Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatat az alabbi fliggvénynynek és abrazolja azt!

y=(x+2)""

14



7. Valtozat
1. Hatdrozza meg az alébbi fliggvény értelmezési tartomanyat:

x2 -4 5
y= + !
\/x2—9 x—4

2. Hatérozza meg az alabbi fiiggvény hatarértékét:

. 7-5%°
llm3—!
x>0 dx’ —9x+7

3. Allapitsa meg, folytonos-e az alabbi fiiggvény és készitsen vazlatos abrat!

X, x<1,
flx)= (x—2)2, l<x<3,
6—x, x> 3.

_42x+3 2 D1
y = % —3 arccos(2x !

5. Hatarozza meg az alébbi fiiggvény monotonitasdnak intervallumait:

y:ln(x+\/1+x2)!

6. Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatat az alabbi fliggvénynynek és abrazolja azt!

4. Derivélja az alabbi fiiggvényt

y=ln(9—x2)

15



8. Valtozat

1. Hatdrozza meg az alébbi fliggvény értelmezési tartomanyat:

\/; |

Y16

y
2. Hatarozza meg az alabbi fiiggvény hatarértékét:

, 2x2+11x+15|
llmz—.
x—>-3 3x* +5x—12

3. Allapitsa meg, folytonos-e az alabbi fiiggvény és készitsen vazlatos abrat!

X3, x<-1,

f(x)=4x-1,-1<x<3,
5-X, x>3.

4. Derivélja az alabbi fiiggvényt
y = 12x? arcsin® /x|
5. Hatarozza meg az alabbi fliggvény monotonitasanak intervallumait:
y= (x —3)5(3x— 1)2 !
6. Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatat az alabbi fliggvénynynek és abrazolja azt!

Inx
y=—"
X

16



9. Valtozat

1. Hatdrozza meg az alébbi fliggvény értelmezési tartomanyat:

3\/)c3 +1

(x+3)x—-3)

2. Hatérozza meg az alabbi fiiggvény hatarértékét:

sinSx

lim !
x>0 tgdx

3. Allapitsa meg, folytonos-e az alabbi fiiggvény és készitsen vazlatos abrat!

X, x<0,
f(x): 2x%, 0<x<l,
3+x, x>1.
4. Derivélja az alabbi fiiggvényt
y = e5"3% cos3 3 x!

5. Hatarozza meg az alabbi fliggvény monotonitasanak intervallumait:

x+l
(x=1f

6. Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatat az alabbi fliggvénynynek és abrazolja azt!

y = xe'*.

17



10. Valtozat

1. Hatdrozza meg az alébbi fliggvény értelmezési tartomanyat:

\/; |

¥ ll6

y

2. Hatarozza meg az alabbi fiiggvény hatarértékét:

C(2x+1 )
lim !
x—o\ Sx + 4

3. Allapitsa meg, folytonos-e az alabbi fiiggvény és készitsen vazlatos abrat!

-2x x<0,

flx)=4x", 0<x<2,
x+3, x>2.

4. Derivélja az alabbi fiiggvényt

514x — 1
dx + 1

y = ~tg(4x —1)!

5. Hatarozza meg az alébbi fiiggvény monotonitasanak intervallumait:

:x_+1|
N

6. Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatat az alabbi fliggvénynynek és abrazolja azt!

18



1. Félév
Példadolgozat megoldassal

1. Hatarozza meg az alabbi hatarozatlan integralt

5
tg3
j(c,ng)dx.
sin” 3x
Megoldas.
5 5
(cte3x) 1 (ctg3x) | .
=—|~—5-—d(3x) =— - |(ctg3x) d(ctg3x) =
'[sin23x 3'[ sin® 3x (3x) 3I(cg X) (cg X)
6
1{\ctg3 1
= —g—(c g6x) +C= —E(ctg&c)(’ + C.

2. Hatarozza meg az alébbi hatarozott integralt
1

fln3x ”

3x X
0

Megoldas.
f1n3x p _1f1 Sy din( )_lln“‘xe_ 1
3% x—3 n°x din(x =372 1_12_

3. Hatdrozza meg az y = x2, y = 2x — x2, y = 0 gorbék altal hatarolt teriilet mérészamat!

Megoldads.

Elészor meghatarozzuk a két parabola metszéspontjait:
x2=2x—x?> 22x(x—1)=0 =x=0vagy x = 1.
Tehat a gorbék x = 0 és x = 1 kozott metszik egymast. Az also hatargorbe a y = x?, a felsé y =
2x — x2.
A tertilet:
1 1
T = j ((2x —x?) —x?)dx = 3
0

4. Konvergens-e az alabbi sor:

i 13n )
13n+13°
n=1
Megoldads.
Megvizsgaljuk altalanos tagjanak hatarértékét:
13n

lim —— =1
ne 131 + 13
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Nem teljesiil a konvergens sor sziikséges feltétele (a hatarértéknek 0-nak kellennie). Akkor a az adott
sor divergens.
5. Hatarozza meg az alabbi fiiggvény lokalis szélsOértékhelyeit (a jelleglik kel egyiitt) valamint
nyeregpontjait (amennyiben léteznek):
f gy = x2 —6y? +2xy? +4xy —6x — 12y + 2!
Megoldds.
1. Els6 lIépésként kiszamitjuk az elsérendii parcialis derivaltakat:
f /ox = 2x + 2y* + 4y - 6,
of /oy = =12y + 4xy + 4x- 12.
2. A sz€lséértékhelyek meghatarozasahoz megoldjuk a kovetkezo egyenletrendszert:

{2x+2y2+4y—6=0;
4xy + 4x — 12y — 12 = 0.

Egyenletrendszer megoldéasaval a kovetkezd pontokat kapjuk:
(3,-2),(3,0), (4, -1).

3. Masodik derivaltak kiszamitasa:

fxx = 2,
fyy = —12 + 4x,
foy = 4y + 4

4. Masodrendi feltétel matrixanak determindnsa a kovetkezoképpen szamithato:

D = fu* fry = (f)”
A pontok elemzése:
—(3,—2): D < 0 — nyeregpont
—(3,0): D < 0 — nyeregpont
—(4,—-1):D > 0¢s f,y, > 0 — lokalis minimum.
A fiiggvénynek két nyeregpontja van a (3, —2) és (3, 0) pontokban.
Egy lokalis minimuma van a (4, —1) pontban.

6. Szamitsa ki az alabbi kettds integralt

2 1
f dxf (x2 + 2y)dy!
0 0
Megoldads.
Elaszor integraljuk a belsd integralt:

1
J (x? + 2y)dy = x% + 1.
0

Ezutan a kiilsé integralt: foz x2+ 1Ddx = %.
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Tehat az integral értéke %.

7. Szamitsa ki az f(x,y) = x% + y? gorbementi integralt az egységkor ivén (x = cost,y =
sint,0 < t < m/2)ds szerint!

Megoldds.

A gorbe paraméterezése:

r(t) = (cost,sint),aholt € [0,%].

A gorbementi integral altalanos alakja:

[ fCey)ds = [3Ge®,y®) - I @)l de.
A derivalt és hossza:
r'(t) = (—sint,cost),
1" (®)]] = V(sin®t + cos?*t) = 1.
f(x(t),y(t)) behelyettesitése:
f(x(®),y()) = cos*t + sin*t = 1.

Az integral kiszamitésa:

T

F1dt—”
0 2

Vilasz: a gérbementi integral értéke: g
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1. Valtozat

1. Adja meg az aldbbi hatarozatlan integralt:
2 [5 5
I£3x + 4 x ——jdx,‘ !
X

2. Szamitsa ki az alabbi integralt:

1
I 2x+6 *dx !
0

3. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények grafikonjai altal hatarolt teriilet mérdszamat:

4. Vizsgalja az alabbi sor konvergenciajat:
i n+1 |
~2".(n+2)
5. Irja fel a P, ponthoz tartozé x illetve y véltozo szerinti szintvonalfiiggvényeket!
f(xy)=2x* + 4xy® + 8y,  Py(1; 2)

6. Szamitsa ki az f(x,y) = x + y figgvény kettds integraljat az [0,1] x [0,1] tartomanyon!

7. Szamitsa ki az f(x,y) = x? + y? gorbementi integralt az egységkdr ivén (x = cost,y =

sint,0 < t < m/2)ds szerint!
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2. Valtozat

1. Adja meg az alabbi hatarozatlan integralt:

2. Szamitsa ki az alabbi integralt:

L Ux
3. Hatarozza meg az alabbi fliggvények grafikonjai altal hatarolt tertilet mérészamat:

f(x)=-x>-6x+7; g(x)=0!

4. Vizsgalja az alabbi sor konvergenciajat:

“(n+3)°
5. Képezziik az f (x; y) = 7x3 + 8y% + 5x?y* + 8y fiiggvény elsd és masodrendli parcidlis
derivaltjait!Szamitsa ki f,'(3; 2) értékét!

6. Hatirozza meg az f(x,y) = x? + y? fiiggvény integraljat a 0 < x < 1,0 < y < 2
tartomanyon!

7. Szamitsa ki az f(x,y) = x? + y? gorbementi integralt az egységkor ivén (x = cost,y =

sint,0 < t < m/2)ds szerint!
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3. Valtozat
1. Adja meg az aldbbi hatarozatlan integralt:
_[cos(4x —7)dx; !

2. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

j“’&/x_—ldx!

2

3. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények grafikonjai altal hatarolt teriilet mérészamat:
f(x)=x*-6x; g(x)=0!

4. Vizsgalja az alabbi sor konvergenciajat:

5. Szamolja ki az alabbi parcialis derivaltakat!
f'G6y) =7 foy (x5 y) =?
a)f (i y) = et Iny;
b)f G y) =y - In(x? + y)!
6. Szamitsa ki az f(x,y) = xy integraljatazx + y < 1,x = 0,y = 0 tartomanyon!
7. Szamitsa ki a f(x,y) = x integralt a vonalon, amely a (0,0) ponttél az (1,1) pontig tart

egyenesen!
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4., Valtozat

1. Adja meg az aldbbi hatarozatlan integralt:

2. Szamitsa ki az alabbi integralt:

sin 2xdx !

O |

3. Hatarozza meg az alabbi fliggvények grafikonjai altal hatarolt teriilet mérészamat:
f(x)=2x*-9x+10; g(x)=0!

4. A hanyados kritérium segitségével vizsgalja az alabbi sor konvergencidjat:

i( 7n jZﬂI
~\6n-1)

5. Adja meg az f (x; y) = y?-/x* + 2xy fliggvény elsérendli x valtozd szerinti parcialis

derivaltjat!
6. Szamitsa ki az f(x,y) = e**Y fliggvény integraljat a négyzeten: 0 < x < 1,0 < y < 1!
7. Szamitsa ki az f(x,y) = xy gorbementi integralt a koriv mentén: x = cost,y = sint,0 <

t < ml
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5. Valtozat

1. Adja meg az aldbbi hatarozatlan integralt:

2
J-ln (x+1)dx,'!
x+1

2. Szamitsa ki az alabbi integralt:

T dx
1\/;+3x'

3. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények grafikonjai altal hatarolt teriilet mérdszamat:
f(x)=x%+2x; g(x)=x+2!

4. Vizsgalja az alabbi sor konvergenciajat:

§ 3
~2"-(2n+1)
5. Hatarozza meg az alabbi fiiggvény lokalis széls6értékhelyeit (a jellegiikkel egyiitt) valamint

nyeregpontjait (amennyiben 1éteznek)!

4

f(x;y)=yI+x2+8xy—9!

6. Hatarozza meg az f(x,y) = sin(x)cos(y) integralt a [0, ] X [0, /2] tartomanyon!

7. Szamitsa ki a gorbe hosszat: x = cost,y = sint,0 < t < 2m!
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6. Valtozat

1. Adja meg az aldbbi hatarozatlan integralt:

J- cos2x d:1
sin2x+3

2. Szamitsa ki az alabbi integralt:

[
L xJl+Inx

3. Hatarozza meg az alébbi fiiggvények grafikonjai altal hatarolt teriilet mérészamat:
f(x)=x*-4x+4; g(x)=4-x!

4. Vizsgélja az alabbi sor konvergenciajat:

o 7n 2n
|
o)

5. Hatidrozza meg az aldbbi fliggvény lokalis széls6értékhelyeit (a jelleglikkel egyiitt) valamint
nyeregpontjait (amennyiben léteznek):
f(x;y)=x% — 6y% + 2xy? + 4xy — 6x — 12y + 23!
6. Hatarozza meg a f (x,y) = x%y? integraljat az [0,2] X [0,1] tartoméanyon!
7. Hatarozza meg az f(x,y) = eX v gorbementi integralt a negyedkorén: x = cost,y =

sint,0 <t < m/2!
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7. Valtozat

1. Adja meg az aldbbi hatarozatlan integralt:

2. Szamitsa ki az alabbi integralt:

3. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények grafikonjai altal hatarolt tertilet mérdészamat:
2 2

f(x):2—x+X7; g(x):—x?+2x+3!

4. Vizsgélja az alabbi sor konvergenciajat:

= 2n-1
!
2

5. Hatarozza meg az alabbi fliiggvény lokalis szélsGértékhelyeit (a jellegiikkel egyiitt) valamint

nyeregpontjait (amennyiben léteznek)!
(5 9) = ~+>+ xy!
flGy) = ;T

6. Szamitsa ki az f(x,y) = y/(1 + x? + y?) integrélt az egységkoron!

7. Szamitsa ki az f(x,y) = x + y gorbementi integraltazx = t,y = Int,1 < t < e gorbén!
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8. Valtozat

1. Adja meg az aldbbi hatarozatlan integralt:

J-4\/ arcsinx
V1-x?

dx; !

2. Szamitsa ki az alabbi integralt:

e

> 2x* +3x+5°

3. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények grafikonjai altal hatarolt teriilet mérészamat:

x2

2
f(x) =?;g(x) = —§x2 + 4!

4. Vizsgalja az alabbi sor konvergenciajat:

i( 7n )ZHI
~\6n-1)

5. Hatirozza meg az alabbi fiiggvény lokalis széls6értékhelyeit (a jellegiikkel egyiitt) valamint
nyeregpontjait (amennyiben léteznek)!

fO;y)=v3 — 4y? — 4x? + 4xy + 1!
6. Hatirozza meg az f(x,y) = x + 2y integraljat a haromszogén, melynek csucsai:
(0,0), (1,0), (1,1)!

7. Hatarozza meg a gorbe hosszat: x = t,y = 1/t,1 <t < 2!
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9. Valtozat
1. Adja meg az aldbbi hatarozatlan integralt:
I xe™™ dx; !
2. Szamitsa ki az alabbi integralt:

oo,

> 2x% +3x+5

3. Hatarozza meg az alébbi fiiggvények grafikonjai altal hatarolt teriilet mérészamat:

f(x)=x% g(x):sz; h(x)=4!

4. Vizsgalja az alabbi sor konvergenciajat:

i(m? +6n—3jn ,
“\7n?2-2n+1) °
5. Hatidrozza meg az alabbi fiiggvény lokalis szélsdértékhelyeit (a jellegiikkel egyiitt) valamint
nyeregpontjait (amennyiben léteznek)!

f;y)=xy —2Inx —Iny + 2x + 1!
6. Szamitsakia f(x,y) = In(1 + x? + y?) integralt a kor alaka tartomanyon: x2 + y? < 1!
7. Szamitsa ki az f(x,y) = x? + y? gorbementi integralt az egységkor ivén (x = cost,y =

sint,0 < t < m/2)ds szerint!
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10. Valtozat

1. Adja meg az alabbi hatarozatlan integralt:

‘{/;—3)63 +5
I—zdx,'!

X

2. Szamitsa ki az alabbi integralt:

jL.
x?+3x-10"

1

3. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények grafikonjai altal hatarolt teriilet mérdszamat:

f(x)=x% g(x)zx—;; h(x)=8!

4. Vizsgalja az alabbi sorok konvergencidjat:

I
;(2n+1j '

5. Hatiarozza meg az alabbi fiiggvény lokalis széls6értékhelyeit (a jellegiikkel egyiitt) valamint
nyeregpontjait (amennyiben léteznek)!
fly) = 2y + x*y — 3y% + x* — 4l
6. Szamitsa kia f(x,y) = x* + y3 integralt az [0,1] X [0,1] tartoméanyon!
7. Hatdrozza meg az f (x,y) = sin(xy) gorbementi integralt aziven: x = t,y = sint,0 < t <

1!
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