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1. Elemi fiiggvények és grafikonjaik.

Ertelmezési tartomany

Legyen D egy tetszéleges valos szamokbol allo halmaz. Ha minden x € D megfeleltetiink

pontosan egy valos f (X) szamot, akkor azt mondjuk, hogy a D halmazon f fliggvény van értelmezve.
A D halamazt értelmezési tartomanyanak, és az E = { v eR| y=f(x), x eD} — halmazt pedig az
f (x) fuggvény értékkészletének nevezziik.

Fobb elemi fliggvények:

1. Hatvanyfiiggvény - y =x“, a eR.

2. Exponencialis fliggvény - y=a*, a>0, a# 1.

3. Logaritmus fiiggvény - y =log,x, a>0, a#1

4. Trigonometrikus fiiggvények - y = sinx,y = cosx,y = tgx,

Y = ctgx.

5. Arkuszfliggvények (a trigonometrikus fiiggvények inverzei) -

Yy =arcsinx, y =arccosx, y = arctgx, y = arcctgx.

Gyakorlatok
1. Hatdrozza meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:

7x-20 x* =2

Ay=—3— b) y=——

)Y 5X* —2X+5 )y 2x* —3x+1
Q) y= 10 . d) _NX+3  x+5,
4 |x| -5 4 x—=2 4Bx’

7 sin x 1

e) y:5X+7f; f)y:logx 2x ’

3x-5
g) y=arccos x4 ; h) y= ctg(Zx + %) ;

i) y= log‘x‘|2x - 3| !

2. Abrazolja az alabbi fiiggvényeket:

10 6
a) y PR ) y=—"




C) y=2x"—4x+1; d) y=2‘x‘3‘;

f) y=3

T 1
sin| x+—|; =—tg2x,;
( J‘ 9) v 51g2x

h) y= logl|x—1|

3

3. 1) Hatarozza meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:
3x-15 5-2x
a)y=—or—"—; b)y= . ) y=log, . plx+I1!
VEaa T  DyEet Ov=logeal]

2) Abréazolja az alabbi fiiggvényt:

y= |2cosx+ 3| !
4. 1) Hatdrozza meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:

x2+5 ) 5-2x

b) y=,=——: ¢) y=log,,x+1!

VY ey 3x—6

2) Abréazolja az alabbi fiiggvényt:

T
=3tg| Xx—— |!
y=2g(x-% |

5. 1) Hatarozza meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat:

5x—1 9 3x2 +x42
a) y= - ; b :ﬂ—————ﬁ
)y 1-4x* X’ +64 )y 3x—2

C) y =arcsin

2) Abrazolja az alabbi fiiggvényt:
y= 2[0g2|x+ 2| !



2. Szamsorozatok és fiiggvények hatarértéke

1. Szamsorozatok hatarértéke. Valos szamok sorozatanak az f : N — R fliggvényt nevezziik,
mely az Osszes természetes szamok halmazan van értelmezve. Az f(n) szdm n -dik tagja a

sorozatnak, melyet x, —el jeldliink és az x, = f(n) az altalanos tagjanak képletének nevezziik. A
szamsorozat jelolése: {xn }nezv‘

A sorozat konvergens, és az A-hoz konvergal, ha barmilyen € > 0 értékre a sorozatnak véges
sok tagja van az A szam ¢ kdrnyezetén beliil: Ve >0,3n, e N,vn>ng,ja, - A <e.

2. Fiiggvények hatarértéke.

Heine-féle meghatdrozas:

Az f:M >R, M cR fiiggvény hatarértéke az X=a helyén az A szam, ha barmely
X=a -hoz konvergald (Xn), X, € M abszcissza sorozathoz tartdozd fliggvényértékek (f(Xn ))
sorozata az A-hoz tart: lim f(x)=A.
Cauchy-féle meghatdarozas:

Az f:M >R, M cR fliggvény hatarértéke az X=a helyén az A szam, ha barmely
& >0 szamhoz létezik olyan 0 >0 hogy barmely az a szdm & kornyezetébdl vett abszcisszahoz
tartozo  fliggvényérték az A szam & koOrnyezetéhez tartozik: lenl f(x)=A , ha
Ve >0,35 >0, hogy ha 0 <|x—a| <5, akkor|f(x)-A<e.

Nevezetes hatarértékek:
1.

. Sinx
1) lim——=
Xx—0 X

X—>00 X x—0

2) Iim(1+ ij _lim(1+x)s —e.

Gyakorlatok

1. 1gazolja, hogy az {x,,} = {211 +17} sorozat hatarértéke az A=2 szam!
n —

2. Hatarozza meg az alabbi sorozatok hatarértékeét:



1) lim n+2 2) lim 9n+2 ; 3) lim 72— 5n
e 3 o N+ 247 o 3+8n
4) lim 89— 11n 5) lim n+2 6) lim n’+2n .
n>» §—3n n—o n neoo4+n +n

. 2 3
7) lim 18n? +2n4; 8) lim 32n 642n +3n ; 9) IImn +5
2 8-n® —7n N> 3n" +23 now o
_ 2 6
10) I Imnsmn’ 11) Iim16 n+9n Zln )
e n? 41 n>o  3413n+5n
8 6 4 pa2
12) 1im " +99n §5n 5 5n 7+6; 13) lim (321 5) 5n5 ,
e 78—n-n—n°+6n e 03— (4n—6)

3 2
. Y ( —4;
14) nm[ n SLJ; 15) lim —_: 16) lim Y1 =% .
n®+1 3n-1 = In? +n =5+ (1+n)
17) lim V3+5+..+7 ; 18) "m1+2+...+n;
n—oo 3n 7 n—o [9n2 +1
Vn?+13 . Un+5n° +(n-2)n+4)

20) lim

N—o0

19) lim—

28N+ 7n -8 e (2+3n)’ ’
3 4 4
21) lim— S . 22) lim St +9N,
>0 6n® —5n+12° n—o "
3. Hatarozza meg az alabbi hatarértékeket:
1. &) tim =10 b) tim Y7172
-2 x> —5x+6 x5 x* 25
¢) lim sm7x d) lim [2x—3j ;
x>0 1g5x x—oo\ 2x+1
e) Iim(x(\/x2 +5-/%° +l))!
3 2 2
2. a) lim 3x -;3x x—1 ; b) lim 6x 35x+1;
x>0 S5x"—4x+5 ol 8x7 -1
2
c) lim y ; d) Zim (1 + sinx )" ;
x—>-1 x“ =1 x—0
&) lim sin3x + sinSx |
x—0  2arctgdx
2 32
3. a) fim 2= XL b) tim > =X T2 ~1.
x>0 Ox —14x7 >l x? —4x+3
N - - . 1-cos4x
c) limw; d) lim(7 xj; e) lim———!
x=3  x° =9 x—o\ 3—x x=0  XSIn X



3. A fiiggvények folytonossaga

Az y=f(x) fiiggvényt, melynek D halmaz az értelmezési tartomanya, folytonosnak

nevezzilk az Xo pontban a D -bél, ha lim f (x) = f (xo). Ez a felvétel ekvivalens az alabbi

x—x

feltételekkel:

1) f(x) értelmezve van az Xo pontban;

(
2) f(x—0), £(x, +0)— bal és jobb oldali hatarértékek léteznek és végesek;
3) f (xo ) (xo + 0)

4) f(xO—O): f(x0+0):f(x0).

Ha ezen feltételek koziil valamelyik nem teljesiil, akkor az f(x) fiiggvénynek az x, pontban
szakadasa van.

Az f:M - R, M cR fiiggvény az X =a pontjaban nem folytonos, de létezik véges jobb
¢s bal oldali hatarértéke, akkor a szakadas els6faju, ha xﬂg]ro f(X) = Xﬁrarlo f(X) = A, akkor a szakadas
megsziintethetd.

Az f:M—>R, McR fiiggvény az X=a pontjdban nem folytonos és

lim f(x)=4o0 és lim f(x)= o0, akkor a szakadas masodfajq.

x—a+0 x—a—-0

Gyakorlatok

1. Hatirozzék meg az y=(7x+5)/ (3x2 —3) fiiggvény folytonossdganak tartomanyat
(halmazat)!

2. Adott az alabbi fliggvény

x*+2, ha x<0,

f(x)={cosx, ha O£x<%,

x—z, ha xzz.
2 2

Allapitsa meg, milyen szakadasa van a megadott fiiggvénynek!

8

3. Allapitsa meg, folytos-e az y = 2 (x+4) fiiggvény az x, =4 és x, =—4 pontokban!
9



4. 1) Allapitsa meg, folytonos-e az f (x) = (6x + 12)/ (3x + 9) fliggvény az x, =-1, X, =-3
pontokban! Készitsen vazlatos abrat!

2) Adott az alabbi fiiggvény

2, ha x<0,

f(x)=<2cosx, ha 03x<%,

4—x, ha x> Z
2
Allapitsa meg, milyen szakadasa van a megadott fiiggvénynek! Készitsen vazlatos &brat!
Co 2x-4 .. .
3) Allapitsa meg, folytonos-e az f(X)= a4 fiiggvény az x,=0 és X,=-4
X+

pontokban! Készitsen vazlatos abrat!

5. Allapitsa meg, folytonosak-e az alabbi fliggvények és készitsen vazlatos abrat!

x+3, x<0, x—1, x<0,
1.1 f(x)=11, 0<x<2, 12 f(x)={sinx, 0<x<m,
x2-2, x>2. 3, x>
1-x, x<-1, 1, x<0,
1.3, f(x)=4x*+1, -1<x<2, 14 f(x)=42%, 0<x<2,
2x, x> 2. x+3, x>2.
2—-X, X<-2, 3x+4, x<-1,
15 f(x)=1x°, —-2<x<1, 16.f(x)=x*-2, -1<x<2,
2, x>1. X, X 2> 2.
X, x<1, x—1, x<l],
17. f(x)={(x-2), 1<x<3, 18.f(x)=4x*+2, 1<x<2,
6—x, x> 3. -2x, x>2.
X}, x<-1, X, X<-2,
1.9. f(x)=4x-1,-1<x<3, 1.10.f(x)=41-x,-2<x<1,
5-X, Xx>3. x*—1,x>1.

10



111 f(x)=

1.13. f(x)=

1.15. f(x)=

1.17. f(x)=

1.19. f(x)=

1.21. f(x)=

1.23. f(x)=

1.25. f(x)=

1.27. f(x)=

X+2, Xx<0,

-x*+3,0<x<1, 112 f(x)=

3x-1, x=>1

_2'
cosx, 0<x<r
1-x,

x <0,

114, f(x)=
X>r.
—-2x x<0,

X, 0<x<2,

x+3, x>2.

1.16. f(x)=

x+1, x<0,
(x+17,0<x<2, 118 f(x)=
4—X, X>2.

=X, X<0,
(X—D{O<x<2
X-3, x>2.

1.20. f(x)=

2x%, x<0,
-x, 0<x<2,

x+1, x>2.

1.22. f(x)=

x -3,
x*=3,0<x<x2 1.24. f(x)=
x+3, x>2.

x <0,

X, x <0,
2x*, 0<x<l,

34+ x, x>1.

1.26. f(x)=

T
COSX, X< —,
2

1.28. f(x)=

11

0, X< -2,

X —4,-2<x<3,
2x,  x>3.

3, x<-1,
1_2x1 _ISXSL
Inx, x>1.
x+4, x<-1,
X242, —1<x<l,
4x, x2=>1
X-2, x<-1,
x?—4,-1<x<0,
5-x, x>0.
—3(x+1),x < -1,
(x+1f,~1<x<0,
2X, x> 0.
2x, x<1,
x*+1, 1<x<3,
x+2, x>2.
J1-x, x<0

0, 0<x<3,
X_31 X>3.
sinx, x <0,

2x, 0<x<3,
0, x>3.
Xx-2, Xx<0,
X, 0<x<2,
4(x-1), x>2.



1.29.

x+1, x<O0, x2+1, x<0,

flx)=9x* -1, 0<x<2, 1.30. f(x)=41-x% 0<x<2,
-x, x=2. 2x, x> 2.

6. Allapitsa meg, folytonosak-e az alabbi fiiggvények a megadott pontokban!

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

flx)=4242; x,=2, x,=3.

3
f(x)=3"1-2; x,=-1, x, =0.

4

f(x):S’““1 -1, x;=-1, x, =0.

x+2

flx)=

f(x):iz; x =2, x,=3.
x—2

12



2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

f(x):52—x ;x =2, x,=0.

f(x):x—f; x =1 x, =3.
x—
f(x): x—S; X =-3, x,=-1.

f(x)=;C;4 x =-5 x,=-4
f(x):x+5 x =3 x,=2.
x—
i+3

13



Legyen Ay = f (xo +Ax)— f (xo)—az y = f(x) fiiggvény névekménye az Xo pontban, mely a

Ax = x — x, argumentum ndvekményének felel meg. Az y = f(x) fliggvény x, ponthoz tartozé

4. A derivaltfiiggvény

derivaltjanak az alabbi hatarértéket nevezziik

f(x0+Ax)—f(x0)'

f’(xo) = lim

X—>Xq

Elemi fiiggvények derivaltfiiggvényei

# y=f(x) y'=f"(x)
1 C (const) 0
2 x* (a #0) ax®!
3 a* (a>0a=1) a’lna
4 ex ex
5 log,x (a>0,a#1) log,e-—
6 Inx -
X
7 sinx coSXx
8 COSX —sinx
1
9 1gx 3
cos” x
1
10 cigx -
sin” x
1
11 arcsinx >
1-x
1
12 arccosx - >
1—-x
1
13 arctgx
1+ x?

14




14 arcctgx _ 1 5
1+x

15 shx chx

16 chx shx

1
17 th

x ch*x

18 th !
crnx sh’x

Derivalasi szabalyok

Ha az u(x), v(x) — két derivalhat6 fiiggvény, akkor:

1 (u+v) =u' +v';

2. (Cu) =Cu’ (C = const);

!

3. (w) =uv+uw';

u u'v—v'u
4, (—) =5
v v
5.Haaz y= f(x) fiiggvény derivalhato az Xo pontban és a z = g( y) fliggvény derivalhat6 az
Vo=, (xo), akkor az Osszetett z = g( f (x)) fliggvény is derivalhatdo az x, pontban, melynek

derivaltja egyenld z'(xo) = g'( yo) - f '(xo) (Osszetett fliggvény derivalasi szabalya).

Legyen a fliggvény paraméteres alakban megadva

Y:“”tqmm.

y=yl1),
Ha teljesiil, hogy az x=¢(¢) fiiggvény az (a, ﬁ) intervallumon invertdlhatd (vagyis létezik

inverzfiiggvénye) és ¢ = @ '(x), akkor az y! derivalt kiszamithato az aldbbi képlettel
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Gyakorlatok

1. A definici6 alapjan hatdrozza meg az y = 2x3+3x%-x+1 fiiggvény derivaltjat!

2. Derivalja az alabbi fiiggvényeket
a) y=x%tg7x; b) y=eXsin5x;  ¢) y=%x*—cos’x;

sin? 5x . X3 5X4_1.

d) y=3""; e) y=xcos’x-eX; f) y= e
=4 ; h =4Inx; i :Shs -V X +2x :
9 3x% +1 )Y )Y (X )

j) y=ch®arctgy/2 + x*; k) y=5 Iogg(e—}

arccosx®

3. Logaritmikus derivalési szabdly alapjan derivalja az alabbi fliggvényeket

a) y=(cos4x)"™; b)) y= (x2 +1)tgsx; c) y=(n2x);
¥x+3
d y=

(—2f(x7)

4. Derivalja az alabbi y(X) paraméteres alakban megadott fliggvényeket

X=t*+t+1, X = 2€0s°t,
a) b) _
y=t>+t*-1; y =2sin’t!

5. Derivalja az alabbi fliggvényeket:

/coszx—l
1. = xtg°®5x; b) y=,|——;
a) y g )Y sin2x -1

C)y:(3coszx+sinzx)4; d) y:XCOSZX'eXs;
e) y=(ctg2x); f) e —x*+y* =5;
x=t*-2t,
9) 3,42
y=t"+t"+1!
2 X3 . b (' 5 I 2 )3.
,a)y:esim, ) y=(sin>x+In“xJ;
c) y =3, d) y = xtg®x-sin5x;
e) y:(sin4x)c055x; f) y2+X2—Sin(X2y2)=5;
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x=Int,
) y = (2t +1)cost!

6. Derivalja az alabbi fiiggvényeket:

a) y=3\/;+z_4x3+£4;
X X

C) y =cos’3x-sin4x’;
e) y=(x—3)-sh*3x;

_ Tarctg(2x+1).

(X _ 4)2 ’

k) y= (th3X)amSin X ;

m) siny = xy” +5;

X X

c) y=sin?2x-tg(5x + 2)°;

e) y=ch*(2x+5)-/3x —1;

(x-3) '

i) y=(cos(x+2))"™;

9)y=

k) X3+y3:5X
2 1 2
» X Jx X

1.

b) Y=m+(x

arccos? x

e

Y= s

R

\/E(X—Q,)“_
Ny=—"r—""%
(x+2)
X = 6t* — 4,
n)
y=3t1
2.
b 5
) y=4/(x—5) - s
d) y=2".arctg?5x;
y=—5—:
e
33X+
h) y=3 lg(4x+7
) y={2 L)
. 3P(x —2)
j yo b2,
(x+7)
X =arcsint,
y=Int!
3.
b) y= 7 3 (X—S)Z;

17
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c) y=ctg*7x-arcsin8x?;
e) y=th®2x-In®2x;

_barctg2x |

9)y 2x_1f |

i) y=(shx)"™;

k) VX +.Jy =~7;

a) y:3‘°{/;+12—§+9x4;
X X

c) y=tg7x®-arccos’3x;

e) y=cth*(7x-1)-(x-2)";

_In(7x+5)
g)y——@t;Fn

) y=(In(x+2)f";

k 2=X_y;
)y X+Yy

a) y:12—£+4\/F—5x6;
X* X

¢) y =arcctg*(7x —3)-sin2x?;

e) y=e .chx®;

_ 2log,(3x-1).

9y x-7F

f)Y=(

d) y=2°*.arcctg*x;

hy-—2 .
Ix?—3x+2
h) y=4 ;§;§~cos(3x—5);
(x—4f\/x-5
y= (3x+1)
I x = In’t,
y=t+Int!
4,

b) y:Lﬁ’ 7-2x—-X*;
ey

d) y =In(2x -5)-ctg3x?;

C(3x+1),
)y v
ox+1
h) y= In(3x - 4);
)y =35, - nGx—4)
i y:3\/2x+1(x—5)2_
(2x+3)
X =te',
1) t,
yzg-
5.
B) y=3-xF - —

(x2 —3X+ 2)3 ;
d) y=e%.cos*x;

e3x

3+5x) ;

[2-x
h) y=¢ -c0s(3x —5);
)y . cos(3x —5)
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i) vy =(log, 3x)"™™;

k) cosy = x*y +6;

a) y:5X3—%+6\/_——
X X
c) y =sin®3x-cos®4x?;

e) y=(4x-2)-sh®2x’;

arcsin(x +1)

(x=2)
i)y=(§j ;

k) ctg®(x+y)=

9) y=

a) y= 2Jr_ vr_+—

c) y =tg~/x - arcsin?5x;
e) y=Ig?(x+3)-cth®2x;

3log,(2x +4).

(x—2)
) =R

9) y=

k) x*y? + x =5y;

d) y=3(x-1) -log, 2x;

_(3x-2)’
f) y - 3e4x ’
h) y= 71/ arctg\/ X+1
. V4x -2
Dy=

Bx+1f(x—2F

D{XV0—03
y=+t-1!

7.

b) y_w/(7 2X — X )3——3)

d) y=+/e*2 .arcsin Vx;

H y_\/5x2—x+2

V2x .
( )( 4y

t+1
y—(szl
t+1)

19
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5. Derivalt alkalmazasa

Ha az y=f(x) fiiggvény derivalhato az (a,b) intervallumon és f '(x) >0 minden
x (a,b), akkor az f(x) fiiggvény szigortan monoton ndvekvd az (a,b) intervallumon; ha pedig
f'(x)<0 minden x e(a,b), akkor az f(x) fiiggvény szigoruan monoton csokkend ezen az
intervallumon. Ha létezik olyan kdrnyezete az Xo pontnak, hogy tetszdleges x # x, ebbdl a
kornyezetbél teljesiil az f(x) > f (xo) egyenlétlenség (vagy f(x)< f(x,)), akkor az xo pontot helyi
minimum (maximum) pontjanak nevezziik az y = f (x) fliggvénynek és az f (Xo) —afliggvény helyi
minimumanak (maximumanak) nevezziik. Ezen pontokat a fliggvény szélsdértékhelyeinek nevezziik.
Azon pontokat, melyekben az f'(x) =0 vagy az f'(x) nem létezik, a fiiggvény kritikus pontjainak
nevezzik.

Sziikséges feltétel. Haaz xopont az f (X) figgvény szélsdértékhelye, akkor f ’(xo) =0 vagy
S/ '(xo) nem létezik.

Elégséges feltételek.

1) Legyen f(x) derivalhat6 az x, kritikus pont valamely (x,— &, +§) kornyezetében,
kivételesen az x, pontban. Akkor, ha f’(x0)>0 minden x e(x0—5,x0) és f’(x0)<0 minden
x e(xo,x0+5), akkor az x,— helyi maximum pont; ha f'(x0)<0 minden x e(xo—é,xo) és
f’(xo) >0 minden x e(xo,xo +5), akkor az x, — helyi minimum pont.

2) Legyen y = f(x) fiiggvény kétszer derivalhato az x, kritikus pontban és annak valamely
kérnyezetében. Ha f"(x,) <0, akkoraz x, — helyi maximum pont, ha f"(x,)> 0, akkor x, — helyi

minimum pont. Ha pedig f"(x,)=0, akkor tovébbi vizsgalatra van sziikség.
Gzakorlatok

1. lgazolja, hogy az y = x* + x fliggvény szigoruan monoton nvekvo!
2. Hatarozza meg az alabbi fliggvények monotonitasanak intervallumait:
a)y=x"'—-2x*-5;
b)y=x%e";
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X
C)y=—-o1,
In x

dy=x-2sinx, 0<x<2r!
3. Hatéarozza meg az alabbi fliggvények szélsdértékhelyeit:

a)y=2x>-3x;
b) y:§x23\/6x—7 !

4. Hatarozza meg az alabbi fliggvények szélsdértékhelyeit a méasodik derivalt segitségével:
a)y =x>—2ax’+a’x (a>0)
b) y = x?e !
5. Hatdrozza meg az alabbi fliggvény monotonitasanak intervallumait:
- X
x> —6x—16"

6. Hatarozza meg az alabbi fiiggvény szélséértékhelyeit:

y= 3w/(x2 - 6x5)Z !

7. Hatarozza meg az alabbi fiiggvény monotonitdsanak intervallumait:

y=(x-2@2x+1)"!

y

8. Hatarozza meg az alabbi fiiggvény széls6értékhelyeit:
y=x—In(1+x)!

9. Hatarozza meg az alabbi fliggvény monotonitadsénak intervallumait:

y=x-¢e"!

10. Hatarozza meg az alabbi fiiggvény szélséértékhelyeit:
y=—x2x2 +21

11. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények monotonitasanak intervallumait:

1.1. a)y=x" —3x* —9x +14; b) y =2x> —Inx;

b) y = 24/3sin x—3x (0<x<27)!
1.2. a)y:(x—2)4(2x+1)3; b) y = xe*;

C)y=2Xx+cosx!

2
1.3. a)y:ﬂ' b)y=ln(x+\/l+x2);

1+ x + x?
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c)y=2sinx+cos2x, (0<x<2rx)!

2 2
14 a)y=2"1. b)y ="
X e
C) y = x+3tgx!
1.5. a)y=(x-3)(3x—1); b)y=x*+inx;

c)y=sinx—cosx, (-z<x<0)!
10 _
4x° —9x% +6x

c)y=3x+3cosx!

1.6. a)y= b)y:x—ln(1+x2);

1.7. a)y =3x" —47%; b)y=xe™;
C)y=ctgx—x!
2_
18 a)y=X —2X+2. by y ="
x—-1 X
C)y=tgx+2x!
2 o
1.9. a)y:w; b) y =e3*~;
X

¢) y =+3x—2sinx, (0<x<27)!

1.1o.a)y:L12; b)y=x+ln—x;
(x~1) x
C) y=">5tgx+1!
X . 2 .
l.L1l.a)y=——; b)y=x"-2inx;
9—x
c) y =3ctgx—5!
1.12.a) y =3x* —2x° —6x% + 6x; b)y:—lni+x;
-X

C)y=2x+cosx!

3
1.13.a)y:M; b)y:ln(x2+l);
x+1
C)y=3tgx+7!
3
X Inx
1.14.a) y=—"—; b)y="2":
)y R )y 7

C)y=2cosx—2sinx, (—ESXSO)!
22



1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.a

1.22.

1.23.

1.24

1
a)y=x5—5x4+5x3+1; b)yzxzex;

Q) y=l+te’x, |-Z<x<Z]n
)y g (2 2}

2

a)y:x2+6; b)y=~xlnx;
x°+1

C) y =sin2x+2cosx, (—%Sxé%)!

a)y:%l(xz—az)z ; b)yzln(x2+1)—x;

C)y =arctgx + x!

a)y=+2x—x"; b) y = ae™ + be 7",

C)y =x—arcctgx !

2_ N
a)y=—x2 al 1; b)y=xInx;
x°—2x

C)y =3sinx—3cosx, (—n'SxSO)!

a)y=xvax—x* (a>0); b)y:e“x2_1;
C) y =3arctgx +x° |
1+3x 1
)y N4+ 552 )y ln()c4 +4x° +30)

C)y=cos2x—sin*x, (0<x<2x)!

a)y=%; b)y:x—ln(1+x);
C) y=Xxsinx+cosx, (OSXSZﬂ)!
a)y=()c—52 (x+1)2; b)y:_—+ex;

X

C)y=secx+5, [ngszm x;t%; 37”)'

)y =(2x=3)(x+5); b)y=l+€_x;
X

T T
C) Y =Sec X+ COSec X, ( —E<X<E, x¢0)!
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1.25.a)y=x—; b)y:ln(l+x)—x;
x+1

C)y=2+5tgx!

+3 . 2
L%i@y:(;+”2; b)y=e' =

C)y="Tctgx—2!

3
121@y=x§4; b)y = ;
X e

C) y = arcsinx +x°
2

(x+2F

1.28.a)y = b)y:x+ln(x2—4);

3
C) y =arccos x — x|

4

1.29.a)y = 3x ; b) y = —xIn® x;
x -1
c)y=3x—-cosx!
130.2) y = (x + )R/x?; b) y = (x +1)e2;

C)y =sin2x—>5x!

12. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények szélséértékhelyeit:

443
21l.a)y=—F7—; b) y = 2e** +3e72* |
Ox+1—x
2.2.8)y=3x-2x"; b)y:£!
Inx

1
23.8)y=2x> —6x? —18x+7; b)y:xsinx—i-cosx—zxz;

[—ZSXSZJ!
2 2

24. ) y=x*-2x"+5; b) y =2x* —Inx !
x2
25.2)y=3/(x>-4f ; b) y = et |
x—1 .
2.6.a)y:(x+1)2; b)y=x+2sinx;
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(0<x<27)!

2

2 -
27.a)y=— : b)y=x% 2 |
V= )y

4x —x* -4,

28.a)y = b) y =x —2arctgx !

2x
!

29.a) y=4x’—6x* —24x+9; b)y=—2

e’ —1
2
2.1o.a)y:(x—2) ; )y — x4 20
x+1
(0<x<2r)!
211 a)y - 126 —8res; by=lEEE
Jx
2
2.12. a)y:(x+1)3\/;; b)y:x_ |
Inx

213.8) y = x* —5x* +5x +1; b)y=§+2 !
X

2

2.14.a)y= : b)y =In{l+x?)—x !
x> —1
1+3x
215.2) y=——"_; b)y=e*(x—1)!
V4 +5x7
2
2.16. a)y=3x2+¢; b)yze_x(xz—S)!
x“+x+1
2
2.17.a)y=x2+1; b) y=sin2x—x!
x“ -1
)
2.18.2) y=2x" +3x" —12x -5 b) y = 2arctgx + !
)y )y g E(m
2 2. X X
219.a)y=x (x—12) ; b)y:2c0s5+3cos§!
z.zo.a)y=(x—2—)§—x); b) y = chx !
X
2 X
2.21.&)y=ﬂ; b)y=5-1
x—1 X
2.22.a)y = 16 ot b) y = xIn® x!
x\4—x
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2.23.a)y= :
)y x> +3
2.24.3) y = 4 X
x> +8

2.25.8) y = x(x -1 (x-2);

2.26.a) y = ;

227.8)y =3[ -1J ;

2.28.2)y=

—

1+x2X2—x);

2.29.a)y=

=
|
S}

2.30.8) y = (x —3Wx

13. Hatérozza meg az alabbi fiiggvények szélséértékhelyeit a masodik derivalt segitségével:

3.1. y:x+f;
X

33. y=—;
e

3.7. y= ln(l + xz);

39. y= (x+ 2)6 +2x+2;

311l.y= x> — arcsin x;
a, X
3.13.y=—In=(a>0);
y=-->(a>0)
3.15. y:g+ X;
X
317.y= x2 +z;
X

319y=3+§;
X

b) y =2xe™!
b) y = x—arctgx!

b)y=x—In(l+x)!

b)y=xlnx!

ol

b) y = x%e !

x2-1

b) y=2+"+1
b) y=2sin2x+ sin4x!

_Inx

b)y=—-1
X

3.2. y=x++1-X;
34. y=ch2x;
36. y= ¢ ;

X

38. y=x"(12Inx-7);
3.10. y = e“'** — gretgyx;

312,y =%,
X

314, y=—/x-5;

X2

316.y=2"

3.18.y=x" —3x* +5;

3.20.y =x*(x-2);
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3.21.y= e 3.22. y = xe*;

3.23.y= xt—2x*-4; 3.24.y =Incos x;
3.25. y = Insin x; 3.26.y = l”—zx
X
3.27.y=—5—; 3.28.y =™ (0<x<27);
x“+1
2, |1 e”
3.29.y=x"+—; 3.30.y =
X Xx+1
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6. Fiiggvényvizsgalat

1. Konkav és konvex fiiggvények egy intervallumon. Inflexiés pont.

Az y= f(x) fiiggvény grafikonjat konvexnek nevezziik az (a,b) intervallumon, ha a grafikon
gorbe az (a,b) intervallumon az (a,b) szakaszrol vett X pontban huzott érint6 felett helyezkedik el. Ha
a (b, c) intervallumon a grafikon gorbe a (b,c) szakaszrol vett X pontban huzott érintd alatt
helyezkedik el, akkor az y = f(x) fiiggvény grafikonjat konkavnak nevezziik a (b,c) intervallumon

(6.1 abra).

y=fx)

v =

6.1 abra

Haaz y = f(x) fiiggvény kétszer derivalhato az (a,b) intervallumon és f"(x) >0, akkor az

konvex az (a,b) intervallumon; ha pedig f"(x) <0 a (b,c) intervallumon, akkor az konkav a (b,¢)
intervallumon.

Azon pontokat, melyekben a fliggvény grafikonja gorbiiletet valt (konvexrdl konkavra, vagy
forditva) a fliggvény inflexids pontjainak nevezziik.
2. Aszimptotak.

Haaz y=f(x) fliggvényre létezik olyan egyenes, hogy az M (x, f (x)) pont és az egyenes
kozti tavolsag a nulldhoz kozelit, amikor az M pont a végtelenségbe tart az origdbhoz képest, akkor

ezt az egyenest a fliggvény asziptotdjanak nevezziik.
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Az x=a egyenes fiiggbleges aszimptotija az y = f(x) fiiggvénynek, ha /lim f(x)=o0

x—>a+0

vagy lim f (x) = 0. Folytonos fliggvényeknek nincs fliggdleges aszimptotdja.

x—a-0

Az y=kx+b ferde aszimptota, ha a kdvetkezd hatarértékek léteznek és végesek:

lim M:kés lim (f(x)—kx)=b.
(o) X (s o)

Gyakorlatok

1. Igazolja, hogy az y = xarctgx fiiggvény grafikonja konvex a valos szamok halmazan!
2. lgazolja, hogy az y = ln(x2 - 1) fiiggvény grafikonja konkav a valos szamok halmazan!

3. Hatarozza meg az y=3x" —5x* +3x—2 fliggvény gorbiileteinek intervallumait és az

inflexios pontokat!

4. Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatot az alabbi fliggvényeknél:

3
a)y:3x 5, b) y=x%!

5. Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatot az alabbi fliggvényeknél és abrazolja azokat:

1 y= —ln(x2 —4x+ 5)

2x—1

2. = .
Y-y

2

3 y=x*+=1
X

7. Végezze el a teljes fiiggvényvizsgalatot az alabbi fiiggvényeknél és dbrazolja azokat!

2 2
1. a) y:%; b) y=e&""".
2.a) y= 2rx b) y=x+ln(x2—4)

x+l)2,
3

l—x)

x—2)2

N~

3.a)y= ; b) y =xIin*x.

—
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b) y= el

b) » = xe'*,
b) »=n(0—x)
b) » = xe*.
b) » = x2e!,

b) y=(x+2)" "
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7. Hatarozatlan integral

Hatérozatlan integral tulajdonsagai:
(7)) = 1)

[ f(x)x = fx)+C.

[af (x)dx =af f(x)dx, a=0.
[+ £(dx = [ £ (x)dx+] £, (x)d

=

no

w

SN

Az alapintegralok:

n+l

+C  (n=-1)

n X
1. Jx dx_n+1

N

. J.@ = ln|x| +C.
X

w

J.axdx:a—+C (a>0,a¢l),‘ Iexdx:ex+C.
Ina

SN

. '[sinxdx =—cosx+C.

ol

. Icosxdx =sinx+C.

6.J'

d.
J- )26 =—ctgx+C.
sin” x

=tgx+C.
cos” x

~

dx X
8. =[nltg —|+C.
J‘sinx g2

dx X
9. =[njtg| —+—
J.cosx g(2 4)

10_[ dx —larcthJrC (a#0).
x*+a® a a

+C.

S

xX+a

11. [ dx =izn

+C (a#0)
a’>—x* 2a

X—a

12. I = arcsm +C, |x| < |a|.
\/7

31



2 2
+VxT —a

+C, |x| > |a|.

dx
13. =
-[ /xz _ 42

14.[ =In(x+\/x2+a2)+c.

dx
Vx?+a®
15. Ishxdx =chx+C.

16. Ichxdx =shx+C.

dx
17.jch2x = thx +C.

d); =—cthx+C.

Gyakorlatok

I. Adja meg az alabbi hatarozatlan integralokat:

2
1. j (6x3—4%/x_2 +xi2jdx; 2 j ("\7;2) dx;

1 ) 3+4x

—— dx, 4.
9—x2] J. V4 —x?

3. J(sinx+4x 23—

5. j(cos 4x—3tg2x+e” )dx; 6. _[5 (7x—2) dx;

5 j(ln x)4 dx: 8. J-(arcsinx)3 - X

X Vi-x*

5
9. [TIEX gy, 10. [x*V3x* +ddx;

1+x

11. Jecosx - sin xdx; 12. Isin“ X-c0os xdx !

Il. Adja meg az alabbi hatdrozatlan integralokat:

3—x
1. 3% 1+ dx;
'[ ( sin’ xJ
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2 1
2. — ——— |dx;
I(4/x3 xS/x]
_ 2
3 [Py,
cos” x

4. I(2tgx + 3ctgx)2 dx;

dx
5. -
-[x(l +Inx)
6 J- dx '
" cos? X+/2+1tgx ’
“dx
7. ;
I 1-16"
8. j 2X + arccosBx dx!

\/1 9x?

I1l. Adja meg az alabbi hatdrozatlan integralokat:

1. a) j (3x2 14yt - %)dx; b) [3/(5x —4)dx;

c) | cos(4x—7)dx; d) X dx

J '[ Vx? +5
ZnZ(x+l) . cos2x _

©) I—dx, J.sin2x+3dx’

\/tg_x h arcsmx
o) | ) j T -

cos? x
. 2—x2 . X+2
)} Ixe dx, )-[SX +4
4/ 2.3
2.a) I\/;3—2x+5dx; b) J. /4 = 3xdx;
X

C) Isin(le —7)dx; d) Ixz Vx? +9dx;
) |

9 |

; f) J.sin 3xcos> 3xdx;
x+2 Inlx+2

dx ' h) J- dx .
sin® x -3/ ctg’x , (l +x° )arctg3x ’
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3. ) j(f+ +6x )d

C) .[ cos(7x +5 )dx,'

J~31/Zn 2X+

2x+1

)j@

cos X

I)J‘ 32xdx

4. ).[ x+3x

C) Icos(l L + 2)dx;

i’ 3x 2
J. 3x-2
9) J \/ctg 3x

sin 3x

I) j 4))ccz+l dx
e

5. a) j(

) J-1+In(_x—l

)J-tg x+1)

dx;
cos* x + 1)

: 2 5x°-2
i) Ix e 2dx;

) i

J

+5x j X,

C) J‘sin(é xX— Zde;

P[22
V2-9x°
b) j 310x + 9dx;

3

d) j dx;

x+1

J~ cos2x
4—sin2x

h) J- 3 arcctgx

1+x2

)j25x +1

) [

9 I 2x% +3 b

J- cos4x

dx;
2sin’ 4x

h) J~ arccos2x)
V1—4x?
X+5
j) | ——dx
X j V4 —25x?
b) j W11 - 5xdx;

d) Ixz (x3 +3)4dx;

dx!

dx;

dx;

f) IV cos® 5x - sinSxdx;

h) J- arccosx) -1

V1-x2

i J‘ 2X+7

1+9x? ax!
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\/_ 4+5x

6a)J- dx;

C) jcos (20x —11)dx;

dx
) ey

ctg’ 5x
9)
J. sin Sx

i) J-)ce}zx2 dx;

7. a) I(%/; + xiz - 6x3jdx;

C) I sin(5x + 7 )dx;

J~3\/ln 3x+2

3x+2

9)
J. cos* Tx tg7x

2

. x

) _[ = dx;
e

o

C) '[ cos[g + Zde;

? '[ x+5 ln x+5);

J-w/ctg x+3

sin x+3

i) Ix e3xdx

_ 2
0. Y273

Vx

. Q) I((/x_3+;iz—3xsjdx

) J.12x+4

d)j(

X +3)

dx;

I cosTx

sinTx

4arctgx— X
) '[ 1+x?

) j—x‘g !
V4 -36%?

) [

d) jx x% +8dx;
f) j(4 +cos 5x) sin 5xdx;

7 —
h) J-arccos 3x-1 dx:

V1-9x?

] X+1
) I2+3x2 dx!

b) I7\/4 —Oxdx;

d) [——2— ax
J.\/5+x2
f) J.\/sin3 2x - cos2xdx;

h) J‘ dx .
V1—-x2 arcsin’ x ’
J' 3X+2

Ny= 42

dx
b) J‘5x+8;
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C) '[ sin(8x +7)dx;

) I In’® (x — 4) dx:

x—4)
9) J‘\/tg Sx

cos Sx

R _n3
i) J.x2e9 2 dx;

10.2) [ (%/x_9

C) jcos(4x —9)dx;

J-gwlln 2x+3

2x+3

9) J- w/ctg 2x

sin 2x
X
) —dx
Ie3x +5
11. a) je—éﬁgjdx

C) jsin (1-2x)dx;

e) :
I (x + D1+ In( x+1)

9) f%

cos” x-tg'x

|) J‘ 3 5yt _3d.x,'
12 U + =~ 537 |dx;
. Q) I X+ x_4 —5x° |dx;

c) Icos(4 —3x)dx;

5
R
X

d dx;
J 1+25x*

J- sin 6x dx:

cosbx+4

h) J\/arctg X

1+x2

dx y

2x+5
)I1+4x

b) j 39x —3dx;

d) jx4 3+ x%dx;

f) j(sin 4x +5)° cos dxdx;

h) J- 8x — arctg2x
1+4x?

.J‘3Xl

V1-4x?
b) '[ /5 — 6xdx;
d) .[3\/)63 —8.-x%dx

f J~ cos3x

1+ 4sm3x

h) J~ arccosx) -1

V1-x2

)I9+x ax!

) [

2
X
M=

36

dx;



2 2
&) J-x +Inx dx:

X

dx

9 J‘Sin2 3x-3/ctg? 3x ;

i) Ixes -3t dx;

13.0) | (\/x_7 _4, 3x6jdx,'
X

C) Isin (5x + 8)dx;

6
o J‘ll/l (4x+1)
4x+1

9) J- dx

cos® x/1+1tgx ’

i) J.xezf"2 dx;

2
14. a) j £2_—33‘/;161&
X
C) Icos(f& - gjdx;

dx;

e) j dx .
(x+7 \/lnz(x + 1)

5

te’4

[
sin” 4x

2

) x

) I o dx
e

)J-S\/x_2+1

15.a
Jx

dx;

C) jsin (2x +5)dx;

J«w/ln 3x+1

dx;
3x+1

_[ sinSx dx;

V2 +cosSx

arcsin® 3x
h) j

V1-9x2
)J- 5+X

V4 -9x?

b) J‘2 5x’ '
d) Ix4\/3—x2dx;

f) J.»\/ 2 + 4 sin x cos xdx;

h) _[2+ arccos3x)

V1-9x2

5x—-2
J)-|‘x+4d!

d.
g

d) [2* - xdx;

dx;

cosdx

3[ 2
sin® 4x

4
arctg 3x ,
h)J 1+9x? .

f) J. dx;

i J- 2x+1

e

'[\/3 4x
d)j

f) J- sin6x dx:

3+2cos6bx

x+9
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2
16.2) | (1-x) dx;

5x+2

9) J' dx '
sin® 4x.[ctgdx ’

. X
) I62x2+3 dx

) J'x3 +2x-3

17.a dx;
4/x

C) Isin (3 —2x)dx;

9

I 1+ 2tg°x

6'052 X

dx;

i) Ie_x3+1 - x2dx
18.2) [ (%/x_3

C) jcos(9x +4)dx;

x lln )

dx
° '[(x+3)“1/lnix+3i’

9) J' dx

sin’ x(l + ctgx) ;

h) J-3 \/arcsm2x dr-
\/7

3x-1
) '[x +9dx

b) J.4\/5x + 7dx;

d)j\/;de

f) j sin2x

4+3cos2x

h) '[ arcctg2x
1+4x°

dx!

i J. 4Xx+3
V1-4x?

b) I(Zx + 1)15 dx;

4
X
e

J- 2sinx

3+cos’ x

dx;

h)J-2+c;rcs:n x
. J' 1+x

V1-4x?

b) [(14x~3)/4dx;

d)J'

J- cos2x
V3 +sin2x

x+4

dx;

dx _
X I (1 +4x? )arctg3 2x’
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3
. X
)] I ——dx;
e—x +5

19. a) I(x6 +%_ljdx;

X X
C) Isin (4x + 5)dx;

2+n(5x -3
e)J. 5x-3 )

o VT,

cos” Tx

dx;

2
X
—+2

i) Ixe 3 dx;

20.a

‘{/;—2x+4
B I

C) jcos(3x —5)dx;

J«5,/ln 2x + 7

2x+7

9) J-ctglo 2x
sin 2x

. A3
)} szez A dx;

7 j
5 6
. -— d.
21.a) J(x x+ x |dx

C) _[Sin(4x +7)dx;

) [y

4+3lg 8x
)I cos® 8x

i) Ixe3_5x2dx,'

dx!

.)I 2—-3%

V1-9x?

) '[\/3x+

3
d) [ ax
JJl—4x8

f) j 3.5in 4x(2 + cos 4x)’ dx;

arcc0s3x
h)j

2x+7
)-[1+4x

b ;
)Iﬂ3x—2f
d) Ix” 2+ x*dx;
f) J 1 = sin 3x cos 3xdx;

h) J- arccthx
1+25x2

)j8 2X

V1-x2
b) J\/S —3xdx;

xdx
D I

f) I sin2x - cos® 2xdx;

J- arccos 2x

V1- 42

3+X
) I4+25x
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8. Hatarozott integral
Fo meghatarozas:

Az [a; b] intervallumon értelmezett f(x) fliggvény hatdrozott, Riman integrdljanak nevezzik

a | f(x)dx = lim Zf EAX, szamot, ahol Ax, az [a;b] intervallum i-edik részintervalluméanak a

Ax;—0
n~>oo

D ey T

i=1
hossza, f (fi )az i-edik részintervallum tetszOleges pontjahoz tartozo fiiggvényérték.

Newton-Leibniz képlet, a hatarozott és a hatarozatlan integral kapcsolatat irja le:

f(x)dx = F(b)-F(a).

D ey T

A hatarozott integral fobb tulajdonsdgai:

1) 'b[f(x)jx:—jf f(x)dx;
2) j' f (x)dx :.c[ f(x)dx+i f (x)ox

3) j.cf (x)dx = Cj. f(x)x;

b

) [(F(0 9bo)ix= [ xpix [ alx)ix
5) 'b[ f(x)g'(x)dx = f (x)g(x)? —'T f'(x)g(x)dx

b
6) m(b—a)sjf(x)jxs M(b—a), ha az f(x) korlitos az [a;b] intervallumon, vagyis

b
7) [ f(xkx>0, ha f(x)>0 barmely x  [a;b].

b

J. (x)x > _[ (x)x, ha f(x)> g(x) barmely x € [a;b].

Gyakorlatok

I. Szamitsa ki az alabbi integralokat:
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1) j(Zx +6)dx;

0

4) j.3x\/T1dx;

3

7 ]- dx
1 Xv1+1Inx ’

10) JZ- dx

1
z

2
13) J‘sin4 xdx ;
0

xdx

\/1+x’

16) T

19) Ixz sin xdx ;
0

x?+3x-10"

7 3)!(\&—5x)ix;

[ " dx
5) |sin 2xdx; 6 X
) ! ) Jl‘\/;+3x
% exdx fodx
8)J1‘ x> 9)'!.2X3+3X+5’
) 2
) I—z o ; 12) I cos® xdx ;
o X“+4X+5 0
z 2 .1
2 z SN —
14) J'cos3 xsin 2xdx ; 15) j X ;
0 1 X
9 \/; 1
17) dx; 18) | xe*dx;
[ 5 |

20) .zfex(l—ex)Adx; -Q%dx!
1

21) T%
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9. Az integral alkalmazasa

1. Teriiletszamitds:
Az [a; b] intervallumon értelmezett f(x) fiiggvény grafikonja, az X = a és x = b, valamint az

y = 0 egyenesekkel hatarolt sikidom tertilete:

b
S = J. f(x)dx .
a
Paraméteres magadas esetében, ha {

S =

y(t)x (t)t .

Polarkoordinatés alak esetében, r = p(p), a <@ < f

QL —

s =11 7(p)
—Elp p)g.

Az [a;b] intervallumon értelmezett f,(x) és f,(x)fiiggvény grafikonja, az X =a és X = b

egyenesekkel hatérolt sikidom teriilete, ha f,(x)> f,(x):

S = [ (1,00 F, (k.

2. Térfogatszamitas.
Az [a;b] intervallumon értelmezett f(x) fiiggvény grafikonja, az x = a és x = b, valamint az
y = 0 egyenesekkel hatarolt sikidom x tengely koriili forgatasaval kapott test térfogata

b

Vv :ﬂ_[fz(x)dx.

Az [a;b] intervallumon értelmezett f(x) fliggvény grafikonjinak az y tengely koriili

forgatasaval kapott test térfogata

d

V= ﬂ_f(f *(x)f dx,

c

ahol c = f(a) és d = f(b).
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Az [a;b] intervallumon értelmezett fl(x) és f,(x)fiiggvény grafikonja, az x = a és X = b

egyenesekkel hatarolt sikidom X tengely kriili forgatdsaval kapott test térfogata, ha f,(x)> f,(x)

b

V= [(£2(0)- £,2(x)bx.

a

3. Forgastestek felszine:
Az [a; b] intervallumon értelmezett f(x) fiiggvény grafikonja, az X = a és x = b, valamint az

y = 0 egyenesekkel hatarolt sikidom x tengely koriili forgatasaval kapott test felszine:

S = 2] (L (1 () dx.

Paraméteres magadas esetében, ha

<
Il
)
—
pas
N

4. Ivhossz-szamitds:
Az [a; b] intervallumon differencialhat6 f(X) fliggvény grafikonjanak az a és b abszcisszak

koz¢ es ivhossza, ha a differencidlhanyados folytonos:
b
s =.[ 1+ (f'(x))fdx.
a
Ha a gorbe paraméteresen adott akkor:

s=] Yo + (et

Ha a gorbe polarkoordinatakkal adott akkor:

s= [Vo* + (o) oo,

21

Gyakorlatok

1. Hatarozza meg az f (X) = x* — 2x +11 fiiggvény grafikonja és az X tengely altal kozbezart
teriilet mérészamat a [0;2]. intervallumban!

2. Hatarozza meg az f(x):%x2 —1%X+% fliggvény grafikonja és az X tengely altal

kozbezart teriilet mérészamat a [1;3] intervallumban!

3. Hatarozza meg az f (X) = x* —6x+9 fiiggvény grafikonja és az X tengely altal kozbezart
teriilet mérészamat a [1;4] intervallumban!
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Hatarozza meg az f (X) = x* +8x+16 fiiggvény grafikonja és az X tengely 4ltal kdzbezart
teriilet mérészamat a [ 5;~1]. intervallumban!

Hatarozza meg az f (X) =2Jx+2 fiiggvény grafikonja, az x =1 és X = 4, valamintazy =
0 egyenesekkel hatarolt sikidom teriiletét!

Hatarozza meg az f (X) =JX+6+3 fliggvény grafikonja, az X = -5 és x = -2, valamint az
y = 0 egyenesekkel hatarolt sikidom teriiletét!

Hatarozza meg az f (X) =

G fliggvény grafikonja, az x =5 és x = 7, valamintaz y =
X —_

0 egyenesekkel hatarolt sikidom tertiletét!

Hatarozza meg az f(X) =— 8 3 fliggvény grafikonja, az x = -7 és X = -5, valamint az y

= 0 egyenesekkel hatarolt sikidom teriiletét!
2

X
V3+ X
= 0 egyenesekkel hatarolt sikidom teriiletét!

Hatérozza meg az f(x)=Inx fiiggvény grafikonja, az x = e és x = €2, valamintaz y = 0
egyenesekkel hatarolt sikidom teriiletét!

Hatarozza meg az f (X) =

fliggvény grafikonja, az X = -1 és x = 1, valamint az y

Hatdrozza meg az |y| = ||Og5 x| gorbe, az X = 0,2 és X = 5 egyenesekkel hatarolt sikidom
teriiletét!
Hatdrozza meg az |y| —Jx-4 gorbe, az X = 5 és X = 9 egyenesekkel hatarolt sikidom
teriiletét!
Hatarozza meg az f (X) = cos x fiiggvény grafikonja, az X = —% es X = %, valamintaz y

= 0 egyenesekkel hatarolt sikidom teriiletét!
Hatarozza meg az f(x)=tgx fiiggvény grafikonja, az x = % ¢és az y = 0 egyenesekkel

hatarolt sikidom teriiletét!

Hatarozza meg az alabbi fliggvények grafikonjai altal hatarolt teriilet mérészamat:
1. f(x)=9-x% g(x)=0;
2. f(x)=—x*-6x+7; g(x)=0;
3. f(x)=x*-6x; g(x)=0;
4. f(x)=2x*-9x+10; g(x)=0;
5. f(x)=x*+2x; g(x)=x+2;
6. f(x)=x>—4x+4; g(x)=4-x;
2 2
7 f(x):2—x+XZ; g(x)=—"+2x+3;
X2

8 f(x):?; g(x)=—5x* +4;

X2
9. f(x)=x% g(x)zj;h(X)=4,

X2
10. f(x)=x% g(x):?; h(x)=8;



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

11. f(x)=x% g(x)=2x; h(x)=x;

12. f(x)=+/x-2; g(x)=+v4-x; h(x)=0;
13. f(x)=5" g(x)=57; h(x)=25;

14. f(x)= 21_. g(x):lxz,

x* +9
15. f(x)=In(x+2); g(x) =2Inx!
Hatarozza meg a (2;0) és (9;3) pontokon atmend, az abszcissza tengely és az f (X) =/x
fliggvény grafikonja altal bezart teriilet mér0szamat!
Hatarozza meg a (0;4) és (1;2) pontokon atmend, az abszcissza tengely és az f (X) =2x°
fliggvény grafikonja altal bezart teriilet mérdszamat!
Szamitsa ki annak a teriiletnek a nagysagat, melyet az f (X) = x* —4x+5 fliggvény
grafikonja és annak a P(O;5) és M (5;10) pontjaba hiizott érintdi hatarolnak!
Szamitsa ki annak a teriiletnek a nagysagat, melyet az f(x): —x* + 4x -3 fliggvény
grafikonja és annak a P(0;-3) és M (3;0) pontjaba huzott érintéi hatarolnak!
Hatarozza meg az aldbbi paraméteres megadasu fiiggvények grafikonjai altal hatarolt
teriilet mérészamat:
1. x=2(t-sint), y=2(1-cost), te[0;z] y=0;

N

. Xx=3sint, y=3cost, te{o;%};

w

X=4sint, y=2cost, te{o;%}yzo;

4, x=t?, y=t>, t=Lt=3,y=0;

[Sa}

. x=3sin’t, y=3cos’t, te{o;%}y:m

Hatéarozza meg az alabbi polarkoordinatakkal megadott fiiggvények grafikonjai altal
hatarolt teriilet mérdszamat:

1. p=4(1+cose) (kardioid);

2. p=5sin 2¢ (négylevelli rozetta);

3. p =5sin 3p (haromlevelii rozetta);

4. p=5¢, ¢, =2r, ¢, = 4r ; (arkhimédészi spiralis);

5. p= 3(1+ cosgo) ¢s p=3cosg!

Hatarozza meg az X* +10x+ y* + 6y +30 = 0 egyenlettel megadott sikidom teriiletének
mérdszamat!

Hatirozza meg az 9x*+4y”>-36=0 egyenlettel megadott sikidom teriiletének
mérdszamat!

2 . .o r
Hatdrozza meg az (X2 + y2) :4(X2 —~ y2) egyenlettel megadott sikidom teriiletének
mérdszamat!
Hatédrozza meg H; N H, halmaz koordinata sikon &brazolt képének teriiletét, ha

H, :{(x; y)x* —8x+y? +7£0} és H, :{(X; y)x* +y? +8y+7£0}!
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26.

217.

28.
29.

30.

31.

32.

33.

34.

Hatarozza meg az a mely értéke mellett lesz az f(x) = > grafikonjaésazx=a,x =

-a és Yy = 0 egyenletli egyenesekkel hatarolt tertilet 2 egység!
1 .
Hatarozza meg a p értékét ugy, hogy az X = p egyenes az f(X) = — fuggvény grafikonja
X

azx=1,x=2¢és azy =0 egyenletii egyenesekkel hatarolt sikidomot két egyenl? teriiletli
részre ossza!

Milyen aranyban osztja az y* = 2x parabola az x* + y* <8 kérlap teriiletét?
Hatérozza meg az f( ) e 2" fiiggvény grafikonja és az y = 0 egyenessel hatarolt
teriiletet, ha x e [0;+c0)!

Hatarozza meg az f( ) fl'iggvény grafikonja és az y = 0 egyenessel hatarolt

teriiletet, ha X € (= o0;0)!

1
Hatdrozza meg az f(X):—2+2 fiiggvény grafikonja és vizszintes aszimptotojaval
X

hatarolt teriiletet, ha X € (— o0;— 1]'

X . . .
Hatdrozza meg az f(X)z 3 +§ fiiggvény grafikonja és ferde aszimptotdjaval hatarolt
X

teriiletet, ha X & [3;00)
Forgassa az f(x) fliggvény grafikonjat az abszcissza tengely koriil a megadott

intervallumban és szdmitsa ki az igy keletkezd forgastest térfogatat:
1. f(x)=sinx, x[0;z];
2. f(x)==, x[15];

—6x+12 x[0:4];

(x)

(x)=

(x)=|x, x[-2:2];
()

(x)

(x)

© N o ok~ ®
—h = —h =k —h

f(x)=%,[1;e3]!

Forgassa az f(x) és g(X) fiiggvények grafikonjai 4ltal hatarolt sikidomot az abszcissza
tengely koriil és szamitsa ki az igy keletkezd forgastest térfogatat:

1. f(x)—x2 és g(x)=/x;

2. T(x)=x% és g(x)=-x>+2;
3. f(x)=x, g(x)=2-x;

4. f(x)=x%, g(x)=2-x, h(x)=0;
5. f(x)=x*-6x+9; g(x)=9+x;
6. f(x)=2%, g(x)=4",x=1;
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1 3 1
7. f(x):—§x+5; g="=

8. f(x)=tgx, g(x)= ctgx, x:%!

35. Forgassa az f(x) és g(x) fiiggvények grafikonjai altal hatarolt sikidomot az abszcissza és

az ordinata tengely kortl is és szamitsa ki az igy keletkez6 forgastestek térfogatanak
mérdszamat:
1. f(x)=x% g(x)=2-x; x=0;

2. £(x)
3. f(x)=x% és g(x)=+/x;
4. f(x)
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10. Numerikus sorok

Fobb meghatarozasok:

00

A Zan =a, +a,+..+a, +... kifejezést szdmsornak, numerikus sornak mnevezzik, ahol
n=1

a,€R, neN.

an—t a sor n-edik tagjdnak nevezziik.

n
Az S, = Zan =a, +a, +...+ a, 0sszeget részletdsszeg-sorozatanak nevezziik.
k=1

A S=1imS, értéket a sor dsszegének nevezzik.

N—oo

Ha a sor 0sszege véges, akkor a sort konvergensnek, ha végtelen, akkor divergensnek nevezziik.

Mértani sor: z aq"".

n=1

. =1
Harmonikius sor: Z—.
n=1 n

. . 21
Hiperharmonikus sor: Z—a )
n=1 N

Alternald (valtakozo eldjelii) sor: Z(— 1)"a, . Az eljarast gondolatban végtelen sokszor elvégezve,
n=1

mennyi a kapott haromszogek keriilete és tertilete?

Fobb tételek:

. . . ,, .~ _ a
1. Ha |q| >1, a mértani sor divergens, ellenkezd esetben konvergens €s Z:aqn t= o
n=1 —-q

N

A harmonikus sor divergens.

A hiperharmonikus sor konvergens, ha « >1 és divergens ha o <1.
4. A sor konvergenciajanak sziikséges feltétele:

A sor konvergens, ha M\O a,=0.

w

5. A sor konvergenciajanak Couchy kritériuma:
Ve >0,3n,(g) Vp e N, n>n, teljesiil, hogy |a,,, +a,,, +..+a,,,|<&.

n+1 n+1 n+p

6. A sor konvergenciajanak elégséges feltételei:
1. Osszehasonlito kritérium:

Haa Zak és Zbk pozitiv tagu sorok tagjaira bizonyos Ko indext6l kezdve minden
k=1 k=1
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k >k, érvényes az a, <b, egyenl6tlenség, akkor

a) Zak konvergens, ha Zb konvergens, (majorans kritérium);
k=1 k=1

b) Zbk divergens, ha Zak divergens, (minorans kritérium).
k=1 k=1
2. Hanyadoskritérium, vagy D’ Alember —féle kritérium:

a a,.,
Haa Z a, pozitiv taga sor tagjaira létezik a lim =L hatarérték és lim —% <1, akkor
=1 k—o0 ak k—0 a‘k

a, a,.,
a sor konvergens, ha llm L > 1, akkor divergens, II(|m L =1 esetén tovabbi
—>0 ak —>0 a‘k
vizsgélatra van sziikség.
3. Gyokkritérium, vagy Cauchy-féle kritérium:
Ha a Zak pozitiv tagl sor tagjaira létezik a IIm n&/a, hatarérték és IIm kla, <1, akkor a
=1
sor konvergens, halimk/a, >1, akkor divergens, lim¥/a, =1lesetén tovabbi vizsgalatra
k—>0 k—>00

van sziikség.
4. Integralkritérium:
Ha az f(x) fiiggvény monoton fogyd és f(x) >0, ha x € [L;+x), valamint f(k)=a,,

minden k € N -re, akkor a Zak Z f(k) ésaz _[ f (x)dx improprius integral egyszerre
1
konvergens, illetve dlvergens.
5. Leibniz kritérium:

Haa »(~1)""a, sor a tagjainak sorozata fogyo és lima, =0, akkor ez a sor
—>0
konvergens, 6sszege pozitiv és nem nagyobb a sor elsd tagjanal.

6. Az i:(—l)m1 a, sor abszolut konvergens, ha a i|ak| sor is konvergens.
k=t k=t

7. Haa i(—l)”‘l a, sor konvergens, és a i|ak| sor divergens, akkor az i(—l)"'l a, sor
P} P
feltételesen konvergens.

Gyakorlatok

1. Adja meg az alabbi sorok elsd 6t tagjat, ha altalanos tagja:

2 3 1 1,
1)a,=—; 2) a, = ; 3) a, =—; 4) a,
) n ) & 2n +2 ) n’ ) Tl
5) an:in; 6) a, = > = 7) a, = 22n , 8) an:_&!
) n“+4 Sin zn + CcOS 7
2. Irja fel a kovetkezd sorok altaldnos tagjat:
1)i+i+i+..; 2)i+i+i+..; 3) ! + L + 1 +.;
1.2 2-3 3. 1.3 3.5 5.7 511 7-13 9:15
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1 1 1 1 1 1 1 2 3 4
4) —+—+—+..; 5) sH—gt+—+.; 6) + + + +...;
4 16 64 777 2:3 3-4 4.5 5.6
7) cosl+cos2+cos3....; 8) —-1+2-3+4+..; 9)3—%+9—%+27—2—17+...!
Konvergensek-e az alabbi sorok;
5 6 7 2 3 1 1
1) 3+1+—+—+—+...; 2)1l+e+e"+e’+...; 3)1+=+—+..
9 16 25 8 27
2n+1 1)" 4" + 9" )
4) a, = ; 5 a,=(=| ; 6) a, = ; 7)a,=4-(06)"!
)2, =200 )a,=(3] )a,=t 2% na=408)

. Hatarozza meg Ss, ha

a,=7; 2)a,=n; 3 a==; 4) a=n

1
n
5 a,=n*-3n;  6)a,=3" 7)a,=n"" 8 an:(—l)”%!

. Hatarozza meg Si00, ha

1) a,=n; 2)a,=5" 3)a,=5"";4)a, -1
n(n+1)
5) an:\/ﬁ—\/n-i-l; 6) an:%; 7) an N —1
n“+3n+2 2"
. Vizsgélja az alabbi sorok konvergenciéjét a sziikséges feltétel segitségével'
3n+1 < =1
. 3 ;
2 Z:10n+1 2) z11n+11 ) Z n/n Z_l: 3n —1
nvn’ +2 3n+4 2n+1 = 25" +20"
’ ’ ’ 8 —l
°) Z ©) 2(3 —4) 7 Z(5n+4j ) nzzl“ 10"
n. 5"+2"
9 —Ssin—; !
) nzzllﬂ' n 10) nzl“ 10"

. Az 6sszehasonlito kritérium segitségével vizsgélja az alabbi sorok konvergenciéjét'

1 .
)210n+5 )nzl:n 3 ;5"—+1 4)Z\/n +3n

5>ZJF S YA, 8>gn(”n++12)
_ © 1
)22 5n_4 10) nzzl:smF!

= vN4+n =1+n’ 1
. A hanyados kritérium segitségével vizsgalja az alabbi sorok konvergenciéjét:
1)2 n+l )i _ 3)i£' 4)Zzn 1)|
h+2) (n+3)’ v '

1-3-5-...-(2n-1) . 4n+1) 8-15-. 7n+1)
)22242 (2n)2’ )Z; ’ )21: ’
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10.

11.

12.

e 3" _ = _ = (20 c L, T
8) Z2“ (2n+1)’ Z;' 2n)n S (2n+1p” 1) Z;n S on
12)ZZn l

A gyok krlterlum segitségével vizsgalja az alabbi sorok konvergencidjat:

0 n n' © 2n.
DZ‘ 2n+1j ’ )Z(Gn 1) ’ )z(nuj ’

= (502 +6n-3)" = (2n? +9n 7) 2n+1Y) 1 .
ifms) s R o5 F

n=1 n 2n-1

3 3 a3 a Sy @ Ee(E)

n=1

A Cauchy- féle integral kritérium segltsegével Vizsgélja az alabbi sorok konvergenma_] at:

)Z4n +4n+5. )Zn“+9 Z n+3). )Z
93 OX i D 8)2(“2]: 9

n=1 n=1 n= 1+n :1 n +1

10) Zn2”_4!

(n+1) In n+1);

crer

1) Z—; 2) 2—2; 3) z—n; 4) 3 > Z—g+...;

2 3 4
© Inn © n+l l
———+—-..; 6 ; 7 ;8
)9 25 49 )nz;‘ )nzlln+2)! )22n+1
cosn. = - = (-1)"-5"n! "(2n+1p
9 10 , 11
)Z )Z ); z)u )225 -(3n- 1)
Vlzsgalja az alabbi sorok konvergenc1aJ at:
= nl = n? = (nty? = Z n®+3n
1 —; 2 —; 3 —, 5 ;
)23“ )ZZn! )Z_:Zn! ; )§2n+1
smna = (—1)™ Jn? +5 \/n —5
; 9
)annnlnlnn )Z Z::‘ )Z
2, cosha 3n+2 3
10 —_; 11 —; 12 13
) ZJ_J— S )Z[3 =) P

: 14) Zsm n; 15) ano e

" = 2 =.2n
) no “. il
~n+1’ 17) nz_;‘(nﬂj ’ 18) zn" 19) Z‘S”

n=1'1=
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13. Szamitsa ki a kdvetkezd sorok 0sszegét:

o0 1 © ) 7[
)y ——————; ;o 3)) sin® =
)n§9n2—3n—2 2 ;n2—5n+6 )nzzll 4
i © n n+l n-1
HSeosrae; 5 YL 2. gy ST 3T
=1 14 = 15

D32 032w k) o sl
10) i[u(—l)“ 1 1Y) 1 J; 2@/? )

S 2 10 2 k(k+1)

3 : (L _ :
12) Z(\/n+2—2\/n+1+\/ﬁ), 13) Z;(\/ﬁ n+1j’
1 1 _ 1 1 _
14)2_; n+1\/_+n\/F 123+2.3.4+""’ 16) 135 357 "
1 _ J_+1 1 .1
1) Z(\/n+ \/— Vn+2—-+/n+1 ] 18) V2 - 1 2— \/_ 2’

_ (2n+1)n
19)n2=1“|n(1+3], 20)Z| (1o 1)|

n=1
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11. Tobbvaltozos fiiggvények

Halmazok Descartes-szorzata: A, B nemiires halmazok esetén az Ax B = {(a, b)|a eAbe B}
Kétvaltozos valos fiiggvény: egy f:R* >R, (x,y)—> f(X,)

o D, :{(x, y)eR*[FzeR: (x,y):z}

o R, ={Z€ R‘El(x,y)e D, : f(x,y)=z}
Kétvaltozos fiiggvények szemléltetése: f :R> — R fiiggvény egy feliiletet hataroz meg, melyet

metszetekkel és szintvonalakkal lehet szemléltetni
o X-tengellyel parhuzamos metszet: f (X,Y,).(X, Y, )< D;

o y-tengellyel parhuzamos metszet: f (X, Y),(X,, )€ Dy
o c-heztart. szintvonal: ceR;, N_ = {(x y)e D, ‘f (x,y :c)}

Kétvaltozos fiiggvények hatarértéke

+ Kbrnyezet: (ab)eR%2>0, K, (ab):={(x y)R|(x-a)’ +(y~b)" <¢?|az (ab)pont

£ sugaru kornyezete
e torlodasi pont: Ac R?, (a, b) € R? az A halmaz torlodasi pontja, ha V& >0

K, (a,b)NA\{(a,b)} =0,
A= {(a, b) eR’ ‘(a, b)torl. pontja_ A— nak} a torlodasi pontok halmaza
e konvergencia: az (x,, Yy, )R*-beli sorozat konvergens, ha x, és y, valos sorozatok

konvergensek. Legyen limx, =« és limy, = B, ekkor lim(x,,y, )= (a, B)a sorozat

hatarértéke
e atvitelielv: f:R* >R, (a,b)eD’,. Az f fiiggvénynek az (@,b)pontban van hatarértéke

és !II’S f(x,y)=AeRha V(x,,Y,)eD;, (X, Y,)#(ab)megengedett sorozatra, amelyre
(X, Yy ) — (a,b)teljesiil, hogy f(x,,y,)—> A

Kétvaltozos fiiggvények differenciallhatéosaga
e belsé pont: Ac R*halmaznak az (a,b) e Abelsé pontja, ha 3&>0:K_ (a,b)= A
e parcialis derivalhatosag: f :R”* — R (a,b)e D, belsé pontja D, -nek , akkor az f fiiggvény x-

szerint parcidlisan derivalhato az (a,b) pontban , ha az f(x,b) metszet fliggvény derivalhat6 az
f (a+xb)-f(a,b)
X

, X-szerinti parcialis derivalt az

a pontban és ekkor az f', (a,b)= Ii(r)n

(a,b) pontban

f :R* >R (a,b)e D, belsé pontja D, -nek , akkor az f fiiggvény y-szerint parcilisan

derivalhat6 az (a,b) pontban , ha az f(a,y) metszet fv derivalhato az a pontban és ekkor az

f(a,y+b)-f(ab)
y

, X-szerinti parcialis derivalt az (a,b) pontban

f'y(a,b):lign
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e parcialis derivaltak: Ha f :R*> >R, Ac D, parcilisan derivalhato V(X,y)e Apontban,
akkor értelmezhetjiik a parcialis derivalt fiiggvényeket: (x,y)— ' (X,y),

(xy)—> ' (xy)

e magasabb rendii parcialis derivaltak: Ha f :R* >R, Ac D, és V(x,y)e Apontban
léteznek az ', (x, y) es (x, y) fliggvények x és y szerinti parc. derivaltjai, akkor azokat
masodrendii parcialis derivaltaknak hivjuk, és jelolésiik: ", /. (X, Y)

e teljes differencialhatésag: f 1R’ — Raz (a,b)e D, belsé pontjaban differencialhatd, ha
3t (a,b), f',(ab)parcialis derivaltak és
lim f(x,y)-f(ab)-f'(ab)(x-a)-f' (ab)(y-b)
(2 J(x=a) +(y-b)’

derivaltja f'(a,b)=(f" (ab), ' (ab))eR’

, ekkor a fiiggvény (a,b) pontbeli

e gradiens: f:R* — Rdifferencialhaté fiiggvény derivaltjat gradiensnek is nevezik és grad
f(ab)=f'(ab)

o tétel teljes differencialhatésagrol: f :R® — Rfiiggvény esetén, ha(a,b) e D, belsd pontja
és ' (xy)és f' (xy)léteznek K, (a,b)kornyezet minden pontjaban és folytonosak
(a,b)-ben akkor f diferencialhaté (a,b) pontban.

e vegyes parcialis derivaltak megegyezése: f :R®> — R kétszer differencialhaté egy
(a,b) e D belsé pontban, akkor f" (a,b)=f" (a,b)

Széls6érték szamitas
e lokalis max.: f:R>— R (a,b)e D, lok. maxhelye fiiggvénynek, ha 3¢ >0:
f(xy)=<f(ab) V(xy)eK,(b)
e globalis max.: f:R*— R (a,b)e D, glob maxhelye fiiggvénynek, ha f (x,y)< f(a,b)
V(x,y)eD;
o szélsoérték sziikséges feltétele
o T:haaz f:R?— Rfiiggvénynek lok. szélséértéke van az (a,b) € D pontban és f
differencialhato (a,b)-ben , akkor f'(a,b)=(0,0), vagyis a parcialis derivaltak
értéke (a,b) pontban 0, azaz f ', (a, b)=f " (a, b) =0
o D:haaz f:R®— Rfvdifferencialhato az (a,b) pontban és f '(a, b) = (0,0) , akkor

az (a,b) pontot stacionarius pontnak nevezziik
o szélséérték elégséges feltétele: legyen f :R* — Rkétszer differencidlhato (@,b)e Dy belsd

2
pontjaban . Legyen D(a,b) = f",.(a,b) - f"y,(a,b) — (f"xy(a, b)) . Ha (a,b) stac pont
akkor

o D(a,b)>0esetén (a,b) lok szélsdértékhely. f"y(a, b) < 0 esetén lok. max, ha

f"xx(a, b) > 0 esetén lok. min.
o D(a,b)<0nem lok. szélséértek
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o D(a,b)=0tovabbi vizsgilat sziikséges.
Gyakorlatok
frja fel a P, ponthoz tartozé x illetve y valtozé szerinti szintvonalfiiggvényeket!
f(x; y)=2x* + 4xy3 + 8y, Py(1; 2)
2. Képezziik az f (x; y) = 7x® + 8y? + 5x%y* + 8y fliggvény elsé és masodrendii parcialis
derivaltjait!Szamitsa ki f,.'(3; 2) értékét!
3. Szadmolja ki az alabbi parcidlis derivaltakat!
f' (6 y) = fiy (x5 y) =7
8)f (y) = e ™ Iny;
b)f(y) =y - In(x* + y?)!
4. Adja meg az f (x; y) = y?-{x* + 2xy fliggvény elsérendi x véltozd szerinti parcialis
derivaltjat!
5. Hatiarozza meg az alabbi fiiggvény lokalis széls6értékhelyeit (a jellegiikkel egyiitt) valamint
nyeregpontjait (amennyiben léteznek)!
a) f(xy)= y{+ x? + 8xy — 9;
b) f (x; y) = x? — 6y? + 2xy? + 4xy — 6x — 12y + 23;
0)f (xy)= §+§+ Xy;
df (G y)=y3 — 4y? — 4x% + 4xy + 1;
e)f(;y)=xy —2Inx — Iny + 2x + 1;
f) f(x; y) = 2y3 + x%y — 3y? + x%? — 4!
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12. Kettos és tobbes integralok

1. Kett6s integralok alkalmazésa:

- Teriiletszamitas: Ha f(x,y) = 1, akkor a | z 1 dx dy kifejezés eéppen az R tartomany teriiletét
adja.

- Térfogat meghatarozasa: Ha f(x,y) = 0, akkor a fliggvény és az xOy-sik altal hatarolt test
térfogata: [ f(x,y) dx dy.

- Tomeg: Ha f(x,y) egy adott sikbeli tartomany strliségfiiggvénye, akkor a tomeg: m =
J.f(xy) dxdy.

2. Harmas integralok alkalmazasa:

- Térfogat szamitasa: ]| fv 1dV =V , ahol V egy térbeli tartomany.

- Tomeg szamitasa: Ha f (x,y, z) a siiriségfiiggvény, akkorm = [ff f(x,y,2)dV!

3. Koordinata-transzformacio:
Bizonyos esetekben célszerli polar-, henger- vagy gombi koordinatakra attérni, kiilonosen kor- vagy

gombalaku tartomany esetén, mert egyszeriibbé teszik az integral kiszamitasat.

A gyakorlatban a megoldas soran:
- El6szor meg kell hatdrozni az integralasi tartomanyt.
- Ezutén fel kell irni a belsd és kiilso integral hatérait.
- Majd el kell végezni az integralast megfelel6 sorrendben.
Gyakorlatok
1. Szamitsa ki az f(x,y) = x + y fliggvény kettds integraljat az [0,1] X [0,1] tartomanyon!
2. Hatirozza meg az f(x,y) = x? + y? fiiggvény integraljast a 0 < x < 1,0 < y < 2
tartomanyon!
3. Szamitsa ki az f(x,y) = xy integraltazx + y < 1,x > 0,y = 0 tartomanyon!
4. Szémitsa ki az f(x,y) = e**Y fiiggvény integraljat a négyzeten: 0 < x < 1,0 < y < 1!
5. Hatdrozza meg az f(x,y) = sin(x)cos(y) integralt a [0, ] X [0, /2] tartomanyon!
6. Hatarozza meg a f (x,y) = x%y? integraljat az [0,2] X [0,1] tartoméanyon!
7. Szémitsa ki az f(x,y) = y/(1 + x? + y?) integrélt az egységkoron!
8. Hatarozza meg az f(x,y) = x + 2y integraljst a haromszogon, melynek csucsai:
(0,0), (1,0), (1,1)!
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9. Szamitsakia f(x,y) = In(1 + x?> + y?) integralt a kor alak tartomanyon: x2 + y? < 1!
10. Szamitsakia f(x,y) = x> + y3 integralt az [0,1] X [0,1] tartoméanyon!

11. Szamitsakia f(x,y,z) = x + y + z harmas integralt az egységkockan!

12. Hatarozza meg az f(x,y,z) = xyzintegralta0 < x,y,z < 1 tartomanyon!

13. Szamitsa ki a f(x,y,z) = e**Y*Z integralt az egységkockan!

14. Szamitsakia f(x,y,z) = x* + y? + z? integralt akockan: 0 < x,y,z < 2!

15. Szémitsa ki az f(x,y,z) = sin(x)cos(y)exp(z) integralt a kockan: 0 < x,y,z < m!

16. Hatarozza meg a térfogatot az f(x,y) = 4 — x? — y? fiiggvény és az x0y-sik kozott!

17. Szamitsa ki a f(x,y) = cos(xy) integralt a négyzeten: 0 < x,y < 1!

18. Hatdrozza meg a f(x,y) = x%y — y3 integralt a hAromszogon: (0,0), (1,0), (1,1)!
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13. Gorbementi integralok

Gorbementi integral skalarfliggvényre:
Ha f (x,y) egy skalarfliiggvény, és C egy sima, parametrizalhato gorbe, akkor a gérbementi integral

kiszamitasa a kovetkezOképpen torténik:

fc F s,

ahol ds a gorbe ive menti differencidlszakasz. A paraméteres alak x(t),y(t),a <t < b

segitségével ds = \/x'(£)% + y'(t)% dt.

Alkalmazasa:

- Ivhossz kiszamitasa: ha f(x,y) = 1, akkor [ ¢ 1 ds a gorbe hossza.

- Tomeg kiszamitasa, ha a siirliség f (x,y):m = [, f(x,y)ds.

Alkalmazasai:
- Munka: ha egy test mozog egy erdtérben, a munkéat a gérbementi integral adja meg.
- Anyagmennyiség egy csOvezeték mentén.

- Potencialfiiggvények vizsgalata: konzervativ mezok felismerése.

A gyakorlati 1épések:

- A gorbe parametrizalasa (altalaban t intervallumban).

- A derivaltak kiszamitasa (x'(t),y'(t)).

- Az integralasi képlet behelyettesitése.

- Az integral kiszamitasa a megadott hatarok kozott.

Gyakorlatok

1. Szamitsa ki az f(x,y) = x? + y? gorbementi integralt az egységkdr ivén (x = cost,y =
sint,0 < t < m/2)ds szerint!

2. Hatdrozza meg a gorbe hosszat: x = t2,y = t3,0 < t < 1!

3. Szamitsa ki a f(x,y) = x integralt a vonalon, amely a (0,0) ponttél az (1,1) pontig tart
egyenesen!

4. Szamitsa ki az f(x,y) = xy gbrbementi integralt a kdriv mentén: x = cost,y = sint,0 <
t < m!

5. Szémitsa ki a gorbe hosszat: x = cost,y = sint,0 < t < 2m!
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6. Hatarozza meg az f(x,y) = eX*+y’ gorbementi integralt a negyedkdrén: x = cost,y =
sint,0 <t < m/2!

7. Szamitsa ki az f(x,y) = x + y gorbementi integraltazx = t,y = Int,1 < t < e gorbén!
8. Hatarozza meg a gorbe hosszat: x = t,y = 1/t,1 <t < 2!

9. Szamitsa ki az f(x,y) = \/mintegréltagérbén: x=ty=1-¢t0<t < 1!

10. Hatarozza meg az f(x,y) = sin(xy) gorbementi integralt az iven: x = t,y = sint,0 <

t < m!

IA

11. Szamitsa ki az f(x,y) = y? gorbementi integralt a parabolaiv mentén: x = t,y = t2,0
t < 1!

12. Szamitsa ki a gorbe hosszat: x = et,y =Int,1 <t < 2!

13. Hatarozza meg az f(x,y) = x2y gdrbementi integralt: x = t,y = t?,0 < t < 2!

14. Szamitsa ki az f(x,y) = x? + y? gérbementi integralt az (1,0) - (0,1) iven, amely a koriv
mentén halad!

15. Szamitsa ki az f(x,y) = xy + x gorbementi integralt az x = sint,y = cost,0 < t <

/2 gorbén!
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[TociGHMK 3 MaTeMaTHYHOTO aHami3y MIa 1HGOPMATHUKIB NMPU3HAYCHHM IS CTYIEHTIB | Kypcy
3aKkaprnarchKoro yropchbkoro iHCTUTYTy iMeHi @epenna Pakomi crnemiambhHocTi A 4.09 Cepenns
ocsirta (Indopmarunka) geHHOT Ta 3204HOT POPMH HABYAHHS 3 METOIO OpraHi3allii MpaKTHYHOI pOOOTH
3 Kypcy "MareMaTuuHwmii aHami3".

KosxHa Tema mociOHMKa yMOBHO TMOJAUICHA Ha JIBl YaCTHHHU: KOPOTKHH TEOPETHMYHHUMA MaTepian Ta
3aBJaHHS Ul IPAKTUYHUX 3aHATH 3 Kypcy "Marematnyauii aHamiz".

Marepian npu3HaYeHWH [UIsi BUKOPUCTAHHS SIK HABYAIbHO-METOJWYHHUI MOCIOHHK 3 JUCHUTUTIHH
"MaTtemMaTH4YHUH aHawi3 ",
3aTBepHKEHO 10 BUKOPHUCTAHHS Y HABYAJILHOMY ITPOILIeCi
Ha 3acijaHHl Kadenpu MaTeMaTUKH Ta IHPOPMaTUKHI
(mportokoin Ne 10 Bix «23» uepsus 2025 poxy)

PosrisiHyTO Ta pekoMeH0BaHo Paioro i3 3a0e3meueHHs SKOCTi BUIIOT OCBITH
3aKkapnaTchbKoro yropcbkoro iHctutyTy iMeHi @epenna Pakomni 11
(mportoxoin Ne7 Big 26 ceprast 2025 poky)

PexomenoBano 10 BuganHs y enekrponHiit popmi (PDF)
pimennsiM Buenoi paau 3akapnarcbkoro yropcbkoro iHcTUTyTy iMeHi ®epenta Paxomi 11

(mpotokon Ne8 Bin 28 ceprus 2025 poky)

[Tinrorosneno o BuaanHs y enekrponHiit ¢popmi (PDF) kabeaporo matemaTku Ta iHQOpMaTUKH 3
BunaBanunm Bigginom 3akapnaTcbKoro yropcbkoro iHcTuTyTy iMeHi ®epenna Paxomi |1
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