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1. Elemi fiiggvények és grafikonjaik.

Ertelmezési tartomany

Kérdések:

1.

2
3
4.
5
6

8.
9.

Mit neveziink elemi fiiggvénynek?
Hogyan hatarozzuk meg egy fiiggvény értelmezési tartomanyat?
Mi a kiilonbség az értelmezési tartomany és az értékkészlet kozott?

Milyen tipusu elemi fiiggvényeket ismeriink?

. Mi az abszolutérték-fiiggvény értelmezési tartomanya és grafikonjanak jellemz6i?

Milyen hatassal van a fliggvény grafikonjara, ha a figgvényt eltoljuk vizszintesen
vagy fliggdlegesen?

Mi a négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomanya, €és hogyan abrazoljuk a
grafikonjat?

Hogyan hatdrozzuk meg egy tortfliggvény értelmezési tartomanyat?

Milyen Osszefiiggés van a fliggvények szimmetridja és grafikonjuk alakja kozott?

10. Milyen Iépésekbdl all egy fiiggvény grafikonjanak véazlatos megrajzolasa?

Gyakorlatok

|. Hatarozza meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:

2

1. a)y=i' by = v2—x* +/x+1 .

2 +x+5
25sin x
C) y:e x+5 !
— 3 Nx+3
2. 8) y=—2 2, b) y = -2,
3x? -27 Jx-5 3
c) y:ln|3x+4|!
3 2 _
3.a)y=5x x+9; b) y = X 4+ 5 ;
3x-2 Jxi_9 x—4
C) y=sin,| ! !
X+
17 I +1
4. a)y=—7———} b)y=—"—;
)Y 3x% —Tx+4 )y (x+3)x-3)



¢) y = arccos(3x - 6)!

77x° 11

h . ayy=———:
)y 5x*—9x? +4

c) —cosil
TR

9
6. a)y= :
)y 4+ x?-5x-125

C)y= tg(7x+%j !

— 5_x .
9+4x—13x*"

C) y = sec eI
Y 5 2)

7.a)y

C)y= cosec(2x + %) !

3
10. = X
2 (x—7ﬂx2+2i

. 2x+5
C) y = arcsin !

4x -9x+5 3

Ha)y =4

C)y= ctg(?:x — %) !

44x -4 3 .
+ ,
33x-3  [x]+3

12.a)y =

) y=log (x+2)!

|x|+3’

b) y =/3x* 27 +L'

3—x

b)y:3—_;

b) y =

oy

=



5 4

13.a)y =

¢) y = arctg/x |

14.a)y =

15.a)y = :

2
16,a)y:L2x+1;

X +1
C)y= arcsin(x2 + 1)!

7 3

*+9 x*-3°

17.a)y =
C)y= arccz‘gL !
e

18.2) y =

C)y=2"tg5x!

3x2 =75

2 3

21. a)
x +9

cosSx |
C)y= g

+— ,
x=5 3x°-75

15Jx—1+4

T
b)y = ——=—+x—4;
vx—4

2
x° =36 .
b) y =~
x° +6x
Tx
b)y= :
)y 5 .

b) y = 5-x° ]

y |x|—\/§’
5—x?

b)y = ;
)y |x|_\/§



22, a) 8x X ;
12-x |x-12

Xy

c) —zct
Y X g2

23.a)y=— > > .

24. a)

o5 a)y=5x+5 ;

x+1

arct, \/;
)y = e
arcsinx

f— 2 -
=2 3x*+9’

C) y =arccos~4x—3

26.2) y =

27.a)y =

5x% —4x -1 ]

20.a) y=— " -
)y 3x% +10x—13

1
c) y =53 arcsing !

2
x"=3x

b)y = x+2
N2x-=T7 |
V=S
x —64
2-3x
b)y= ;
)y xXVx+5
V9 —4x?

b) y = ——;
N2x? =3x+1

2
x°—64
b) v =
)y x+7
b)y—i+\/x2—5;
-3
x—13
b)y = :
)Y =\
V17—x+J17+x
b) y =

x\/16—x2



4x+%

30.a)y=—-";
3.2
X

C) \Igx*—4!

II. Abréazolja az alabbi fiiggvényeket:

1. a)y:|2x—1|;

2 _5)

by — x(x ;

)y x*-25

4 1 x+3
b)y=- ; Cy=|—=| !
)y=—1". )y (2)

2. a)y=3x"-5x+2; b)y=/x-1-3; C)y =logs|x+2|!

3.a)y=2x|+4;
4. a)|y|:x—2;

5. a)|y|:|x|+2 ;

6. a)y:|3x—2|;
1

7. a)y:E|x|+2;

8. a)|y|+|x|:4;

9. a)y=|3—x|;

10. a)y:10—|x|;

11. a)y:Lj+l;

12.a)y = —|7x—5|;
13.2) y =3-2)x;
14.2)y=—(2+[);

15.a) y =—|x+3;

b)yzs_x ; C)y:2sin(x+£)!
x-3 3
b) y =2x -3; ¢)y=3"" 21
b) y=—vJx+5; c)y=|log, x|-3!
2
6 V4
b)y= ; C)y=2tgl x——|!
)y=o—" )y g(x 4)
b)y=3x"+6x-1; CQ)y=4"-21
2x—-1
b)y = ; C)y=‘lg|x”!
x+2

b)y:2x2—4x—3;C)y:cos(2x+§j!

5

b) y = ;
)y x> +1

)y =

!
b)y=x2—2|x|+1; c)y=-2""1

b)y=3-+x+2; C)y:log2|x—5|!

Sx—-3

o C)y= |ctgx| +2!1

b)y =

b)y=4x’+4x-8; C)y:l—SM!

b) y=—v2x—-4; C)y=2sinx-31



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

a)y=px-3;
a)y=3}x|-1;
a)|y[=x+2;
a)|y|=3-;
a)y =2+x|;
a)y=[x-2/+2;
a)y=5-|x;
a)y=[2x—-4|;
a)|y|+x=5;

a)y =—|x+1|+3;

a)y=3—|x+1|;
a)y =[3—x|+4;
a)y=—|x|+2;
a)y=|x—l|+3;

a)y= |5|x|—7| ;

4x -1
Ax+1'

b)y= C)y:|lnx|—2!

b)y=x*+6x+9; C)y:%|sinx|—2!

)y =px -2]; c)y:@x—zl

b)y=5-+/x; c)y=—llgx|+1!
8 |.

b)y:‘—, €) y =—|cos x{!
x=2

b) y =3-2x—x%; C)y=1-2"71
3x -1

b)y= ; c)y =—log, x|!

)y =3 ) v =—Jlog, o

b)y=3-+/x; C) y = 2 + sin|2x]!

b)y:x2—4|x|+1; C)y:arcsinx+§!

4

b)y:H—2; C)y=arccosx—r!

X

) y = 2+ ¢)y=3"1+21
x+1

b)y=~+x+2-2; C)y:logi|x|!

2

b) y =2 —6x—x?; C)y:|arctgx|!
b) y= ‘4 —xz‘ ; C) y =2arcctgx
b) y = > -3 ; ¢)y =2 431

10



2. Szamsorozatok és fiiggvények hatarértéke

Kérdések:

Mit neveziink szdmsorozatnak?

Mit jelent egy sorozat hatarértéke?

Mi a kiilonbség konvergens és divergens sorozat kozott?

Mit jelent az, hogy egy fiiggvény hatarértéke 1étezik egy adott pontban?
Hogyan jel6ljiik egy sorozat vagy fiiggvény hatarértékét?

Milyen médszerekkel lehet meghatarozni egy sorozat hatarértékét?

Mit jelent a baloldali és jobboldali hatarérték fogalma?

Mi a kiilonbség a sorozatok és a fliggvények hatarértékének meghatarozasa kozott?

© 0 N o g bk~ wDhPE

Milyen tulajdonségai vannak a hatarértékkel rendelkez6 sorozatoknak?

=
o

. Mi az a hatarozatlansagi alak, és hogyan kezeljiik az ilyen eseteket fliggvények

hatarértékének meghatarozasakor?

Gyakorlatok
Hatarozza meg az aladbbi hatarértékeket:
2 3 2
1. a) lim 2X X+ 1 b) lim X2 2
x>0 2 —4x+9x x>—o Tx° =20
— 2 P—
&) lim 22 d) fim ¥ X4
x>0 2x“ =5 x—2 x3 -8
2
&) lim x“+x—-12 ; f) liml co;va :
>3x =2 —/4—x x>0 3x
—3x x+1
o) lim x+4 ; h) lim 2x+1 ;
x>0\ X+ 8 x—o\ 5x+4
)] lim(\/x+2 —\/x—3)!
X—>0
&3 4 2
2. ) lim— % b) lim 22X =7
x>0 4x” —9x+7 xX—>—00 4—x
2 2
C)limx x+9 : d) lim 2x" +11x+15 |

x—>-3 3x2 +5x—12

11

X—>00 3_x5



&) lim \/x+212—\/4—x ’ 1:)h,msanx;
x>-4  x"+2x-8 x>0 tgd4x
—3x x+1
o) lim x+4j : h) lim 2x+1 :
X—>00 x+8 X—>0 5x+4
2 1
1) lim - !
)x—>2(x2 -4 x+2)
5 4.3 7 a2
3. a) fim X 1 b) lim X3
x—oo  Tx—8x x—>-o 3x° =5
2 )
¢) i 2x 33x+7; d)lim6+3x X :
xoo  3x7 +5 x—=3 x° =27
2 — —
&) lim 6+3x X ; f) lim \/x+210 V4 x;
x—>-3 x° =27 >3  2x"—x-21
5x2
— x+2
) tim| 22 ° y tim| 2223
x—o\ 2x+5 x—o\ 3x+1
i)lim(\/x2+1—\/x2—3)!
X—>0
2 .3
4. a) lim 22+ b) lim 2 =%
x>0 2x°—4 xow 2x—4
2 2
¢) lim —2>* =16 . d) lim 25 =>=1.

e
v x — x4+ x—1

V2—x4/x+6 1g3x

2 )
x>13x" —x—2

e) lim ——5————— f) lim ;
=2 x°—x—6 x—>02sinx
1-x 3x
o) lim| 2EX] h) zim| 22221
x—oo\ x—95 x—o\ 2x+9
i) tim {x ~Vx+2)!
X—>00
3_ 3 5.2
5. a) limw: b) lim 12— 2% *3.
x>0 xT —8 xoo  4x—2
_ 42
C) lim —lzlx 8 X d) limX —X TX7 x4 +x+1;
x>-13x" +x-8 x>l x =1
e)lim\/3+§x—\/x+4 ; ) lim sm3x—smx;
=1 3x" —4x+1 x>0 S5x

12



X

4—-x\2 x=2 "
li : h) I X
9 (1) Fotes]

I)lzm( 2 j'
-3\ x-3 x*-9

3 2 _ 3
6. a) lim 2x 3x3+7; b) lim 15—4x+x" .
X—00 9—x xX—>® —Xx
2 2
¢) lim 3x“+5 . d) lim 12J3rx X
x%w9x ~3x*+4 ' x—>=3 x” +27
2 o 4
&) lim 12—;—x X : ) lim arcsindx :
2 427 x>0 sin3x
x+4
9) hm(x 3) ’ h) lim (5x+8j ,
X—>0 X x>0\ X —2
i) lim(\/x2+4—\/2x2—1)!
X—>00
5 PN
x>0 4 —4x + 6x° X=X —4x+4
2
C) lim x=3 . d)lim—3x +32x 1;
xow x? =27 Ll 27x7 -1
3
V4
3x2 +2x-1 I_COS(z_X)
¢) tim 25 21 ) tim ——2_J.
x—>-1 27x” —1 N T j
2 — =X
g)lim(l_xjHZ' h)lim( x j
x>0\ 3—Xx ’ xom\ 2x —3 ’
i) lim| — 3 PR
>2Ax +x-2 x+2
2 4 .5
8. a) lim 3-2x+10x" . b)lzm7 X —x
JHOO7 2x —4x° xomx* —2x+3"
2 2
¢) lim ”sz; d) lim #
x—o 9x° —3x x=>-1x°=2x-3
2 o
&) lim 2x°—9x+4 ; f)liml sznx;
x4 55— x =[x =3 T T—2x
2

13



9) ll,m(5+xj4 ;

x—o\ x —3

i) Zim (V=3 —Yx+1)!

X—>0

9x* —4x% +1 |

9. a)lim

x>0 3x—5x°

Tx? =3x+1
C) lim —————;
x>0 3x> —2x+3

. A2x+1—-~/x+6
e) lim :

x5 2x?—T7x-15

Q) lim(1+ sinx)"";

x—0

. 5 3
) lim| — — !
)xﬁl(x—l xz—J

xt=3x*+5
10.a) lim ————————;
)x—>°07x4 2x% +1

C) ZZmL'
w0 x4 x% —1

V3x+17 =+/2x+122

e) lim 5
x—>=5 x+8x+15

3
9) lin?)(l +2x)x ;

i) lim (Vx+2 —3+x)

X—>0

3 4.2
11.a) fim 222X %2,
x>w T—x"—5x

T-x

C) lim >

x>0+ x—Xx

X +2-42 .
e) lim —————;

0 \x? 411

1 2x-3
[ ;
9) lm(x+4j

X—>00

x+2
h) llm(?,x 2) ;

x>0\ 2x+2

x+2
b) lim (3x 2) ;
x—oo\ 2x+ 2

3x*+2x-1
2

d) lim

xol—x? 4+ x+2
1g2x —sin2x
2 )

f) lim

x—0 X

h) zim(3‘5xj3 :
x>\ 1—4x

3x5_

b) lim 3

x—>w3—x

2
d) Zim 3x“—11x+6
¥—3 2x% —5x—3

2
f)liml cos x;

x—0 xtgx

Sx
h) llm( 2x j ;
x—oo\ 4x—5

3
b) lim 3+22x+x .

X w3x —x+4’

38_

d) lim —

x>2 X2 +X—6"

f) llm(L - Lj :
-0\ tgx  sinx

x+3
h) lim(sx_3j :
x—o\ X +4

14




)] lim[%—%}
x>0\ X Xx

3 5 .3
12. a) llmzi' b) lim w;
x>0 2x” —5x+1 x>=o 3x" =5

C) thxS—x; d) lim x3—x2;
x—o 3x7 =9 x=>-1 x7+1

. NT=x—=~NT+x _sin?3x—isn’x |
e) lim ; f) lim —————;
x—0 ﬁx x—0 X
x+1 2x
0) lim 2x+5 ; h)hm(3—xj ;
x—o\ 2x—3 x—o\ 5—3x
i) tim (Vx —x—2)!
X—>00
2 4_
13. a) lim M b) lim w;
x—03x —9x> +1° xo—0  x°—4x
2_

c) lim 93 i : d) zlm—16
x—o x” —§ x4 x% +x =20
)l V3x+1-+1-x ) lim sin7x

>0 \J1+x—/1-x xa051g2x
x2
r x+3
g)lim(4_x]2 ; h) lim 2x =7 ;
x>0\ 2—X x>0\ 10x+5
5 1
1) lim - !
)x—>5[x 5 x2—25j
7 2.5 6 4, .2
14. a) fim X~ 2. b) tim 2
x—>wo 4—x—14x X—>00 x°—4
2 2 -

¢) lim 3x3 27 d) lim 4x2+11x 3’

x—>w X —|—64 x=>-3 x“+2x-3

) lim N2x+1-3 f) liml—cos5x_
x»41/x_2_\/5’ x—0 2x2 ’

2x

_— x+1
Q) lim (1+5x]3 ; h) lim 6x—1 :
x>0\ 5x—3 x>0\ Sx+2

i) 2im 3/ > —1)!

X—>00
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15.a) lim

x>0 3x° —4

. 9—x
¢) lim — ;
x—owo x“ +4x -5

VS+x-2

Ox —4x> + x° .

3 2
_4x* 2
b) fim 7 2.
x> x°=2x+1

. NS+x -2
d) lim ——;
x=34/8—x -3

cos2x—cosdx

e) lim ———; lim ;
)x»—lw/S—x—?) f)x—>0 2x?
Q) lim (1 + 1gx ), h) lim X 2";
x>0 x—o\ 4—3x
. 5 4
1) lim| —— — !
)Hl(x—l xz—lj
9 —x* x'? =3x’ +9
16. a) lim ——————; b) lim —————
)xﬁoo 5)62 —)C4 +7 )x—>oo 3X5 _x6
3— 2 8x° — 64
c) lim ———; d) lim———;
)xl—’>1;lo7—5x10 )xlﬁng3x6—6x5
3_
) lim 2 ~04 . 1) 1im 2C182%
x-33x" —6x x>0 1g5x
3x-2 5x
o) lim| 221} hy lim| 2222
x>\ 2x+5 x> x+8
) lim(\/x—2—\/;)!
X—>00
3 2 .5
17. a) ]imm; b) Zim?—x;
x>0 T —2x—-3x x>0 4x" +x -9
2 3
x“=3x+1 X +x-2
C) lim ———; d)lim—————;
)xaw5x3+x2—9 )x»1x3—x2—x+l
Nx—=3-2 —si
) lim — : f) lim 125012
7 x+2 10+ o T —Ax
4
2x x=2
)] llm( j ; h) lim(zx 9} ;
x—o\ 4 —x x—oo\ 5x +
i) lim( 3 _ 4x2)!
A x—2 4-x
2 5.3
18. a) fim >— % 0% b) 1im 22,
x—o  Tx =4 x>-o  2x° 49
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x—4 CoxT+17x-2

c) lim d) lim
)x—m X +5x )x—>72 x% +2x
\/5x+ -4 . cosdx—cos® 4x
e) lim ) lim 5 ;
=3 x> +2x 15" x—=0 3x
3x
q) lim (2tgx l)tg()“r ), h) lim(7x_3j )
xaf x>\ 5—x
4
1) lim(\/x2+3—\/;)!
X—>0
3 5
19, a) fim 2X X b) lim X~
x>0 T—x x—o 5x7 —3x
3_
¢) lim —2— . d) tim— > % .
x—)oo4x +x-2 x22x% —9x+10
C 2-Vx*+4 , 1 1)
e) lim————; f) lim| ———-———|;
x>0 5x -0\ sin2x tg2x
X x+1
9) h,m(2x—3j2; h) lim Z_XJ X
xow\ 2x+5 x—owo\ 3—4x
i) lim (i— 3 )!
x—>-N x+1 x —1
2 3
20. a) lim 12X 72+ b) lim 12X~
xow Q—x x—0 x° —9x+1
_ 2
¢) lim 4x2 2 d) lim 3x°+5x— 42’
x>05x2 =9 x>l x2—5x+6
2 .
&) lim x°+9-3 ; ) lim 1g3x im3x;
x—0 x2 +4-2 x—0 2x
3x 2x+1
5—x S5x
lim| —— ; h) lim X
g)xaw(9—xj )x%w(3x—lJ
i)Iim(3\/x+4—i/;)!
S S_¥3-
21 a)lzm;z; b) lim > x42;
x—o 5x —3x% —x x>0 34X
2 2
¢) lim 5x 3er+2 ; d lim X : X 30;
xoo  xT —4 x>=5 x” +125
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\/2X+7—5_ ) COSZX—COSZZX_
B f) lim

e) lim

x—9 3—\/; ' x—0 X2 !
' crex - [ x+2)\4.
Q) lim(cosx )" ; hY Zim ’
x—0 roeol 3x—1
I)lzm( x 3 )l
x5\ x—15 x -25
2, .5 ,
22. a) lim X Y73 by lim 39
= 9" —x+4 x>0 x+3
2 —
c) ZZML : d) limw-
x—0 3 — x+x T P 64
€) lim > ; ) 1im 978X .
=06 —x =6 +x x>0 sin3x
B 2x
x>\ 2x—1 A
)] lim(x(\/_—\/x2+5))!
X—>0
Ox* —3x+x° 7 e
O T ) lim—
S 27x° -1
C) lim 3x3 9 : d) lm X
x—)oos_x +7 xg)i 9x _1
3
e) lim ———— 2-3x f)[imﬂ-
x—’4\/3x+ -4 x—0  xarctgx
1 _ x—1
g) lim (2 +tgx)xsis ; h) lim 3 5) ;
74 x—oo\ 6x+1
i)lim(i— 3 )!
3 -
24. a) limzx—?’x:—5 : b) [imu;
X—© 7 —4x e T—x
) lim 272 d) fim S +5E=10
o xt 9 2327 11410
&) lim Y27 ) lim 551X
x—)1q1x+3—2 ' X*)Ol COS6X
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25.

S5x
9) lim(2_3xj ;

x>\ 4—3x

i) lim(\/x2 -1 —x\/x2 +2)!

X—>0

C18x —x+1
a) lim —————
x>0  3—5x
x2—3x+7_
x>0 Tx? +4

) lim(% — sz !
x>0\ X x
2 —_—
26. a) fim X —OX+1,

xom 2x2 —3x—1"

) 7T—x
C) lim — :
x>0 x" +5x -6

e)li :
)xl—>2 4—x?
3x
5x-2)2
lim :
g)x—m(5x+3j
i)lim(\/S —\/x+5)!
X—>0
3_

27. a) lim 22X =843
x> 4-3x
x—2
c) lim ;
)x—>00x3+3

o 4=N20+x

>4 64+ x’

9) Iirrg(Z - cosx)% :

d) lim

->2 x"-4

cosdx—cos2x

i
g xl—% 5x?

7x
h) lim( 2_xj :
x>0\ 3—5x

3—x°
b) lim X
) F—

x—>—wo x° —

+2x2
d) fim—2 T2 ;
)»HO 45 —5x° +x

x* sinx )

lim :
" x>0 tg3x

h) lim(gx_1j3;
2

x—o\ 3x —

x—0 3x
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X—>0 x —x"+1 X—>0 x+5
3
0) lim 5- xz d) lim M
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&) lim \/8+x 3. : ) lim S5sin2x :
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3. A fiiggvények folytonossaga

Kérdések:

Mit jelent az, hogy egy fiiggvény folytonos egy adott pontban?

Milyen feltételek sziikségesek egy fiiggvény folytonossagédhoz egy pontban?

Hogyan definialjuk a bal- és jobboldali hatarértéket?

Mikor mondjuk, hogy egy fiiggvény megszakitas nélkiil folytonos egy intervallumon?

Milyen tipusu szakadasi helyeket ismeriink?

2 A

Mi a kiilénbség az eltavolithato(megsziintethetd) és az ugrasszerii(nem megsziintethetd)
szakadasi hely kozott?

7. Milyen szerepe van a hatarértéknek a folytonossag vizsgalataban?

8. Milyen példdkon keresztiil lehet j61 szemléltetni a folytonossag fogalmat?

9. Hogyan lehet ellendrizni, hogy egy darabokban definialt fiiggvény folytonos-e?

10. Milyen gyakorlati jelentésége van a fiiggvények folytonossaganak az analizisben?

Gyakorlatok

1. Allapitsa meg, folytonosak-e az alabbi fliiggvények és készitsen vazlatos abrat!

x+3, x<0, x—1, x<0,

1.1 f(x)=11, 0<x<2, 12 f(x)=<sinx, 0<x<z,
=2, x>2. 3,  x=m
1-x, x<-1, 1, x<0,

13. fx)=1x*+1, —-1<x<2, 14 f(x)=42", 0<x<2
2x, x>12. x+3, x>2.
2—X, X<-2, 3X+4, x<-1,

15. f(x)=4x°, —2<x<1, 16.f(x)={x*-2, -1<x<2,
2, x>1. X, X> 2.
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17. f(x)=

1.9. f(x)=

1.11. f(x)=

1.13. f(x)=

1.15. f(x)=

1.17. f(x)=

1.19. f(x)=

1.21. f(x)=

1.23. f(x)=

1.25. f(x)=

X, x<1,
x—2f, 1<x<3,

6—x, x> 3.

X3, x<-1,

Xx—1-1<x<3,

5-x, x>3.

X+2, X<0,
-x*+3,0<x<1,

3x-1, x=>1.

-2, X <0,
cosx, 0<x<r

1-x, x>

-2x x<0,
, 0<x<2,

x+3, x>2.

Xx+1, x<0,

4—x, X>2.

- X, x<0,
(x-1,0<x<2,
X—3, X=>2.

2x{.x£0,
-x, 0<x<2,

x+1, x>2.

x—3, x<0,
x2—103x£xl

x+3, x>2.

X, x<0,
2x%, 0<x<l,

3+x, x>1.

x—1,

x<l1,

18. f(x)=4x*+2, 1<x<2,

1.10. f(x)=

1.12. f(x)=

1.14. f(x)=

—2x,

x> 2.

X, X< =2,
1-x,-2<x<1],

x*—1,x>1

0, X<=-2,
x?—4,-2<x<3,
2X, x> 3.

3, x< -1,
1-2x, —1<x<],
Inx, x>1.
x+4, x<-1,

1.16. f(x)={x* +2, —1<x <],

1.20. f(x)

1.22. f(x)=

1.24. f(x)=

1.26. f(x)=12x,

22

dx, x>1.

X—2, X<-1,

(x+1f,0<x<2, 1.18. f(x)=4x*-4,-1<x <0,
5-x, x>0.

~3(x+1),x < -1,
(x+1)°,—1<x <0,
2X, x> 0.

2x,

x2+1, 1<x<3,

x <1,

x+2, x>2.

1-x, x<0,
0, 0<x<3,
Xx—3, X>3.

sinx, x <0,
0<x<3,

0, x> 3.



T
CoSX, X< =,
2 Xx—2, x<0,

1.27. f(x) =40, %<X<7r, 1.28. f(x)={x*, 0<x<2,

5 <> 7 4(x-1), x>2.

x+1, x<0, x*+1, x<0,
1.29. f(x)=4x* -1, 0<x<2, 1.30.f(x)=41-x% 0<x<2,

-x, x2=2. 2x, x> 2.

2. Allapitsa meg, folytonosak-e az alabbi fiiggvények a megadott pontokban!
21 f(x)=82-1; x,=2, x, =3.

2.2. f(x)=

23. f(x)=5"3+1; x,=2, x,=3.

2.4, f(x):f—x; x =1 x,=2
x“ =1
Tx
2.5. f(x)=2—,' X =2, x,=-2,x=3.
x =4

26. f(x)=2%2+1; x,=-2, x, =—1.

5

27. f(x)=4"2+2; x,=2, x, =3.

3
28. f(x)=3*"1-2; x,=-1, x, =0.

29. f(x)=5""-1; x,=—1, x, =0.

-3

2.10. f(x)= ;2; X =-2, x,=3.

211, f(x)= 2 v =2 x, =3
x—2

212, f(x)=2"3; x =5, x, =1
x+5 ! :

2.18. f(x)=3"" ; x =1 x,=2.
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2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

flx)=5%* ; x,=2, x,=0.

f(x):x+z; x =1 x,=3.
x_

-5
f(x):%; X =-3, x, =—1.

f(x)=32‘x; x =2, x,=3.
f(x)=95%; x, =5, x,=6.

fx)=2%5; x,=5, x, =6.

-3
f(x):;6+4f X =-5 x,=-4
f(x): x+§’ x =3 x,=2.
x—
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4. A derivaltfiiggvény

Kérdések:

Mit neveziink egy fiiggvény derivaltjanak?

Hogyan értelmezziik a derivalt geometriai szempontbol?

Mi a kapcsolat a derivalt és az érintd meredeksége kozott?

Hogyan szamitjuk ki egy fliggvény elsé derivaltjat?

Milyen szabalyokat ismersz a derivalas soran (pl. 6sszeg, szorzat, hanyados, lancszabaly)?
Mit jelent az, hogy egy fiiggvény differencialhato?

Milyen 0sszefiiggés van a folytonossag és a differencidlhatosag kozott?

Hogyan hatarozhat6 meg egy fliggvény derivaltja a hatarérték definici6 segitségével?

© © N o O bk~ w0 DN E

Milyen tipusu fiiggvényeknél nem létezik derivalt valamely pontban?

=
o

. Hogyan alkalmazhat6 a derivalt a mozgas leirasaban (pl. sebesség, gyorsulés)?

Gyakorlatok

Derivalja az alabbi fiiggvényeket:

1.
a) y= 3\/_+——4x +X£ b) y:3\/3x4+3x—2+(%)2;
X_
C) y =cos®3x-sin4x°; d) y=4(x—2) -In(x* - x+2)
e) y ( ) Sh 3X f) y= earCCOS X;
VX+5
7arctg(2x+1) . : \/X—5 2).
_ farctg(ex +1) = X220, (x—2x2);
R )y = alog(x-2x’)
o 4
k) y = (thdx """  y- sty
(x+2)
_6t?
m) siny = xy? +5; n) x=6t"—4,
y=3t"1
2.

a)y—— +5\/— 2x%;  b) y=4(x-5f

25
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¢) y=sin?2x-tg(5x + 2)’; d) y =2 arctg?5x;

| 2
e) y=ch®(2x+5)-4/3x-1; ) y=%;
51g(3x* 1) 3x+1
9D Y= af ) Y =3/5, -y 194+ 7)
5 3
) y = (cos(x+ )™ jy=rIx-2),
(x+7)
) X 4y = Bx: X =arcsint,
XY= y=Int!
3.
2 1 2 7 2
a) y=56x"-—-——+=; b) y=—< -3/(x-3);
g X Jx X (2x2—3x+1)2 (x=3)
c) y =ctg*7x-arcsin8x’; d) y=2*.arcctg*x;
e) y =th®2x-In*2x; f) y=L'
’ X2 -3x+2°
Sarctg2x . xX—2 .
= : h) y=1 .cos(3x —5);
9y (2x -1y VY={7a2 cos(3x-5)
: : —4FJx-5
1) y=(sh ﬁ; =—(X ;
) y ( X) J) y (3X+1)6
x =In’t,
K) VX +Jy =7; 1)
y=t+Int!
4,
3 7 8 4. 8 5 2
a) y=3\/;+—2——+9x ; b) y=——+37-2X—-X";
X* X (x—4)
C) y=tg7x®-arccos? 3x; d) y =In(2x -5)-ctg3x?;
2
e) y=cth*(7x-1)-(x-2)"; ) V=M;
4e™*
In(7x +5) 5x +1
== h) y =8| In(3x - 4);
9D Y= 07 )y =35, nBx-4)
: c0s /X : 3/2x +1(x - 5Y
i)y =(In(x+2)f*"; j) y= Y25y
(2x+3)
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a) y=12—5+‘{/F—5x6;
x> X

¢) y =arcctg*(7x —3)-sin 2x*;

3

e) y=e .chx’;

_ 2log,(3x-1),
9) e

)cthx .

i) y=(log, 3x

k) cosy = x’y + 6;

a) y=5x3—%+6\/_—1;
X X
c) y =sin®3x-cos®4x?;

e) y=(4x—-2)-sh®2x?;

_arcsin(x+1).
9) A

vy=(3]

k) ctg®(x+y)=

a) y= 2\/_ t{/_+—

c) y =tg~/x - arcsin5x;

b) y= \/3 x

d) y=e?

3x

(3+5x)’ ;

2—X
h) y= -Ccos(3x—5);
) y=5/2—% -cosfax-5)

(x —3x+2)3

.cos* X;

f)y=

Dy= ;
i/(3x 1)
=3t
N {x—e ,
y_e8t|
6.
9 2
by y=———-3/(x+5);
)y 7 —x+2x° (x+5)

d) y=3(x-1)-log, 2x;

_(Bx=2).
f) y= Se4x
h) y—7‘/ -arctgvx+1
X+ 9
) y= Vax-2 .
VY= axv1f(x—2F
p <=V,
y=~t-1!

7.

b) y_w/(7 2X — X )3——

-3
d) y =+/e*2 -arcsin Vx;
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e) y=1g°(x+3)-cth®2x; ly=———i
e
3log,(2x +4) . 4x -3 _
_ 2100s1eX +2). hy y=¢ In(5x ~1);
D Y= o7 )y =37 5 6Bx-1)
resinv/x 8/
i)y:(i/?)a ; jy= XS
(7x—2)°(x—4)
_1
t+1°
K) x’y? +x =5y; ) i 5
i
t+1
8.
1 9 2 2 2
8+ t+o—2: by y=3@-xf-—r"
» y=tx T xR ) y=3e-x) 4x* —x+5
) y =cos’7x-arcsin 2x°; d) y=e?.arctg®4x;
] _ A 5 I 22 ; _ esinx :
)y e ny=
3arcsiny/x X=-9 .
9) yzw; h)y y=2¢ o -sin(2x —5);
9 4
) y = (In2x)">; j) y= B
7\/(3x 1)°
 Eein3
K) x* +x°y? +y =4; ) X =Ssint,
y =3cos’t!
9.
a) y:4ﬁ+¥—§+4x5; b) y:7w/(2—x)3+#;
X X (3—x+x2)Z
) y=arctg*(2x+1)-cos4x®; d) y=In(x+4)-arcctg?3x;
e) y =arcsin®7x-sh®x; f) yzce%ix;
)y_y—w' h) y= ﬂ-Io (3x2—4)'
J (x+2) Y =\aix %% ’
1 6 5
) y = (chdx)i; jy= ed)

(x=5F(x+3} "
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y

K) y?=x+InZ;
X

1

X3’

2) y=12i/?—%+4x—

c) y =arccos8x’ - sin®3x;

e) y =arctg/x - ch®3x;
_In(7x-3).
g) y_ (X—|—1)5 )

i) y=(lg(@x+1)*;

K) xy* —y* =4x-5;

C) y =arccos+/x+5-sin’2x;
e) y =th*(x+2)-cos(2x + 3)°;

_ 4log,(2x+3).

(x—1F

i) y = (cth2x)™*;

9)y

K) Xy —6=cosy;

1 3
a) y=4Yx* - ——=+2x°-=;
)Y JX e

¢) y =arcctg®2x - cos(3x +1);

Int
X=—

1) t
y=t’Int!
10.
b) y=(5 ! )5+“\/2—3x+4x2;
—X

d) y=5¢ -sin(5x2 —3);

esth

f)y= ;

x* -4

5x-9
h =3
)Y 5x+9

-sin(4 - x);

(4x 1) (3x +1) .
dx+7)
X =arccost,

1) {

y=+1-t>!

11.

Dy=

)y =il

3X° — X +5) )
d) y =7(5-x)log, 4x;

VX2 —5x+1

f) Y=o

e
7x-1
h :1/ -In3x° -1);
)y 47x+1 n(x )
VYsx+1
(x=3p(x+2)"’
X =sin 2t,
I){ )
y=cost!
12

b y=m-—(7xfxzf:

d) y=arctg*7x- In(3x2 - 4x);

Dy=
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e) y = cth®(3x—1)-tg(2x)’;

_ 3lg(4x+7).
9) y= —(Zx_l)z ;

) y:(lnijX ;
X

k) 3y =7+ xy?;

8 2
a) y=2x"-x* +—=-—=;
)Y N X

f)y= COS5X
ethx !

h) y:5‘/§t§ -cos(2x2—5);

_(2x+1P(3x-2f .

Ny ,
x4y
3t
) {x—e ,
y=e1
13.
b) y= J V3x* —4x+5;

(6-xf

c) y=+arcsinx -tg*(2x+3); d) y =79 cos?3x;

e) y=e™.In(7x% +5x—1);

_ 2In3x?-4).
9) y= (X—5)3 ,

i) y = (log,(2x +1))*;

k) tgy =4y —5x;

a) y:7(/F—4x3+z—%;
X X

C) y=tg?(9x+1)-sin7x%;
e) y — 5thx A ecthx;

_ 6arccos(x - 3).
9) A P I

th2x .

i) y=(tgx)"";

0y 02

Dy=

3x? !

e

h) y:g/X_l -arcsinyx;
X+1

(9x +4)*(3x -1)° |

Yx=7y

) {x =3(t—sint),

y =3(L—cost)!
14.

b) y=ﬁ+3\/x2—x+1;
— X

d) y=In®sinx-cos’ x;

thx
€

f) y:m;

h) y=;/2x_§ .arctgvx+1;
X+

Vax+7
(x—6)°(x+3)"

Dy=
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Q9 y=Tx—ct I x =3(sint —tcost),
=(X—C y .
¢ W y =3(cost +tsint)!
15.
a) y———4\/_+12x Ay y=Jaxf o —

(x—x 1)2

) y=ctg®2x-arcsin*3x®;  d) y=1g*(2x +3)-sin5x?;

—2X

VAX+3

9) y=%%)f); h) y—%/;i In(2x -3);

e) y =log, shx-arcsinv/x; f)y=

X = arctgx,
y=|n(1+t2)!
16.

a) y=2‘{/¥+l2—§+3x2; b) y=4/(x-7)
X X (4 X — x)3
c) y=arctgyx+2-tg*7x*; d) y=arcsinVx+2-e*;

k) sin2(3x+ y2)= 5

sin? x

e
e) y = arccos5x-ch?3x; f)y= ;
V2x? -3
arcsin/x—2 7+ X
= ~__ . h) y=¢ -log,(x—-2);
9D Y="" g ) y =37 log,(x-2)

)y = (sh2x)*"*; j y- e

(-2 @

9 e X =arcsint,
e’ =4x -1y,
y=+1-t*!
17.
4 3 11 2
=2 - +7xX°——; b)) y=——"—--3/(x-8);
) y=20x X° Jx )Y 3x* —2x-9 (x-8)

c) y=cos(2x+5)-/tg3x?;  d) y=3"tg’2x;
31



e) y=4(3x-1fcth’x;

_ 3log,(x*-3).

9 y= -1

)sh 3X .

i) y=(arctg2x

K) y>+x*=siny;

a) y:9%+%—7x3+§;

X

c) y =ctg5x* - sin®3x;
e) y=(7-x)-sh®2x;

sin(5x +1)

9) y= (x—ay

i) y=(ch2x)™;

K) siny =7x+3y;

+£—3x +1

a) y= U <
c) y = arcsinv/x - ctg®2x;

e) y=7""In2x;

3log,(x+3) ,
tg3x

i) y = (cth/x """,

9) y=

: :(x—1)2(3x+2)5_
0y P

| {x =5cost,

y=4sint!
18.

b) y:3\/(9+x—x2)2 __S

(x+5)

d) y=2""*.arcsin?/x;
Ux+3 .

e—3x ’

f)y=

A(x+4)

x—3F(x+1) "

X =5c0s’t,
) x= )
y =3sin’t!

Ny=

19.

b) y= Q/ix —3x+2i 5
(x+

d) y =5 arctg’x;

zetg3x
y=s——=;
)Y (3x-1)

X+3
h) y=4‘/x_3 -log,(2x +9);

(7Tx -1 (x+9) .

Y1)

Dy=
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K) y=e’+4x;

a) y:7§/¥+ﬂ—%+8x2;
X X

C) Yy =+/tg7x® -cos 2x>;

e) y =arctg/x - th®(x +1);

tg(2x -5) .

Y= 1n@x-1)’

|) y — (ShSX)arctgzx;

K) Iny=X—7;
X

a) y:W—6x2+%—g;
X X
) y=tg®(3x—1)-ctg7x?;

e) y =arctg®3x-sh(2x +3);

_2(x=3)
9 y= In?2x '
i) y=(g7x)";

k) tgy = 3x +5y;

a) y=2—84\/?+§—9x;
X X

c) y =sin*5x-arcsin v/8x;

X = e' cost,
) {

y=¢e'sint!
20.
7 3
b) y=———~-3Y4-X%);
)y (xz—x+1)3 (4=x)

d) y = sin®(3x? —1)- cos3x’;

CIn*(2x+1).
Dy= X +x+3"’
5x -1 2
h) y=‘/5X+l-Ig(4x —3),
o 8(x-1y
DY G 23
x=t*,
) {yzlntl
21.
D) y=Y(x=3f + ——

(x—3x2)7 ’
d) y =log,(5x +1)-sin*3x°;

4x2

e
f)y= ;
)Y In? x

h) y=6‘/2_x -arccos(2x —1);
+ X

(x+1°(x-1)" .
Y(x-3f

| X =4t + 2t°,
y =5t° -3t

Dy=

22.

b) y=%2x*-x+5+

3 .
(2-x)"

d) y=cos*(4x—2)-e*;
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e) y=(4x—-3)sh(4x-1);

_ 7In!x2—1)_
sin®(x+1)’

9)y

) y= (ﬁ)ﬁmmsx;

k) xy = ctgy;

a) y:4\/;—15+ﬂ—8x9;
X* X

c) y=(7x—4) arcsin/x;

e) y=e"ch’x;

_ tg(3x+1) |

9 y= 41n*(x—3)’

shx

i) y=(arctg3x)™;

K) y* —x=cosy;

a) y:7ﬁ+%—z+9x3;
'S

c) y = arctg®8x-cos2x*;

e) y — thhsx ShZX;

9)y= (X—5)5 ;

H y_\/7—x—2x2 _
e Ta

€

X+2 .
h) y=7,/x_2~tg(5x2—3),

D= Ulx+5)

3x—2)(x+3)’ ;

gt
) t’
y=tint!

23.

(%)6—7\/x2—3x+4;
X_

d) y =cos®(5x —7)-1g3x?;

b) y=

etg3x

f) YZW;

9—x .
h) y:8/9er -In(3x5—4),

(x=3)'(x+9) :

Dy=

3J(x-5)
a2t
=,
) 1+2t
y_ t 2!
1+t
24,
1 2
b) y=— = —3(x—2}:
g (3-x—2x*] (=2
d) y=57% sin?3x’;
echx )
DY= s

h) y= 91/§§+; -cos(3x2 —4);
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1)
) y:(th—} ;
X

K) 3x+siny =5y;

+——3x
X

a) y=123/x% -
¢) y =-/arccos3x - sin® 2x;
e) y =arcsinv/x - sh*v/x;

5In(7x+2) .

9) y:m,

i) y=(In(7x+4))*;

k) y* =25x —4;

a) y:15i/;+7x3—%+ﬂ;
X X

¢) y=arcsin*5x-tg(3x + 4);

e) y = arccos® X - ch®x;

4cos’(x—3).

DY =" ix=3)

i) y=(Ig(8x+3)™;

k) arcctgy = 4x+5y;

b) y= \/7 x

d) y=arctg®x -cos(l+ x);

N —11x)5

—ctg2x

e
Ny= cos® 2x
5x+3
) Y=o log, (7
i y=(x—8)1°(x+3)7_
3\/(x+1)2 ’
x=e"
T
y=e
26.
b) y=v2x*—4x+5 ( )
—X
d) y =log, 3x° - sin®4x;
NTx-1
Y=
,/ arcsin3x;
) y- Yx+77
VY= ox+3f(x—1f
x =t
) { ]
y=3t!

27.
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5 .
—a+ = -2,

VY= e
C) y =./arctgx -sin® 2x°;

e) y= arcctg£~th2x;
X

0 y= In®2x
(x=2]"
i) y=(cos5x)™;

k) y =log, x+2y;

c) y = Jarctgx -sin® 2x?;

e) y =cth®3x-arcsin® 2x;

9arcsinyx
9 y=""""7;
In/x

i) y=(Vax+2f "

2 2

K) Xg+y?:siny;

12 2 7
a) y:_g__+7_§/;;

X X

¢) y =sind/x -arctg2x’;

e) y=2(7-x)ch?(2x+1);

4 3
b) y=— o —8/(x—2F";
g (3x2 - x +3f x=2)
d) y=3(1-x)"In*2x;
e5X .
f) y_3(5—x_2’
h) y=¢4 2x+3 -arccos(2x —1);
2X-3
oS
(x -4y
N X =6c0s’t,
y=2sin’t!

28.

b) y:%+\/9—x—2x2;
(3x—4)

d) y=12x2arcsin®v/x;

fy= V5x? —3x+1

x2+3

e

4x -1
h) y=s5 -tg(4x —-1);
)y ,/4x+1 g(4x-1)

N (LS
DY = a7y

b)y:4\/(x2—x+1 _ 1

(2x-3) ;

sin 3x

d) y=e""*cos®3x;

—sinx

" y:(x+4)2;
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Iog5(2x3 -1)

9) y= (x_2F

K) y°=8xy+7;

3

a) y:15x2—§+i+3x6;
X X

c) y =ctg®(2x +3)-arcsinv/x;

e) y=e"*chy/x +1;

)y = 4In5x
VY= sy

i) y = (cthsx)"**;

2 2

Xy
K) —+Z—=cosy;
) g7 y

2
;

i) y=(log,(3x+5))x

) {x = (2t +5)sint,

y =4t?1
30.
4 2
b) y=——y ot —3(x—2F;
)Y 7X* —2Xx+5 (x-2)

d) y=In*(2x+1)-cos(2x +1)’;

f)y=Cth35X;

(S

3X+4 .
h) y—?,/3x_ ; 100.(5x-2)
: Y(x-5)"
DY = -1
) X = 3c0s°t,

y=2sin’t!
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5. Derivalt alkalmazasa

Kérdések:

Hogyan hasznalhat6 a derivalt a fliggvény monotonitdsanak vizsgalatara?

Mit jelent az, hogy egy fiiggvény lokalis minimum- vagy maximumhelye van?

Hogyan talaljuk meg egy fiiggvény szélsdértékeit a derivalt segitségével?

Mi a kapcsolat a masodik derivalt és a fliggvény gorbiilete kozott?

Hogyan hatarozhatjuk meg a konvexitast és konkavitast a masodik derivalt segitségével?
Mit jelent az inflexios pont, és hogyan talalhaté meg a derivaltak alapjan?

Hogyan alkalmazhat6 a derivalt a fliggvény grafikonjanak vazlatos abrazolasara?

Hogyan haszndlhat6 a derivalt gazdasagi problémdkban, példaul profitmaximalizalasra?

© ©° N o O bk~ w0 DN

Milyen szerepe van a derivaltnak fizikai mennyiségek, példaul sebesség vagy gyorsulés
meghatarozasadban?

10. Hogyan alkalmazhat6 a derivalt optimalizalasi feladatok megoldéaséara?

Gzakorlatok

1. Hatarozza meg az alabbi fliggvények monotonitasanak intervallumait:
1.1. a)y=x =3x* —9x +14; b)y =2x* —Inx;

b) y = 2+/3sin x—3x (0< x<27)!
12, a)y=(x-2)"2x+1); b) y = xe”;

C)y=2x+cosx!

_ 2
1.3. a)y:”—+xz; b)y:ln(x+\/l+x2);
I+x+x
€)y =2sin x+c0s2x, (0<x<27)!
xr -1, X
14. a)y= : b)y:—x,
X e
C) y =X+ 3tgx!
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L.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

a)y=(x-3)(Bx-1); b) y=x*+1Inx;
c)y=sinx—cosx, (-z<x<0)!

10 )
45> —9x® +6x

c)y=3x+3cosx!

a)y = b)y:x—ln(1+x2);

a)y=3x>—4%; b)y=xe™";
C)y=ctgx—x!
X2 —2X+2 Inx
a)y=———, b)y=—;
x—-1 x
C)y=tgx+2x!
1
a)y:4x_x _4, b)y=85+x;

C)yzx/gx—2sinx, (0<x<27)!

x+1 Inx

a)y=-—7=, b)y=x+—:y,
(x—1) x

C) y=">5tgx+1!

.a)y:L; b) y =x*—2Inx;
9—x

c) y =3ctgx—5!

a)y =3x*—2x* —6x? +6x; b)y:—lnl+x'

C)y=2x+cosx!

3
a)y:ﬂ; b)yzln(x2+1);
x+1
C)y=3tgx+7!
3
X Inx
Ay=——1, b)y=—~;
)y xz_x_'_l )y \/;

C)y=2cosx—2sinx, (—ﬂ'SxSO)!
1
a)y=x"—5x*+5x° +1; b) y = x’e*;

T T
C)y=1+ta’x, |- <x<=]|!
)y g ( 5 zj
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1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20

1.21.a

1.22.a

1.23.

1.24.

1.25.

2
a)y:x 6. b)y =xInx;

x> +1

C) y =sin2x+2cosx, (—%Sxézj!

a)yz%l(xz—az)z; b)y=ln(x2+l)—x;

C) y = arctgx + x|

a)y=2x—x%; b) y = ae”™ +be P

C) y = x —arcctgx !

2_ N
a)y=—x2 al 1; b)y=xlnx;
x°—2x

C) y=3sinx—3cosx, (—ESXSO)!

La)y=xvax—x* (a>0); b)y=em;

C) y =3arctgx +x° |

1+3x 1

== b)y= ;
)y 4+ 5x2 )y ln(x4+4x3+30)

C) y =cos2x—sin*x, (0<x<27)!

e 43
4 9xvl-x'

C) y =Xxsinx+cosx, (0£x£27r)!

a)y:(x—SZR/(x+1)2; b)y=_—3+ex;

X

b)y =x—In(l+x);

C)y=secx+5, (OSXSZIZ', x =2 3—”}'
2 2
a)y =(2x-3)(x+5)’; b)y=l+e_x;
X

T T
C) y =Sec Xx+Cosec X, ( _E<X<E’ x¢oj!

x_
a)y=——-:;: hyy=mll+x)-x;
=" )y =In(1+x)
C)y=2+>5tgx!
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126@y=;ﬁﬁ7; b)y=c —2:
(x+3) X
C)y="Tctgx—2!
3 2x
127.2)y="1%. by =+,
X

C) y=arcsinx+x°1

1.28.2)y =

(x+2)2; b)y:x+ln(x —4);

3
C) y =arccos x — x|

4

129.a)y=—5—; b)y=—xln’x;
x =1
c)y=3x—cosx!
1.30. a)y=(x+1)§/?; b)y = (x +1)e*;

C)y=sin2x—5x!

2. Hatarozza meg az alabbi fliggvények szélséértékhelyeit:

43
2l.a)y=——; b) y =2e* +3e7* |
9xv1-x
2.2.a)y =3x? -2x°; b)yzﬁ!
Inx

23.a)y=2x" —6x? —18x+7; b)y:xsinx+cosx—ix2;

T T
—Z<x<= |t
5x<3)

24.a)y=x"-2x*+5; b)y =2x* —Inx !
x2
2.5.a)y:3\l(2—4)2; b)y=eE!
26.3)y= x—lz; b)y=x+2sinx;
(x+1)
(0£x£27r)|
E -
27.a)y= : b)y=x% 2 |
)y Al 1 )y
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4x—x*—4

28.a)y=—1* "7
X

29.2) y=4x" —6x* —24x+9;

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.a

2.16.a) y

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

(x-2)"
x+1

a)y=

(0<x<27)!
a)y=x*+2x*-8x-5;
a)yz(x+1)i/;;

a)y=x"—5x*+5x7 +1;

2

a)y= ;
x? -1

1+3x

a = ;
)y 7

a)y=2x"+3x*-12x-5;

a)y:xz(x—12)2;

(x-2)8-x)

Qy="—3—7;
xZ

X2 =2x+2
y=—-"-;
x—1
16
a)y= :
)y x|4 - x?

2

a = ;
)y x> +3

b) y = x —2arctgx !

2x

b)y=-S1
)B% >3

b) y=x+2cosx;

b)y:lnx+\/; |
2

Jx

b)y=—1

Inx

b)yze_x(xz—?))!
b)y=sin2x—x

b) y = 2arctgx+ >
- 2M+x?)

X X
b)y=2cos=+3cos=!
)y 2 3

b) y =chx!

X

b) y =<1
X

b) y = xIn® x|

b) y =2xe™!
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2.24.3) y = 4 ,

x> +8

2.25.8) y = x(x—1)(x - 2)2 ;

2.26.2) y =

X .
Yx2 -4
227.8) y=3(x*-1f ;

2.28.8) y =(1+x*)2-x);

2.29. a)yziz;

2.30.a) y = (x =3Wx;

3. Hatarozza meg az alabbi fliggvények szélsoértékhelyeit a méasodik derivalt segitségével:

3.1. y=x+i;
X
2

3.3. y=X—X;
e

3.5. y:%;

3.7. y= ln(l +x? )

39. y= (x+ 2)6 +2x+2;

3.11. y = x* —arcsin x;
a, X
3.13.y=—=In=(a>0);

y=-In>(a>0)
3.15.y=g+x;
X
3.17.y=x" +3;
X
2 x
319.y=—+—;
T2

X

32ly=e;

b) y = x —arctgx!

b)y=x—In(l1+x)!

b)y=xinx!

ol

b) y = x%e !

x2-1

b) y =211
b) y=2sin2x + sin4dx !

)y =" 1
X

3.2, y=x+1-X;
34. y=ch2x;
36. y=S—;

X

38. y=x"(12Inx-7);
3.10. y = e”'*" — arctgx;

312.y= ln_x
X

314, y=—/x-5;

X2

3-x°

3.16.y= ;
3.18.y= x> =3x> +5;
3.20.y =x}(x-2);

3.22. y =xe*;
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3.23. y=x*-2x* - 4;
3.25.y =Insinx;

X

2

3.27.y = ;
x +1

3.29.y=x" +i2,-
X

3.24.y =Incos x;

Inx
2 b
X

3.26.y =

3.28.y=e"" (0<x<27);

X

€

330.y=—-
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6. Fliiggvényvizsgalat

Kérdések:

Mit értiink fliggvényvizsgalat alatt?

Mely I1épésekbdl all egy fliggvény teljes kort vizsgalata?

Hogyan hatarozzuk meg a fliggvény értelmezési tartomanyat?

Mi a zérushely, és hogyan talaljuk meg egy fiiggvény esetén?
Hogyan vizsgalhat6 a fliggvény szimmetridja?

Milyen szerepe van az els6 derivaltnak a monotonités vizsgalataban?
Hogyan allapithato meg egy fliggvény lokalis sz€élsdértéke?

Milyen informaciot ad a masodik derivalt a fiiggvény gorbiiletérél?
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Mit jelentenek a konvex és konkav intervallumok?

10. Hogyan rajzoljuk meg a fiiggvény grafikonjat a vizsgalati eredmények alapjan?

Gyakorlatok

Végezze el a teljes fliggvényvizsgalatot az alabbi fliggvényeknél és abrazolja azokat!

2 2
1. a) yz—z(;j;) ; b) y=e>".
2+ x
1-x)
3. a)yz((x_z))2 ; b) y = xIn® x.
2 4" —1
4.a) y=—— b) y=""—
(x+3) e
2
x-2 2
5. a) y:(ﬁlj ; b) y=xle 12,
e
6. a) y=9_x3; b) » = xe"*.
4
Ta) y= b) » = Info - x*)
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4
8.a) y= * b) y =xe".

x -1
2
9. a) y:w; b) y = x2e*.
2—-x
10. a) y:(xz—l)z; b) y=(x+2)e".
11. a) y=32x2(x2—1)3; b) yzln_x.
X
12. a) y=l+4x2; b) y=(x+1)*"
X
1
13. a) y=x2+—2,' b) y=ln(x2—2x+6)
X
3
X 1
14, 2a) y=———; b) y=in1-—|
)y 2(x+1Y )y ( xzj
15. a) y(x3+8):x4; b) y=xle*.
16. a) y(x—l)(x—2)(x—3):l; b) y=xsinx.
17. a) y=3{/?—x; b) y=x+sinx.
18.2) (y —x)x* +8=0; b) ¥ =Incos x.
3 2 _
19. a) y=x T2 -;—7x 3; b) y=x—ln(l+x2)
2x
20. a) xy =(x2 —IXx—Z); b) y=1-1n’x.
21.a) y(x—1)=x7; b) y=(x—1)e**2.
5
22.8) y=——; b) y=—xIn’x.
x =1
2
23. a) y=x2+4,‘ b) y=x*—-2Inx.
x“+1
X —x—l 1(2—x)
24.a) y=—5—, b) y=e :
x°=2x
2 1
25. a) y:£+—; b) y=—lnﬂ.
2 x I-x
6x 1
26.a) y= ; b) y= .
)Y 4-x* ) e’ —1
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x2+2—3x'

2f.a) = x+1

—17
28. ) y:g+1;3 ;

2x-1
(=1
30.a) y=+/8+x—+/8—x;

29.2) y=

ex

b) y=—

X

b) y =x-2arctgx.

b) ¥ =Inx—arctgx.

A7



Kérdések:

7. Hatarozatlan integral

1. Mit értiink hatdrozatlan integral alatt?

. Hogyan kapcsolodik az integralés a derivalashoz?

. Mi az integralas alapszabalya (visszaderivalas szabalya)?

. Mit jelent az integralési allando, és miért sziikséges?

. Hogyan alkalmazzuk a linedris tagok integralasi szabalyat?

. Milyen fiiggvényekre alkalmazhat6 a helyettesitéses integralas?

. Mikor célszerii részleges integralast alkalmazni?

2
3
4
5. Milyen moédszerekkel lehet hatarozatlan integralokat kiszamitani?
6
7
8
9

. Milyen alapvet6 integralasi formulakat kell ismerni?

10. Hogyan lehet ellendrizni az integralas helyességét derivalassal?

Gyakorlatok

Adja meg az alabbi hatérozatlan integralokat:

1. a) I(?)xz +4\/x_5—§)dx;
X

C) Icos(4x —7)dx;

ln x+1
°) I x+1

)jJ’g_"

cos” x
. 2—x2
i) Ixe *dx;

4
2a)J.\/— 3x° +5d;

C) Isin (10x — 7)dx;

9 |

(x+2)\In x+2).

b) J.%/in — 4)dx;

d) j dx;
x> +5

f _[ cos2x dx:
sin2x+3

arcsmx
h) j

. X+2
) -[3x2+4dX!

b) [3/4—3xdx;
d) sz Vax® +9dx;

f) Isin 3xcos> 3xdx;
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dx

ot et
I) I xic+4 dx"
e

3a)j(\/_+ +6x jd-

C) J. cos(7x +5)dx;

J~3‘\/Zni2x +1 j

2x+1

)j@

cos X

. 2 3-24°
i) jx e’ dx;

3 2
4. a) I%dx}'
X

c) Icos(l Lx + 2)dx;
I 3x 2
'[ 3x-2 -
9) Jqlctg 3x

sin 3x

. X
) —dx
je4x +1

5.9) | ( +5x jdx;

C) Isin(% X— 2jdx;

1+/n(x-1
) [

tg4(x+1) _
) J.cosz(x+1)dx’

dx '
+x? )arctg3 x

h)j(1

D[22 o
N2-9x°
b) j 310x + 9dx;

3
X

d) j dx;

x+1

_[ cos2x dx:

4 —sin2x

h) J« 3 arcctgx

1+x2

)‘[ZEX +1

J-3\/5x+

9 J‘2x2 +3dx,'

_[ cos4x

dx;
2sin® 4x

h) J-(arccos2x)7 dx:

Ji-4x?
[
b) ['11—5xdx;
d) [«*(c +3) ax;
) [Veos 5x -sinSxdx;

h) J- arccosx) -1

Ji-x?
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. 2 5x3-2
i) jx e>* ~dx;

6a)j\/— 4+ 5x? dx:

C) I cos(20x —11)dx;

dx
g j (x +3)in> (x + 3);

9) Ictg 5x

Sin 5x

i) J.xe3_2x2 dx;

7. a) I(i/; + xiz — 6x3jdx,'

C) Isin(Sx +7)dx;

J-%/ln 3x+2

3x+2

cos? Tx:\tgTx ,

o

C) J. cos(g + Zde;

dx
) mieesy

Yetg®(x +3)
#dx;
sin (x+3)

o) |

)} Ix463_x5 dx;

. Q) J.(K/x_3+;iz—3x5jdx

) J' 2X+7

1+9x2 dx!

) J‘12x+4

d)j(

X +3)

J- cosTx dx;

YsinTx

4arctgx— X
) '[ 1+x?

: -9

b fﬁ‘“
O [y

d) Ix x% +8dx;

f) _[(4 +cos 5x) sin 5xdx;

7
arccos’ 3x—1
h) j—

V1-9x?

. X+1
) J‘2+3x2 dxt

dx;

b) J‘Z/ 4 —9xdx;

d) [—=2—dx
j\/5+x2
f) I\/ sin® 2x - cos 2xdx;

h)J‘ dx .
V1-x? arcsin’ x)
)J' 3X+2

V2 -4x2

dx!
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9.a)j*/;+2_3x2

Ux

C) J. sin(8x + 7 )dx;

dx;

) IlnS(x_4)dx,'

x—4)
9) J-\/tg S5x

cos 5x

')j 92xdx

10.2) | (i/x_9
C) jcos(4x ~9)dx;

§/In’ (2x +3) 4

o

Im

sin” 2x

I) Ie3;+5 dx
2
11. a) J-(;—x—-i-\/_jd
C) Isin(l—Zx)dx,'
9 |

0[5

7
cos” x-1g X

- 47
i) jx3esx Sdx;

12. a) I(Q/; + % —5x? jdx;
X

— iz +4x° jdx;
X

x+1 1+ln x+1)

b) J-5x+8.

dx;

d I1+25x“

_[ sin6x

— dx;
cosb6x+4

h) J-\/arctg X

1+x2

2x+5
)jl+4x

b) J.S\/ 9x —3dx;

d) jx4 3+ x7dx;

f) J.(sin 4x +5)’ cos 4xdx;

h) J- 8x — arctg2x
1+ 4x?

.J'3X1

V1-4x?
b) j3\/5—6xdx;
d) _[3\/363 ~8-x%dx

f J~ cos3x

1+4sm3x

h) J- arccosx) -1

Vi-x?

)I9+x ox!

) J.»\/4 7x
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C) Icos(4 —3x)dx;

2 2
&) Ix +Inx dx:

X

dx

9 J-sinz 3x-3ctg?3x ;

i) J-xesfh2 dx;

13.9) | (\/x_7 —f+3x6jdx,-
X

C) Isin (5x + 8)dx;

e) J~ ln6(4x + 1)
4x+1

g)J- - dx

cos” x/1+tgx ’

i) J‘xez_x2 dx;

2
14. a) j ﬁz—_i/}l dx
X
c) Icos(i& - gjdx;

dx;

&) J« dx .
(x+7R/In*(x +1)

5
4
J-ctg2 X dx;
sin”~ 4x

2
X
i) [—S—dx
J.eSx -2

5\/)c_2+1

15. a) J. 7 dx;

C) jsin (2x + 5)dx;

2
X
bty

J- sinSx

N2+ cosSx

arcsin 3x
h) j

V1-9x?

)J' 5+x dx 1

dx;

b) J‘2 5x.
d) Ix4\/3—x2dx;

f) J-\/Z + 4 sin x cos xdx;

F e

2+ arccos3x
h) j

V1-9x2

. [9X—-2
J)IX2+4dX!

dx _
O [
d) [2* - xdx;

cosdx

K J.3\/ sin® 4x

h) J~ arctg® 3x
1+9x?

dx;

),[ 2x+1

G

J.'\/3 4x

d)'[x +9
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o [V, py [2Yaresin2e
cos 3x Jl—ax?
) [e* dx; [ jf;;dx.!
16. ) j %d b) [4/5x+7dx;
0) [cos(3x - 5)dx; d) | J;de
o [ 2y, e rorts
O ] e ) [
i) j62;+3 dx i) j\/‘%dx!
17.a) | %dx; b) [(2x+1)" dx;
0) [ sin(3 - 2x)dx; d | \/3":de;
e)jx 1)in( ) j%dx;
e ) e,
) e D J%
18.4) | ( +2x jd b) [(14x~3)/sdx;

J-\/Zn 3x+1

3x+1

C) jcos(9x +4)dx;

) J- Sinbx d

3+2cosbx

d)j

x+4

J- cos2x

\/3+Sm2x
53

) |

x+3 In(x+3)



9 [—=

sin® x(1+ ctgx) ;

3
X
)} —dx
-[e—x +5

19. a) J-(x6 + % —ljdx;

X X

C) Isin (4x + 5)dx;

) J« 2+In(5x—3) dx:

5x-3

o Y7

cos” Tx

x2

L)
i) J.xe3Jr dx;

20. )J"\‘/_ 2x+4d

C) Icos (3x —5)dx;

J-51/lni2x + 7

2x+7

)J-ctg102x
sin® 2x

I).[224xdx

)
5T s ,
21.a)j(x x+ X |dx,

C) Isin(4x +7)dx;

dx
) e

4+ 3t2°8
y [

2
cos” 8x

dx .
X I (l +4x? )arctg3 2x’

J)I 2-3X dx|!

V1-9x?

dx
") '[\/3x+1,

3
d) [ ax
I\/1—4x8

f) J.3 sin 4x(2 + cos 4x)’ dx;

arccos3x
h) j

V1-9x2

2x+7
)Il+4x

g

d) Ix37\/2 +xtdx;
f) J. V1 = sin 3x cos 3xdx;

h) J- arccthx
1+25x2

J-8 2X

V1-—x?
b) J.\/S — 3xdx,

xdx
d) |5/7—,
) J- A5+ 3x
f) Isin 2x - cos” 2xdx;

arccos 2x
hy [~ —=

Jicae
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|) J'xe'ijx2 dx;

22. a) j(l ;/3?) dx;

C) jcos(% + 3] dx;

In* x+8
)I x+38

9 J~ wlctg 2x

Sin 2x

6x+5
23 a) jx—de;

c) J.sin(?)— gjdx;
J~4 In(x - 3 dx

) J- dx .
VI os 3x /4 +1g3x’

. 3 8x*+5
I)J.xe“dx;

24. a) I(3x4 ¥ g - Wjdx;

c) ICOS(S + g) dx;

dx

°) -[(3)( +2)In*(3x +2) '

e —
g sin® 4xctg3 4x’

. x4
I) .[ex53 dx

3+ X
i dx!
) J4+25x2

d) J.xzvl—x3dx;

f) I cos 4x3/2 + sin dxdx;

) J- dx '
(1 +9x? )4,/ arctg3x’
I 3X+ 5 |

ot |

dx
) [
d) Ix5(2 + 3x6)7dx;

f I sinSx i

6+3cosSx

dx
h) ;
I \/1 —4x% aresin’ 2x

) -[415§>X X

b) IQ/ 1-2xdx;

4
X
O e
cos7x
N I A7 -sin7x dx

/ X
arctg 5

h) Imdx;

J)J~ 5x+7 dx 1

V1-4x?

55



25.a) I(S\/F + g — x—ijdx
C) I sin(% — 2) dx;

dx

2N (5x+6)in"(5x 1 6)’

4— tg 2x
g)'[ cos 2x

- 5_
i) Ix4ezx Sd;

26.0) [~ 4+\/—) dx;

c) Icos(4x +7)dx;

)Iln 7x+9)

7xr9

ctg4x
)'[ sin 4x

3
i) Ixze9 A7 e

5 3x -2
27. ) J.\/_+—xdx;

c) J-sin(9 —2x)dx;

In® (x+7)
)'[ x+7

g) J‘%[l‘g 4x

2
cos” 4x

.X,'

dx;

) x3
I) J-ees—sx“ dx

28. a) j((/? —x—53 + adx;

i J- sSin 6x

sinSx
I T——dx;
cos' 5x

h) j arcszn4x

V1-16x2 b

i J~ 6X+7

3+4x? ax!

b) _[(9 - 4x)6dx,'

S5x
D | FRTTERL

f) _[ cos3x

5+2sm3x
./arctg4x
h
) '[ 1+16x

2X+5
) I 1- 9x

dx
b) J.(:’»x+7)4

dx!

Rt
f)j sin 5x dx

4 — cos5x

arcsin 3x
p L) N
1- 9

8—-c0s3x

b) JQ/ 4x + 1dx;
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C) Icos(3 —5x)dx;

dx

? I(3x +4)3In(3x + 4)

9 J‘sm 3x-ctg 3x

I) J.e7xx2 dx

+4x-3
29. a) J.de;

c) J-Sin(3x +4)dx;

[7..2
e) I—3 Zns)(ffz_ 2 dx

g)f de

cos x(l + tgx) '

. 3 3x*45
I)_[xex+dx,'

1 4 5
30. a) _[ W-F;—?)x dx;

c) jcos(l 1x — 3)dx;

)J' In(11x +2) »

(11x+2)

9 Jq/ctg 2x

Sin 2x

2
. X
I) J. 8x3-1 dx
e

d) sz V5x3 + 2dx;

) J- coS2x Jx
NS+ sin2x
arcthx

)I 1+25x°

)I sin 21x
42 — cosSlx

b) I7x+9

d) Ix3(5x4 + 3)2dx;

f) Isin x(5+ cosx)7dx;

arccos 3x
h) j N
1- 9

D[

b) [(4x+1)%dx,
Y '[ 2x —4

H J- cos3.x e

5+9sin3x

h) _[ 1/arctg9x

1+81x2

)1252

dx!
2
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Kérdések:

=

© o N o gk~ w DN

8. Hatarozott integral

Mit értlink hatarozott integral alatt?

Mi a kiilonbség a hatarozott és a hatdrozatlan integral kozott?

Hogyan szamithato ki egy fiiggvény hatarozott integralja a [a, b] intervallumon?
Mi az alapvetd Osszefiiggés a hatarozott integral €s a primitiv fliggvény kozott?
Mit jelent a Newton—Leibniz-tétel az integralszamitasban?

Milyen geometriai jelentése van a hatarozott integralnak?

Milyen esetekben lehet negativ egy hatarozott integral értéke?

Hogyan valtozik az integral értéke, ha felcseréljiik az alsé és felsd hatarokat?

Mi a szerepe az integralasi hatdroknak a szamitas soran?

10. Hogyan lehet tobb részbdl allo fliggvény hatarozott integraljat kiszamitani?

Gyakorlatok

I. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

1) [7(2x + 6)3 dx;

4) f; Vx — 1dx;

e

'!‘ Ji+Inx

10) | —
)-[x +3x 10

T

2
13) Isin4 xdx ;
0

2 xdx
16 ;
) ! V14X

19) _[xz sin xdx ;
0

2) [, = 3) [, (Vx — 5x) dx;
5) fgsiandx; 6) fzs \/_d;x'
% exdx : o dx
8 , 9) | ——;
)-!. x? )'2[2x3+3x+5
% 5
11 12) | cos’ xdx ;
) Ix +4x+5 ) !
- 2 1
“sin -
X dx;
9 \/; 1
17) dx; 18) | xe *dx;
!ﬁ -1 J

1
20)je 1-¢" ) dx; 9V x|

21)]\/_
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9. Az integral alkalmazasa

Kérdések:

o~ w0 DN PE

Milyen gyakorlati problémak oldhatok meg az integralszamitassal?

Hogyan szamithat6 ki a sikidom teriilete hatarozott integral segitségével?

Hogyan hatarozhat6 meg a forgastest térfogata integralassal?

Milyen Gsszefiiggés van az integral és a gorbe alatti teriilet kozott?

Hogyan hasznaljuk az integralt egy valtozoéval megadott fizikai mennyiségek, példaul 1t,

munka vagy toltés kiszamitasara?

6. Milyen modszerekkel hatdrozhaté meg a gorbiilet hossza integral segitségével?
7. Mikor alkalmazzuk a szakaszonként definiélt fliggvények integralasat a gyakorlatban?
8. Milyen szerepet jatszik az integral az atlagérték kiszamitdsaban?
9. Hogyan szamithato ki egy sikidom sulypontja integralszamitassal?
10. Milyen esetekben alkalmazhato az integral a kozgazdasagtanban, fizikdban vagy mas
tudomanyagakban?
Gyakorlatok
1. Hatarozza meg az f (X) = x* — 2x +11 fiiggvény grafikonja és az X tengely altal kozbezart

teriilet mérészamat a [0;2]. intervallumban!
Hatarozza meg az f(x)=%x2 —1%X+g fiiggvény grafikonja és az X tengely altal

kozbezart teriilet mérészamat a [1;3] intervallumban!

Hatarozza meg az f (x) = x* —6x+9 fiiggvény grafikonja és az x tengely altal kozbezart
teriilet mérészamat a [L;4] intervallumban!

Hatdrozza meg az f (X) = x* +8x+16 fiiggvény grafikonja és az X tengely altal kdzbezart
teriilet mérészamat a [ 5;—1]. intervallumban!

Hatarozza meg az f(x)= 2% +2 fiiggvény grafikonja, az x =1 és x = 4, valamintaz y =
0 egyenesekkel hatarolt sikidom tertiletét!

Hatarozza meg az f(x)= JX+6+3 fiiggvény grafikonja, az X = -5 és X = -2, valamint az
y = 0 egyenesekkel hatarolt sikidom teriiletét!

4 5 fliggvény grafikonja, az x =5 és X = 7, valamintaz y =

Hatarozza meg az f(x)= 5

0 egyenesekkel hatarolt sikidom tertiletét!

Hatarozza meg az f(X) =- 8 3 fiiggvény grafikonja, az X = -7 és X = -5, valamint az y

= 0 egyenesekkel hatarolt sikidom teriiletét!
2

X
V3+x°
= 0 egyenesekkel hatarolt sikidom teriiletét!
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Hatarozza meg az f (X) = fiiggvény grafikonja, az X = -1 és X = 1, valamint az y



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Hatarozza meg az f(x)=Inx fiiggvény grafikonja, az x = e és x = €2, valamintaz y = 0
egyenesekkel hatarolt sikidom teriiletét!

Hatérozza meg az |y| = ||Og5 x| gorbe, az X = 0,2 és X = 5 egyenesekkel hatarolt sikidom
teriiletét!
Hatarozza meg az |y| =+/X—4 gorbe, az X = 5 és X = 9 egyenesekkel hatarolt sikidom
teriiletét!
Hatarozza meg az f (X) =cos x fliggvény grafikonja, az X = —% ésx = %, valamint az y

= 0 egyenesekkel hatarolt sikidom teriiletét!
Hatérozza meg az f(x)=tgx fiiggvény grafikonja, az X = % ¢s az Yy = 0 egyenesekkel

hatérolt sikidom teriiletét!
Hatdrozza meg az alébbi fliggvények grafikonjai altal hatarolt teriilet mérészamat:

f(x)=9-x% g(x)=0;
f(x)=-x*-6x+7; g(x)=0;

SR A e

10. f
11. f
12. f
13. f

14. f 5
X°+9

15. f(x)=In(x+2);, g(x)=2Inx!

Hatarozza meg a (2;0) és (9;3) pontokon atmend, az abszcissza tengely és az f (X) =Jx

fliggvény grafikonja altal bezart teriilet mérdszamat!

Hatérozza meg a (0;4) és (1;2) pontokon atmend, az abszcissza tengely €s az f(x) =2x°

fliggvény grafikonja altal bezart teriilet mérdszamat!

Szamitsa ki annak a teriiletnek a nagysagat, melyet az f (X) =x*—4x+5 fliggvény

grafikonja és annak a P(0;5) és M (5;10) pontjaba hiizott érintéi hatarolnak!

Szamitsa ki annak a teriiletnek a nagysagat, melyet az f(x): —x* +4x -3 fliggvény

grafikonja és annak a P(0;—3) és M (3;0) pontjaba htizott érintéi hatarolnak!
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

217.

28.
29.

30.

31.

Hatarozza meg az alabbi paraméteres megadasu fiiggvények grafikonjai altal hatarolt
tertilet mérészamat:
1. x=2(t-sint), y=2@1-cost), te[0;z]y=0;

N

. x=3sint, y=3cost, te{o;%};

w

. X=4sint, y=2cost, te{ }y 0;

4, x=t* y=t>, t=1t=3,y=0;

[Sa}

. x=3sin’t, y=3cos’t, te{o;%},y:m

Hatérozza meg az alabbi polarkoordinatakkal megadott fliggvények grafikonjai altal
hatérolt teriilet mérészdmat:

1. p=4(1+cose) (Kardioid);

2. p=5sin2¢ (négyleveli rozetta),

3. p=5sin 3¢ (haromlevelii rozetta);

4. p=5¢, ¢, =2r,p, = 4r; (arkhimédészi spiralis);

5. p=3(1+cosp) és p=3cosg!

Hatarozza meg az X* +10x + y* + 6y +30 = 0 egyenlettel megadott sikidom teriiletének
mérdszamat!
Hatarozza meg az 9x° +4y>-36=0 egyenlettel megadott sikidom teriiletének
mérdszamat!
Hatarozza meg az (X2 + yZ)2 = 4(X2 - yz) egyenlettel megadott sikidom teriiletének

mérdszamat!
Hatarozza meg H, N H, halmaz koordinita sikon 4abrazolt képének teriiletét, ha
H, = {(x; yIx* —8x+y* +7< 0} és H, = {(x; yIx* +y? +8y+7 SO}!

Hatarozza meg az a mely értéke mellett lesz az f(x)= > grafikonjaésazx=a, X =

-a ¢és Yy = 0 egyenletli egyenesekkel hatarolt teriilet 2 egység!
Hatarozza meg a p értékét ugy, hogy az X = p egyenes az f(x) = iz fiiggvény grafikonja
X

azx=1,x=2¢s azy=0 egyenletii egyenesekkel hatarolt sikidomot két egyenld teriiletii
részre ossza!

Milyen aranyban osztja az y* = 2x parabolaaz x* + y* <8 korlap teriiletét?
Hatarozza meg az f( ) e > fiiggvény grafikonja és az y = 0 egyenessel hatarolt
teriiletet, ha X € [0 +o0) !

Hatarozza meg az f(x )

fﬁggvény grafikonja és az y = 0 egyenessel hatérolt
teriiletet, ha X € (— o0 )'
2

1
Hatdrozza meg az f( ):—+2 fliggvény grafikonja €s vizszintes aszimptotdjaval
X

hatarolt teriiletet, ha X € (— o0;— 1]
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32. Hatarozza meg az f(x)= 3 +§ fliggvény grafikonja és ferde aszimptotojaval hatarolt
X

33.

34.

35.

teriiletet, ha x e [3;0)

Forgassa az f(x) fliggvény grafikonjat az abszcissza tengely koriil a megadott
intervallumban és szamitsa ki az igy keletkezd forgastest térfogatat:

1.
2.

© N o a bk~ w

f(x)=sinx, x[0;7];
(0=, xLs];
f(x)=x*-6x+12 x[0;4]
f(x)=|x, x[-2;2];
f(x)=10x - x*;
f(x)=v/x+1+1, xe[0;3];
f (x)=chx,[0;In 2];

(0= fie’]:

Forgassa az f(x) és g(x) fliggvények grafikonjai altal hatarolt sikidomot az abszcissza
tengely koriil €s szdmitsa ki az igy keletkezo forgastest térfogatat:

7.

8.

S A e

f(x)=x% ¢ g(x)=x;
f(x)=x% és g(x)=—x*+2;
f(x)=x%, g(x)=2-x;
f(x)=x%, g(x)=2-x, h(x)=0
f(x)=x>-6x+9; g(x)=9+x
f(x)=2", g(x)=4",x=1;
f(x):—lx+g; g:%;

f(x)=tgx, g(x)= ctgx, x=%!

Forgassa az f(x) és g(x) figgvények grafikonjai altal hatarolt sikidomot az abszcissza ¢és

az ordinata tengely koriil is és szamitsa ki az igy keletkezd forgéastestek térfogatanak
meroszamat

-

A w DN

f(x)=x g()2xx0

f(x)=sin; g(x)=0
f(x)=x% és g(x )=\/;,
F(x)= % X2 +2x+2, g(x)=21
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10. Numerikus sorok
Kérdések:

=

Mi a numerikus sor fogalma?

Milyen feltétel teljesiilése esetén konvergens egy numerikus sor?
Mit jelent az, hogy egy sor divergal?

Mi a kiilonbség a sor €s a sor részosszegei kozott?

Ismertesd a geometriai sor 6sszegképletét és alkalmazasi feltételeit!
Mikor konvergens egy harmonikus sor?

Milyen konvergenciavizsgalati modszereket ismersz?

Mi a Leibniz-teszt, és milyen sorokra alkalmazhat6?

© o N o gk~ w DN

Mi a kiilonbség az abszolut és a feltételes konvergencia kozott?
10. Mire hasznalhatéak a numerikus sorok a gyakorlatban (pl. kozelitések, fiiggvények
abrazoléasa)?

Gyakorlatok

1. Adja meg az alabbi sorok elsd 6t tagjat, ha altalanos tagja:

2 3 1 1

1)a, =—; 2) a, = ; 3)a, =—; 4)a =—;

) a, n ) 2n+2 ) n’ ) n!

5) an:i; 6) an:L; 7) a,= 22n : 8) an:_L!

’ " n+5" n“+4 sin zn + coS 7N
2. Irja fel a kovetkezd sorok éltaldnos tagjat:

1)i+i+i+..; 2) i+i+i+..; 3) L + L + 1 +..;

1.2 2-3 34 1.3 3.5 5.7 5.11 7-13 9.15
4)1+i+i+...; 5 1+i3+i5+..; 6) ! + 2 + 3 +
4 16 64 7 77 2:3 34 4.5 5.6

7) cosl+cos2+cos3....; 8) -1+2-3+4+...; 9)3—%+9—%+27—2—17+...!

3. Konvergensek-e az alabbi sorok;
5 6 7 > 3 1 1
1) 3+1+—+—+—+...; 2)1+e+e”"+e’+...; ) 1+=+—+..;
9 16 25 8 27
2n+1 ™" 4" +9" "

4) a, = ; S a,=|=| ; 6) a, = ; 7)a,=4-(06)"!

)= ) (J ) % ) (06)
4. Hatarozza meg Ss, ha

Ha =7, 2a-=n; 3 anzl; 4) a, =n’;

n
5) a, =n®-3n; 6)a,=3""; 7)a,=n""; 8)a, =(—1)”1!
n
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5. Hatarozza meg Si00, ha

1)a,=n; 2)a,=5" 3)a,=5"%";4)a, -1
(n+1)
5) a, =+/n-+/n+1; 6) an=2;; 7) an=1!
n“+3n+2 2"
6. Vizsgélja az alabbi sorok konvergenciéjét a sziikséges feltétel segitségével'
3n+1 d 21
- 3 ;
2 Z1On+1 2) len+11 ) Z n3/n 4 Z_;‘ 3n _1
= nvn® +2 3n+4 2n+1 = 25" +20"
S ) —F—— ; 8y =
D >2(5n+4) P
0 n . T 5n+2n
9 —sin—; 1 !
) nzzi‘zr n 0 Z_; 10"

7. Az 9sszehasonlitd kritérium segitségével vizsgalja az alabbi sorok konvergenciéjét'

1 .
)Zlon+5 )nzi‘n 3 ;ﬁ Y Z\/n +3n

vn+l—4/n o 1+n 2 n+l
5 X 6 7 X
)Z )nZ\/n+n )Z Z—lln(r“fz)
= .1
9) 22 5n g 10) nZ;‘smF!

8. A hanyados krlterium segitségével vizsgalja az alabbi sorok konvergenciajat:
n i1 o &n? (2n- 1)'
D3 o s arks oGl
1-3. 5 (2n-1 4n+1 8-15.. 7n+1
93 L g yietna) g S )
n=1 n=1

n+3

22. 42 .-(2n} ’ -n®

= n? - 2n)' R

8 9 ;10 ;11 -sin 2~

)Z 2n+1) )nzl(zn)!! )Z )én Mo
2n — 1

12) Z

9. A gyok krlterlum segitségével vizsgalja az alabbi sorok konvergencidjat:

o n n. o 2n.
1);:1: 2n+1j ’ )Z(6n 1} ’ )Z(n+1j ’

= (502 +6n-3)" = (2n? +9n 7\ on+1)" 1
s HEENE S SHD

=1 n=1 2n-1

e n+3"21_ =( n \" o n _ Bnal
7>§n_—5»j 7 Y E(Znu)’ D22’ 10)2' ( )

10. A Cauchy féle integral kritérium segitségével Vizsgélja az alabbi sorok konvergenmaj at:

)Z4n +4n+5. )Z_l:n Zn+3|n n+3) )Zn+1ln n+1);
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11.

12.

13.

53 6 isi 7) in% )Z(“n) ; i

= = %/n 1+n° =} n+1)
10) nz_;fn2n—4'
Vlzsgalja az alabbi sorok konvergenmajat abszolut Vagy feltételes konvergenciajat is:
1) Z—; 2) Z—z; 3) Z‘W 4)3—g+£—%+...;
» w n+l " n-1
b LD b D
m © n-1 » nl gn " n
9) Zcosm 10) Z Z 11y ;(_é)mzs)”n'; 2) Z;z( 51) (Z(r‘si)'l)l
Vlzsgalja az alabbi sorok konvergenmaJ at:
© 2 » (1) ® o 2
1)23,,, DI 2%; 4)%”%; 5) Zﬁ
% (1) . 3 B
)ann |n|nn )Zsmna 8)% 1)2n n Q)Z\/n +5 \/n 5

14)23Inn 15)Zn1° o

17)§(n—+J; 18)2%; 19)2%'

1 N+ n=1
Szamitsa k1 a kovetkez6 sorok (')sszegét
3)) sin? =
)Z9n -3n- 2 )kzi‘n —5n+6 );
n n n+l n-1
4) Zcos”30°; 5) 27 +2 , 6) zg
~ 14" = 15"

7>z[ Dogs(Zart) o sl
10) i[1+(—1)k‘1 1 1+(-)° 1 J; 11)2(@—\/?—1);

i 2 10¢ 2 k(k+1)

12)i(Jn+2—2\/n+1+\/ﬁ); 13)51(%— = j;

14 + +... + +.
)Z_; n+1\/_+n\/n+ 1 2.3 2.3.4 1.3.5 3.5.7
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Jni3-Jn Jni2-Jnit V2-1 242 2’
19)n2=1“|n(1+3]; 20)Z| nf;‘)(;) 1).

n=1

17)2( 1 J; 18) \/_+1 1 .1
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11. Tobbvaltozos fiiggvények

Kérdések:
1. Mit értiink tobbvaltozos fliggvény alatt?

. Hogyan hatarozhato meg egy kéttényezds fliggvény értelmezési tartomanya?
. Mit jelent a tobbvaltozos fliggvény hatarértéke?

. Mi a parcialis derivalt fogalma?

2
3
4
5. Hogyan szamitjuk ki egy tobbvaltozos fiiggvény elsérendii parcialis derivaltjait?

6. Mit jelent a tobbvaltozos fliggvény folytonossaga?

7. Mik a sziikséges feltételei egy tobbvaltozos fliggvény differencialhatosaganak?

8. Mi a gradiens vektor, é¢s milyen informaciot hordoz?

9. Hogyan alkalmazzuk a Lagrange-féle modszert szélsoérték-keresésre feltétellel?

10. Mikor van lokalis minimuma, maximuma vagy nyeregpontja egy kéttényezds fliggvénynek?
Gyakorlatok
1. Irja fel a P, ponthoz tartozé x illetve y valtozé szerinti szintvonalfiiggvényeket!

f(x;y)=2x* + 4xy3 + 8y, Py(1; 2)
2. Képezziik az f (x; y) = 7x® + 8y? + 5x%y* + 8y fliggvény elsé és masodrendii parcialis
derivaltjait!Szamitsa ki f,'(3; 2) értékét!
3. Szamolja ki az alabbi parcialis derivaltakat!
fe'G6y) =7 foy (x5 y) =?

a) f (i y) = e ny;
b)f(x;y) =y - In(x* + yH)!
4, Adja meg az f (x; y) = y? -m fliggvény elsérendii x valtozd szerinti parcialis
derivaltjat!
5. Hatdrozza meg az aldbbi fiiggvény lokalis szélsdértékhelyeit (a jellegiikkel egyiitt) valamint
nyeregpontjait (amennyiben léteznek)!
a)f(x;y)= yf+ x? + 8xy — 9;
b) f (x; y) = x> — 6y% + 2xy? + 4xy — 6x — 12y + 23;
o) f (6 y)= §+§+ Xy;
df(x; y)=y3 — 4y? — 4x% + 4xy + 1;
e)f(x; y)=xy —2Ilnx — Ilny + 2x + 1;
f) fx; v) = 2y + x%y — 3y% + x? — 4!
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12. Kettos és tobbes integralok

Kérdések:
Mit értiink kettds integral alatt?
Hogyan szamitjuk ki a kettds integralt derékszogli koordinatarendszerben?

=

Mikor hasznalunk polarkoordinatakat a kettds integral szamitasahoz?
Hogyan értelmezziik a kettds integralt geometriailag?

Mi a kapcsolat a kettds integral €s a tartomany teriilete kozott?

Hogyan torténik a tartomany szerinti integralasi sorrend megvaltoztatasa?
Mit értiink harmas (tobbes) integral alatt?

Hogyan szamitjuk ki a harmas integralt térbeli testek esetén?

© o N R N

Mikor alkalmazunk henger- vagy gombkoordinatakat a tobbes integral szamitasahoz?
10. Mllyen fizikai mennyiségek szamithatok ki tobbes integralokkal (példaul tomeg, térfogat)?

Gyakorlatok

1. Szamitsa ki az f(x,y) = x + y figgvény kettds integraljat az [0,1] X [0,1] tartoményon!

2. Hatirozza meg az f(x,y) = x? + y? fliggvény integriljat a 0 < x < 1,0 < y < 2
tartomanyon!

3. Szamitsa ki az f(x,y) = xyintegraltazx + y < 1,x = 0,y = 0 tartomanyon!

4. Szamitsa ki az f(x,y) = e**Y fliggvény integraljat a négyzeten: 0 < x < 1,0 < y < 1!
5. Hatarozza meg az f(x,y) = sin(x)cos(y) integralt a [0, ] X [0, r/2] tartoméanyon!

6. Hatarozza meg a f (x,y) = x2y? integraljat az [0,2] X [0,1] tartoméanyon!

7.Szamitsa ki az f(x,y) = y/(1 + x? + y?) integralt az egységkoron!

8. Hatdrozza meg az f(x,y) = x + 2y integraljit a haromsz6gon, melynek csucsai:
(0,0), (1,0), (1,1)!

9. Szamitsa kia f(x,y) = In(1 + x*> + y?) integralt a kor alaku tartomanyon: x? + y? < 1!
10. Szamitsakia f(x,y) = x> + y3 integralt az [0,1] X [0,1] tartoméanyon!

11. Szémitsakia f(x,y,z) = x + y + z harmas integralt az egységkockan!

12. Hatarozza meg az f (x,y,z) = xyzintegrdlta0 < x,y,z < 1 tartomanyon!

13. Szamitsa ki a f(x,y,z) = e**Y*Z integralt az egységkockan!

14. Szamitsakia f(x,y,z) = x* + y? + z? integralt akockan: 0 < x,y,z < 2!

15. Szamitsa ki az f(x,y,z) = sin(x)cos(y)exp(z) integralt a kockén: 0 < x,y,z < m!

16. Hatarozza meg a térfogatot az f(x,y) = 4 — x? — y? fiiggvény és az x0y-sik kozott!

17. Szdmitsa ki a f(x,y) = cos(xy) integralt a négyzeten: 0 < x,y < 1!

18. Hatdrozza meg a f(x,y) = x%y — y?3 integralt a hdromszogon: (0,0), (1,0), (1,1)!
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13. Gorbementi integralok

Kérdések:

1. Mit neveziink gérbementi integralnak?

2. Hogyan definialjuk a gdrbementi integralt skalarfiiggvényre?

3. Mi a kiilonbség a gorbementi integral €s a tobbszords integral kozott?

4. Hogyan szamitjuk ki egy gérbementi integralt paraméteres alak esetén?

5. Mi az ivhossz kiszamitasanak kapcsolata a gorbementi integrallal?
Gyakorlatok
1. Szamitsa ki az f(x,y) = x% + y? gorbementi integralt az egységkdr ivén (x = cost,y =
sint,0 < t < m/2)ds szerint!
2. Hatdrozza meg a gérbe hosszat: x = t2,y =t3,0 <t < 1!
3. Szamitsa ki a f(x,y) = x integralt a vonalon, amely a (0,0) ponttél az (1,1) pontig tart
egyenesen!
4. Szamitsa ki az f(x,y) = xy gorbementi integralt a koriv mentén: x = cost,y = sint,0 <
t < m!
5. Szamitsa ki a gorbe hosszat: x = cost,y = sint,0 < t < 2m!
6. Hatdrozza meg az f(x,y) = ex ty* gorbementi integralt a negyedkérén: x = cost,y =
sint,0 <t < m/2!
7.Szamitsa ki az f(x,y) = x + y gorbementi integraltazx = t,y = Int,1 < t < e gorbén!
8. Hatarozza meg a gorbe hosszat: x = t,y = 1/t,1 <t < 2!
9. Szamitsa ki az f(x,y) = mintegréltagérbén: x=ty=1-¢t0<t < 1!
10. Hatarozza meg az f(x,y) = sin(xy) gorbementi integralt az iven: x = t,y = sint,0 <

t < m!

IA

11. Szamitsa ki az f(x,y) = y? gorbementi integralt a parabolaiv mentén: x = t,y = t2,0
t < 1!

12. Szamitsa ki a gorbe hosszat: x = et,y = Int,1 < t < 2!

13. Hatarozza meg az f (x,y) = x2y gorbementi integralt: x = t,y = t2,0 < t < 2!

14. Szémitsa ki az f(x,y) = x? + y? gérbementi integralt az (1,0) — (0,1) iven, amely a koriv
mentén halad!

15. Szamitsa ki az f(x,y) = xy + x gOrbementi integralt az x = sint,y = cost,0 < t <

m/2 gorbén!
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