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1. Elemi függvények és grafikonjaik. 

Értelmezési tartomány 

 

Kérdések: 

1. Mit nevezünk elemi függvénynek? 

2. Hogyan határozzuk meg egy függvény értelmezési tartományát? 

3. Mi a különbség az értelmezési tartomány és az értékkészlet között? 

4. Milyen típusú elemi függvényeket ismerünk? 

5. Mi az abszolútérték-függvény értelmezési tartománya és grafikonjának jellemzői? 

6. Milyen hatással van a függvény grafikonjára, ha a függvényt eltoljuk vízszintesen 

vagy függőlegesen? 

7. Mi a négyzetgyökfüggvény értelmezési tartománya, és hogyan ábrázoljuk a 

grafikonját? 

8. Hogyan határozzuk meg egy törtfüggvény értelmezési tartományát? 

9. Milyen összefüggés van a függvények szimmetriája és grafikonjuk alakja között? 

10. Milyen lépésekből áll egy függvény grafikonjának vázlatos megrajzolása? 

 

Gyakorlatok 

I. Határozza meg az alábbi függvények értelmezési tartományát: 

1.  a)
52

2
2

2

++

+−
=

xx

xx
y ;                  b)y = 12 2 ++− xx . 

     c) 5

25

+= x

xsin

ey ! 

2.  a)
273

47
2 −

−
=
x

x
y ;                     b) 

3

3

5

3 +
−

−
=

x

x
y ; 

    c) 43 += xlny ! 

3. a)
23

95 3

−

+−
=

x

xx
y ;                 b)

4

5

9

4

2

2

−
+

−

−
=

xx

x
y ; 

    c)
+

=
x

siny
7

! 

4.  а)
473

17
2 +−

=
xx

y ;                b)
( )( )33

1
3 3

−+

+
=

xx

x
y ; 
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    c) ( )63 −= xarccosy ! 

5.  a)
495

1177
24

3

+−

−
=

xx

x
y ;              b)

164 −
=
x

x
y ; 

    c)
11

5

+
=

x
cosy ! 

6.  a)
1255

9
23 −−+

=
xxx

y ;        b)
xx

x
y

5

3
2 +

+
= ; 

    c) 







+=
6

7


xtgy ! 

7. a)
21349

5

xx

x
y

−+

−
= ;                 b)

x
xy

−
+−=
3

1
273 2 ; 

    c) 







+=
25

x
secy ! 

8. a)
82

15
3

2 −
+−=
xx

y ;                b)
x

x
y

−

−
=
3

5
; 

    c) ( )252 −= xlgy ! 

9.   а)
2

5

7

7
2 −
+

−
=

xx
y ;              b)

2

82 2

−

−
=

xx

x
y ; 

      c) 







+=
4

2


xeccosy ! 

10. а)
( )( )27

3
2 +−

=
xx

y ;               b)
x

x
y

2

134 −
= ; 

      c)
3

52 +
=

x
arcsiny ! 

11. а)
3

3

412

594 2

+
+

−

+−
=

xx

xx
y ;     b)

3

3

1

8

−

−
=

x

x
y ; 

      c) 







−=
3

3


xctgy ! 

12. а)
3

3

333

444

+
+

−

−
=

xx

x
y ;           b)

x

x

x

x
y

2

2

−
−

−
= ; 

      c) ( )2+= xlogy x ! 
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13. а)
753

4

5

5
2 −

+
−

=
xx

y ;          b)
x

x
y

−

+−
=

3

4115
; 

      c) xarctgy = ! 

14. а)
( )22

24

13

+


+
=

x

x

x
y ;          b) 4

4

2
−+

−
= x

x
y ; 

      c) 173 −= xy ! 

15. а)
95

18
2 −

−
=
x

x
y ;                      b) 5−= xy ; 

      c)
xlg

y
4

4
= ! 

16. а)
1

12
3

2

+

++
=

x

xx
y ;                 b)

3 2

2

6

36

xx

x
y

+

−
= ; 

      c) ( )12 += xarcsiny ! 

17. а)
3

3

9

7
22 −

−
+

=
xx

y ;           b)
x

x
y

−
=
2

7
; 

      c)
x

arcctgy
1

= ! 

18. а)
132

19
2 +−

=
xx

y ;                 b) 21112 xxy −−= ; 

     c) !
23

sin

+
=

x

x
y   

19. а)
12

24
2 −−

+
=

xx

x
y ;                   b)

43

117 2

−

−
+=

x

x

x
y ; 

      c)
xcos

x
y

3

35 +
= ! 

20. а)
7

1

7

95

−
−

+
=

xx

x
y ;              b)

5

5 2

−

−
=
x

x
y ; 

     c) xtgy x 52= ! 

21. а)
9

753
2

2

+

−

x

x
 ;                          b)

5

5 2

−

−
=
x

x
y ; 

      c)
xe

xcos
y

3

5
= ! 
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22. а)
1212

8

−


− x

x

x

x
;                   b)

2

32

+

−
=

x

xx
y ; 

      c)
2

2 x
ctg
x

y = ! 

23. а)
45

15
24 +−

−
=

xx

x
y ;                  b)

3 3 64

72

−

−
=

x

x
y ; 

      c)
x

lg

y

5

5= ! 

24. а)
89

3
3

2

2 +
+

− x

x

x

x
;                    b)

5

32

+

−
=

xx

x
y ; 

      c)









+

=

2

5

1


xcos

e
y

x

! 

25. а)
1

55
3 +

+
=
x

x
y  ;                           b)

132

49

2

2

+−

−
=

xx

x
y ; 

      c)
xarcsin

xarctg
y = ! 

26. а)
93

2

2

7
22 +

−
−

=
xx

y ;             b)
7

642

+

−
=

x

x
y ; 

      c) 34 −= xarccosy ! 

27. а)
22

2

xx

x
y

−

+
= ;                         b) 5

3

28 2 −+
−

= x
x

y ; 

     c) ( )
5

2
522

−
+−=
x

xlogy ! 

28. а)
82

4

−
=
x

y ;                           b)
x

x
y

212

13

−

−
= ; 

      c)
1

65
2

2

++

+−
=

xx

xx
lgy ! 

29. а)
13103

145
2

2

−+

−−
=

xx

xx
y ;                 b)

216

1717

xx

xx
y

−

++−
= ; 

      c)
3

5 3

1
x

arcsiny x−= ! 
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30. а)

x

x
x

y
5

3

2
4

−

+

= ;                            b)
( )
25

5
2

2

−

−
=

x

xx
y ; 

     c) 42 −xlg ! 

II. Ábrázolja az alábbi függvényeket: 

1.  а) 12 −= xy ;            b)
x

y
−

−=
4

4
 ;               c)

3

2

1
+









=

x

y ! 

2.  а) 253 2 +−= xxy ;  b) 31 −−= xy ;       c) 23 += xlogy ! 

3. а) 42 += xy ;           b)
3

5

−

−
=
x

x
y  ;         c) 








+=
3

2


xsiny ! 

4.  а) 2−= xy ;             b) 32 −= xy ;             c) 23
1
−=

−x
y ! 

5.  а) 2+= xy ;           b) 5+−= xy ;         c) 3

2

1 −= xlogy ! 

6.  a) 23 −= xy ;           b)
x

y
−

=
2

6
;             c) 








−=
4

2


xtgy ! 

7.  а) 2
2

1
+= xy ;         b) 163 2 −+= xxy ;          c) 24 −= −xy ! 

8.  а) 4=+ xy ;           b)
2

12

+

−
=
x

x
y ;                       c) xlgy = ! 

9.  а) xy −= 3 ;            b) 342 2 −−= xxy ; c) 







+=
3

2


xcosy ! 

10. а) xy −=10 ;         b)
1

5
2 +

=
x

y ;                       c)
2

x
tgy = ! 

11. а) 1
2
+=

x
y ;           b) 122 +−= xxy ;             c) 32 −−= xy ! 

12. а) 57 −−= xy ;       b) 23 +−= xy ;        c) 52 −= xlogy ! 

13. а) xy 23−= ;         b)
x

x
y

5

35 −
= ;                c) 2+= ctgxy !  

14. а) ( )xy +−= 2 ;      b) 844 2 −+= xxy ;           c)
x

y 31−= ! 

15. а) 3+−= xy ;         b) 42 −−= xy ;        c) 32 −= xsiny ! 
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16. а) 53 −= xy ;          b)
14

14

+

−
=
x

x
y ;                c) 2−= xlny ! 

17. а) 13 −= xy ;           b) 962 ++= xxy ;    c) 2
2

1
−= xsiny ! 

18. а) 2+= xy ;            b) 2−= xy ;            c) 2
3

1
−








=

x

y ! 

19. а) xy −= 3 ;           b) xy −= 5 ;             c) 1+−= xlgy ! 

20. а) xy += 2 ;            b)
2

8

−
=
x

y ;                 c) xcosy −= ! 

21. а) 22 +−= xy ;      b) 223 xxy −−= ;         c) 221 −−= xy ! 

22. а) xy −= 5 ;            b)
23

13

+

−
=
x

x
y ;               c) xlogy 2−= ! 

23. а) 42 −= xy ;          b) xy −= 3 ;            c) xsiny 22 += ! 

24. а) 5=+ xy ;           b) 142 +−= xxy ; c)
2


+= xarcsiny ! 

25. а) 31 ++−= xy ;     b) 2
4
−=

x
y ;          c) −= xarccosy ! 

26. а) 13 +−= xy ;       b)
1

34

+

+
=
x

x
y ;                c) 23 +=

− x
y ! 

27. а) 43 +−= xy ;       b) 22 −+= xy ;           c) xlogy

2

1= ! 

28. а) 2+−= xy ;          b) 262 xxy −−= ;          c) arctgxy = ! 

29. а) 31 +−= xy ;        b)
24 xy −= ;              c) arcctgxy 2= ! 

30. а) 75 −= xy ;         b) 52 −−= xy ;             c) 32
1
+=

+x
y ! 
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2. Számsorozatok és függvények határértéke 

 

Kérdések: 

1. Mit nevezünk számsorozatnak? 

2. Mit jelent egy sorozat határértéke? 

3. Mi a különbség konvergens és divergens sorozat között? 

4. Mit jelent az, hogy egy függvény határértéke létezik egy adott pontban? 

5. Hogyan jelöljük egy sorozat vagy függvény határértékét? 

6. Milyen módszerekkel lehet meghatározni egy sorozat határértékét? 

7. Mit jelent a baloldali és jobboldali határérték fogalma? 

8. Mi a különbség a sorozatok és a függvények határértékének meghatározása között? 

9. Milyen tulajdonságai vannak a határértékkel rendelkező sorozatoknak? 

10. Mi az a határozatlansági alak, és hogyan kezeljük az ilyen eseteket függvények 

határértékének meghatározásakor? 

 

Gyakorlatok 

Határozza meg az alábbi határértékeket: 

1.  а)
2

2

942

453

xx

xx
lim
x +−

+−

→
;                               b)

207

53
2

23

−

+−

−→ x

xx
lim
x

; 

     c)
52

9
2 −

−

→ x

x
lim
x

;                                       d)
8

44
3

2

2 −

+−

→ x

xx
lim
x

; 

     e)
xx

xx
lim
x −−−

−+

→ 42

122

3
;                          f)

2
0 3

81

x

xcos
lim
x

−

→
; 

     g)

x

x x

x
lim

3

8

4
−

→









+

+
;                                  h)

1

45

12
+

→

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+

−

→ x

x
lim
x

; 

      c)
23

2

xx

x
lim
x +−

−

→
 ;                                 d)

64

283
3

2

4 −

−+

→ x

xx
lim
x

; 

      e)
xx

x
lim
x +−−→ 66

5

0
  ;                       f)

xsin

xarctg
lim
x 3

5

0→
; 

      g)
2

3

12

52
x

x x

x
lim 









−

+

→
;                                 h)

x

x x

x
lim

2

2

43









−

−

→
; 

      i) ( )( )52 +−
→

xxxlim
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! 

23. а)
153
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32
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→ xx

xxx
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x

 ;                           b)
2

7
3

4

−

−−

→ x
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x

; 

     c)
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3

2

+

−

→ x
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x

 ;                                     d)
19
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2

3

3
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−

→ x
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x

; 

     e)
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2
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−
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x

  ;                              f)
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x

21 2
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−

→
; 

     g) ( ) 4/

1

4
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

+

−→

+ x

x

tgx  ;                          h)

1

16
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−
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




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+
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x

x x
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lim ; 

     i) 








−
−
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x

2
0
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! 

24. а)
3

3

47

532

x

xx
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x −

+−

→
 ;                            b)

x

xx
lim
x −

−

→ 7

54 2

; 

      c)
9

215
23 ++

−

→ xx

x
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x

;                               d)
10113

1055
2

2

2 ++

−+

−→ xx
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x

; 

      e)
23
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x

;                                 f)
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x 610 −→

; 
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      g)
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
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



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
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; 
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! 
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→
 ;                             b) ;

9
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xx

x −
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−→
 

      c)
47
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3

2

+
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x

;                               d)
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103
2

2
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; 

      e)
x
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33
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−

→
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2
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24

x
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−

→
; 
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




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; 

      i) 

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



−

→
2

0

12

xx
lim
x

! 
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x
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−
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x

; 

     c)
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−
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x

;                                d)
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+
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2
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2
; 

     e)
2

2 4
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x
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x −

−

→
;                                     f)
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2

0→
; 

     g)
2

3

35

25
x

x x

x
lim 









+

−

→
;                                 h)
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x x

x
lim 


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
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; 
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→
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! 

27. а)
3

3
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→
  ;                           b)
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x 4
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2
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+

−

−→
; 

      c)
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−
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x

  ;                                      d)
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2

2
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x

; 

      e)
3

4 64

204

x
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 ;                             f)

x

xsinxsin
lim
x 3

5

0

+

→
; 

      g) ( )x
x

x
1

0
cos2lim −

→
 ;                                 h)

x

x x
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7
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

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

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−
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      i) 

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




−
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5
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2

5 xx
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x

! 

28. а)
1
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x

 ;                     b)
5
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+
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; 

      c)
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5

x
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−

→
;                                       d)
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2

3
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+
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x

; 

      e)
33
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2

1 −

−+

→ x

x
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x

 ;                                 f)
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xsin
lim
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; 

      g)
2

7

12

32
x

x x

x
lim 









+

−

→
 ;                               h)
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2
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−
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

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
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x

x x

x
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      i) ( )xxlim
x
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→
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29. а)
xxx

xx
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24

2

17
 ;                            b)

1

232
4

5
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x

; 

      c)
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5

9

x

x
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−

→
 ;                                      d)

1
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2

2

1 −
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→ x
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x

; 

      e)
24

2
4

2
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−

→ x

xx
lim
x

;                             f)
xsinxsin

x
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x +→ 3

5

0
; 

       g)
3
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23

13
−

→









+

−
x

x x

x
lim   ;                          h)

x

x x

x
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3
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



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
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+

−

→
; 

       i) 

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



−
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0
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x

! 
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5

5

7

249
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→
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2

23 2
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→
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2
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x
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      e)
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2
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−

→

2

2




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x
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2
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→
 ;                                      h)
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x
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
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
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

+

−

→
; 

      i) ( )16 22 −−+
→

xxxlim
x

!  



21 

 

3. A függvények folytonossága 

 

Kérdések: 

1. Mit jelent az, hogy egy függvény folytonos egy adott pontban? 

2. Milyen feltételek szükségesek egy függvény folytonosságához egy pontban? 

3. Hogyan definiáljuk a bal- és jobboldali határértéket? 

4. Mikor mondjuk, hogy egy függvény megszakítás nélkül folytonos egy intervallumon? 

5. Milyen típusú szakadási helyeket ismerünk? 

6. Mi a különbség az eltávolítható(megszüntethető) és az ugrásszerű(nem megszüntethető) 

szakadási hely között? 

7. Milyen szerepe van a határértéknek a folytonosság vizsgálatában? 

8. Milyen példákon keresztül lehet jól szemléltetni a folytonosság fogalmát? 

9. Hogyan lehet ellenőrizni, hogy egy darabokban definiált függvény folytonos-e? 

10. Milyen gyakorlati jelentősége van a függvények folytonosságának az analízisben? 

 

 

Gyakorlatok 

 

1. Állapítsa meg, folytonosak-e az alábbi függvények és készítsen vázlatos ábrát!   
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
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
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1.27. ( )
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2. Állapítsa meg, folytonosak-e az alábbi függvények a megadott pontokban! 

2.1.   ( ) .x,x;xf x 3218 21
2

2

==−= −   

2.2.  ( ) .x,x;
x

x
xf 53

3

2
21 ==

−
=   

2.3.   ( ) .x,x;xf x 3215 21
3

2

==+= −  

2.4.   ( ) .x,x;
x

x
xf 21

1

3
212
==

−
=  

2.5.   ( ) .x,x,x;
x

x
xf 322

4

7
3212
=−==

−
=  

2.6.   ( ) .x,x;xf x 1212 21
2

3

−=−=+= +  

2.7.   ( ) .x,x;xf x 3224 21
2

5

==+= −   

2.8.   ( ) .x,x;xf x 0123 21
1

3

=−=−= +  

2.9.   ( ) .x,x;xf x 0115 21
1

4

=−=−= +  

2.10. ( ) .x,x;
x

x
xf 32

2

3
21 =−=

+

−
=  

2.11. ( ) .x,x;
x

x
xf 32

2

2
21 ==

−

+
=  

2.12. ( ) .x,x;
x

x
xf 15

5

3
21 −=−=

+

−
=  

2.13. ( ) .x,x;xf x 213 21

1
1

2

===
+

−  



24 

 

2.14. ( ) .x,x;xf x 034 21
3

3

=−== −  

2.15. ( ) .x,x;xf x 5426 21
4

3

==−= −  

2.16. ( ) .x,x;
x

x
xf 11

1

2
21 =−=

+

−
=  

2.17. ( ) .x,x;xf x 4332 21
3

1

==+= −  

2.18. ( ) .x,x;xf x 025 21

1
2

2

===
−

−  

2.19. ( ) .x,x;
x

x
xf 31

1

7
21 ==

−

+
=  

2.20. ( ) .x,x;
x

x
xf 13

3

5
21 −=−=

+

−
=  

2.21. ( ) .x,x;xf x 323 21
2

1

=== −  

2.22. ( ) .x,x;xf x 659 21
5

1

=== −  

2.23. ( ) .x,x;xf x 652 21
5

3

=== −  

2.24. ( ) .x,x;xf x 4325 21
4

1

==−= −  

2.25. ( ) .x,x;xf x 4316 21
3

1

==+= −  

2.26. ( ) .x,x;xf x 5417 21
5

1

==+= −  

2.27. ( ) .x,x;
x

x
xf 45

4

3
21 −=−=

+

−
=  

2.28. ( ) .x,x;
x

x
xf 23

2

5
21 ==

−

+
=  

2.29. ( ) .x,x;xf x 215 21

3
1

2

===
+

−  

2.30. ( ) .x,x;xf x 102 21
1

5

=== −  

  



25 

 

4. A deriváltfüggvény 

 

Kérdések: 

1. Mit nevezünk egy függvény deriváltjának? 

2. Hogyan értelmezzük a derivált geometriai szempontból? 

3. Mi a kapcsolat a derivált és az érintő meredeksége között? 

4. Hogyan számítjuk ki egy függvény első deriváltját? 

5. Milyen szabályokat ismersz a deriválás során (pl. összeg, szorzat, hányados, láncszabály)? 

6. Mit jelent az, hogy egy függvény differenciálható? 

7. Milyen összefüggés van a folytonosság és a differenciálhatóság között? 

8. Hogyan határozható meg egy függvény deriváltja a határérték definíció segítségével? 

9. Milyen típusú függvényeknél nem létezik derivált valamely pontban? 

10. Hogyan alkalmazható a derivált a mozgás leírásában (pl. sebesség, gyorsulás)? 

Gyakorlatok 

 

Deriválja az alábbi függvényeket: 
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( )

;
x

e
y

xtg

2

3

1+
=  

g) 
( )
( )

;
xln

xtg
y

34

13
2 −

+
=                     h) ( );xln

x

x
y  43

9

9 58 −
+

−
=  

i) ( ) ;xarctgy
shx

3=                      j) 
( ) ( )

( )
;

x

xx
y

9 5

74

5

93

−

+−
=  

k) ;ycosxy =−2                        l) 












+
=

+
=

!
1

,
1

2

2

2

3

t

t
y

t

t
x

 

24. 

а) ;x
xx

xy 3

2

7 5 9
73

7 +−+=      b) 
( )

( ) ;x
xx

y 3 2

32
2

23

1
−−

−−
=  

c) ;xcosxarctgy 43 28 =           d) ;xsiny x 32 35
3−=  

e) ;xshy xcth 232=                        f) ;
x

e
y

chx

42 −
=  

g) 
( )

( )
;

x

xln
y

5

2

5

2

−

+
=                       h) ( );xcos

x

x
y 43

72

72 29 −
−

+
=  
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i) ;
x

thy

x 3
1

+









=                        j) 

( ) ( )
;

xx

x
y

11

7
9

−+

−
=  

k) ;yysinx 53 =+                        l) 









−

+
=

−=

!
1

1

,1

2

2

t

t
y

tx

 

25. 

а) ;x
xx

xy 53 2 3
53

12 −+−=

  

  b) ( )
( )

;
xx

xy
52

9 7

113

6
7

−
+−=  

c) ;xsinxarccosy 23 5=         d) ( ) ;xcosxarctgy
22 1+=  

e) ;xshxarcsiny 4=            f) ;
xcos

e
y

xctg

22

2−

=  

g) 
( )
( )

;
xcos

xln
y

17

275
2 −

+
=                     h) ( );xlog

x

x
y 2

5 7
35

35
−

−

+
=  

i) ( )( ) ;xlny
tgx

47 +=                   j) 
( ) ( )

( )
;

x

xx
y

3 2

710

1

38

+

+−
=  

k) ;xy 4254 −=                          l) 






=

= −

!

,

6

2

t

t

ey

ex
 

26. 

а) ;
xx

xxy
48

715
3

35 +−+=      b) 
( )

;
x

xxy
5

2

4

9
542

−
−+−=  

c) ( );xtgxarcsiny 4354 +=     d) ;xsinxlogy 43 35

5 =  

e) ;xchxarccosy 23 =              f) ;
e

x
y

xsin 5

17 −
=  

g) 
( )

( )
;

xln

xcos
y

3

34
2

3

−

−
=                  h) ;xarcsin

x

x
y 3

10

10
3 

−

+
=  

i) ( )( ) ;xlgy
chx

38 +=                  j) 
( )

( ) ( )
;

xx

x
y

53

4 3

132

7

−+

+
=  

k) ;yxarcctgy 54 +=                 l) 






=

=

!

,

5 ty

tx
 

27. 
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а) ;
xx

x
x

y
93

4
3

2

5

6 5
−+−=        b) 

( )
( ) ;x

xx
y 5 3

22
2

33

4
−−

+−
=  

c) ;xsinarctgxy 35 2=             d) ( ) ;xlnxy 213 34
−=  

e) ;xth
x

arcctgy 21
=                  f) ;

x

e
y

x

3

5

25 −
=  

g) 
( )

;
x

xln
y

3

2

2

2

−
=                          h) ( );xarccos

x

x
y 12

32

32
4 −

−

+
=  

i) ( ) ;xcosy
shx

5=                        j) 
( ) ( )

( )
;

x

xx
y

5 3

24

4

15

−

−+
=  

k) ;yxlogy 22 +=                      l) 






=

=

!sin2

,cos6

3

3

ty

tx
 

28. 

а) ;x
xxx

y 3

2
5

432
−+−=             b) 

( )
;xx

x
y 2

2
29

43

7
−−+

−
=  

c) ;xsinarctgxy 35 2=               d) ;xarcsinxy 3212=  

e) ;xarcsinxcthy 23 45 =               f) ;
e

xx
y

x 3

2

2

135
+

+−
=  

g) ;
xln

xarcsin
y

9
=                       h) ( );xtg

x

x
y 14

14

14
5 −

+

−
=  

i) ( ) ;xy
xarctg

23 +=                    j) 
( )

( ) ( )
;

xx

x
y

43

6 5

74

6

+−

−
=  

k) ;ysin
yx

=+
35

22

                       l) 

( )










+
=

+
=

!
2

,
2

1

2
t

t
y

t
x

 

29. 

а) ;x
xxx

y
8 5

73

7212
−+−=              b) ( )

( )
;

x
xxy

2

4 32

32

1
1

−
−+−=  

c) ;xarctgxsiny 35 2=                d) ;xcosey xsin 333=  

e) ( ) ( );xchxy 1272 23
+−=             f) 

( )
;

x

e
y

xsin

2
4+

=
−
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g) 
( )

( )
;

x

xlog
y

5

3

5

2

12

−

−
=                      h) ( );xln

x

x
y 52

110

110 36 −
+

−
=  

i) ( )( ) ;xlogy x

2

2 53 +=                     j) 
( ) ( )

( )
;

x

xx
y

7 6

710

3

217

−

+−
=  

k) ;xyy 783 +=                             l) 
( )





=

+=

!4

,sin52

2ty

ttx
 

30. 

а) ;x
xx

xy 6

3

2 3
48

15 ++−=            b) ( ) ;x
xx

y 3 2

2
2

527

4
−−

+−
=  

c) ( ) ;xarcsinxctgy += 325       d) ( ) ( ) ;xcosxlny
24 1212 ++=  

e) ;xchey xth 1
2

+=                     f) ;
e

xctg
y

x3

5
=  

g) 
( )

;
x

xln
y

3
4

54

+
=                           h) ( );xlog

x

x
y 25

43

43
4

7 −
−

+
=  

i) ( ) ;xcthy
x 1

5
+

=                        j) 
( )

( ) ( )
;

xx

x
y

45

8 7

11

5

−+

−
=  

k) ;ycos
yx

=+
78

22

                     l) 






=

=

!sin2

,cos3

2

2

ty

tx
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5. Derivált alkalmazása  

 

Kérdések: 

1. Hogyan használható a derivált a függvény monotonitásának vizsgálatára? 

2. Mit jelent az, hogy egy függvény lokális minimum- vagy maximumhelye van? 

3. Hogyan találjuk meg egy függvény szélsőértékeit a derivált segítségével? 

4. Mi a kapcsolat a második derivált és a függvény görbülete között? 

5. Hogyan határozhatjuk meg a konvexitást és konkávitást a második derivált segítségével? 

6. Mit jelent az inflexiós pont, és hogyan található meg a deriváltak alapján? 

7. Hogyan alkalmazható a derivált a függvény grafikonjának vázlatos ábrázolására? 

8. Hogyan használható a derivált gazdasági problémákban, például profitmaximalizálásra? 

9. Milyen szerepe van a deriváltnak fizikai mennyiségek, például sebesség vagy gyorsulás 

meghatározásában? 

10. Hogyan alkalmazható a derivált optimalizálási feladatok megoldására? 

 

 

Gzakorlatok 

 

 

1. Határozza meg az alábbi függvények monotonitásának intervallumait: 

1.1.  а) 1493 23 +−−= xxxy ;                b) xlnxy −= 22 ;    

        b) ( )!203sin32 −= xxxy  

1.2.  а) ( ) ( )34
122 +−= xxy ;                    b) xxey = ;    

        c) !cos2 xxy +=  

1.3.  а)
2

2

1

1

xx

xx
y

++

+−
= ;                              b) ( )21 xxlny ++= ;    

        c) ( )!20,2cossin2 += xxxy  

1.4.  а)
x

x
y

12 −
= ;                                     b)

xe

x
y

2

= ;    

        c) !3tgxxy +=  
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1.5.  а) ( ) ( )25
133 −−= xxy ;                      b) xlnxy += 2 ;    

        c) ( )!0,cossin −−= xxxy   

1.6.  а)
xxx

y
694

10
23 +−

= ;                     b) ( )21 xlnxy +−= ;    

        c) !cos33 xxy +=  

1.7.  а) 23 43 −= xy ;                                 b) xxey −= ;    

        c) xctgxy −=  ! 

1.8.  а)
1

222

−

+−
=

x

xx
y ;                            b)

x

xln
y = ;    

        c) xtgxy 2+= ! 

1.9.  а)
x

xx
y

44 2 −−
= ;                            b) xey += 5

1

;    

         c) ( )2023 −= x,xsinxy ! 

1.10. а)
( )21

1

−

+
=
x

x
y ;                                 b)

x

xln
xy += ;    

         c) 15 += tgxy ! 

1.11. а)
x

x
y

−
=
9

;                                     b) xlnxy 22 −= ;    

         c) !53 −= ctgxy  

1.12. а) xxxxy 6623 234 +−−= ;             b)
x

x
lny

−

+
−=
1

1
;    

         c) xcosxy += 2 ! 

1.13. а)
( )

1

2
3

+

−
=
x

x
y ;                                  b) ( )12 += xlny ;    

         c) 73 += tgxy ! 

1.14. а)
12

3

+−
=

xx

x
y ;                               b)

x

xln
y = ;    

         c) ( )022 −−= x,xsinxcosy  ! 

1.15. а) 155 345 ++−= xxxy ;                   b) xexy

1

2= ;    

         c) 







−+=
22

1 2 
x,xtgy ! 
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1.16. а)
1

6
2

2

+

+
=
x

x
y ;                                    b) xlnxy = ;    

         c) 







−+=
22

22


x,xcosxsiny ! 

1.17. а) ( )3 222 axy −= ;                           b) ( ) xxlny −+= 12 ;    

         c) xarctgxy += ! 

1.18. а) 22 xxy −= ;                               b) pxpx beaey −+= ;    

         c) arcctgxxy −= ! 

1.19. а)
xx

xx
y

2

1
2

2

−

−−
= ;                              b) xlnxy = ;    

         c) ( )033 −−= x,xcosxsiny  ! 

1.20. а) ( )02 −= axaxxy ;                b)
12 −= xey ;    

         c) 33 xarctgxy += ! 

1.21. а)
254

31

x

x
y

+

+
= ;                              b)

( )304

1
34 ++

=
xxln

y ; 

         c) ( )202 2 −= x,xsinxcosy ! 

1.22. а)
xx

y
−

=
19

34
;                               b) ( )xlnxy +−= 1 ;    

         c) ( )20 += x,xcosxsinxy ! 

1.23. а) ( ) ( )3 22 15 +−= xxy ;                    b) xe
x

y +
−

=
3

;    

         c) 







+=

2

3
;

2
,20,5sec


 xxxy ! 

1.24. а) ( ) ( )53
532 +−= xxy ;                   b) xe

x
y −+=

1
;    

         c) 







−+= 0,

22
,cossec xxxecxy


! 

1.25. а)
1

1

+

−
=
x

x
y ;                                       b) ( ) xxlny −+= 1 ;    

         c) tgxy 52 += ! 
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1.26. а)
( )23

3

+

+
=
x

x
y ;                                 b)

x
ey x 2
−= ;    

         c) 27 −= ctgxy ! 

1.27. а)
2

3 4

x

x
y

+
= ;                                    b)

x

x

e

e
y

12 +
= ;    

         c) 3xxarcsiny += ! 

1.28. а)
( )2

2

2+
=
x

x
y ;                                 b) ( )42 −+= xlnxy ;    

         c) 3xxarccosy −= ! 

1.29. а)
13

4

−
=
x

x
y ;                                     b) xlnxy 2−= ;    

         c) !cos3 xxy −=  

1.30. а) ( )3 21 xxy += ;                              b) ( ) xexy 21+= ;    

         c) xxsiny 52 −= ! 

2. Határozza meg az alábbi függvények szélsőértékhelyeit: 

2.1. a)
xx

y
−

=
19

34
;                       b) xx eey 23 32 −+=  !   

2.2. a) 32 23 xxy −= ;                      b)
xln

x
y =  !    

2.3. a) 71862 23 +−−= xxxy ;       b) 2

4

1
xxcosxsinxy −+= ;  

       !
22








−


x   

2.4. a) 52 24 +−= xxy ;                   b) xlnxy −= 22  !    

2.5. a) ( )3 22 4−= xy ;                      b) x

x

ey −= 4

2

 ! 

2.6. a)
( )21

1

+

−
=
x

x
y ;                          b) xsinxy 2+= ; 

       ( )20  x ! 

2.7. a)
14 2

2

−
=
x

x
y ;                          b) 23

2x

exy

−

=  ! 
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2.8. a)
x

xx
y

44 2 −−
= ;                   b) arctgxxy 2−=  ! 

2.9. a) 92464 23 +−−= xxxy ;      b)
1

2

−
=

x

x

e

e
y  ! 

2.10. a)
( )

1

2
2

+

−
=
x

x
y ;                      b) xcosxy 2+= ; 

        ( )20  x ! 

2.11. a) 582 24 −−+= xxxy ;        b)
x

xxln
y

+
=  ! 

2.12. a) ( )31 xxy += ;                    b)
xln

x
y

2

=  ! 

2.13. a) 155 345 ++−= xxxy ;        b)
x

x
y

2

2
+=  ! 

2.14. a)
12

2

−
=

x

x
y ;                      b) ( ) xxlny −+= 21  ! 

2.15. а)
254

31

x

x
y

+

+
= ;                           b) ( )12 −= xey x  ! 

2.16. а)
1

443
2

2

++

++
=

xx

xx
y ;                        b) ( )32 −= − xey x !  

2.17. а)
1

1
2

2

−

+
=
x

x
y ;                                  b) xxsiny −= 2  ! 

2.18. а) 51232 23 −−+= xxxy ;              b)
( )212

5
2

x
arctgxy

+
+=  ! 

2.19. а) ( )22 12−= xxy ;                            b)
3

3
2

2
x

cos
x

cosy += ! 

2.20. a)
( )( )

2

82

x

xx
y

−−
= ;                         b) chxy = ! 

2.21. a)
1

222

−

+−
=

x

xx
y ;                            b)

x

e
y

x

= ! 

2.22. a)
( )24

16

xx
y

−
= ;                               b) xlnxy 2= ! 

2.23. a)
32

2

+
=
x

x
y ;                                    b) xxey 2= ! 
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2.24. a)
8

4

2 +
=

x
y ;                                 b) !arctgxxy −=  

2.25. a) ( ) ( )22
21 −−= xxxy ;                     b) ( )xlnxy +−= 1 ! 

2.26. a)
3 2 4−

=
x

x
y ;                                 b) xlnxy = ! 

2.27. a) ( )3 22 1−= xy ;                              b) xexy −= 2 ! 

2.28. a) ( )( )xxy −+= 21 2 ;                         b) 1

1
2

2

2 +

−

= x

x

y ! 

2.29. a)
2−

=
x

x
y ;                                      b) xsinxsiny 422 += ! 

2.30.a) ( ) xxy 3−= ;                                b)
x

xln
y =  ! 

3. Határozza meg az alábbi függvények szélsőértékhelyeit a második derivált segítségével: 

3.1.  ;
x

xy
4

+=                                       3.2. ;xxy −+= 1         

3.3.  ;
e

x
y

x

2

=                                           3.4. ;xchy 2=                 

3.5.  ;
xln

x
y =                                          3.6. ;

x

e
y

x−

=  

3.7.  ( );xlny 21+=                                  3.8. ( );xlnxy 7124 −=  

3.9.  ( ) ;xxy 222
6

+++=                      3.10. ;arctgxey arctgx −=              

3.11. ;xarcsinxy −= 2                           3.12. ;
x

xln
y =  

3.13. ( );a
x

ln
x

a
y 0

2
=                          3.14. ;xy 5−−=  

3.15. ;x
x

y +=
9

                                      3.16. ;
x

x
y

2

2

3−
=  

3.17. ;
x

xy
22 +=                                    3.18. ;xxy 53 23 +−=  

3.19. ;
x

x
y

2

2
+=                                     3.20. ( ) ;xxy

23 2−=  

3.21. ;ey x2−=                                        3.22. ;xey x=  
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3.23. 42 24 −−= xxy ;                          3.24. ;xcoslny =  

3.25. ;xsinlny =                                    3.26. ;
x

xln
y

2
=  

3.27. ;
x

x
y

12 +
=                                     3.28. ( );xey xsin 20 =  

3.29. ;
x

xy
2

2 1
+=                                  3.30. !

1+
=

x

e
y

x
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6. Függvényvizsgálat 

 

Kérdések: 

1. Mit értünk függvényvizsgálat alatt? 

2. Mely lépésekből áll egy függvény teljes körű vizsgálata? 

3. Hogyan határozzuk meg a függvény értelmezési tartományát? 

4. Mi a zérushely, és hogyan találjuk meg egy függvény esetén? 

5. Hogyan vizsgálható a függvény szimmetriája? 

6. Milyen szerepe van az első deriváltnak a monotonitás vizsgálatában? 

7. Hogyan állapítható meg egy függvény lokális szélsőértéke? 

8. Milyen információt ad a második derivált a függvény görbületéről? 

9. Mit jelentenek a konvex és konkáv intervallumok? 

10. Hogyan rajzoljuk meg a függvény grafikonját a vizsgálati eredmények alapján? 

 

Gyakorlatok 

Végezze el a teljes függvényvizsgálatot az alábbi függvényeknél és ábrázolja azokat! 

1.  а)                              b)  

2.  а)                                 b)     

3.  а)                                 b)  

4.  а)                                b)  

5.  а)                               b)  

6.  а)                                  b)  

7.  а)                                  b)  

( )
;

x

x
y

2

12
2

−

+
= .ey xx 22 −=

( )
;

x

x
y

2
1

2

+

+
= ( ).xlnxy 42 −+=

( )
( )

;
x

x
y

2

3

2

1

−

−
= .xlnxy 2=

( )
;

x

x
y

2

2

3+
= .

e

e
y

x

x

2

2

14 −
=

;
x

x
y

2

1

2









+

−
= .exy x 22 2−=

;
x

x
y

3

3

9 −
= .xey x1=

;
x

x
y

24

4

+
= ( ).xlny 29 −=
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8.  а)                                   b)  

9.  а)                        b)  

10. а)                               b)  

11. а)                       b)  

12. а)                               b)  

13. а)                               b)  

14. а)                             b)  

15. а)                            b)  

16. а)            b)  

17. а)                              b)  

18. а)                        b)  

19. а)               b)  

20. а)                     b)  

21. а)                              b)  

22. а)                                 b)  

23. а)                                b)  
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27. а)                         b)  

28. а)                              b)  

29. а)                              b)  

30. а)                 b)  
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7. Határozatlan integrál 

 

Kérdések:  

1. Mit értünk határozatlan integrál alatt? 

2. Hogyan kapcsolódik az integrálás a deriváláshoz? 

3. Mi az integrálás alapszabálya (visszaderiválás szabálya)? 

4. Mit jelent az integrálási állandó, és miért szükséges? 

5. Milyen módszerekkel lehet határozatlan integrálokat kiszámítani? 

6. Hogyan alkalmazzuk a lineáris tagok integrálási szabályát? 

7. Milyen függvényekre alkalmazható a helyettesítéses integrálás? 

8. Mikor célszerű részleges integrálást alkalmazni? 

9. Milyen alapvető integrálási formulákat kell ismerni? 

10. Hogyan lehet ellenőrizni az integrálás helyességét deriválással? 

 

Gyakorlatok 

 

Adja meg az alábbi határozatlan integrálokat: 

1. а)                 b)  

    c)                              d)  

   e)                                f)  

   g)                                     h)  

     i)                                     j)  

2. а)                          b)  

    c)                             d)  

    e)                        f)  
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    g)                           h)  

    i)                                        j)  
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   c)                               d)  
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   i)                                   j)  
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   c)                               d)  
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      c)                               d)  

      e)                               f)  
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13. а)                    b)  

      c)                               d)  

      e)                           f)  

      g)                            h)  

      i)                                        j)  

14. а)                                 b)  

      c)                                d)  

      e)                        f)  

      g)                                     h)  

      i)                                       j)  

15. а)                               b  

      c)                               d)  

( ) − ;dxxcos 34 
+

;dx
x

x

4 3

2

1


+

;dx
x

xlnx 22


+

;dx
xcos

xsin

52

5




;
xctgxsin

dx

3 22 33


−
;dx

x

xarcsin

2

4

91

3


− ;dxxe x235


−

+
!

94

5

2
dx

x

x

 







+− ;dxx
x

x 67 3
4

 −
;
x

dx

52

( ) + ;dxxsin 85  − ;dxxx
4 23

( )


+

+
;dx

x

xln

14

146

 + ;xdxcosxsin42


+

;
tgxxcos

dx

12

( )


−

+
;dx

x

xarccos

2

2

91

32


− ;dxxe x22

 +

−
!

4

25
2

dx
x

x

( )


−
;dx

x

x
3

2
32

( )
−

;
x

dx
10

73

 







− ;dx
x

cos
2

3   ;xdxx22

( ) ( )


++
;

xlnx

dx

3 2 17
 ;dx

xsin

xcos

3 2 4

4

 ;dx
xsin

xctg

4

4
2

5


+

;dx
x

xarctg
2

4

91

3

 −
;dx

e

x

x 23

2

3 
−

+
!

1

12

2
dx

x

x

( )


+
;dx

x

x
2

5 2 1


−
;
x

dx

43

( ) + ;dxxsin 52 
+

;dx
x

x

96

2



53 

 

      e)                           f)  

      g)                                    h)  

      i)                                      j) ! 
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     g)                            h)  

     i)                                      j)  
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5

4 8 2

x

x
dx

+ ;  

      e) 
( )ln

;

4 7 9

7 9

x

x
dx

+

+                             f)  
cos3

5 2 3

x

x
dx

+ sin
;  

      g) 
( )ctg x

x
dx

4

4

7

2sin
;                                 h) 

arctg x

x
dx

4

1 16

5

2+ ;  

       i) x e dxx2 9 4 3−
 ;                                  j) 

−

+
!

91

52

2
dx

x

x
 

27. a) 
5 3 2

4

x x

x
dx

+ −
 ;                       b) 

( )

dx

x3 7
4

+
 ;   

      c) ( )sin ;9 2− x dx                              d) 
x

x
dx

1 4−
 ;                    

      e)  
( )ln

;

6 7

7

x

x
dx

+

+                              f)  −
;

5cos4

5sin
dx

x

x
      

      g) 
tg x

x
dx

23

2

4

4cos
;                                  h) 

( )arcsin
;

3

1 9

7

2

x

x
dx

−
  

       i)  −
;

436

3

dx
e

x
x

                                    j)  −
!

3cos8

6sin
dx

x

x
 

28. а) x
x x

dx37
3

5 1
− +









 ;                      b)  

x
x x

dx38

4

6 3
+ −









 ;

dx

x5 8+ ;

sin ;
x

dx
5
2−











x

x
dx

2

33+ ;

( ) ( )

dx

x x5 6 5 67+ + ln
;

sin

cos
;

5

57
x

x
dx

4 2

2

3

2

−


tg x

x
dx

cos
;

arcsin
;

4

1 16

5

2

x

x
dx

−


x e dxx4 2 35 −
 ;  +

+
!

43

76
2

dx
x

x

4 16 x dx+ ;
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     c)                               d)  

     e)                      f)  

     g)                            h)  

     i)                                         j)  

29. а)                         b)   

      c)                              d)                     

      e)                          f)        

      g)                            h)   

      i)                                         j)   

30. а)                          b)   

      c)                                 d)   

       e)                               f)   

       g)                                    h)   

         i)                                        j)   

  

( )cos ;3 5− x dx x x dx2 34
5 2+ ;

( ) ( )

dx

x x3 4 3 43+ +


ln

cos2

5 2

x

x
dx

+


sin
;

dx

x ctg xsin
;2 53 3

( )arctg x

x
dx

5

1 25

3

2+ ;

x

e
dx

x7 2− ; !
51cos42

21sin
 −

dx
x

x

x x

x
dx

+ −


4 3
5

;
dx

x7 9+ ;

( )sin ;3 4x dx+ ( )x x dx3 4 2
5 3+ ;

( )ln
;

23 5 2

5 2

x

x
dx

−

− ( )sin cos ;x x dx5
7

+

( )
dx

x tgxcos
;2 1+


( )


−
;dx

x

xarccos
2

4

91

3

x e dxx3 3 54 +
 ;  −

!
24

5
2

dx
x

x

1 4
3

4
2

x x
x dx+ −









 ; ( )4 1

8
x dx+ ;

( )cos ;11 3x dx−
( )

x

x
dx

2

3 5
2 4−

 ;

( )

( )

ln
;

11 2

11 2

x

x
dx

+

+
cos3

5 9 3

x

x
dx

+ sin
;

ctg x

x
dx

2

2

2

2sin
;

arctg x

x
dx

9

1 81

3

2+ ;

x

e
dx

x

2

8 13− ;  −
!

225

3
2

dx
x

x
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8. Határozott integrál 

Kérdések: 

1. Mit értünk határozott integrál alatt? 

2. Mi a különbség a határozott és a határozatlan integrál között? 

3. Hogyan számítható ki egy függvény határozott integrálja a [a, b] intervallumon? 

4. Mi az alapvető összefüggés a határozott integrál és a primitív függvény között? 

5. Mit jelent a Newton–Leibniz-tétel az integrálszámításban? 

6. Milyen geometriai jelentése van a határozott integrálnak? 

7. Milyen esetekben lehet negatív egy határozott integrál értéke? 

8. Hogyan változik az integrál értéke, ha felcseréljük az alsó és felső határokat? 

9. Mi a szerepe az integrálási határoknak a számítás során? 

10. Hogyan lehet több részből álló függvény határozott integrálját kiszámítani?  

 

Gyakorlatok 

I. Számítsa ki az alábbi integrálokat: 

1) ∫ (2𝑥 + 6)32

0
𝑑𝑥; 2) ∫

𝑑𝑥

√𝑥
3

8

2
;  3) ∫ (√𝑥 − 5𝑥)

4

2
𝑑𝑥; 

4) ∫ √𝑥 − 1
3

𝑑𝑥
9

3
; 5) ∫ 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥𝑑𝑥

𝜋

3
0

; 6) ∫
𝑑𝑥

√𝑥+3𝑥

25

1
; 

7) 
+

3

1 ln1

e

xx

dx
; 8) 

e x

x

dxe

1

2

1

,  9)  ++

3

2

3 532 xx

dx
; 

10)  −+

2

1

2 103xx

dx
; 11)  ++

1

0

2 54xx

dx
; 12) 

2

0

5cos



xdx ; 

13) 
2

0

4sin



xdx ; 14) 
2

0

3 2sincos



xdxx ; 15) 




2

1

2

1
sin

dx
x

x ; 

16) 
+

8

3 1 x

xdx
;  17) dx

x

x


−

9

4 1
; 18) 

−

1

0

dxxe x ;  

19) 


0

2 sin xdxx ; 20) ( ) dxee xx 4
2

1

1− ; 21) dx
x

x

14

1
3

9
1

  ! 
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9. Az integrál alkalmazása 

Kérdések:  

 

1. Milyen gyakorlati problémák oldhatók meg az integrálszámítással? 

2. Hogyan számítható ki a síkidom területe határozott integrál segítségével? 

3. Hogyan határozható meg a forgástest térfogata integrálással? 

4. Milyen összefüggés van az integrál és a görbe alatti terület között? 

5. Hogyan használjuk az integrált egy változóval megadott fizikai mennyiségek, például út, 

munka vagy töltés kiszámítására? 

6. Milyen módszerekkel határozható meg a görbület hossza integrál segítségével? 

7. Mikor alkalmazzuk a szakaszonként definiált függvények integrálását a gyakorlatban? 

8. Milyen szerepet játszik az integrál az átlagérték kiszámításában? 

9. Hogyan számítható ki egy síkidom súlypontja integrálszámítással? 

10. Milyen esetekben alkalmazható az integrál a közgazdaságtanban, fizikában vagy más 

tudományágakban? 

Gyakorlatok 

1. Határozza meg az ( ) 1122 +−= xxxf  függvény grafikonja és az x tengely által közbezárt 

terület mérőszámát a  2;0 . intervallumban! 

2. Határozza meg az ( )
3

5

3

1
1

3

1 2 +−= xxxf  függvény grafikonja és az x tengely által 

közbezárt terület mérőszámát a  3;1  intervallumban! 

3. Határozza meg az ( ) 962 +−= xxxf  függvény grafikonja és az x tengely által közbezárt 

terület mérőszámát a  4;1  intervallumban! 

4. Határozza meg az ( ) 1682 ++= xxxf  függvény grafikonja és az x tengely által közbezárt 

terület mérőszámát a  1;5 −− . intervallumban! 

5. Határozza meg az ( ) 22 += xxf  függvény grafikonja, az x = 1 és x = 4, valamint az y = 

0 egyenesekkel határolt síkidom területét! 

6. Határozza meg az ( ) 36 ++= xxf  függvény grafikonja, az x = -5 és x = -2, valamint az 

y = 0 egyenesekkel határolt síkidom területét! 

7. Határozza meg az ( )
62

4

−
=

x
xf  függvény grafikonja, az x = 5 és x = 7, valamint az y = 

0 egyenesekkel határolt síkidom területét! 

8. Határozza meg az ( )
3

8

+
−=

x
xf  függvény grafikonja, az x = -7 és x = -5, valamint az y 

= 0 egyenesekkel határolt síkidom területét! 

9. Határozza meg az ( )
3

2

3 x

x
xf

+
=  függvény grafikonja, az x = -1 és x = 1, valamint az y 

= 0 egyenesekkel határolt síkidom területét! 
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10. Határozza meg az ( ) xxf ln=  függvény grafikonja, az x = e és x = e2, valamint az y = 0 

egyenesekkel határolt síkidom területét! 

11. Határozza meg az xy 5log=  görbe, az x = 0,2 és x = 5 egyenesekkel határolt síkidom 

területét! 

12. Határozza meg az 4−= xy görbe, az x = 5 és x = 9 egyenesekkel határolt síkidom 

területét! 

13. Határozza meg az ( ) xxf cos=  függvény grafikonja, az x = 
2


−  és x = 

2


, valamint az y 

= 0 egyenesekkel határolt síkidom területét! 

14. Határozza meg az ( ) tgxxf =  függvény grafikonja, az x = 
4


 és az y = 0 egyenesekkel 

határolt síkidom területét! 

15. Határozza meg az alábbi függvények grafikonjai által határolt terület mérőszámát: 

1. ( ) ( ) 0;9 2 =−= xgxxf ; 

2. ( ) ( ) 0;762 =+−−= xgxxxf ; 

3. ( ) ( ) 0;62 =−= xgxxxf ; 

4. ( ) ( ) 0;1092 2 =+−= xgxxxf ; 

5. ( ) ( ) 2;22 +=+= xxgxxxf ; 

6. ( ) ( ) xxgxxxf −=+−= 4;442 ; 

7. ( ) ( ) 32
2

;
4

2
22

++−=+−= x
x

xg
x

xxf ; 

8. ( ) ( ) ;4
3

2
;

3

2
2

+−== xxg
x

xf  

9. ( ) ( ) ( ) 4;
4

;
2

2 === xh
x

xgxxf ; 

10. ( ) ( ) ( ) 8;
2

;
2

3 === xh
x

xgxxf ; 

11. ( ) ( ) ( ) xxhxxgxxf === ;2;3 ; 

12. ( ) ( ) ( ) 0;4;2 =−=−= xhxxgxxf ; 

13. ( ) ( ) ( ) 25;5;5 === − xhxgxf xx ; 

14. ( ) ( ) 2

2 6

1
;

9

27
xxg

x
xf =

+
= ; 

15. ( ) ( ) xxgxxf ln2)(;2ln =+= ! 

16. Határozza meg a (2;0) és (9;3) pontokon átmenő, az abszcissza tengely és az ( ) xxf =  

függvény grafikonja által bezárt terület mérőszámát! 

17. Határozza meg a (0;4) és (1;2) pontokon átmenő, az abszcissza tengely és az ( ) 32xxf =  

függvény grafikonja által bezárt terület mérőszámát! 

18. Számítsa ki annak a területnek a nagyságát, melyet az ( ) 542 +−= xxxf  függvény 

grafikonja és annak a ( )5;0P  és ( )10;5M  pontjába húzott érintői határolnak! 

19. Számítsa ki annak a területnek a nagyságát, melyet az ( ) 342 −+−= xxxf  függvény 

grafikonja és annak a ( )3;0 −P  és ( )0;3M  pontjába húzott érintői határolnak! 
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20. Határozza meg az alábbi paraméteres megadású függvények grafikonjai által határolt 

terület mérőszámát: 

1. ( ) ( )   0,;0,cos12,sin2 =−=−= yttyttx  ; 

2. 







==

2
;0,cos3,sin3


ttytx ; 

3. 0,
2

;0,cos2,sin4 =







== yttytx


; 

4. 0,3;1,, 32 ===== ytttytx ; 

5. 0,
2

;0,cos3,sin3 33 =







== yttytx


! 

21. Határozza meg az alábbi polárkoordinátákkal megadott függvények grafikonjai által 

határolt terület mérőszámát: 

1. ( ) cos14 +=  (kardioid); 

2.  2sin5=  (négylevelű rozetta); 

3.  3sin5=  (háromlevelű rozetta); 

4.  4;2,5 21 === ; (arkhimédészi spirális); 

5. ( ) cos13 +=  és  cos3= ! 

22. Határozza meg az 030610 22 =++++ yyxx  egyenlettel megadott síkidom területének 

mérőszámát! 

23. Határozza meg az 03649 22 =−+ yx  egyenlettel megadott síkidom területének 

mérőszámát! 

24. Határozza meg az ( ) ( )22222 4 yxyx −=+  egyenlettel megadott síkidom területének 

mérőszámát! 

25. Határozza meg 21 HH  halmaz koordináta síkon ábrázolt képének területét, ha 

( ) 078; 22

1 ++−= yxxyxH  és ( ) 078; 22

2 +++= yyxyxH ! 

26. Határozza meg az a mely értéke mellett lesz az ( )
21

1

x
xf

+
=  grafikonja és az x = a , x = 

-a és y = 0 egyenletű egyenesekkel határolt terület 2 egység! 

27. Határozza meg a p értékét úgy, hogy az x = p egyenes az ( )
2

1

x
xf = függvény grafikonja 

az x = 1, x = 2 és az y = 0 egyenletű egyenesekkel határolt síkidomot két egyenlő területű 

részre ossza! 

28. Milyen arányban osztja az xy 22 =  parabola az 822 + yx  körlap területét? 

29. Határozza meg az ( ) 52 +−= xexf  függvény grafikonja és az y = 0 egyenessel határolt 

területet, ha  )+ ;0x ! 

30. Határozza meg az ( )
1

1
2 +

=
x

xf  függvény grafikonja és az y = 0 egyenessel határolt 

területet, ha ( )− ;x ! 

31. Határozza meg az ( ) 2
1

2
+=

x
xf  függvény grafikonja és vízszintes aszimptotójával 

határolt területet, ha ( 1;−−x ! 
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32. Határozza meg az ( )
3

3 x

x
xf +=  függvény grafikonja és ferde aszimptotójával határolt 

területet, ha  )!;3 x  

33. Forgassa az f(x) függvény grafikonját az abszcissza tengely körül a megadott 

intervallumban és számítsa ki az így keletkező forgástest térfogatát: 

1. ( )  ;0,sin xxxf = ; 

2. ( )  5;1,
5

x
x

xf = ; 

3. ( )  4;01262 xxxxf +−= ; 

4. ( )  2;2, −= xxxf ; 

5. ( ) 210 xxxf −= ; 

6. ( )  3;0,11 ++= xxxf ; 

7. ( )  2ln;0,chxxf = ; 

8. ( )  3;1,
2

e
x

xf = ! 

34. Forgassa az f(x) és ( )xg függvények grafikonjai által határolt síkidomot az abszcissza 

tengely körül és számítsa ki az így keletkező forgástest térfogatát: 

1. ( ) 2xxf =  és ( ) xxg = ; 

2. ( ) 2xxf =  és ( ) 22 +−= xxg ; 

3. ( ) 2xxf = , ( ) xxg −= 2 ; 

4. ( ) 2xxf = , ( ) xxg −= 2 , ( ) 0=xh ; 

5. ( ) 962 +−= xxxf ; ( ) xxg += 9 ; 

6. ( ) xxf 2= , ( ) xxg 4= , x = 1; 

7. ( )
x

gxxf
1

;
2

3

2

1
=+−= ; 

8. ( ) tgxxf = , ( )
6

,


== xctgxxg ! 

35. Forgassa az f(x) és ( )xg függvények grafikonjai által határolt síkidomot az abszcissza és 

az ordináta tengely körül is és számítsa ki az így keletkező forgástestek térfogatának 

mérőszámát: 

1. ( ) ( ) 0;2;2 =−== xxxgxxf ; 

2. ( ) ( ) 5,0sin; == xgxf ; 

3. ( ) 3xxf =  és ( ) xxg = ; 

4. ( ) ( ) 2,22
2

1 2 =++= xgxxxf ! 
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10. Numerikus sorok 

Kérdések: 

1. Mi a numerikus sor fogalma? 

2. Milyen feltétel teljesülése esetén konvergens egy numerikus sor? 

3. Mit jelent az, hogy egy sor divergál? 

4. Mi a különbség a sor és a sor részösszegei között? 

5. Ismertesd a geometriai sor összegképletét és alkalmazási feltételeit! 

6. Mikor konvergens egy harmonikus sor? 

7. Milyen konvergenciavizsgálati módszereket ismersz? 

8. Mi a Leibniz-teszt, és milyen sorokra alkalmazható? 

9. Mi a különbség az abszolút és a feltételes konvergencia között? 

10. Mire használhatóak a numerikus sorok a gyakorlatban (pl. közelítések, függvények 

ábrázolása)? 

Gyakorlatok 

 

1. Adja meg az alábbi sorok első öt tagját, ha általános tagja: 

1) 
n

an

2
= ;  2) 

22

3

+
=

n
an ; 3) 

2

1

n
an = ;  4) 

!

1

n
an = ; 

5) 
nna

7

1
= ; 6) 

nn
n

a
5

5

+
= ; 7) 

4

2
2 +

=
n

n
an ; 8) 

( )
nn

a

n

n
 cossin

1

+

−
= ! 

2. Írja fel a következő sorok általános tagját: 

1) ..
43

1

32

1

21

1
+


+


+


; 2) ..

75

1

53

1

31

1
+


+


+


; 3) ..

159

1

137

1

115

1
+


+


+


; 

4) ...
64

1

16

1

4

1
+++ ; 5) ..

7

1

7

1

7

1
53
+++ ;  6) ...

65

4

54

3

43

2

32

1
+


+


+


+


; 

7) ....3cos2cos1cos ++ ; 8) ...4321 ++−+− ;  9) ...
27

1
27

9

1
9

3

1
3 +−+−+− ! 

3. Konvergensek-e az alábbi sorok; 

1) ...
25

7

16

6

9

5
13 +++++ ; 2) ....1 32 ++++ eee ; 3.) ...

27

1

8

1
1 +++ ; 

4) 
5

12

+

+
=

n

n
an ;  5) 

n

na

−









=

7

1
; 6) 

n

nn

na
36

94 +
= ; 7) ( )nna 6,04 = ! 

4. Határozza meg S5, ha 

1) 7=na ; 2) nan = ; 3) 
n

an

1
= ; 4) ; 

5) nnan 32 −= ; 6) ; 7) 
1−= n

n na ; 8) ( )
n

a
n

n

1
1−= ! 

2nan =

13 −= n

na
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5. Határozza meg S100, ha 

1) nan = ; 2) n

na 5= ; 3) 1005 −= n

na ; 4) 
( )1

1

+
=

nn
an ; 

5) 1+−= nnan ; 6) 
23

1
2 ++

=
nn

an ; 7) 
nn

n
a

2
= ! 

6. Vizsgálja az alábbi sorok konvergenciáját a szükséges feltétel segítségével! 
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7. Az összehasonlító kritérium segítségével vizsgálja az alábbi sorok konvergenciáját: 

1) 


= +1 510

5

n n
; 2) 



= +1
2 6

6

n n
;  3) 



= +1 15

1

n
n

;  4) 


= +1
2 3

1

n nn
; 

5) 


=

−−+

1

11

n n

nn
; 6) 



= +1
3

1

n nn
; 7) 



= +

+

1
21

1

n n

n
; 8) 

( )


= +

+

1 2

1

n nn

n
 

9) 


= −1 452

1

n
n

; 10) 


=1
3

1
sin

n n
! 

8. A hányados kritérium segítségével vizsgálja az alábbi sorok konvergenciáját: 
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9. A gyök kritérium segítségével vizsgálja az alábbi sorok konvergenciáját: 
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10. A Cauchy-féle integrál kritérium segítségével vizsgálja az alábbi sorok konvergenciáját: 
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11. Vizsgálja az alábbi sorok konvergenciáját, abszolút vagy feltételes konvergenciáját is: 
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12. Vizsgálja az alábbi sorok konvergenciáját: 
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13. Számítsa ki a következő sorok összegét: 
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11. Többváltozós függvények 

Kérdések:  

1. Mit értünk többváltozós függvény alatt? 

2. Hogyan határozható meg egy kéttényezős függvény értelmezési tartománya? 

3. Mit jelent a többváltozós függvény határértéke? 

4. Mi a parciális derivált fogalma? 

5. Hogyan számítjuk ki egy többváltozós függvény elsőrendű parciális deriváltjait? 

6. Mit jelent a többváltozós függvény folytonossága? 

7. Mik a szükséges feltételei egy többváltozós függvény differenciálhatóságának? 

8. Mi a gradiens vektor, és milyen információt hordoz? 

9. Hogyan alkalmazzuk a Lagrange-féle módszert szélsőérték-keresésre feltétellel? 

10. Mikor van lokális minimuma, maximuma vagy nyeregpontja egy kéttényezős függvénynek? 

Gyakorlatok 

1. Írja fel a 𝑃0 ponthoz tartozó 𝑥 illetve 𝑦 változó szerinti szintvonalfüggvényeket! 

𝑓 (𝑥;  𝑦) =  2𝑥4  +  4𝑥𝑦3  +  8𝑦, 𝑃0(1;  2) 

2. Képezzük az 𝑓 (𝑥;  𝑦)  =  7𝑥3  +  8𝑦2  +  5𝑥2𝑦4  +  8𝑦 függvény első és másodrendű parciális 

deriváltjait!Számítsa ki 𝑓𝑥′(3;  2) értékét! 

3. Számolja ki az alábbi parciális deriváltakat! 

𝑓𝑥′(𝑥;  𝑦)  =? 𝑓𝑥𝑦
′  (𝑥;  𝑦)  =? 

a) 𝑓 (𝑥;  𝑦)  =  𝑒𝑥2+𝑦2
∙  𝑙𝑛 𝑦; 

b) 𝑓 (𝑥;  𝑦)  =  𝑦 ·  ln (𝑥2  +  𝑦2)! 

4. Adja meg az 𝑓 (𝑥;  𝑦)  =  𝑦2 ∙ √𝑥4   +  2𝑥𝑦  függvény elsőrendű 𝑥  változó szerinti parciális 

deriváltját! 

5. Határozza meg az alábbi függvény lokális szélsőértékhelyeit (a jellegükkel együtt) valamint 

nyeregpontjait (amennyiben léteznek)! 

a) 𝑓 (𝑥;  𝑦) =  
𝑦4

4
+  𝑥2  +  8𝑥𝑦 −  9; 

b) 𝑓 (𝑥;  𝑦) =  𝑥2  −  6𝑦2  +  2𝑥𝑦2  +  4𝑥𝑦 −  6𝑥 −  12𝑦 +  23; 

c) 𝑓 (𝑥;  𝑦) =  
9

𝑥
+

3

𝑦
+  𝑥𝑦; 

d) 𝑓 (𝑥;  𝑦) =  𝑦3  −  4𝑦2  −  4𝑥2  +  4𝑥𝑦 +  1; 

e) 𝑓 (𝑥;  𝑦) =  𝑥𝑦 −  2 𝑙𝑛 𝑥 −  𝑙𝑛 𝑦 +  2𝑥 +  1; 

f) 𝑓(𝑥;  𝑦)  =  2𝑦3  +  𝑥2𝑦 −  3𝑦2  +  𝑥2  −  4! 
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12. Kettős és többes integrálok 

Kérdések: 

1. Mit értünk kettős integrál alatt? 

2. Hogyan számítjuk ki a kettős integrált derékszögű koordinátarendszerben? 

3. Mikor használunk polárkoordinátákat a kettős integrál számításához? 

4. Hogyan értelmezzük a kettős integrált geometriailag? 

5. Mi a kapcsolat a kettős integrál és a tartomány területe között? 

6. Hogyan történik a tartomány szerinti integrálási sorrend megváltoztatása? 

7. Mit értünk hármas (többes) integrál alatt? 

8. Hogyan számítjuk ki a hármas integrált térbeli testek esetén? 

9. Mikor alkalmazunk henger- vagy gömbkoordinátákat a többes integrál számításához? 

10. Milyen fizikai mennyiségek számíthatók ki többes integrálokkal (például tömeg, térfogat)? 

 

Gyakorlatok 

1. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥 +  𝑦 függvény kettős integrálját az [0,1] × [0,1] tartományon! 

2. Határozza meg az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥2  + 𝑦2  függvény integrálját a 0 ≤  𝑥 ≤  1, 0 ≤  𝑦 ≤  2 

tartományon! 

3. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥𝑦 integrált az 𝑥 +  𝑦 ≤  1, 𝑥 ≥  0, 𝑦 ≥  0 tartományon! 

4. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑒𝑥+𝑦 függvény integrálját a négyzeten: 0 ≤  𝑥 ≤  1, 0 ≤  𝑦 ≤  1! 

5. Határozza meg az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑠𝑖𝑛(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑦) integrált a [0, 𝜋] × [0, 𝜋/2] tartományon! 

6. Határozza meg a 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥2𝑦3 integrálját az [0,2] × [0,1] tartományon! 

7. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑦/(1 +  𝑥2  +  𝑦2) integrált az egységkörön! 

8. Határozza meg az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥 +  2𝑦  integrálját a háromszögön, melynek csúcsai: 

(0,0), (1,0), (1,1)! 

9. Számítsa ki a 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑙𝑛(1 +  𝑥2  +  𝑦2) integrált a kör alakú tartományon: 𝑥2  +  𝑦2  ≤  1! 

10. Számítsa ki a 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥3  +  𝑦3 integrált az [0,1] × [0,1] tartományon! 

11. Számítsa ki a 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  𝑥 +  𝑦 +  𝑧 hármas integrált az egységkockán! 

12. Határozza meg az 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  𝑥𝑦𝑧 integrált a 0 ≤  𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤  1 tartományon! 

13. Számítsa ki a 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  𝑒𝑥+𝑦+𝑧 integrált az egységkockán! 

14. Számítsa ki a 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  𝑥2  +  𝑦2 +  𝑧2 integrált a kockán: 0 ≤  𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤  2! 

15. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  𝑠𝑖𝑛(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑦)𝑒𝑥𝑝(𝑧) integrált a kockán: 0 ≤  𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤  𝜋! 

16. Határozza meg a térfogatot az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  4 −  𝑥2  −  𝑦2 függvény és az 𝑥𝑂𝑦-sík között! 

17. Számítsa ki a 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑐𝑜𝑠(𝑥𝑦) integrált a négyzeten: 0 ≤  𝑥, 𝑦 ≤  1! 

18. Határozza meg a 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥2𝑦 −  𝑦3 integrált a háromszögön: (0,0), (1,0), (1,1)!  



69 

 

13. Görbementi integrálok 

Kérdések: 

1. Mit nevezünk görbementi integrálnak? 

2. Hogyan definiáljuk a görbementi integrált skalárfüggvényre? 

3. Mi a különbség a görbementi integrál és a többszörös integrál között? 

4. Hogyan számítjuk ki egy görbementi integrált paraméteres alak esetén? 

5. Mi az ívhossz kiszámításának kapcsolata a görbementi integrállal? 

Gyakorlatok 

1. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥2  +  𝑦2  görbementi integrált az egységkör ívén (𝑥 =  𝑐𝑜𝑠 𝑡, 𝑦 =

 𝑠𝑖𝑛 𝑡, 0 ≤  𝑡 ≤  𝜋/2) 𝑑𝑠 szerint! 

2. Határozza meg a görbe hosszát: 𝑥 =  𝑡2, 𝑦 =  𝑡3, 0 ≤  𝑡 ≤  1! 

3. Számítsa ki a 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥  integrált a vonalon, amely a (0,0) ponttól az (1,1)  pontig tart 

egyenesen! 

4. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥𝑦 görbementi integrált a körív mentén: 𝑥 =  𝑐𝑜𝑠 𝑡, 𝑦 =  𝑠𝑖𝑛 𝑡, 0 ≤

 𝑡 ≤  𝜋! 

5. Számítsa ki a görbe hosszát: 𝑥 =  𝑐𝑜𝑠 𝑡, 𝑦 =  𝑠𝑖𝑛 𝑡, 0 ≤  𝑡 ≤  2𝜋! 

6. Határozza meg az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑒𝑥2 + 𝑦2
 görbementi integrált a negyedkörön: 𝑥 =  𝑐𝑜𝑠 𝑡, 𝑦 =

 𝑠𝑖𝑛 𝑡, 0 ≤  𝑡 ≤  𝜋/2! 

7. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥 +  𝑦 görbementi integrált az 𝑥 =  𝑡, 𝑦 =  𝑙𝑛 𝑡, 1 ≤  𝑡 ≤  𝑒 görbén! 

8. Határozza meg a görbe hosszát: 𝑥 =  𝑡, 𝑦 =  1/𝑡, 1 ≤  𝑡 ≤  2! 

9. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  √𝑥2 +  𝑦2 integrált a görbén: 𝑥 =  𝑡, 𝑦 =  1 −  𝑡, 0 ≤  𝑡 ≤  1! 

10. Határozza meg az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑦)  görbementi integrált az íven: 𝑥 =  𝑡, 𝑦 =  𝑠𝑖𝑛 𝑡, 0 ≤

 𝑡 ≤  𝜋! 

11. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑦2  görbementi integrált a parabolaív mentén: 𝑥 =  𝑡, 𝑦 =  𝑡2, 0 ≤

 𝑡 ≤  1! 

12. Számítsa ki a görbe hosszát: 𝑥 =  𝑒𝑡, 𝑦 =  𝑙𝑛 𝑡, 1 ≤  𝑡 ≤  2! 

13. Határozza meg az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥2𝑦 görbementi integrált: 𝑥 =  𝑡, 𝑦 =  𝑡2, 0 ≤  𝑡 ≤  2! 

14. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥2 +  𝑦2 görbementi integrált az (1,0)  →  (0,1) íven, amely a körív 

mentén halad! 

15. Számítsa ki az 𝑓(𝑥, 𝑦)  =  𝑥𝑦 +  𝑥  görbementi integrált az 𝑥 =  𝑠𝑖𝑛 𝑡, 𝑦 =  𝑐𝑜𝑠 𝑡, 0 ≤  𝑡 ≤

 𝜋/2 görbén! 
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Посібник з математичного аналізу для інформатиків призначений для студентів І курсу 

Закарпатського угорського інституту імені Ференца Ракоці спеціальності А 4.09 Середня 

освіта (Інформатика) денної та заочної форми навчання з метою організації самостійної роботи 

з курсу "Математичний аналіз".   

Кожна тема посібника містить теоретичні питання та практичні завдання з курсу 

"Математичний аналіз".  

 

Матеріал призначений для використання як навчально-методичний посібник з дисципліни 

"Математичний аналіз ". 

Затверджено до використання у навчальному процесі 

на засіданні кафедри математики та інформатики 

(протокол № 10  від «23» червня 2025 року) 

 

Розглянуто та рекомендовано Радою із забезпечення якості вищої освіти 

Закарпатського угорського інституту імені Ференца Ракоці ІІ 

(протокол №7 від 26 серпня 2025 року) 

 

Рекомендовано до видання у електронній формі (PDF) 

рішенням Вченої ради Закарпатського угорського інституту імені Ференца Ракоці ІІ 

(протокол №8 від 28 серпня 2025 року) 

Підготовлено до видання у електронній формі (PDF) кафедрою математики та інформатики з 

Видавничим відділом Закарпатського угорського інституту імені Ференца Ракоці II 

 


