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Példavaltozat megoldasa

1. feladat.

1) Hatarozza meg a z3 =-1+i ¢és zp =1+ J3i komplex szamok abszolutértékét és
argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és
exponencialis alakjat!

2) Keresse meg: a). 21 -22; b). % ; ¢). 3z !

Megoldas.

1) Abrazoljuk a komplex sikon a komplex szamokat. A z; = —1+i szamnak az Ml(— 1 l)

pont felel meg, miga z, =1++/3i -nekaz M, (1; \/§) pont.

Az abszolutérték ¢s argumentum meghatarozasahoz a kovetkezo képleteket hasznaljuk:

arctgl, ha x>0,
X

r=lz|=+ 2+y? ¢sp=argz= arctgl+7r, ha x<0, y>0,
X

arctgl—ﬂ, ha x<0, y<O0.
X

Kapjuk:

n=z|=y(1)7 +1* =2, ¢, =argz, =arctg_T1+7z :—%+7r=377[,
2
ry =|z5] =V12+3° =2, g, =argz, = arctg?:%.
Ahhoz, hogy attérjiink a komplex szam algebrai alakjatol annak trigonometriai ¢és
exponencialis alakjahoz a kovetkezd képleteket:
z=r(cosp+ising) és z=re'?.

fgy kapjuk:
71 =2 cos3—”+isin3—” ,
4 4



.3

Ii
Z]_I\/Ee 4,
T .. 7T
Z9 =2| cCOS—+isin— |,
w5iond)

T
1=

7y =2e 3
D) 222} = (-1-1)- L VaIf = (-1-0): (2 + 243+ (Vaif )= (-1-i)- L+ 2430 -3)-

= (~1-i)- (243i~2)= ~2/3i + 2~ 2/3i? + 21 =23 + 2+ 24/3+ 21 =
~(2+243)+2-243);

b) 22 Z, 1+\/_| (1+\/_|X— —| —1—|—\/_| V3i? —1—i—\/§i+\/§_
z,  —1+i  (1+i\-1-i) (-1 i 1+1 -

_-14VB-f4V8) 1443 1443

- 2 2 2

c¢) Hasznaljuk a kovetkez6 képletet

V7 — w(coswnsin ‘P+2”kj, k=01, .., (n-1).

n n

27K 37/ + 27K
%/_ J-1+i %/_[cos /+ +1isin /; J

3z 3
ha k=0: f\3/5[005 ?Hsin ?]—%(cos%ﬂsin%)—%(g+%ij;

+ 27 3/ +2n
ha k=1: \/_{cos / +isin / J \/E(coslllzﬂsm%J

3 +47z' +4r
ha kZ:Q/E{cos 3 yisin£4 / (COSllg—zﬂ+ISIn119—2ﬁJ=

ool jra( )

2. feladat. Szamolja ki az f(z) fliggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam

algebrai alakjaban irja fel:

a) f(z)=cosz, z, :%+3i;



b) f(z)= Arctgz, z, :1%!

Megoldas.

a) COS 7 +3i | = cos” cos3i —sin Z sin 3i =lch3—i£sh3;
3 3 3 2 2

b) A meghatarozas szerint Arctgz = —E Ln i

i+z
1 .43 _1+i1+ﬁ
i~z "o, _ —il2++3)
2" 2

Arctgl_; 3:_EL E:_ELN(ZJ”/—) (In‘ (2+\/_]+|arg((2+\/_))+27zk|)
i(2++4/3]=2+/3 i 1 i
:Lfg(i(2+l\/§))l :-—[In(2+\/_) ( +27sz] 2(2+27ij—§|n(2+\/§)

3. feladat. Hatarozza meg az f(z)=sin 22 fiiggvény differencialhatdsagi tartomanyat és
keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!
Megoldas.
Meghatarozzuk az f (z) fliggvény valds és képzetes részét:
f(z) =sinz® =sin(x +iy)* =sin(x* — y* +i2xy) = sin(x* — y?) cos(i - 2xy) +
+cos(x? — y?)sin(i - 2xy) = sin(x* — y*)ch(2xy) +icos(x* — y*)sh(2xy).

fgy kapjuk:
u =sin(x* — y?)ch(2xy);
v = cos(x® — y*)sh(2xy).
Megkeressiik a a_u 6_u Q il parcidlis derivaltakat, és meghatarozzuk azon pontokat,
ox oy ox oy

melyek kornyezetében 1éteznek és folytonosak lesznek, és azokat melyekben teljesiilnek a Cauchy-
Riemann feltételek:

u_ovoou_ v

ox oy oy  ox
= (sin(x?® — y*)ch(2xy))’, = 2xcos(x* — y?)ch(2xy) + 2ysin(x* — y?)sh(2xy),

= (cos(x? — y?)sh(2xy))!, = 2ysin(x® — y?)sh(2xy) + 2xcos(x* — y*)ch(2xy),
y

2 22



vagyis il = N minden valos x és y értékére, és folytonosak az R? sikon.
%u = (sin(x* — y*)ch(2xy))’, = -2y cos(x* — y)ch(2xy) + 2xsin(x* — y*)sh(2xy),
av 2 2 ’ H 2 2 2 2
rvia (cos(x” — y“)sh(2xy))’, = —-2xsin(x* — y“)sh(2xy) + 2y cos(x” — y“)ch(2xy),
R aU av . ’ ’ fon 1. r r 2 7
vagyis — = —— minden valos x és y értékére, és folytonosak az R* sikon.

Mivel a Cauchy-Riemann feltételek teljesiilnek minden (X,y)-ra és a —,—,—,—

parcialis derivaltak folytonosak az (X, y) tetsz6leges kornyezetében, ezért az f'(z) derivalt 1étezik
a C sik tetsz6leges z = X+ 1y pontjaban.

Meghatarozzuk a derivaltjat:

f’(z):Z—u+i;ﬂ = 2xcos(x? — y?)ch(2xy) + 2ysin(x? — y?)sh(2xy) —
X OX

—i-2xsin(x® — y®)sh(2xy) +i-2ycos(x* — y?)ch(2xy) =

= 2x(cos(x2 - yz)cos(i -2xy)—sin(x2 - yz)sin(i -2xy)) + 2iy(—sin(x2 - yz)sin(i -2Xy)+
+ cos(x2 - yz)cos(i -2xy)) = 2xcos(x2 —y?+ 2ixy)+ 2yi cos(x2 —yi+ 2ixy):

= 2xcos(x +iy)* + 2yicos(x +iy)* = 2(x +iy) cos(x + iy)? = 2z cos z2.
Kapjuk, f'(z)=(sinz®)' =2zcosz?, V zeC.
A derivalt valos része:

Z—)l: = 2xcos(x* — y?)ch(2xy) + 2ysin(x* — y?)sh(2xy),
¢és képzetes része:

% = —2xsin(x* — y?)sh(2xy) + 2y cos(x*> — y*)ch(2xy).

4. feladat. Hatarozza meg a z =5tgt — 3isect gorbe tipusat!

Megoldas.
2(t)=x(t) + iy(t)=5tgt — Sisect .

X = 5tgt,
Innen
y =-3sect.

t = arctg,
Kifejezziik a t-ét minden egyenletbdl: > 3
t= arcco{— —].
y
7



Elhagyjuk a t-ét:

{5
arccogy —— |=arctg—.
y 5
o3 o)
cos| arcco§ —— | |=cos arctg— |,
y 5

3J 5 3 5
CO§ 7 —arccos— |=——, ——=—o |
( Y) Ix?+52 Y x%+5°
2

9

2 2

y X ;
2 —— =1 —hiperbola egyenlete.

9 25 P W

5. feladat. Hatarozza meg azt a zZ tartomanyt, mely az alabbi egyenldtlenségekkel van
megadva:

1<|z-i|<3,
Y %Sarg(z—i)<2§;
%f—qsa
b).
Rez >1!

i /2 N 27
a). A keresett tartomany a 1<|z—i|<3 gy(lrii és a s <arg(z-i)< 3 sz0g belsd részének

metszete lesz:

b). A ‘ZZ - 4‘ =4 gorbét descartes koordinatarendszerben irjuk fel:

22 —4=(x+iy)’ —4=x*+2ixy - y? —4=(x* — y* —4) + 2ixy



‘22 _4‘=\/(X2 -y _4)2 +(2xy)? =\/(X2 —y2)2 —8(X2 —y2)+16+4x2y2 =
b2 +y?f ~8p -y )+16;
Yl 2 el -y2)

Innen, \/(x2 + y2)2 —8(x2 - y2)+16 =4,

2
Vagy (x2 + y2) —8(x2 - yz):o,
2
(2 + y2f =8(x? - y2) - Bemoulli lemniszkita.
Nyilvanval6, hogy a ‘22 — 4‘ <4 azon pontokat hatarozz meg, melyek a Bernoulli

lemniszkatan és annak belsejében helyezkednek el. A Rez >1 egyenldtlenség azon pontokat
hatarozz meg, melyek az x =1 egyenes jobb oldalan helyezkednek el. A keresett tartomany ezen

tartomanyok metszete lesz:

o

= i s ol
=

6. feladat. Lehet e az u=e* cos2y fiiggvény valds része valamely f(z) analitikus
fliggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =1!

Megoldas.

Meghatarozzuk a parcialis derivaltakat:

a_ 2e* cos2y, M _ —2e*sin 2y,
OX oy

2 2
8_121 = 4e* cos2y, 6_1; = —4e°* c0S2y.
OX oy
Kapjuk, hogy
2 2
a—l:+a—l;=4ezx cos2y —4e* cos2y =0, V (x,y) e R®.
oX~ oy

Tehat az u(x,y) harmonikus a C sikon, és létezik olyan f(z) analitikus figgvény, melyre

f(z)=u(x,y)+iv(x,y).

Cauchy-Riemann feltételek szerint:



N _M_ e cos2y, (1)
oy oX

N_ Mg 2y. (2)
ox oy

Integraljuk az (1) egyenletet y valtozo szerint, igy a képzetes részt kapjuk a C(x) Osszeadandd
pontossagaval:
v=e"sin2y+C(X). ()

Derivaljuk a (3)-st x szerint:
N _ 2e*sin 2y + C'(x).
oX

A (2)-hez valo Osszevetéssel, kapjuk, hogy C'(x) =0, inenn pedig C(x) = 4.
Tehat, kapjuk
v=esin2y+4 n
f(2) =u+iv=ecos2y+ie®sin2y +iA=e®*(cos2y +isin2y) +iA=e?e? +iA=
=’ LiA=e"" +iA
mivel f(0)=1, kapjuk A=0.
Végiil, f(z)=e”.

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik

IRez| <1,
I

aw= 1 leképezés altal, ha D : !
z Imz>0

Megoldas.
Elészor megkeressiikk a D tartomany L hatarvonalat, és ezutan a D tartomany tetszdleges
pontjanak képét hatarozzuk meg.
A gorbe kép egyenlet meghatarozasanak szabalya
Legyen a z tartomanyban az F(x,y)=0 gorbe megadva. Hogy megkeressiik a gorbe kép

egyenletét @(u,v) =0 a w tartomanyban w= f(z) =u +iv leképezés soran, ki kel vonnunk az X

¢és y valtozokat az egyenletekbdl:

u=u(x,y)
vV=V(X,Y) 1)
F(x,y)=0

Ha a gorbe paraméteres egyenlettel van megadva, vagyis:

{x = Xx(t),

v = y(® vagy z=z(t)=x(t)+iy(t),

10



akkor a képének paraméteres egyenlete a w= f(z) =u + iv leképezés soran a kovetkezo lesz:
u=u(x(), y()) =U ()
{V =V(x(t), y(t)) =V (1)

A megadott feladatban a D tartoméany hatarvonala harom részbdl tevodik Ossze:
Liix=-1 y=>0, L,:x=1 y>0, L,:y=0-1<x<1. Megkeressiik annak képét a megadott
leképezés soran.

Kiirjuk a fliggvény valos és képzetes részét.

1 1 x=iy |

W=—= T2 2
z x+iy xi+y
X
Uu=- 7 V=- zy 2
X +y X" +Yy

Megkeressiik a hatarvonal els6 részének képét. Ehhez 6sszeallitjuk az (1) egyenletrendszert:

s X
X +y?’
1
TRV
V== zy 21~ ’
x> +y y
V=—
1+y?
x=-1 y>0

Négyzetre emeljiik az egyenletrendszer elsd és a méasodik egyenletét:

1+ y?

—Uu.

- <0
1+ y?

Végiil a hatarvonal részének képe (U + %)2 +vi= %, hau<0, v<0.

. 1 1
Hasonloan meghatarozzuk a hatarvonal masodik részének képét L, : (u —E)z +V© = 7 ha

u=0, v<0.

Az L, képet az alabbi egyenletrendszerbdl hatarozzuk meg:

11



U X
x> +y?’
y Uzl
V:—m,:> X1
v=0
y=0, -1<x<1

Tehat, az L,: v=0, u>1, ha 0<x<1lés u<-1ha -1<x<0; u=0. Abrazoljuk az
L,, L,, L, hatarvonal részeketa W sikon.

A D tartomany képének abrazolasahoz a W sikon vesziink egy kontroll pontot. A z =i pont

a W = —i pontba képzddik.

o

(W)

1 95 o5 1 &

T b Oh 4

8. feladat. Keresse meg az alabbi fliggvények Laurent-sorba vald fejtését az f(Z)

figgvénynek a z — z( hatvanyai szerint! Hatdrozza meg a {6- és szabalyos részét!

2z+1
a) f(z)=——, z,=0;
) 1@ 224+2-2""°
2z +1
b) f(z)=— —"—, 2, =
) 1@ (z-)(z+2) °
Megoldas.

a) Az f(z)= 222+12 fiiggvénynek két szingularis pontja van: z, =1 és z, = —2. Jeldljik
"+

azokat a Z sikon, és két z, = 0 kozéppontl korvonalat abrazolunk, melyek megfeleléen z, =1 és

z, =—2 ponton haladnak at. Tehat van harom olyan tartomany, melyekben az f(z) fiiggvény

analitikus lesz:

12



y 1)‘Z‘<1;

/— -0\1 - 3) |z} > 2 tartomany, mely a |z| < 2 korlap kiils6 része.
X
Kk-/ Megkeressiik az f(z) fiiggvény Laurent sorat ezen

tartomanyok mindegyikében a kovetkezd képletet

2) 1<|z|< 2 gyliri;

hasznalva:

-

1-t*= =14+ttt Lt (1)

-

—t
minden [t <1.

Az f(z) fuggvényt elemi tortfliggvények osszegeként irjuk fel:
2z+1 1 1

5 + )
2°+z2-2 72-1 z2+2

1) Vizsgaljuk a |z|<1 korlapot. A 11 és 5 elemi tortfiiggvényeket pedig az 11t
z- Z+ -

alakban, ahol [t <1 amikor |z/<1. Az f(z) figgvényt a kovetkezO alakban irjuk fel:

f(z) = —11 + ; 12 Az ilyen tortfiiggvényekhez mar hasznalhatjuk az (1) képletet.
A
1+—

2

A |z <1 tartoméanyban, az (1) képlet szerint 11 =1+z+2°+2° +..+ 2" +.... Mivel z]<1
—Z

és annal inkdbb > 2P (ha |z/ <1, akkor annal inkébb |z|<2), tehat, az (1) képlet szerint

2 3 n
12—1—Z LN +(-D" —+
LI 2 4 8
2
Tehat,
2 3 n
—i+1i=—l—z—zz—23—...—2"—...+E—E+Z——Z—+...+(—1)” : — =
1-z 21 z 2 4 8 16 2"
+7
2
1.3, 7,15, 2™-1 2, 2m - SR
e e A s AP =-> 72"+ (-1 =
2 4 8 16 2n+1 g 2n+1 Z nzc;( ) 2n+1

0 _1 n
= Z (( n?l - 1) z "
A kapott kifejtés csak a Laurent sor szabalyos részét tartalmazza.
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2) Vizsgaljuk a 1< |z| < 2 gylriit. Ebben a tartomanyban felirjuk az f (z) fiiggvényt az alabbi

1 L A tortek nevezdiben az 1—t alaku kifejezéseket irtuk fell, ahol

alakban f(z) = lil + 5

1 1+
z 2
t<1.
Mivel [z| >1, ezért ! <1 ésaz (1) képlet szerint L=1+1+i2+i3+...+in+.... Mivel
z 11 z 7° 2 z
z
) o ) 7 Z2 23 ] n
2| < 2, ezért az el6z6 esethez hasonloan =l —— 4+ (D" —+
1 Z 2 4 8 2
+7
Tehat, 111 112 _
Zg_t 244 F
z 2
Lttt it e, (O e, i i
n 4 8 16 2n+l ) Zn e~ 2n+l

A kapott kifejtés a f6- és szabalyos részét is tartalmazza a Laurent sornak

3) Vizsgaljuk a ‘Z‘ > 2 tartoményt. Ezen tartomdnyban 1 <1, ezért az (1) képlet szerint
z

1 1 1 1 1
=l St
11 z 2 7° z"
z
., , z .12 .
A vizsgalt tartomanyban 5 >1, vagyis — <1 ezért
z
12_1—2+42—8+ A+ (=D" 2—+
142 z 7° 2 z"
z
11 11
Az f(z) fuggvényt a kovetkez6 alakban irjuk fel f(z) ———1 R A kapott feliras
1-= f14°
z z
szerint kapjuk
f(z):1(1+1+12+13+...+1n+...+1—2+42—83+..+(—1)”2n+...j=
z A z z 72 2 z

- 2n—1 © 1+ (_l)n—l . 2n—l

DY RS

A kapott kifejtés csak a Laurent sor 6 részét tartalmazza.
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b) Az f(z) figgvénynek 2 szingularis pontja van z, =1 és z, = -2, melyeket a Z sikon
jelolink meg. A z, =1 pont egybeesik a z, =1. Huzunk egy z, =1 kozéppontt kdrvonalat, mely a
Z, = 2 ponton halad at.
Megfelel6en két olyan tartomany 1étezik, melyekben az f (z) fliggvény analitikus:
1) 1<|z-1 <3 gylr;

¥

/ /_\ Megkeressik az f(z) fiiggvény Laurent sorat
-2 1
\ \_/ X mindegyik tartomanyban az (1) képlet segitségével. Ehhez

felijuk az f(z) figgvényt elemi tortfliggvények

2) [z-1>3

Osszegeként:

22+1_1+1
7°+7-2 7-1 742

1) El8szér kifejtsiik az f (z) fiiggvényt a z-1 hatvanyai szerinta 1< |z —1| < 3 tartoméanyban.

Az elsd tortfiiggvény mar hatvanya a z —1-nek. A mésodik tortfiiggvényben pedig elvégezziik a

B 1
z+2 t+3

1 .
z—1=t helyettesitést, akkor z=t+1 ¢és A —e tortfliggvény a t hatvanyai
+

szerint, hasonloan az el6z6 feladathoz. Amikor0 < \t\ < 3, akkor a kovetkezd felirast hasznaljuk:

1 11 1(, t t* ¢t t" = (=D)" -t"
==l L+ (D) L = Y
t [ 3 9 27 ( ) 3" j ; 3n+1

Forditva, visszahelyettesitjik a valtozot. Ha 0<|z-1<3, akkor az f(z) fliggvény a

kovetkezo alakot olti:

27+1 1 1 1 1 &, . (z=1"
5 +> (-1 L=D7

2 = 3 _ = n+1
2°+z-2 7-1 31+ 1 z-1 & 3

3

A kapott kifejtés a Laurent sor f6- és szabalyos részét is tartalmazza.
1 e

2) Hasonléan, a z-1=t helyettesitéskor, az T3 tortfiggvény  kifejtese [t >3
+

tartomanyban a kovetkezd alaku lesz:

1 11 1, 3 9 27 3" e 3t

B [ SRR Y C | L = E -

t+3 t, 3 t( t t? t? D t" J ﬂ( ) t"
Tt

15



Forditva, visszahelyettesitjiik a valtozot, amikor |z -1 >3, akkor az f(z) fiiggvény kifejtése

a kovetkezd alaku lesz:

27 +1 1 1 1 1 & a3 2 & L, 3
- = + = +> ()" — = +) (=D _,
2°+z-2 z-1 z-1,. 3 z2-1 & z-)" z-1 &5 (z-1)

z-1

Az els6 esetben a Laurent sor f0 része csak egy Osszeadandot tartalmaz. A masodig esetben
pedig, a Laurent sor csak a f6 részt tartalmazza.
z
9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=eZ-! fiiggvényt a z =1 szingularis pont
kdrnyezetében!

Megoldas. Hasznaljuk a mar ismert kifejtést:

z 1 1
P T 1 1 1 P |
f(z)=ez1l=e Z-lze-ez-lze[1+ + ot —————+..|=¢e

z-1 2(z-1) n(z-1)" nZ:ZOn!(Z—l)n.

10. feladat. Keresse meg az f(z) fiiggvény izolalt szingularis pontjai, hatarozza meg azok

tipusat €s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

8) f(z)="— i
_1-cos6z

b) f(2)==—7—:

¢) f(z)=(z—i)sin

1
2(z 1)
Megoldas.

a) A zp =0 a fiiggvény szingularis pontja. A tipusdnak meghatarozasahoz kifejtsiikk Laurent

sorba a fliggvényt a Z hatvanyai szerint:

Z Z n 2 n! yA yA

1 1 1 1 z 7" 1 2 1 1 1 z VAR
=Sttt +—+.+ tomgt—= 4.+ —=

z 1z 20z 31 4l n! Z z 1z 20z 31 4l n! Z

5 1 z 73
=—+ >+t —+..+ +...

2z 1z 3 4 n!

fo rész szabalyosrész

A Laurent sor f6 része véges szamu 0sszeadandot tartalmaz, vagyis a zg =0 — polus pont lesz. A

negativ hatvany magasabb rendje (n = 2) a polus pont rendjét hatarozza meg. Tehat, a 25 =0 2.
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rendii polus pont. A reziduumot a Res f (Z) = C_; képlettel hatarozzuk meg, akkor Res f(z)=
z=1, z=0

N | ol

b) A zy =0 a fliggvény szingularis pontja. A tipusanak meghatarozasahoz megvizsgaljuk az alabbi
hatarértéket:

. 1-cosbz .. 2sin%3z
z—0 Z z—0 Z

18,

vagyis z, =0 kikiiszobolhetd szingularis pont, és igy Res f(z)=0.
z=0

c) A zg =1 a fliggvény szingularis pontja. A szingularis pont tipusanak meghatarozasahoz a

fiiggvényt Laurent sorba fejtsiik a z—i hatvanyai szerint:

—(z—ifsin—r = (z—if| =t - : + :
f(2)=(z-1) 22— ( )(z(z—i) 32z-1)° s2z-i)f
(z-i) 1 1 n L

1) (2n +l)!22n+1(2 _ i)2“—2

n 1
+(-) (2n+1)!(2(z—i))2”+1+m]= 2 2% mi(z—ip L

+....

fo rész

A Laurent sor f6 része végteleniil sok tagot tartalmaz, vagyis a zg =i lényeges szingularis pont.

Akkro Res f(z)=C_; =0, mivel a i mellett 1év6 egylitthato nullaval egyenld.
z=i Z-1

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

a) Jz3dz , ahol AB egy egyenes szakasza, z, =0, z; =1;
AB

b) J.fdz , ahol ABC egy tort egyenes, z, =0, z; =i, z, =1+1;
ABC

c) Izzdz,ahol L egy koriv z|=1, 0<argz<r;
L

d) J.eidz, ahol L azy = —x egyenes szakasza, mely az A és B pontot koti dssze, z, =0 és
L

Zg =m—ix!
Megoldas.

a) Mivel az f(z)=12° fiiggvény mindeniitt analitikus, ezért Newton-Leibniz képlete

hasznalhato:



b) Az f(z)=z fiiggvény mindeniitt folytonos, az ABC tortegyenes szakaszonként sima

gorbe, akkor az adott integral kiszamitdsa két gorbementi integral kiszamitdsdhoz vezethetd le az

alabbi képlet szerint: :
.[ f(z)dz :_[udx—vdy+ iJ‘vdx+ udy .
r r r

Innen kapjuk,
[ zdz= [ (x—iy)(dx+idy)= [ xdx+ydy+i [—ydx+xdy.
ABC ABC ABC ABC
A gorbementi integral additiv tulajdonséaga szerint:

[ f@dz= [ f(2)dz+ [ f(2)dz.

ABC AB

Az AB szakaszon x =0, vagyis dx =0, y e [0,1]. Kapjuk J.Edz: Iydy: > :;.

AB AB 0
A BC szakaszon y =1, dy=0, 0 < x <1. Kapjuk
x2[ 1
jidz: dex+i_[(—1)dx=— —ix) =i,
BC BC BC 2 ° 2

0

A kereset integral J-fdz egyenld 1 + 1 i=1-i.
ABC 2 2

c) Legyen z =e'?, akkor dz =ie"’de, 0< ¢ < . Kapjuk,

= 14, 1 1, 11 o 1 2
=—e""——=—¢ ——:g(c037z+|sm7z)—§:——

JL'zzdz:IeZ‘q’ie“/’d(p:%eS‘ﬂo 3 373% "3 3

d) Megadjuk az L -t paraméteres alakban: x=t, y=-t, z=t—it, 0<t<r.
Paraméteres alakban megadott z(t) = x(t) +iy(t) t, <t <t, gorbe esetében a kovetkezd képlet
igaz:

t

jf(z)dz :jf(z(t))z'(t)dt.

b

Innen kapjuk:

[erdz=[e"" @-i)at B
1 0 1+1

. = —i(e™ (cosz +isin ) —1)= (e” +1)i.

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

sinzdz

a) ;
241-2 2(2+1)°

18



zcoszdz dz
b) §

Hzﬂz_”

Megoldas.

a). Az integralando fliggvénynek az integralasi konttr belsejében két szingularis pontja van z=0

és z=—1. Ezért §LZC123:2M(Res f(z)+Res f(z)].
L 2(z+1) 2=0 2=-1

Meghatéarozzuk a szingularis pontok tipusat €s azokban 1év6 reziduumokat.

sin z

lim ———— =1, innen Res f(z)=
z—0 3 _
2(z+1) 2=0
) sin z . ,
lim ———— =0, innen z =-1 pdlus pont.
2>-17(z+1)

Mivel lim —mZ 5 (z+1)° =1, ezért z=-1 polus, melynek rendje n=3.
>17(z+1)

” !

2 - . i
Res f(z)= L jim & (z+1p N2 _Lmlsinz | 1 Zzecosz=sinz |
: 21 251 2

21 ( —1)' z>-1(z° z(z +1) 21z->-1 Z

B 2121

3 =

1 Iim{zz(cosz—zsin z-c0sz)—2z(z-cosz —sin z)}
z

B 2121 4

{22 .sinz+2zcosz —2sin z}
z

_sin1-2cosl
—

Végil kapjuk, §

L 2(z+1)

sin zdz i (sml 2cosl
2

) 7i(sin1—2cosl).
b). Az integraland6 fliggvénynek az integralasi kontlr belsejében két szingularis pontja van z=r
és z=—. Tehat §22L2dzz = 27zi£Res f(z)+Res f(z)}.

LZ —7& =1 I=—T

Mivel z=7x és zZ=—x elsé rendli polus pontok, ezért a reziduumok kiszamitasara a kdvetkezd

o(z0)

képletet hasznaljuk: Res f(z)= ' ,ahol p(z)=zcosz, y(z)= 22 — 72, w'(z)=2z.
=1, w'(z0)
Res f(Z):zcosz :_1’ Res f(Z):zcosz _ 1
1=m 22 |7y 2 27 |y p 2
Végiil kapjuk, hogy
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ZCoszdz :2m(—1—%]=—2m

72 _ 72 2

13. feladat Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

© 2
a) J.4d2X 5 dX
o (X°+1)
xsm5x

b
) -[x +4
ZJ? dx

I
< (2+cosx)®

Megoldas.

a) A kovetkez0 szabaly van az integralok kiszdmitasara:

Legyen R(X) egy raciondlis tortfiiggvény, R(X):QPk ((X)) , ahol P, (x) és Q,(x)
X

n

megfeleléen K -ad és n-ed foki polinomok. Ha az R(X) folytonos a valos szamok halmazdin és

n>k + 2, akkor

jR(x)dx:zma

(( )) fliggvény reziduumjainak osszegét jeloli az 6sszes polus pontban, melyek a
fenti félsikban fekszenek.

ahol caz R(z) = i

Mivel az R(X) = (271 integraland6 fliggvény paros, ezért
X" +

)2

J.(x +1)?

O sy 8
/\

Legyen R(z)= mely a valos halmazon (amikor z=Xx) egybeesik az R(X)

(22 +1)*°
integraland6 fiiggvénnyel. Az R(z) szingularis pontjai a z, =i és z, = —i . Koziillik csak a z, =i
fekszik a felsé félsikban és ez egy 2. rendii polus pont. Az R(z) fiiggvény reziduumja az i polus

pontban egyenld

L d . d( z* |_. 2z 1
ReSR(')_IZ'mE(R(Z)(Z )] )_Ilm ((ZH) J Izlm 21 0)° =2

Z*)I

20



Mivel a fels6 félsikban csak egy szingularis pont van, ezért o = : . Kapjuk, hogy
i

.1
=27 ===
+1) 2 4i 4

O'—:S

b) A kdvetkezo szabaly van az integralok kiszamitésara:

Legyen R(X) egy raciondlis tortfiiggvény, R(X)=gk ((X)) , ahol P, (x) ésu Q,(X)
n (X

megfeleléen K -ad és N -ed foku polinomok. Ha az R(X) fiiggvény folytonos a valds szamok

halmazan, és n >k +1, A tetszéleges valos szam, akkor
I R(x) cos Ax dx = Re{2zia, }; I R(x)sin Ax dx = Im{2zio, }

ahol o, R(z)-e'** fiiggvény rezidumjainak Osszege az Osszes pélus pontban, melyek a felsé

félsikban fekszenek.

Mivel f(x)= xsin 5x
x* +4

xsm 5x J- ¢ Xsin 5x

paros fliggvény, ezért j 4d . Legyen f(z)

x> +4

= R(z)-e”*, ahol a R(z) a valés szamok halmazan (amikor z=X ) egybeesik az R(X) :

e®? . Leszogezziik, ha z=x, akkor Imf(z) = f(x). Az f(z) fiiggvény a felsé

X
f(z)=
2) X2 +4

félsikban z = 2i els6 rendli polus pontja van. Az f(z) reziduumja ebben a polusban egyenld

5iz

) ) ze
Resf (2i) = lim
( ) zazi(zz+4

(2 —2i)j=;e1°

Innen kapjuk, hogy al:;e‘lo

xsm 5x .
I Im{Zm-l-e‘lo}:ﬂe‘“’
X2 +4 2

c) A kovetkezé szabdly van a komplex valtozos trigonometrikus fiiggvényektdl valod
integralok kiszdmitasara:

Legyen R egy raciondlis tortfiiggvény, melynek argumentuma SinX és COSX |,

ix

€ [0, 27r] és az R fiiggvény folytonos az integrdalando szakaszon beliil. Legyen 7 =", innen
2 2
dx d—z coS , SinX=—"— z/ =1. Akkor
iz 227 2iz

_[R(cosx sin X)dx = ff F(z)dz=2ric

2=
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ahol o az e F(z2) fiiggvény rezidumjainak dsszege a polus pontiokban, melyek a ‘Z‘ =1 korvonal

belsejében fekszenek.

A vizsgalt integralban elvégezziik a kovetkezd helyettesitést: z =e'. Az atalakitas utan

kapjuk: T dx 4 § zdz

—=— ¢ —————— . Az orig6 kozéppontu és 1 sugarta korvonal belsejében
< (2+cosx)® i ‘ﬂ‘=1(22+4z +1)? s PP s !

csak a z, = -2+ /3 szingularis pontja fekszik az F(z):% fiiggvénynek, mely
(z°+4z+))

mésodrendii pélus pont. Az F(z) fiiggvény reziduumja a z, =—2+-/3 pontban egyenld

. d z(z+2--/3)? 1 .
ResF(-2+-+/3)= lim — = . Innen kapjuk, ho
( ) 1>-2+43 dZ[(Z+2—\/§)2 (Z+2+\/§)2 2\/373 Y aqy
T dx  _, ;.41 _4r
) (2+cosx)? i 2./27 3.3’
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1. Valtozat
1. feladat.
a) Hatarozza meg a 73 =1-2i és z, = 4-2i komplex szamok abszolutértékét és
argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
.32 1 3 71 |
b) Keresse meg: z1 -z5, %2, Z9—171!

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=cosz, ZO=%I—1;
3 .

b) f(z)=e*,z,=—+=i!

) f(2) 0 =5t

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = cos 22 fliggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza mega z =3sect +i2tgt gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

) {|z—us1.

z+1>2.
Imz-2)>1
0) zE—(z+E)> 0,.
zE—(z +E)£ 3!
6. feladat. Lehet e az u=x’-y>+x fliggvény valdés része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =0!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a
=%

W= 1 leképezés altal, ha D :
z O<argz<r!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fliggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

72—-2
a) flz)=———F+—, 2, =0;
() 223+22—z ’
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b) f(2)= Z(Z;_ll), 20 =1+2i1

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)= zcosi2 fiiggvényta zg =2 pont kdrnyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(z) fiiggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

) f(z):—( @+

21
22—32+2)

Z2

b) f(z):eZ—S!

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

fzzdz;AB {y=x%2, =0z, =1+i}!
AB

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

.[ sinzdz

24| (z+2)° |

a)
z
¢ dz!

Z_

b){_

g=42"7

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

0

N J' X2 —x+2

J x* +10x* +9
5 ,[ x25|n3x2 «
o (X°+4)
2r
3. _[dix,
+ 2+-/3sin x

T dx

10 '
01+ |~ cosx)?
( \/; )
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2. Valtozat
1. feladat
a) Hatirozza meg a 73 = 4+4i és 7z, = 2—2i komplex szamok abszolutértékét és
argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és
exponencialis alakjat!

b) Keresse meg: z -z%, Z%  Yz1-11
1

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:

a) f(z)=1Lnz, z, =F;

b) f(z)=chz, z, :1—%“

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = Sh% fliggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
4. feladat. Hatarozza mega z = 2sect —i3tgt gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

|z+i|21,
a) :
|z|<2.
o) [z— 3 <h— 2|
2 2

6. feladat. Lehet e az u=x>-3xy+1 fiiggvény valds része valamely f(z) analitikus
figgvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =1!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a

0<Rez<2;

W= 1 leképezés altal, ha D :
z Imz=>0!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

Q) f(2)=—— o

—_——, 2, =0;
Z +z3—222

b) f(z)=m, 2o =2-3i!
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=sin il fiiggvényta zg =1 pont kérnyezetében!
Z —

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat
¢és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:
2
z° -1
a) f(z)=
28 +22%+2
cos(z -1
b)ﬂﬂz—l—jL
(z-1)

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

4"

I(z +1)e*dz; L:{z|=1Rez > (O}!
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

a) [ztgmdz;
|7=1

zdz

b) |
otz (221222 +1)

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:
L[
(X°+4)

.[(X 1)5|nx
(x* +9)?

dx
3' —1
-([4+Jﬁsin X
2
4. Id—le
+ (/5 + oS X)
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3. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 7;=3—-4i és 75 =— 4+ 3i komplex szamok abszoltértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
b) Keresse meg: (z1 -2, )?, 2721, V221

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=shz, zO=2+%i;

b) f(z)=Inz, z, = 4/3 + 4i!

i(z+1)

3. feladat. Hatarozza meg az f (z) = e’ fliggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z =—sect +i3tgt gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenlétlenségekkel van megadva:
23|z +3 <5, _

Y {|Re 2| < V5. ’

b) Re(z2 —Ez)s 0!

6. feladat. Lehet e az v=e"(ycosy + xsin y) fliggvény kpézetes része valamely f(z) analitikus

fliggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=0!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a

7| <3

1

w = — leképezés altal, ha D:
z —<argz<2r!

2

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fiiggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

a) f(z)= 332_128 , 2, =0;
22° +32° -9z
b) f(2)=—2F1 75=-3-2i1

2(z 1)
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zZ
9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=ze2-5 fiiggvényta zy =5 pont kérnyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(z) fiiggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢€s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

(z+x)°

a) f(z)=——"—;
) 1(2) Ry
VAR 4
b) f(z):z4sin§!
z
11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

J.ImZSdZ ; AB egy szakasz 2, =0;z; =2+ 2i!

AB

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

zdz
) [ ————;
‘2‘221—25in z
z
b) [ o dz!

5 3
2-1=22 -4z

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

T odx
1. |-
_J;O(x“+1)2
© C0S2X
2. X
[O(szrl)2
3 T dx _
< 5+ 2-/6sin x
2r
dx
4, ! F 2 !
1+ . |—cosX
( |7 )
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4. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z;=7+1 ¢és Zp =1+ 7i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
b) Keresse meg: z{ - z,, 2%22 3z 425!

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(z)=ctgz, z, :%i+2;

b) f(2)=¢’, z, =—%—%i!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) =Inz fiiggvény differencialhatésagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z = 4tgt —i3sect gorbe tipusat!
5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

|z-1-i|<1,

a) Va
larg 7| < T

b 1+ (Rez)’ > Imz,
IRez|< 2!

6. feladat. Lehet e az u=x*-y*-2y fiiggvény valés része valamely f(z) analitikus

fliggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=0!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a
1-z ., .,
w ==—leképezés altal, ha D : |z| =1!
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fliggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

27 -16
a) f(z)= , 2, =0;
() 2% +27% - 822 ’
b) F(2)=—2L  7p=—2+it

2(z-1)
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=sin 22 -

5 fiiggvényt a zg = —2 pont kornyezetében!
Z+

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

COS z

a) f(z)=——r—;

b) f(z):ezs_l

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

.[(22 +7z+1)dz ; AB egy egyenes szakasza z, =1z, =1—1i!

AB
12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

dz
4 1
‘Z_l‘zlz +1

a)

27z

b 22 cos
) I 22

|z|=2

dz!

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

T dx _
(x* +4)?(x? +16) '

—00

0

X2 COs X

2. £(x2+1)2 X

s &
* 6+-/35sinx

4. Zj dx !
¢ (24/3 +-/11cosx)?

30



5. Valtozat
1. feladat

a) Hatarozza meg a 79 =3+1 és zp =1-3i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
b) Keresse meg: z{ - z,, % L NZ1+ 2!
2

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=tgz, z, :%i—z;

b) f(z)=Arcsinz, z, = J31

3. feladat. Hatarozza meg az f (z) = 2isin z fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos €s képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z = 3tgt +i4sect gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
|lz-i|<1,

Y —%Sarg(z - i)<%.’

b) 22+2 >3(Rez)? —4!

2X
6. feladat. Lehet e az u=

cosy fiiggvény valos része valamely f(z) analitikus

eX
fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =0!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzdédik a
7] >1
W= 1 leképezés altal, ha D: {Rez>0!
z
Imz>0

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z -z hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

5z -50
a) f(z)= R , 2, =0;
22° +5z2° - 252

b) f(z):z(zz—tll), 2o =1+3i
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z):cosg—z_ fiiggvényta zg =i pont kdrnyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:
2

2°+4

a) f(2)= |

72 437+ 2)2
b) f(z)=2%h21
VA

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

_[|Z|dz ; ABC egy tortegyenes z, =0;z; =-1+1;z, =1+1i!

ABC

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

2) zdz _
715 (2 -1)*(z2+2)
b) [ctgzdz!
z-1=5

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

1 T dx _
S I (P —x+1?°

—00

0

5 I (x+1)cosx

Jxt45x2 46
2z
< 7+4-/3sin x
2z
4 J' dx ' I
+ (342 +2+/3cosx)
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6. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza mega ;=7 + 24i és z9 =24 —7i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! frja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
_2 — —
b) Keresse meg: z, - 22, 2%22, Yz1-2, !

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:

a) f(z)=Arctgz, z, =1,

b) f(2)=e’, 7, = -1-2Zi.

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = cosiz fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos €s képzetes részét!
4. feladat. Hatarozza meg a z = —4tgt —i2sect gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

{|z+i|£2,
a) X

|z—i|>2.’

b) (z-2f <(z-2)1

6. feladat. Lehet e az u = 5 X
X

- fliggvény valds része valamely f(z) analitikus fliggvénynek?

Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(1)=1+i!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzdédik a

0<Rez<I

W= 1 leképezés altal, ha D :
z 0<Imz<2!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fliggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a fo- és szabalyos részét!

3z2-36
D) )= ———5——
7 +32°-18z

, 2, =0;

b) f(2)= Z(Z;_ll), 20 =2—i !

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=sin

T fiiggvényt a zg = 2i pont kérnyezetében!
z-2i

33



10. feladat. Keresse meg az f(z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢€s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

cosZz

) f2)=—3 =

b) f(2)=(z2 _2z+1)shzi_1!

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I(lZZS +4z° +1)dz; AB egy egyenes szakasza 7, =1z, =1+i !

AB
12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:
e’dz

|z+2i|]=2 23(2 +1)’

-5)

[ —2 dz1
4

a)

' cosz—1
7=

b)
|

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

T dx _
(x> +4)(x? +9)?°

—00

. X
% Xsin =

2. 5 g dx;
S (XD (x°+9)
2z
v O —4sin x
2z

4. jdile
o (4+cosx)
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7. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z9=4+3i és z5 =3+ 4i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! frja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
b) Keresse meg: z{ - z,, Z% , Rz,
1

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:
a) f(z)=Arcshz, z, =1,

b) f(z)=cosz, z, :—%i—g!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = Ch_E fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse
|

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
4. feladat. Hatarozza meg a z = 3cosect + i3ctgt gorbe tipusat!
5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

lz-1-i|<1,
a) 1Imz>1, :
Rez>1.

b) z° +22 <8—4(Imz)* !

6. feladat. Lehet e az v=e"’sinx+y fliggvény képzetes része valamely f(z) analitikus
fliggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvéan, hogy f (0) =1!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzdédik a

W=z +E leképezés altal, ha D |z| =1!
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

7z -98
22° +72° —49z

b) f(2)= Z(Z;_ll), 20 =1+ 2il

35



9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=sin gz ~! figgvényta zg = —% pont kérnyezetében!
Z+i

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

sin 23

V4 3
-5
8

1

b) f(z):z3e_z!

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

a) f(z)=

Iizdz ; AB egy egyenes szakasza z, =0;z; =1+1i!

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

a) j 22 sin 1dz;
12205 z
dz
b) !
z—iI=1,5 (23 + 2122 +4)

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

o0

[Ox“ +10x°+9

) I(X +3) c0s 2X
' x*+3x2+2
3 '[ dx
' 05—3ﬁnx’
2z
4. jd—xl

< (4+3cosx)’
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8. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z;=—4—4i és 79 =2+ 3i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! frja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
b) Keresse meg: z, - 23, 2721 32 422, !

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=cosz, z, =%+3T7zi;

b) f(z) = Arcthz, z, =i!
3. feladat. Hatdrozza meg az f(z)=sin(z+i) fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és

keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z = 4cosect —i2ctgt gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

‘z—\/z‘+‘z+\/§‘>4,
a)

T ara(z 1)<
g <ag(z-1)<7

b) {|z—]1$1+ Rez,
Rez<5!

6. feladat. Lehete az v = e” cos y fliggvény képzetes része valamely f(z) analitikus fliggvénynek?

Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=1+i!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a
w=z-1 leképezés altal, ha D : [z =41

z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fliggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

47 -64
a) f(z)= , 2, =0;
() 2% + 473 —327° ’
b) f(2)=—2"L 75 =231

2(z -1)
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)= zcosi1 fiiggvényta zg =1 pont kérnyezetében!
Z —

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

2
f(7)= z°+1 ;
3 1) (z—i)2(22+4)
_cosz

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

Iz3e24dz;ABC tortegyenes z, =1i;z; =12z, =0!
ABC

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

a)

z-i|=32" —1Z

b) | 2% cos 2 dz
zj=1 z

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

1 ]’i dx _
(R +9(x2 +4)?

—00

» (X} =2) cos

2. ; ; dx;
S (XT+D(x"+9)
2z
< 8—3./7sin x
2

4. J‘ dx : !
0 (+/5 +-/3cosx)
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9. Valtozat
1. feladat

a) Hatarozza meg a 27 = V24421 és Zy = J8 —/8i komplex szamok abszolutértékét és

argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! {rja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
b) Keresse meg: z{ - z,, 2721, J71-125 )

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(2)=shz, z, :2—%i;
b) f(z)=Lnz, z,=2-2i!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) =1In 23 fliggvény differencidlhatdsagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z = ctgt —i2cosect gorbe tipusat!
5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

lz-2-i|<2,
a) {Rez>3,
Imz<1.

b) 7zz>Rez+Imz,
|Imz|<2!

6. feladat. Lehet e az v=— - fliggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

(X+D%+y

figgvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =1!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a

w=z-2 leképezés altal, ha D: [z| =41
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

9z-162

a) f(z)= , 2, =0;
() 223 +9z% - 81z ’
b) f(z)= 22+3 29 =2+i!

z° -1
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=zsin il fiiggvényta zg =1 pont kdrnyezetében!
Z —

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat
¢és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

1-cos2z
flz)=———;
) 1le) 2%(z+3)

3
b) f(z):l—eA!
yA
11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I ReZdz: ABC :{lz| =1,Imz > 0}, BC egy szakasz z, =1,7, = 2!
z

ABC
12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:
sin 7z

2
=32 =2

a) dz;

Ze22

by [ —F———dz!
4 2
‘z+iﬁ‘=2 2" -+82° -9
13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

0 2

1. jxgdx
(x> +3)?

) J-(x —X)sin x
L x4+ 9x% +20
dx
3. = .
!,‘9—4£smx
A T dx
4 (7 +2c0sx)?
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10. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z; = 3+2i és Zp, = —5+51 komplex szamok abszolutértékét és

argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
b) Keresse meg: z, .23, Z% CYz-i
1

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=sinz, z, =%+2?ﬂi;

b) f(z)=Inz, z, = 2,/3-2i!

3. feladat. Hatarozza meg az f (z) = Arctg z fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z = —ctgt + i3cosect gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

lz-1-i|>1,
a) 10<Rez<2,;
O<Imz<2.

Im-—<—,
b) z 4
larg(z +i) = %!

y

6. feladat. Lehet e az v=y-——— fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus
X +y

fliggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f (1) =2!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a

W=z +E leképezés altal, ha D : |Z| =3l
YA

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

5z -100
) )=
Z" +52° -50z

, 2, =0;
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Z+3
z2 -1

b) f(z)=

v 20 =3-il

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z) = (z—f%)cos;:z—_3 fiiggvényt a zg =0 pont
z

kdrnyezetében!
10. feladat. Keresse meg az f(z) fiiggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

2 f(z):—((“”i)3 -

Y.

1 .1
b) f(z)=— +sin—!
22 22

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

J(Zz +cosz)dz; ABC tortegyenes z, =0,z =1z, =i!
ABC

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

zdz

a)

\z+1\:4ez +3

b) J. Z +COSZdZ!

7

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

j (x? +2)(x +3)
) I | XCOSX_
2X+l7
J. dx
4—xﬁsinx’
2r
4. | .
¢ (4+-/7 cosx)
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11. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z; = —-3-4i és zp = —3+4i komplex szamok abszolutértékét és
argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
b) Keresse meg: (z; -2, )?, 2%2 821 +12, !

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:

a) f(z)=chz, z, = —1+%i;

1+2i |
—1+2i

b) f(z)=Inz, z, =

2
z
3. feladat. Hatarozza meg az f(z) =€ 4 fliggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
4. feladat. Hatarozza meg a z = 3ch2t +12sh2t gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
lz+i[<2,

a)
O<Rez<l.

b) Re*z+8Im2z <4zz!

6. feladat. Lehet e az u =e ™ cos x fliggvény valos része valamely f(z) analitikus fliiggvénynek?

Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreéllitasat tudvan, hogy f(0) =1!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzdédik a

W=z +ﬂ leképezés altal, ha D : |Z| =2
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fliggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

11z - 242

a) f(Z): 3 2 12020;
2z° +11z° -121z

b) f(z)= 2;3 L 29=-2+3i!
z2° -1

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=z2sin 72t fiiggvényt a 2y =0 pont kérnyezetében!
z
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10. feladat. Keresse meg az f(z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat
¢€s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

a)f()

COS7zZ
41’
ch(z +i),
z+i)®

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

b) f(z)=

Iidz ;ahol La {l< |Z| < 2,Re z > 0} tartomany hatarvonala!
z

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

2) z dz _
2-2=2(2-1*(z+2)
e’ —sinz
b | ———dz!
z2]=05 2

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

Iu +9Xx +D
5 Ixngx sin X
[P

(x + 4)
3.
$3— V@&nx
dx
4, L —
!(3—F\ﬂ5COSX)2
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12. Valtozat
1. feladat
a) Hatdrozza meg a z; = 2\3-2i és Zp = 3-3/3i komplex szamok abszolutértékét és
argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!

2
b) Keresse meg: z; - 25, Z%, 3z, !
2

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=Arctgz, z, = 2i;
b) f(z)=e?, 20:2+%i!

3. feladat. Hatarozza meg az f (z) = ch2iz fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z = 2ch3t —i3sh3t gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
|lz-i|<1,

a)

T
O<argz<—.
g 4

b) 4+Rez > Re(EZ +zj!

6. feladat. Lehete az u = y — 2xy fiiggvény valds része valamely f(z) analitikus fliggvénynek? Ha
igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=0!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a
W= % leképezés altal, ha D [z+1 =1!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valé fejtését az f(z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

6z-144
a) f(z)= , 2, =0;
2% +62% - 7272 i
b) f(z)=22—+3, 29 =—2-2i!
z° -1

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=zcos—~— fiiggvényta zg = —2i pont kérnyezetében!
z

+2i
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10. feladat. Keresse meg az f(z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

sin z

a) f(Z):W;

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

J-(Chz +cosiz)dz; ABC egy tortegyenes, z, =0,z, =-1,z. =i!
ABC

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:
dz

a) Z=J.0,5 (Z —1)2122 +1);

b) J‘ %dz!

z-ij=2 %

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

0

1. I&dx;

(X +x+1)?

5 T cos5x y
J (X2 +D)A(x*+4)

s %
$3-2./2sinx’

4, Zj dx !
+ (3+2/2 cosx)?
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13. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z9=4-3i és zp =1-7i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és exponenciélis

alakjat!
.35 1
b) Keresse meg: z; - z,, % Jz1-125 !

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=cosz, ZoZ—%i—gi

b) f(z)=Inz, z,=-2-2i!
3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = sin 22 fliggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos €s képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z = 5sh4t + i4ch4t gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

{|z+2|+|z—2|>4\/5,_
a) ;

O<Imz<?2.
b) 4)z|-Rez =121
6. feladat. Lehet e az v=x"—y®+2x+1fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus
fliggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =i!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzdédik a

W=z _3 leképezés altal, ha D |z|=1!
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fliggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

13z - 338

a) f(Z): > ,ZOZO;

273 +1322 ~169z

z .

b) f(z)=2—, zg=2+i!

z°+1

L 22 — 4z
9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=cos 7 fiiggvényta zg =2 pont kornyezetében!
z-2
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10. feladat. Keresse meg az f(z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢€s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

f() z +2iz-1
Y 2‘ 2+li
cosZz

b) f(z)=",

z

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I|Z|Zd2; L:{|z| =4, Rez > O}!
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

efdz

I A L
2-i|=32°(z+9)
I cosiz -1

3
z+ij=1 2

b) dz!

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

° x> +1
I (X? + 4x +13)?
) I X3 Kisinx
' (x* +9)?
dx
3 !4—2J3dnx’
. T' dx
¢ (2+/2 + /7 cosx)?
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14. Valtozat
1. feladat
a) Hatirozza meg a z; = —3+3i és zp = 2+i komplex szamok abszolutértékét és

argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!

2 —~
b) Keresse meg: z; - 25, Z% Sz -2
2

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(z)=thz, z, =1—%i;

b) f(z)=Lnz, z, :?!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = Arctg (Z + i) figgvény differencialhatosagi tartomanyat és

keresse meg derivaltjat! Hatdrozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!
4. feladat. Hatarozza meg a z = —4sh5t —i5¢ch5t gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

|z +i[>1,
2 —%sargz<0.’
b) [2-2|=1-27]!

6. feladat. Lehet e az u=x*—-y?—2x+1 fiiggvény valés része valamely f(z) analitikus

fliggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =1!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzdédik a

W=z _2 leképezés ltal, ha D : |z| =3!
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fliggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

72-196

a) f(z)= , 2, =0;
() 2% +72% —982° ’
b) f(z)=—"—, zg=1-2i!

2% +1
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z):sin ﬂ fiiggvényt a zg =i pont kdrnyezetében!
Z—1

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

_ctgz |
a) flz)=———"—;
@) 1622 — 72

b) f(z)=2z smiz'
z

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I(chz+7)dz; L:{z=1 Imz < 0}!
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

I dz
2-25-1(2-05)z~ 3)°

Z—-sinz

a)

dz!

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

© 2
1 j%dx
' (X°+5)
I(x+1)sm2x
dOXT+2X+2

dx
3' —1
;[5—@sin X
2z
4 J'd—le
* (/6 +cosX)
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15. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z;=3+3i és Z, =4 —3i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!

2
g (2 .
b) Keresse meg: z; - 22, (%2) Yz +22!

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fiiggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(z)=shz, z, =1+%i;

3+4i

b) f(z) = Arctgz, z, = c

3. feladat. Hatarozza meg az f (z) = 27 fiiggvény differencialhatosagi tartoméanyat és keresse meg

derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos €s képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza mega z = % + i4th2t gorbe tipusat!
C

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenlétlenségekkel van megadva:

2) {|z +1>1,

|z+i|<1.

) |z-1<1+Rez,
|z+14+|z—]4>2\/§!

6. feladat. Lehet e az v=3x’y-y® -y fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =0!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzdédik a
W=z +1 leképezés altal, ha D : |Z| =11

z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fliggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

15z — 450
a) f(z)= 3 > , 2, =0;
27° +15z2° - 2252
z .
b) f(z)=——, 29 =-3+i!
z2°+1
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=sin

: 3 fiiggvényt a 7o =3 pont kornyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

sin® z

)

b) f(z):1+i2-e%!

Z 27

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

a) f(z)=

I|z| Rez’dz; L:{z] =R, Imz > 0}!
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

z+1

a) dz;

l2[=2 e’ +3

25 —323+52
[y
4

|z+1]=15 z

b)

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

° dx

L Iw(x2+1)2(x2+4);
T oxsin x

: _-[O(x2+1)2 g

s f %
2 6—4-/2sin x

4, Zj ax !
+ (+/6 +~/5cosx)?
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16. Valtozat
1. feladat

a) Hatiarozza meg a 7; = 2-23i és Zy = V3 +2i komplex szamok abszolutértékét és

argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
b) Keresse meg: z, .23, Z%l, Yz2 !

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=cosz, z, = %i+3;

b) f(z)=Archz, z,=-2!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = In (%) fliggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
4. feladat. Hatarozza mega z = hi4t +i2th4t gorbe tipusat!
c

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
|z| <2,

a)y gz T

—-—<arglz-1)<—.
s <ag(z-1)< 2

0<l+Imz<iz-i,

) o-i

—-2<Rez<?2!

6. feladat. Lehet e az v = 2xy + y fliggvény képzetes része valamely f(z) analitikus fiiggvénynek?

Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreéllitasat tudvan, hogy f(0)=0!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a

W= 1 leképezés altal, ha D: |z — %‘ = 1 !
z

2

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fliggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

8z — 256

a) f(z)= ,2,=0;

() 7% +82° 12872 ’

b) f(z)=—"—, 29=-3-2i!
z2°+1
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=zsh LZ fiiggvényta zg =2 pont kornyezetében!
Z —

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

a) f(z): (4220(?;2)2 ;

e22+|

27 +i

b) f(z)=

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

_[(322 +22)dz AB:{y=x%1z,=0;z5 =1+i}!

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

dz ]
2-2-15(2-1fz-2)
2 %2
b) j z%e/*dz dz

|z]=1

a)

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

o0

J' X +5
x* +5x2 +6

—00

5 J C0S2X i

0 (XZ +7)2
2z d

3 '[8 2ﬁ3|n X
2z d

+ J.(f+£cosx)
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17. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z9=1+1 és zp =3 -1 komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és exponenciélis

alakjat!
2
b) Keresse meg: (z;-25)°, % , 71 —25 !
2

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:

a) f(z)=Lnz, z, = -1+1;

b) f(z)=Arccosz, z, =-5!

3. feladat. Hatarozza meg az f (z) = cth (zi) fiiggvény differencialhatosagi tartoméanyat és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z =th5t + % gorbe tipusat!
C

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

|z]<1,

a) N T
larg(z + i) >3
Imz >z|-3,

b)

Imz <3—|z|!

6. feladat. Lehet e az v=3x"y-y® fliggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

fliggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f (0) =1!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzdédik a

W=z +g leképezés altal, ha D: |Z| =3!
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fliggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

Z+2

a) f(z)= z,=0;

z+22—223

Z+2

(z-1)z+3)

b) f(z)=4- , 2 =-2+2i!
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=eZ-3 fiiggvényta zy =3 pont kérnyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(z) fiiggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

_a2)2
a) f(z):—(Z 3) :
2 2
(z —-5Z+ 6)
4-2nz
b) f(z)=23cos=—= 1
) 1(2) .
11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

IzRezzdz; L:{z|=R, Imz>0}!
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

9 efdz
2+2=3 22(22 —9)

e2Z _;

b) [ ———dz!
|z|=1 z

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

Toodx
L J;(x2+13;
oS X
2 -([(x"‘+1)3 ’
3 T dx _
 33sinx-2’
s f %
2 (/2+cosx)?
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18. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 23 = 5-61 és zp = —2+2i komplex szamok abszolutértékét és
argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
b) Keresse meg: z, - 23, 2%2 Yz 4125 !

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:

a) f(z)=e’, z,=1+73i;

Mf(n:cm,20=2+%i

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = sin 27 fliggvény differencialhatosagi tartomanyat €és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos €s képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza mega z = i —ictht gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

1<|z-1<2,
a) {Imz>0,
Rez<1.

|argz|<£,
b) 2

Fz—jgsl

6. feladat. Lehet e az u=-e*(xcosy— ysiny) fliggvény valds része valamely f(z) analitikus

figgvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =0!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzdédik a

W=z 1 leképezés altal, ha D : |Z| =2
YA

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a fo- és szabalyos részét!

z+4
3_,4

a) f(z)=

z,=0;
222+z
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Z+2

(z-1)z+3)

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=sin 2—24 fliggvényta zg = 4 pont kérnyezetében!

b) f(z)=4- , 2o =1-3i!

10. feladat. Keresse meg az f(z) fiiggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:
.2
sin z
a) f(z)= 3 .2
z2°+22

) 102)=—

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

J-(ZZ +1)dz ; ABC egy tortegyenes z, =0;z, =-1+1;z, =1i!

ABC

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

a) I 22—+1dz’
|[=32 +4

b)  [ztg2zdz.
2-0,5/=1

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

F x> +3 _
_[ 2 _ zdx’
(x® —=10x+29)

—00

5 ]‘3 : cos>§ X
5 (X°+9)(x° +16)
O (L
¢ [15sinx—4"
4. T dx !
< (/5 +2c0sx)?
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19. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza mega z;=4—4i és zo =3+ 2i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és exponenciélis

alakjat!
b) Keresse meg: z{ - z,, %2, 47, !

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:

a) f(z)=sinz, z, :%+2§i;

b) f(z)=Inz, z, =1+i!

3. feladat. Hatarozza megaz f(z) = cos? (Zi) fliggvény differencialhat6sagi tartomanyat €s keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos €s képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza mega z = 2e't 4 ilt gorbe tipusat!
2e
5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:
1<z -i|<2,
a) {Rez<0,
Imz>1.

‘z +E‘22Im22,
b)

ZSargz<1!
6 2

6. feladat. Lehet e az v=2xy+2x fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =0!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a
7| >1;
W= l leképezés altal, ha D: {Rez <0;
z
Imz<0!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(z) fiiggvénynek a z -z hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

a) f(Z)Z 3z+18 Z, =O;

92+322 —278 1
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Z+2

(z-1)z+3)

b) f(z)=4- , 2g=-3—1i!

2

z
fiiggvényta zg =2 pont kornyezetében!

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=cos 7

-2
10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:
shz
a) f(2)=r—"—;
(22 + 22f

2z
) f(2)=E——>1
VA

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

Je‘z‘z Imzdz ; AB egy egyenes szakasza z, =1+1;z; =0!
AB

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

I chz dz

VIR
|z—7i|=7 (22 +7r2)

a)

e% +1
z

b)
|z|=4

dz!

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

T dx _
(x* +1)%(x* +5)%

—00

o0

Xsin X

& _J;Oxz—2x+10 ’

s %
2 2-/6sin x5

4. del
< (3+cosx)?
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20. Valtozat
1. feladat
a) Hatdrozza meg a 77 = J3+3i ¢és Zo =1+ J3i komplex szamok abszolutértékét és

argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!

_ 2 =
b) Keresse meg: z; - 22, (2721) , ‘E{/Z !
2. feladat. Szamolja ki az f (z) figgvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:
a) f(z)=shz, z, = 2+%i;

—3+Ii
4

b) f(z)=Arcsinz, z, = !

iz
3. feladat. Hatarozza meg az f(2) = eé fliggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos €s képzetes részét!
, i 1 . L
4. feladat. Hatdrozza meg a z =3e" ——— gorbe tipusat!
2elt

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenlétlenségekkel van megadva:

|z| <2,
a){Rez>1, ;

|argz|<£.
6
b) Relz? +7° > 4Re z—2Im 21

6. feladat. Lehet e az u=1-siny-e* fiiggvény valos része valamely f(z) analitikus

figgvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =1+1i!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a

7] <1
W:l leképezés altal, ha D: {Rez >0;
Z
Imz<0!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fliggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!
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22 +16

a) f(z)= , 2, =0;
822 +2z% 74 ’
z+2
b) f(z)=4- ———+——, Zg =-2+1i!
) He)=4( gy
. . 47 - 272
9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z):ch— fiiggvényta zg =1 pont kérnyezetében!

(2-1)°
10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

2)= (22+9)2 )
) 1l )_(z—3i)2(22+4)’
b) f(z):Sh?’ZZ'l!

z

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

j(siniz+z)dz; L:{|z|=1, Rez>0O}!

L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

e’dz
a) ﬁ’
lz-i|=12 +22°+1
b) J'zsm—dzl
=1 7

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

00

Lx“ L7 412

T XCOSX

2 Ix2—2x+10 ’
¢ dx _

> jﬁsinx—G’
2 d

4, j

+ (+/7 +~/2 cos x)
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21. Valtozat
1. feladat
a) Hatdrozza meg a 77 = J3+i és Zp = 243 +2i komplex szamok abszolutértékét és

argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!

b) Keresse meg: z{ - z,, Z% Az, - !
1

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(z)=cosz, z, = %i+2;

b) f(z)=Archz, z, =3i!
3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = 2ilnz fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
, i 1 . o
4. feladat. Hatarozza mega z = —2e't + = gorbe tipusat!
€
5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenldtlenségekkel van megadva:
1<|z-1<2,

a) {Imz>0,
Rez<1.

b) |m(z2 —E)s 2—-Imz!

2X

6. feladat. Lehet e az v=

siny fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

eX
fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =2!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a
7] <1
W= l leképezés altal, ha D: {Rez <0;
z
Imz=>0!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

a) f(Z)= 5z +50 12020;

257 +572 —27°
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Z+2

b) f(Z):4-m,

Zg=-1-2il

z

e
(2-3i) fiiggvényt a zg = 3i pont kérnyezetében!

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=ze
10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢€s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

-2

a) f(Z):—(ZZm 722)2 ;
- T

b) 1(2)= Czhz

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

IZ Rez’dz AB egy egyenes szakasza z, =0;z, =1+2i!

AB

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

IZdZ
a) I
deat-7)
b) I COSZ+ZdZ!
2
z+i|=1 2

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:
£ 2
L[ R
S (x°+9)
X
» XSiN =
2. Iz—zdx;
o X°+4
T dx _
¢ 4-/3sinx-7"
2z
4, J~dX2 !
0 (x/g + COS X)
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22. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 7;=—4+3i és z, =3—-4i komplex szamok abszoltértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! frja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
- -
b) Keresse meg: (zl-zz) : Z%, 71+ !

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=Lnz, z, =1-1;
b) f(z)=Arctgz, z, = ——!

3. feladat. Hatirozza meg az f(z)=sh(i—z) fiiggvény differencialhatosagi tartoméanyat és
keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!
2it

eth

4. feladat. Hatarozza meg a z = 2e gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

lz-1>1,
a) <0<Rez<3,
-1<Imz<0.
z
b) ‘1—— >[2-0,251
4
6. feladat. Lehet e az v=1- 2y > fliggvény képzetes része valamely f(z) analitikus
X +y

figgvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f (1) =1+1i!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a

-4<Rez<4,

W= 1 leképezés altal, ha D :
z 0<Imz<8!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fliggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

3z+36
) )= ———5—
18z° +3z° -z

1 ZOZO;
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Z+2

(z-1)z+3)’

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)= zsh

b) f(z)=4- 2o =3+i!

Y 74

fiiggvényta zg = 7 pont kdrnyezetében! 10.

feladat. Keresse meg az f (Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat és

szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

e’ _1
a) f(z)=——=;
73 —iz?

2 .2
b) f(z)== =1
) f(2) Z+S|nZ

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I(2x+1)dz AB:{y=x%1z,=0;z, =1+i}!
AB

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

C0SZ
a) Z—Adz,
2+3=22" —4

Z_ —
b) Ize—321dz!
R

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

Toodx

L _L(x2+1)5;

5 T sin 2x ’
(X2 —x+1)?

3. de
5 4sin X+5

4. T ox !
< (2+-/3c0osx)?
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23. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a 7;=—2-2i és zo =1+ 3i komplex szamok abszolatértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!

Lz z 4/,3
b) Keresse meg: z; - z,, %2 Y25 !
2. feladat. Szamolja ki az f (z) figgvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(z)=tgz, z, = %+i;

1 «x.
b) f(z)=e®, z,==—-=1i!
) (2) 0= 577
3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = Arctg(iz) fiiggvény differencialhatosagi tartoméanyat és
keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza mega z = % +1 % gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

|z +i[<1,

Y —T”Sargzs—%.
|Z|-2<Rez,

b)
2—|z|>Rez!

6. feladat. Lehet e az u=e Y cosx+x fliggvény valés része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =1!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzédik a

-1<Rez<1;

W= 1 leképezés altal, ha D :
z -2<Imz<0!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fliggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

7z +98
a) f(Z): 2 3 ! Z0 =O7
49z +72° -2z

Z+2

(z-1)z+3)

b) f(z)=4- , 209 =2-2i!
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=zsinz > 2 fiiggvényta zo =0 pont kornyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

2
-4
a) f(z)= .
28 +47° + 4%

b) f(z):cosl—sin 2-m
z 22

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

Izzdz AB :{|z|=1;Rez>0;Imz >0} BC egy z, =1,z, =0!

ABC

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

|ZdZ
a) j ;
HE 4 77)
b) J z +chzdz!
|z|=1 z°

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

1 dx
(

Lx2+2)2(x2+10)2
5 T sin 2x i
L (P x+D?

2z

5 3SiN X+5
2r
4, j ax
< (/13 +2+/3cos x)
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24. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z;=3-2i és zp =1-1 komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!
Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
2
b) Keresse meg: (z;-25)°, % 3z +25 )
2

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(z)=sinz, z, = %—Si;
b) f(z)=Lnz, z, =-1-1i!

3. feladat. Hatarozza meg az f (z) = ch 2 (iZ) fliggvény differencialhatosagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
t-1+it

4. feladat. Hatarozza mega Zz = —————
t(t-1)

gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

2 {|z +1<1,

|lz—i|<1.
|z +i[<1+1Imz,
b) O<arg(z+i)s%,

Imz<2!

6. feladat. Lehet e az v=e?sinx fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =1!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a

-1<Rez<1;

W= 1 leképezés altal, ha D :
z 0<Imz<4!

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

47 + 64
) )=
322° +4z7° -z

, 2, =0;
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Z+2

b) f(Z):4-m,

ZO =-2—il

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)= zcomii’ fiiggvényta zg =1 pont kdrnyezetében!
Z —

10. feladat. Keresse meg az f(z) fiiggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

) 12)=—
(22 + 22}
5
b) f(z)=3zcos>!
z
11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I(cosiz+322)dz; L:{z|=1 Imz>0}!
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

a) I Sin 7z dz ;

\z—l[:ﬁ (22 —1)2

dzI

b)j

g 2

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

T dx
' (X* +8x+17)?
5 J~(x +5x)sin x

X +10x* +9
dx
3. —
;[3ﬁsinx+8
2z
4 | .

< (2+cosx)?
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25. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z;=5-"5i és 75 =21 komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!
Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és exponenciélis

alakjat!
b) Keresse meg: z, .23, Z%, Az1-17, |

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=Arccosz, z, =-3i;
b) f(z)=¢e*, 20:%i+2!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = th(iz) fiiggvény differencialhatosagi tartoméanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!
. 1+i t . . .
4. feladat. Hatarozza meg a z = .y +——(2-4i) gorbe tipusat!

—_ I —
5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

0 {|z+ﬂ—|z—ﬂ>4,

Rez <5.

Rez <+/(Imz)* +1,
b)
V4
argz|<—1
argz|< 7
6. feladat. Leheteaz v = 2xy + x fliggvény képzetes része valamely f(z) analitikus fiiggvénynek?
Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =0!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a

W=z _4 leképezés altal, ha D |z|=5!
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zg hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

9z +162
a) f(z)= 3 2=0;
8lz+9z° -2z
b) f(z)= 222 29 =-1-3i!
72°+4
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=z2sin 2 3

fiiggvényta zg =0 pont kérnyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

CoSz

a) f(Z):W;

b) f(z):(z—l)ch§!
z
11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I|z|dz; L:{z| =2,3r/4<argz <57z/4}!
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

2 (z+1)dz
‘Z‘:4ZZ+22—3’
b) z-sinz .,

z-ij=2 22

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

N ]'ix2+10 ’
2 (X +4)?

” T 4xzcoszx
= X" +10x° +9
2 4-/5sinx+9"

4. de!
< (3+2c0sx)?
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26. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z1= J3-i és Zo=1+ J3i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és exponencialis

alakjat!
b) Keresse meg: (z1 -2, )?, %2, 471 1

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(z)=cosz, z, = %i+1;

b) f(z)=Arctgz, z, =2—-1i!
3. feladat. Hatarozzameg az f(z) = COS(2iZ) fliggvény differencialhat6sagi tartomanyat és keresse

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z = 2—4_: +1i % gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

lz-1+i[>1,
a) sRez <1,
Imz<-1.
lz-2>|z +2i,
b)
lz+3<|z-5!
6. feladat. Lehet e az u=—">+x fliggvény valds része valamely f(z) analitikus

(x*+y?)
fliggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f (1) =2!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a

W=z +§ leképezés altal, ha D [z|=5!
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(Z) fiiggvénynek a z —zy hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!
5z +100
a) f(z):

, 2, =0;
5022 +523—z4 ’
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21
z°+4

b) f(z)=

. 7 =—-3+2i!

2

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=zsin E — 222 fiiggvényta zg =1 pont kdrnyezetében!
z-1

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

'[(29 +1)dz ; ABC egy tortegyenes z, =0;z; =1+1;z, =i
ABC

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

sin z

z—£=3 (Z _”)5

a) dz;

+32
dz!

b)§

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

T odx

1. S
I(x2+1)4

5 .[(X +1)cosx

Xt 45X +4 ’

dx

3, [ .
-([ﬁsmx+4
2z

4. _[dixl

< (2+cosx)?
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27. Valtozat
1. feladat
a) Hatarozza meg a z; = 2+51 és z, = —3—-4i komplex szamok abszolutértékét és
argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!
b) Keresse meg: z;’ - z,, 2%2 3z —22

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(z)=shz, z, =1-2i;
3
b) f(z)=Lnz, z, = /3 +i!
3. feladat. Hatarozza meg az f(z)=sin 2(2iz) fliggvény differencidlhatosagi tartomanyat és
keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!

4. feladat. Hatarozza meg a z = t2 -2+ i(t2 —4t + 5) gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

57 T
- <argz<-=,
6 6

a) ;

%sarg(z+2i)s3f.

b) Re(z+1)=|z!

6. feladat. Lehet e az v=x"—-y®—x fliggvény képzetes része valamely f(z) analitikus
fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =0!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzdédik a

W=z _3 leképezés altal, ha D : |Z| =4
Zz

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fliggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a fo- és szabalyos részét!

11z + 242
a) flz)= )
) 1) 121z +11z% - 273

z,=0;

21
22 +4

b) f(z)=

, 2g=2+3i!
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)= zcosi3 fiiggvényt a zg =3 pont kornyezetében!
Z —

10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

t
a) H(2)=—5 o
ZZ

Z —

1 1
b) f(z)=—+cos=!
) Hz)=—5 +oos,
11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

J.(Sin z+12°)dz ; ABC egy tortegyenes z, =0;z, =1z, = 2i!

ABC

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

dz
X z+{:1m,

b) [ z sm—dz'
|2=1 2

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

¢ dx
L I(x2+1)2(x2+15)2
5 .[(X +1)smx ’
X +5x?
dx
> ;[ﬁsinx+3’
" T dx
< (+/10 + 3cos x)?
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28. Valtozat
1. feladat.
a) Hatarozza meg a 77 = 243 +2i és Zp = 3+33i komplex szamok abszolutértékét és

argumentumat! Abrazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és

exponencialis alakjat!

_ 2 -
b) Keresse meg: z; -z2, Z%, Vzz |
2

2. feladat. Szamolja ki az f (z) figgvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:
a) f(2)=tgz, 7, = %+i;
b) f(z) = Arcshz, z, =—4i!

- 2 . .y r 7 . r 4 r
3. feladat. Hatarozza meg az f(z) =ie” fiiggvény differencialhatosagi tartoméanyat és keresse
meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos €s képzetes részét!
4. feladat. Hatdrozza mega z=t> + 2t + 5+ i(t2 +2t+ 1) gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

{|Re 7|22,
a)

|Im z|<3.

222-77,
b)
IRe z| <1!
6. feladat. Lehete az u = —2xy — 2y fiiggvény valos része valamely f(z) analitikus fiiggvénynek?
Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =1i!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzdédik a

W=z _2 leképezés altal, ha D : [z| =2
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fliggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

6z +144

a) f(z)= , 2, =0;

() 7222 +62° - 2% ’

b) f(z)= 222 20 =3+2i!
z°+4
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az f(z)=zsin z >—

; fiiggvényt a zg =2 pont kornyezetében!
10. feladat. Keresse meg az f(Z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat
¢s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

2244
2% + 4iz* — 473

a) f(z)=

z+e
e

Z+e

b) f(z)=
11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

IZ Imz®dz AB egy egyenes szakasza z, =0;2Z, =1+i !

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

3 4
2) J 2+325 5z dz
|z+1=1 z
/2
by [ 22
=1 z°

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

L T xX?+2 :
' x* +7x% +12
5 ICOSZX COS X
ey ¢
3 J.2ﬁ5mx+3
4, j dx
+ (/3 +~/2 cosx)?
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29. Valtozat
1. feladat.
a) Hatarozzamega z9=5-3i és zy =—2+1i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és exponenciélis

alakjat!
b) Keresse meg: z{ - z,, Z% Az -2
1

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai

alakjaban irja fel:

a) f(z)=sinz, zo=37ﬂ+i;
b) f(z)=Inz, z, =1+/3i!

3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = In(z2 - i) fliggvény differencidlhatosagi tartomanyat és
keresse meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fliggvény valds és képzetes részét!
4. feladat. Hatdrozza mega z=2t* + 2t +1— i(t2 +t+ 4) gorbe tipusat!

5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

a)%z—l—ﬂzz

Rez+Imz<2.
B8i+ 7] <[3-1|,
) largz| < ay
3
6. feladat. Lehet e az v=2xy—-2y fiiggvény képzetes része valamely f(z) analitikus
fliggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0)=1!

7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a

w=z+1 leképezés altal, ha D |z|=5!
z

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba valo fejtését az f(z) fliggvénynek a z —z( hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

a) f(Z): 13Z+?;38 T 2, _0:
169z +13z° -2z

b) f(2)=—22—, 75 =143l
22 -4
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)=zeZ—4 fiiggvényta zy = 4 pont kbrnyezetében!

10. feladat. Keresse meg az f(z) fiiggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢és szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

2 f(z)zﬁ;

7Z'Z!

b) f(z)=z 4 cos 2=

11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

I(z3 +sinz)dz; L:{z] =1, Rez > O}!
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

a) J- sin z dz-
2+1|=2 22(2—%)
1
b) [(z+1)ezdz!

|z+i[=2

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:

T dx
(x> —10x + 29)°

) I(X + X)sin X
I x*+13x° + 36
dx
3. | —
J.Zﬁsinx+4
2z
4, j dx
((+ﬁcosx)
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30. Valtozat
1. feladat.
a) Hatarozza meg a z9=5+6i és zp =1-3i komplex szamok abszolutértékét és argumentumat!

Abréazolja ezen komplex szamokat a komplex sikon! Irja fel trigonometrikus és exponenciélis

alakjat!
_2 —
b) Keresse meg: z; - 22, %2 Y2y —171 !

2. feladat. Szamolja ki az f (z) fuggvény értékét a z, pontban, a valaszt a komplex szam algebrai
alakjaban irja fel:
a) f(z)=chz, z,=2-ri;

b) f(z)=Arctgz, z, =2+1i!
3. feladat. Hatarozza meg az f(z) = th (Ej fiiggvény differencialhatosagi tartomanyat €s keresse
|

meg derivaltjat! Hatarozza meg derivalt fiiggvény valos €s képzetes részét!
4. feladat. Hatdrozza mega z=t> — 2t + 3+ i(t2 —2t +1) gorbe tipusat!
5. feladat. Hatarozza meg azt a z tartomanyt, mely az alabbi egyenl6tlenségekkel van megadva:

Z+2i
3-4i

<1,

a)

larg z|<£.
3

b) 2zz+(z+i)z+(2-i)z < 2!
6. feladat. Lehet e az u=x>-3xy®—x fiiggvény valos része valamely f(z) analitikus

fiiggvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreallitasat tudvan, hogy f(0) =0!
7. feladat. Keresse meg a W sik azon tartomanyat, melybe a Z sik D tartomanya képzddik a
w=z+2 leképezés altal, ha D [z|=5!

yA

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba vald fejtését az f(z) fiiggvénynek a z —zg hatvanyai

szerint! Hatarozza meg a f6- és szabalyos részét!

7z +196
a) f(z)= , 2, =0;
9822 +72% - 74 ’
2z .
b) f(z)= ,Zg=2+2i!
22 -4

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorbaaz f(z)= zcosi5 fiiggvényt a z, =5 pont kérnyezetében!
Z —
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10. feladat. Keresse meg az f(z) fliggvény izolalt szingularis pontjait, hatarozza meg azok tipusat

¢€s szamitsa ki a reziduumokat ezen pontokban:

.2
10237

z2° -1
1
b) f(z)=(z-2)h=!
z
11. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralt:

Iz|z|dz; L:{z=1,Imz > 0}!
L

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint szamitsa ki az alabbi integralokat:

b) | 23sin L dz!
Iz=1 z

13. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat a reziduumok segitségével:
@ 2

Jo o™
(x? +11)°

—00

T (X + x)cos x

2 J x* +13x? + 36

O L
$ +/21sin X +5

4. TdX!
> (/7 +cosx)?

82



Irodalom

Halasz Gabor. Bevezeté komplex fiiggvénytanba . — Budapest: ELTE Eotvos Kiado Kft.,

2002.
B.A.Fuksz, B.V. Sabat Komplex valtozos fliggvények és néhany alkalmazasuk. —Budapest:

Tankonyvkiado, 1976 .

. Mapmunenxo, M. A. Teopis pyHKIIT KoMIuIeKcHOT 3MiHHOI. OniepaiiifHe YUCIeHHS : HaBY.
noci6. / M. A. Mapmunenxo, 1. I. FOpux. - K.: BunaBanuuii gim «CioBoy, 2013. - 296 c.

. Honocenko €. II., €pmaxos A. I. Teopis (yHKIIT KOMIUIEKCHOI 3MIHHOI Ta Jesiki ii

3acrocyBaHHs: HaBuanbuwmii mocionuk. Jlyrancek: Bun-so CHY im. B. Hans, 2003.

83



[TociOHMK 3 KOMIUIEKCHOTO aHali3y mpu3HaueHuid mnsa crynaeHtiB Il kypcy 3akaprarcbkoro
yropchkoro iHCTUTYTY iMeHi Depenna Pakori cneniaabrocTi 4.04 Cepenns ocBita (Matemaruka)
3a04HO1 ()OpMHM HABYAHHS 3 METOI0 OpraHizalii KOHTpOJIbHUX poOiT 3 Kypcy "KomrmuiekcHuid
aHamiz".

3aTBepHKEHO 10 BUKOPUCTAHHS Y HABYAJILHOMY MpOIieci
Ha 3acijiaHH1 Kadeapu MaTeMaTUKH Ta iIHPOPMATUKH

(mporoxon Ne 10 Big «23» uepBHst 2025 poky)

PosrmsiayTO Ta pekoMeHn0BaHO Paioro i3 3a0e3meueHHs SKOCT1 BUIIIOT OCBITH
3aKkapnaTchKoro yropcbkoro iHctuTyTy iMeHi @epenna Pakomni 11

(mpotokon Ne7 Binx 26 ceprusg 2025 poky)

PexomennoBano 10 Buganus y enekrponHiit popmi (PDF)
pimenHsaM Buenoi pagu 3akaprnaTchKoro yropcbkoro iHCcTuTyTy iMeHi ®@epenna Paxomi 11
(mportoxoin Ne8 Bix 28 ceprast 2025 poky)

[Tinrorosneno o Buaanus y enektponHiit ¢popmi (PDF) kadeaporo matemaruku Ta iHhopMaTuKu
3 BumaBHruuM Bininom 3akapnaTcbKoro yropcbkoro iHcTutyty iMeHi depenna Paxori |1

84



