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Példaváltozat megoldása 

1. feladat.  

1) Határozza meg a iz +−= 11  és iz 312 +=  komplex számok abszolútértékét és 

argumentumát! Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és 

exponenciális alakját!   

2) Keresse meg: а). 
2

21 zz  ; b). 
1

2

z
z

;  c). 3
1z ! 

Megoldás. 

1) Ábrázoljuk a komplex síkon a komplex számokat. A iz +−= 11  számnak az ( )1;11 −M  

pont felel meg, míg a iz 312 +=  -nek az ( )3;12M  pont. 

 

 

Az abszolútérték és argumentum meghatározásához a következő képleteket használjuk:  

22 yxzr +==  és 















−

+



==

.0,0  ha,arctg

,0,0  ha,arctg

,0  ha,arctg

arg

yx
x

y

yx
x

y

x
x

y

z



  

Kapjuk: 

( ) 211 22

11 =+−== zr , 
4

3

41

1
arg 11





 =+−=+

−
== arctgz , 

231
22

22 =+== zr , 
31

3
arg 22


 === arctgz . 

Ahhoz, hogy áttérjünk a komplex szám algebrai alakjától annak trigonometriai és 

exponenciális alakjához a következő képleteket: 

( ) sincos irz +=  és irez = . 

Így kapjuk: 









+=

4

3
sin

4

3
cos21


iz , 
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4

3

1 2


i

ez = , 









+=

3
sin

3
cos22


iz , 

3
1 2


i

ez = . 

2) а) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )=−+−−=




 ++−−=+−−= 3321133211311

2
2

2
2

21 iiiiiiizz  

( ) ( )
( ) ( ) ;322322

2322322322322321 2

i

iiiiiii

−++=

=+++−=+−+−=−−−=
  

b) 
( )( )
( )( ) ( )

=
+

+−−−
=

−−

−−−−
=

−−+−

−−+
=

+−

+
=

11

331

1

331

11

131

1

31
22

2

1

2 ii

i

iii

ii

ii

i

i

z

z
 

( )
;

2

31

2

31

2

3131
i

i +
−

+−
=

+−+−
=    

c) Használjuk a következő képletet 

( )1...,,1,0,
2

sin
2

cos −=






 +
+

+
= nk

n

k
i

n

k
rz nn 

. 













 +
+

+
=+−=

3

2
4

3

sin
3

2
4

3

cos21 333
1

k
i

k
iz



 

ha  0=k : 












+=








+=














+ iii

2

2

2

2
2

4
sin

4
cos2

3

4
3

sin
3

4
3

cos2 666 


; 

ha  1=k : 







+=













 +
+

+

12

11
sin

12

11
cos2

3

2
4

3

sin
3

2
4

3

cos2 66 
ii ; 

ha  2=k : =







+=













 +
+

+

12

19
sin

12

19
cos2

3

4
4

3

sin
3

4
4

3

cos2 66 
ii  

.
12

5
sin

12

5
cos26

















−+








−=


i  

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám 

algebrai alakjában írja fel: 

а) izzzf 3
3

,cos)( 0 +==


; 
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b) 
2

31
,)( 0

i
zArctgzzf

−
== ! 

Megoldás. 

а) ;3sh
2

3
3ch

2

1
3sin

3
sin3cos

3
cos3

3
cos iiii −=−=








+


 

b) A meghatározás szerint 
zi

zii
z

+

−
−= Ln

2
Arctg .  

( )32

2

3
1

2

1

2

3
1

2

1

2

3

2

1

2

3

2

1

+=














−+














++−

=

−+

+−

=
+

−
i

i

i

ii

ii

zi

zi
, 

( ) ( ) ( )( )( )

( )

( )( )
( ) ( ).32ln

2
2

22

1
2

2
32ln

232arg

3232

232arg32ln
2

i
-32Ln

2
Ln

22

31
Arctg

2

+−







+=
















+++=

=+

+=+
=

=++++=+=
+

−
=

−

i
kki

i
-

i

i

kiiiii
i

-
zi

zii
-

i











 

3. feladat. Határozza meg az ( ) 2sin zzf =  függvény differenciálhatósági tartományát és 

keresse meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

Megoldás.  

Meghatározzuk az )(zf  függvény valós és képzetes részét: 

).2()cos()2()sin()2sin()cos(

)2cos()sin()2sin()sin(sin)(

222222

222222

xyshyxixychyxxyiyx

xyiyxxyiyxiyxzzf

−+−=−+

+−=+−=+==
 

Így kapjuk: 

).2()cos(

);2()sin(

22

22

xyshyxv

xychyxu

−=

−=
 

Megkeressük a 
y

v

x

v

у

u

x

u
















,,, parciális deriváltakat, és meghatározzuk azon pontokat, 

melyek környezetében léteznek és folytonosak lesznek, és azokat melyekben teljesülnek a Cauchy-

Riemann feltételek: 

x

v

y

u

y

v

x

u




−=








=




, . 

=




x

u
)2()sin(2)2()cos(2))2()(sin( 222222 xyshyxyxychyxxxychyx x −+−=− , 

)2()cos(2)2()sin(2))2()(cos( 222222 xychyxxxyshyxyxyshyx
y

v
y −+−=−=




, 
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vagyis 
y

v

x

u




=




 minden valós х és у értékére, és folytonosak az 

2R  síkon. 

=




y

u
)2()sin(2)2()cos(2))2()(sin( 222222 xyshyxxxychyxyxychyx y −+−−=− , 

)2()cos(2)2()sin(2))2()(cos( 222222 xychyxyxyshyxxxyshyx
x

v
x −+−−=−=




, 

vagyis 
x

v

y

u




−=




 minden valós х és у értékére, és folytonosak az 

2R  síkon. 

Mivel a Cauchy-Riemann feltételek teljesülnek minden ),( yx -ra  és a 
y

v

x

v

у

u

x

u
















,,,  

parciális deriváltak folytonosak az ),( yx  tetszőleges környezetében, ezért az )(zf   derivált létezik 

a С sík tetszőleges iyxz +=  pontjában. 

Meghatározzuk a deriváltját: 

( ) =



+




=

x

v
i

x

u
zf −−+− )2()sin(2)2()cos(2 2222 xyshyxyxychyxx  

=−+−− )2()cos(2)2()sin(2 2222 xychyxyixyshyxxi  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) .cos2)cos()(2cos22xcos

2cos22cos2)2coscos

2sinsin(2)2sinsin2cos(cos2

2222

222222

222222

zziyxiyxiyxyiiyx

ixyyxyiixyyxxxyiyx

xyiyxiyxyiyxxyiyxx

=++=+++=

=+−++−=−+

+−−+−−−=

 

Kapjuk, ( ) Czzzzzf == ,cos2)(sin 22 . 

A derivált valós része: 

=




x

u
)2()sin(2)2()cos(2 2222 xyshyxyxychyxx −+− , 

és képzetes része: 

)2()cos(2)2()sin(2 2222 xychyxyxyshyxx
x

v
−+−−=




. 

4. feladat.  Határozza meg a titz sec3tg5 −=  görbe típusát! 

Megoldás. 

( ) ( ) ( ) titgttiytxtz sec35 −=+= . 

Innen 




−=

=

.sec3

,tg5

ty

tx
 

Kifejezzük a t -ét minden egyenletből: 





















−=

=

.
3

arccos

,
5

arctg

y
t

x
t
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Elhagyjuk a t -ét: 

5
arctg

3
arccos

x

y
=








− . 









=





















−

5
arctgcos

3
arccoscos

x

y
, 

22 5

53
arccoscos

+

=







−

xy
 , 

22 5

53

+

=−

xy
,  

25
9

25 2
2

+= x
y

, 

1
259

22

=−
xy

 – hiperbola egyenlete. 

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van 

megadva: 

 а). 
( )








−

−

;
3

2
arg

6

,31


iz

iz

 

b). 








−

!1Re

,442

z

z
 

a). A keresett tartomány a  31 − iz  gyűrű és a ( )
3

2
arg

6


− iz  szög belső részének 

metszete lesz:  

 

b).  A 442 =−z  görbét descartes koordinátarendszerben írjuk fel: 

( ) ixyyxyixyxiyxz 2)4(4244 222222 +−−=−−+=−+=−  
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ;168

4168244

22222

222222222222

+−−+=

=++−−−=+−−=−

yxyx

yxyxyxxyyxz
 

Innen, ( ) ( ) 4168 22222 =+−−+ yxyx . 

Vagy ( ) ( ) 08 22222 =−−+ yxyx ,  

( ) ( )22222 8 yxyx −=+  – Bernoulli lemniszkáta. 

Nyilvánvaló, hogy a 442 −z  azon pontokat határozz meg, melyek a Bernoulli 

lemniszkátán és annak belsejében helyezkednek el. A 1Re z  egyenlőtlenség azon pontokat 

határozz meg, melyek az 1=x  egyenes jobb oldalán helyezkednek el. A keresett tartomány ezen 

tartományok metszete lesz: 

 

6. feladat. Lehet e az yeu x 2cos2=  függvény valós része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 1)0( =f ! 

Megoldás.  

Meghatározzuk a parciális deriváltakat: 

,2cos2 2 ye
x

u x=



,2sin2 2 ye

y

u х−=



 

,2cos4 2

2

2

ye
x

u x=



.2cos4 2

2

2

ye
y

u х−=



 

Kapjuk, hogy  

02cos42cos4 22

2

2

2

2

=−=



+




yeye

y

u

x

u хx
, 2),( Ryx  .  

Tehát az ),( yxu  harmonikus a C  síkon, és létezik olyan )(zf  analitikus függvény, melyre 

),(),()( yxivyxuzf += . 

Cauchy-Riemann feltételek szerint: 
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,2cos2 2 ye
x

u

y

v x=



=




 (1) 

.2sin2 2 ye
y

u

x

v х=



−=




 (2) 

Integráljuk az (1) egyenletet у változó szerint, így a képzetes részt kapjuk a )(хС  összeadandó 

pontosságával: 

)(2sin2 xCyev x += . (3) 

Deriváljuk a (3)-st х szerint: 

).(2sin2 2 хСye
x

v х +=



 

A (2)-hez való összevetéssel, kapjuk, hogy 0)( = хС , inenn pedig АхС =)( . 

Tehát, kapjuk 

Аyev x += 2sin2  и 

.

)2sin2(cos2sin2cos)(

2)(2

22222

iAeiAe

iAeeiAyiyeiAyieyeivuzf

ziyx

iyxxxx

+=+=

=+=++=++=+=

+
 

mivel 1)0( =f , kapjuk 0=A . 

Végül, .)( 2zezf =  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik 

a 
z

w
1

=  leképezés által, ha D : 








0Im

,1Re

z

z
!  

Megoldás.  

Először megkeressük a D  tartomány L  határvonalát, és ezután a D  tartomány tetszőleges 

pontjának képét határozzuk meg.  

A görbe kép egyenlet meghatározásának szabálya  

Legyen a z  tartományban az 0),( =yxF  görbe megadva. Hogy megkeressük a görbe kép 

egyenletét 0),( =vuФ  a w  tartományban ivuzfw +== )(  leképezés során, ki kel vonnunk az x  

és у  változókat az egyenletekből: 









=

=

=

0),(

),(

),(

yxF

yxvv

yxuu

 (1) 

Ha a görbe paraméteres egyenlettel van megadva, vagyis: 





=

=

)(

),(

tyy

txx
  vagy  )()()( tiytxtzz +== , 
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 akkor a képének paraméteres egyenlete a ivuzfw +== )(  leképezés során a következő lesz:  





==

==

)())(),((

)())(),((

tVtytxvv

tUtytxuu
 

A megadott feladatban a D  tartomány határvonala három részből tevődik össze: 

,0,1:1 −= yxL  11,0:,0,1: 32 −== xyLyxL . Megkeressük annak képét a megadott 

leképezés során. 

Kiírjuk a függvény valós és képzetes részét.  

22

11

yx

iyx

iyxz
w

+

−
=

+
== ; 

22 yx

x
u

+
= , 

22 yx

y
v

+
−= . 

Megkeressük a határvonal első részének képét. Ehhez összeállítjuk az (1) egyenletrendszert:  



















−=













+
−=

+
−=


+

−=

+
=

0,1

1

,
1

1

,

,

2

2

22

22

yx

y

y
v

y
u

yx

y
v

yx

x
u

 

Négyzetre emeljük az egyenletrendszer első és a második egyenletét: 

u
y

vu −=
+

=+
2

22

1

1
. 

0
1

1

,00

2


+
−=



y
u

vy

 

Végül a határvonal részének képe 
4

1
)

2

1
( 22 =++ vu , ha 0,0  vu . 

Hasonlóan meghatározzuk a határvonal második részének képét 2L : 
4

1
)

2

1
( 22 =+− vu , ha 

0,0  vu . 

Az 3L  képet az alábbi egyenletrendszerből határozzuk meg: 
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















−=









=

=


+
−=

+
=

11,0

0

,
1

,

,

22

22

xy

v

x
u

yx

y
v

yx

x
u

 

Tehát, az 3L : 1,0 = uv , ha 10  x  és 1−u  ha 01 − x ; 0u . Ábrázoljuk az 

321 ,, LLL  határvonal részeket a W  síkon. 

A D  tartomány képének ábrázolásához a W  síkon veszünk egy kontroll pontot. A iz =  pont 

a iw −=  pontba képződik. 

 

8. feladat. Keresse meg az alábbi függvények Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  

függvénynek a 0zz −  hatványai szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét! 

a) 
2

12
)(

2 −+

+
=

zz

z
zf , 00 =z ; 

b) 
)2)(1(

12
)(

+−

+
=

zz

z
zf , 10 =z . 

Megoldás.  

a) Az 
2

12
)(

2 −+

+
=

zz

z
zf  függvénynek két szinguláris pontja van: 11 =z  és 22 −=z . Jelöljük 

azokat a Z síkon, és két 00 =z  középpontú körvonalat ábrázolunk, melyek megfelelően 11 =z  és 

22 −=z  ponton haladnak át. Tehát van három olyan tartomány, melyekben az )(zf  függvény 

analitikus lesz: 
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1) 1z ; 

2) 21  z  gyűrű; 

3) 2z  tartomány, mely a 2z  körlap külső része. 

Megkeressük az )(zf  függvény Laurent sorát ezen 

tartományok mindegyikében a következő képletet 

használva:    

......1
1

1
)1( 321 ++++++=

−
=− − ntttt

t
t  (1) 

minden 1t . 

Az )(zf  függvényt elemi törtfüggvények összegeként írjuk fel: 

2

1

1

1

2

12
2 +

+
−

=
−+

+

zzzz

z
. 

1) Vizsgáljuk a 1z  körlapot. A 
1

1

−z
 és 

2

1

+z
 elemi törtfüggvényeket pedig az 

t−1

1
 

alakban, ahol 1t  amikor 1z . Az )(zf  függvényt a következő alakban írjuk fel: 

2
1

1

2

1

1

1
)(

zz
zf

+

+
−

−= . Az ilyen törtfüggvényekhez már használhatjuk az (1) képletet. 

A 1z  tartományban, az (1) képlet szerint ......1
1

1 32 ++++++=
−

nzzzz
z

. Mivel 1z  

és annál inkább 1
2


z
 (ha 1z , akkor annál inkább 2z ), tehát, az (1) képlet szerint 

...
2

)1(...
842

1

2
1

1 32

+−++−+−=

+
n

n
n zzzz

z
. 

Tehát, 

...
2

)1(...
16842

1
......1

2
1

1

2

1

1

1
1

32
32 +−++−+−+−−−−−−−=

+

+
−

−
+n

n
nn zzzz

zzzz
zz

=

...
2

12
...

16

15

8

7

4

3

2

1
1

1
32 −

−
−−−−−−

+

+
n

n

n

zzzz = =−+−=
−

− 


=
+



=



=
+

+

0
1

00
1

1

2
)1(

2

12

n
n

n
n

n

nn

n
n

n z
zz  




=
+

−
−

=
0

1
)1

2

)1(
(

n

n

n

n

z  

A kapott kifejtés csak a Laurent sor szabályos részét tartalmazza.  
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2) Vizsgáljuk a 21  z  gyűrűt. Ebben a tartományban felírjuk az )(zf  függvényt az alábbi 

alakban 

2
1

1

2

1

1
1

11
)(

z

z

z
zf

+

+

−

= .  A törtek nevezőiben az t−1  alakú kifejezéseket írtuk fell, ahol 

1t . 

Mivel 1z , ezért 1
1


z
 és az (1) képlet szerint ...

1
...

111
1

1
1

1
32

++++++=

−
nzzzz

z

. Mivel 

2z , ezért az előző esethez hasonlóan  ...
2

)1(...
842

1

2
1

1 32

+−++−+−=

+
n

n
n zzzz

z
. 

Tehát, 

2
1

1

2

1

1
1

11

z

z

z
+

+

−

=

...
2

)1(
...

16

1

8

1

4

1

2

1
...

1
...

111
1

32

32
+

−
++−+−++++++

+

n

n

n

n
zzzz

zzzz
=  



=



=
+

−+=
1 0

12
)1(

1

n n
n

n
n

n

z

z
. 

A kapott kifejtés a fő- és szabályos részét is tartalmazza a Laurent sornak.  

3) Vizsgáljuk a 2z  tartományt. Ezen tartományban 1
1


z
, ezért az (1) képlet szerint 

...
1

...
111

1
1

1

1
32

++++++=

−
nzzzz

z

. 

A vizsgált tartományban 1
2


z
, vagyis 1

2


z
 ezért 

...
2

)1(...
842

1
2

1

1
32

+−++−+−=

+
n

n
n

zzzz

z

. 

Az )(zf  függvényt a következő alakban írjuk fel 

z

z

z

z
zf

2
1

11

1
1

11
)(

+

+

−

= . A kapott felírás 

szerint kapjuk 









+−++−+−+++++++= ...

2
)1(..

842
1...

1
...

111
1

1
)(

3232 n

n
n

n zzzzzzzzz
zf =

 


=



=

−
−−+=

1 1

1
1 2

)1(
1

n n
n

n
n

n zz



=

−− −+
=

1

11 2)1(1

n
n

nn

z
. 

A kapott kifejtés csak a Laurent sor fő részét tartalmazza. 
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b) Az )(zf  függvénynek 2 szinguláris pontja van 11 =z  és 22 −=z , melyeket a Z síkon 

jelölünk meg. A 11 =z  pont egybeesik a 10 =z . Húzunk egy 10 =z  középpontú körvonalat, mely a 

22 =z  ponton halad át.  

Megfelelően két olyan tartomány létezik, melyekben az )(zf  függvény analitikus: 

1) 311 − z  gyűrű; 

2) 31 −z  

Megkeressük az )(zf  függvény Laurent sorát 

mindegyik tartományban az (1) képlet segítségével. Ehhez 

felírjuk az )(zf  függvényt elemi törtfüggvények 

összegeként: 

2

1

1

1

2

12
2 +

+
−

=
−+

+

zzzz

z
. 

1) Először kifejtsük az )(zf  függvényt a z–1 hatványai szerint a 311 − z  tartományban. 

Az első törtfüggvény már hatványa a 1−z -nek. A második törtfüggvényben pedig elvégezzük a 

tz =−1  helyettesítést, akkor 1+= tz  és 
3

1

2

1

+
=

+ tz
. A 

3

1

+t
 törtfüggvény a t  hatványai 

szerint, hasonlóan az előző feladathoz. Amikor 30  t , akkor a következő felírást használjuk: 




=
+

−
=








+−++−+−=

+

=
+ 0

1

32

3

)1(
...

3
)1(...

2793
1

3

1

3
1

1

3

1

3

1

n
n

nn

n

n
n ttttt

tt
; 

Fordítva, visszahelyettesítjük a változót. Ha 310 − z , akkor az )(zf  függvény a 

következő alakot ölti: 




=
+

−
−+

−
=

−
+

+
−

=
−+

+

0
12 3

)1(
)1(

1

1

3

1
1

1

3

1

1

1

2

12

n
n

n
n z

zzzzz

z
. 

A kapott kifejtés a Laurent sor fő- és szabályos részét is tartalmazza.  

2) Hasonlóan, a tz =−1  helyettesítéskor, az 
3

1

+t
 törtfüggvény kifejtése 3t  

tartományban a következő alakú lesz: 




=

−
− −=








+−++−+−=

+

=
+ 1

1
1

32

3
)1(...

3
)1(...

2793
1

1

3
1

11

3

1

n
n

n
n

n

n
n

tttttt

t

tt
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Fordítva, visszahelyettesítjük a változót, amikor 31 −z , akkor az )(zf  függvény kifejtése 

a következő alakú lesz: 

=
−

−+
−

=

−
+

−
+

−
=

−+

+



=

−
−

1

1
1

2 )1(

3
)1(

1

1

1

3
1

1

1

1

1

1

2

12

n
n

n
n

zz

z

zzzz

z



=

−
−

−
−+

− 2

1
1

)1(

3
)1(

1

2

n
n

n
n

zz
. 

Az első esetben a Laurent sor fő része csak egy összeadandót tartalmaz. A másodig esetben 

pedig, a Laurent sor csak a fő részt tartalmazza.  

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( ) 1−= z

z

ezf  függvényt a 1=z  szinguláris pont 

környezetében! 

Megoldás. Használjuk a már ismert kifejtést: 

( )
( ) ( ) ( )


+

=

−−
+

−

−
=














+

−
++

−
+

−
+====

0
2

1

1

1

1
1

1

1!

1
...

1!

1
...

1!2

1

1

1
1

n
nn

zzz

z

zn
e

znzz
eeeeezf . 

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjai, határozza meg azok 

típusát és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

a) ( )
zz

e
zf

z 21

3
+

−
= ; 

b) ( )
2

6cos1

z

z
zf

−
= ; 

c) ( ) ( )
( )iz

izzf
−

−=
2

1
sin

3
! 

Megoldás. 

а) A 00 =z  a függvény szinguláris pontja. A típusának meghatározásához kifejtsük Laurent 

sorba a függvényt a z  hatványai szerint: 

( )

  
rész szabályos

...
!

...
!4!3

1

!1

1

2

5

2
...

!
...

!4!3

1

!2

1

!1

121
...

!
...

!4!3

1

!2

1

!1

11

211
...

!
...

!2!1
1

21

3

2

3

23

3

23

33

2

3

rész fő

++++++=

=+++++++=+−+++++++=

=+−







+++++=+

−
=

−

−−

n

zz

zz

zn

zz

zzzzn

zz

zzz

zzzn

zzz

zz

e
zf

n

nn

nz

 

A Laurent sor fő része véges számú összeadandót tartalmaz, vagyis a  00 =z  – pólus pont lesz.  A 

negatív hatvány magasabb rendje ( )2=n  a pólus pont rendjét határozza meg. Tehát, a 00 =z  2. 
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rendű pólus pont. A reziduumot a ( ) 1

0

Re −
=

=Czfs
zz

 képlettel határozzuk meg, akkor ( )
2

5
Re

0

=
=

zfs
z

. 

b) A 00 =z  a függvény szinguláris pontja. A típusának meghatározásához megvizsgáljuk az alábbi 

határértéket: 

18
3sin2

lim
6cos1

lim
2

2

020
==

−

→→ z

z

z

z

zz
, 

vagyis 00 =z  kiküszöbölhető szinguláris pont, és így ( ) 0Re
0

=
=

zfs
z

. 

c) A iz =0  a függvény szinguláris pontja. A szinguláris pont típusának meghatározásához a 

függvényt Laurent sorba fejtsük a iz −  hatványai szerint: 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )

( )
( )

( ) ( )
....

2!12

1
1...

2!5

1

!32

1

2
...

2!12

1
1

...
2!5

1

2!3

1

2

1

2

1
sin

rész fő

2212253

2

12

53

33

  

+
−+

−+−
−

+−
−

=





+

−+
−+







−

−
+

−
−

−
−=

−
−=

−++ nn

n

n

n

izniz

iz

izn

iziziz
iz

iz
izzf

A Laurent sor fő része végtelenül sok tagot tartalmaz, vagyis a iz =0  lényeges szinguláris pont. 

Akkro ( ) 0Re 1 == −
=

Czfs
iz

, mivel a 
iz −

1
 mellett lévő együttható nullával egyenlő.  

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
AB

dzz 3
, ahol AB  egy egyenes szakasza, 0=Az , izB = ; 

b) 
ABC

dzz , ahol ABC  egy tört egyenes, 0=Az , izB = , izc += 1 ; 

c) 
L

dzz 2
, ahol L  egy körív 1=z ,  zarg0 ; 

d) 
L

z dze , ahol L  az xy −=  egyenes szakasza, mely az A  és B  pontot köti össze, 0=Az  és 

 izB −= ! 

Megoldás. 

а) Mivel az 3)( zzf =  függvény mindenütt analitikus, ezért Newton-Leibniz képlete 

használható: 


AB

dzz 3
=

4

1
0

44

4

0

4

0

3 =−==
iz

dzz

ii

. 
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b) Az zzf =)(  függvény mindenütt folytonos, az ABC  törtegyenes szakaszonként sima 

görbe, akkor az adott integrál kiszámítása két görbementi integrál kiszámításához vezethető le az 

alábbi képlet szerint:  : 

  ++−=
Г ГГ

udyvdxivdyudxdzzf )( . 

Innen kapjuk, 

    +−++=+−=
ABC ABC ABC ABC

xdyydxiydyxdxidydxiyxdzz ))(( . 

A görbementi integrál additív tulajdonsága szerint: 

  +=
BCABC AB

dzzfdzzfdzzf )()()( . 

Az AB  szakaszon 0=x , vagyis 0=dx ,  1,0y . Kapjuk 
2

1

2

1

0

2

=== 
y

dyydzz
ABAB

. 

A BC  szakaszon 1=y , , 10  x . Kapjuk 

ixi
x

dxidxxdzz
BC BCBC

−=−=−+=   2

1

2
)1(

1

0

1

0

2

. 

A kereset integrál 
ABC

dzz  egyenlő ii −=−+ 1
2

1

2

1
. 

c) Legyen iez = , akkor diedz i= ,  0 . Kapjuk, 


L

dzz 2
=

3

2

3

1
)sin(cos

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1 3

0

3

0

2 −=−+=−=−==  






 ieeediee iiiii
. 

d) Megadjuk az L -t paraméteres alakban: tx = , ty −= , ittz −= ,  t0 .  

Paraméteres alakban megadott )()()( tiytxtz += 21 ttt  görbe esetében a következő képlet 

igaz:  

( ) dttztzfdzzf
L

t

t

)()()(
2

1

=  . 

Innen kapjuk: 


L

z dze = ( ) ieieie
i

i
dtie tiitt )1(1)sin(cos

1

1
)1(

0

)1(

0

+=−+−=
+

−
=− ++







 . 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat:  

а) 
( )


=+ +21

3
1

sin

z zz

dzz
; 

0=dy
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b) 
=

−



2

22

cos

z
z

dzzz
! 

Megoldás.  

а). Az integrálandó függvénynek az integrálási kontúr belsejében két szinguláris pontja van 0=z  

és 1−=z . Ezért 
( )

( ) ( )










+=

+ −==
 zfszfsi

zz

dzz

zzL 10
3

ReRe2
1

sin
 .  

Meghatározzuk a szinguláris pontok típusát és azokban lévő reziduumokat.     

( )
1

1

sin
lim

30
=

+→ zz

z

z
, innen ( ) 0Re

0

=
=

zfs
z

.     

( )
=

+−→ 31 1

sin
lim

zz

z

z
, innen 1−=z  pólus pont. 

Mivel 
( )

( ) 11
1

sin
lim

3

31
=+

+−→
z

zz

z

z
, ezért 1−=z  pólus, melynek rendje 3=n . 

( )
( )

( )
( )

=










 −
=











=









+
+

−
=

−→−→−→−=
2113

3

2

2

11

sincos
lim

!2

1sin
lim

!2

1

1

sin
1

d

d
lim

!13

1
Re

z

zzz

z

z

zz

z
z

z
zfs

zzzz

 

( ) ( )
=







 −+
−=







 −−−−
=

−→−→ 3

2

14

2

1

sin2cos2sin
lim

!2

1sincos2cossincos
lim

!2

1

z

zzzzz

z

zzzzzzzzz

zz

2

1cos21sin −
= . 

Végül kapjuk, 
( )

( )1cos21sin
2

1cos21sin
2

1

sin
3

−=






 −
=

+
 ii

zz

dzz

L

 .  

b). Az integrálandó függvénynek az integrálási kontúr belsejében két szinguláris pontja van =z  

és −=z . Tehát ( ) ( )










+=

− −==
 zfszfsi

z

dzzz

zzL 




ReRe2
cos

22
.  

Mivel =z  és −=z  első rendű pólus pontok, ezért a reziduumok kiszámítására a következő 

képletet használjuk:  ( )
( )
( )0

0

0

Re
z

z
zfs

zz 




=

=

, ahol ( ) zzz cos= , ( ) 22  −= zz ,  ( ) zz 2= . 

( )
2

1

2

cos
Re −==

==  zz z

zz
zfs ,  ( )

2

1

2

cos
Re −==

−=−=  zz z

zz
zfs  

Végül kapjuk, hogy 
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ii
z

dzzz

L




2
2

1

2

1
2

cos

22
−=








−−=

−
 . 

13. feladat  Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

а) dx
x

x



+0

22

2

)1(
; 

b) dx
x

xx

+

+0

2 4

5sin
; 

c) 
+

2

0

2)cos2( x

dx
! 

Megoldás.  

а) A következő szabály van az integrálok kiszámítására: 

Legyen )(xR  egy racionális törtfüggvény, 
)(

)(
)(

xQ

xP
xR

n

k= , ahol )(xPk  és )(xQn  

megfelelően k -ad és n -ed fokú polinomok. Ha az )(xR  folytonos a valós számok halmazán és 

2+ kn , akkor  


+

−

= idxxR 2)(  

ahol  az 
)(

)(
)(

zQ

zP
zR

n

k= függvény reziduumjainak összegét jelöli az összes pólus pontban, melyek a 

fenti félsíkban fekszenek.   

Mivel az 
22

2

)1(
)(

+
=

x

x
xR  integrálandó függvény páros, ezért  

dx
x

x



+0

22

2

)1(
= dx

x

x



− + 22

2

)1(2

1
. 

Legyen 
22

2

)1(
)(

+
=

z

z
zR , mely a valós halmazon (amikor xz = ) egybeesik az )(xR  

integrálandó függvénnyel. Az )(zR  szinguláris pontjai a iz =1  és iz −=2 . Közüllük csak a iz =1  

fekszik a felső félsíkban és ez egy 2. rendű pólus pont.  Az )(zR  függvény reziduumja az i  pólus 

pontban egyenlő 

 ( ) 










+
=−=

→

→ 2

2
2

)(
lim))((lim)(Re

iz

z

dz

d
izzR

dz

d
isR

iz

iz
=

iiz

iz

iz 4

1

)(

2
lim

3
=

+→
.  
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Mivel a felső félsíkban csak egy szinguláris pont van, ezért 
i4

1
= . Kapjuk, hogy 

 dx
x

x



+0

22

2

)1(
=

44

1
2

2

1 
 =

i
i . 

b) A következő szabály van az integrálok kiszámítására: 

Legyen )(xR egy racionális törtfüggvény, 
)(

)(
)(

xQ

xP
xR

n

k= , ahol )(xPk ésи )(xQn  

megfelelően k -ad és n -ed fokú polinomok. Ha az )(xR  függvény folytonos a valós számok 

halmazán, és 1+ kn ,  tetszőleges valós szám, akkor   

 


−

= 12Recos)(  idxxxR ;  


−

= 12Imsin)(  idxxxR  

ahol 1  ziezR )(  függvény rezidumjainak összege az összes pólus pontban, melyek a felső 

félsíkban fekszenek.  

Mivel 
4

5sin
)(

2 +
=

x

xx
xf  páros függvény, ezért dx

x

xx

+

+0

2 4

5sin
= dx

x

xx

+

− + 4

5sin

2

1
2

. Legyen )(zf

= ziezR 5)(  , ahol a )(zR  a valós számok halmazán (amikor xz = ) egybeesik az )(xR : 

zie
x

x
zf 5

2 4
)( 

+
= . Leszögezzük, ha xz = , akkor )()(Im xfzf = . Az )(zf  függvény a felső 

félsíkban iz 2=  első rendű pólus pontja van. Az )(zf reziduumja ebben a pólusban egyenlő 











−

+
=

→
)2(

4
lim)2(Re

2

5

2
iz

z

ez
isf

zi

iz
= 10

2

1 −e . 

Innen kapjuk, hogy 1 = 10

2

1 −e  és 

dx
x

xx

+

+0

2 4

5sin
= 1010

2

1
2Im −− =









 eei  . 

c) A következő szabály van a komplex változós trigonometrikus függvényektől való 

integrálok kiszámítására: 

Legyen R egy racionális törtfüggvény, melynek argumentuma xsin  és xcos , 

 2,0x  és az R  függvény folytonos az integrálandó szakaszon belül. Legyen 
xiez = , innen 

iz

dz
dx = , 

z

z
x

2

1
cos

2 +
= , 

iz

z
x

2

1
sin

2 −
= , 1=z . Akkor 

 
=

=

2

0 1

)()sin,(cos
z

dzzFdxxxR =  i2  
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ahol  az е )(zF függvény rezidumjainak összege a pólus pontiokban, melyek a 1=z  körvonal 

belsejében fekszenek. 

A vizsgált integrálban elvégezzük a következő helyettesítést: 
xiez = . Az átalakítás után 

kapjuk: 
+

2

0

2)cos2( x

dx
= 

= ++1

22 )14(

4

я zz

dzz

i
. Az origó középpontú és 1 sugarú körvonal belsejében 

csak a 321 +−=z  szinguláris pontja fekszik az  
22 )14(

)(
++

=
zz

z
zF  függvénynek, mely 

másodrendű pólus pont. Az )(zF  függvény reziduumja a 321 +−=z  pontban egyenlő 















++−+

−+
=+−

+−→ 22

2

32 )32()32(

)32(
lim)32(Re

zz

zz

dz

d
sF

z
=

332

1
. Innen kapjuk, hogy 


+

2

0

2)cos2( x

dx
=

33

4

272

14
2


 =

i
i . 
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1. Változat 

1. feladat. 

a) Határozza meg a 1z = i21−  és 2z = i24 −  komplex számok abszolútértékét és 

argumentumát! Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és 

exponenciális alakját! 

b) Keresse meg: 2
2

3
1 zz  , 

2

1
z

z
, 3

12 zz − ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) 1
3

,cos)( 0 −== izzzf


; 

b) izezf z

22

3
,)( 0


+== ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf 2cos z  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat.  Határozza meg a titz tg2sec3 +=  görbe típusát! 

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva: 

а) 






+

−

.21

,11

z

z
; 

б) 

( )
( )
( )









+−

+−

−

!3

,0

,1Im

zzzz

zzzz

zz

. 

6. feladat. Lehet e az xyxu +−= 22  függvény valós része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 0)0( =f !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a 

z
w

1
=  leképezés által, ha D : 







=

!arg0

;1

z

z
  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
zzz

z

−+

−

232

2
, 00 =z ; 
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b) ( )zf =
( )1

1

−

+

zz

z
, iz 210 += ! 

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
2

1
cos

−z
z   függvényt a 20 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =
( )

( )22

2

23

1

+−

+

zz

z
; 

b) ( )zf =
5

2

z

e z

! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált: 


AB

dzz 2
; }1;0;{: 2 izzxyAB BA +=== ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
( )


=+ +3

3
1

sin

iz z

dzz
; 

b) 
=

−
4z

z

dz
iz

e


! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. dx
xx

xx



−
++

+−

910

2
24

2

; 

2. dx
x

xx



+
0

22 )4(

3sin
; 

3. 
+

2

0 sin32 x

dx
; 

4. 
+

2

0 2)cos
11

10
1( x

dx
! 
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2. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i44 +  és 2z = i22 −  komplex számok abszolútértékét és 

argumentumát! Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és 

exponenciális alakját! 

b) Keresse meg: 2
21

zz  , 
1

2

z

z
, 4

1 1−z ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel:   

а) 
i

i
zLnzzf

−

+
==

1

1
,)( 0 ; 

b) chzzf =)( , i
3

1z0


−= !  

3. feladat. Határozza meg az =)(zf
3

sh
z

 függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat.  Határozza meg a titz tg3sec2 −=  görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva:   

а) 








+

.2

,1

z

iz
; 

b) !
2

1
2

1 z
z −−  

6. feladat. Lehet e az 133 +−= xyxu függvény valós része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 1)0( =f !   

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a 

z
w

1
=  leképezés által, ha D : 









!0Im

;2Re0

z

z
 

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
234 2

4

zzz

z

−+

−
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
( )1

1

−

+

zz

z
, iz 320 −= ! 
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
1

sin
−z

z
 függvényt a 10 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:   

а) ( )zf =
456

2

2

1

zzz

z

++

−
; 

b) ( )zf =
( )

( )41

1cos

−

−

z

z
! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált:   

 +
L

zdzez )1( ; }0Re;1{: = zzL ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
=1z

dzztgz  ; 

b) 
( ) ( )

=−− +−21
22

12iz zz

dzz
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. dx
x

x



−
+

−
22 )4(

1
; 

2. dx
x

xx



−
+

−
22 )9(

sin)1(
; 

3. 
+

2

0 sin154 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos5( x

dx
! 
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3. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i43 −  és 2z = i34 +−  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: ( )221 zz  , 
1

2
z

z , 4
2z ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) =)(zf shz , =0z i
4

2


+ ; 

b) =)(zf zln , =0z i434 + ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf
( )1+zie  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a titz tg3sec +−=  görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva:   

а) 









+−−

.5Re

,533

z

zz
; 

b) ( ) !0Re
22 − zz  

6. feladat. Lehet e az )sincos( yxyyev x += függvény kpézetes része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 0)0( =f !    

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a 

z
w

1
=  leképezés által, ha D : 













!2arg
2

;1




z

z

 

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét! 

а) ( )zf =
zzz

z

932

183

23 −+

−
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
( )1

1

−

+

zz

z
, iz 230 −−= ! 
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf = 5−z

z

ze   függvényt a 50 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =
( )

( )322

3





−

+

z

z
; 

b) ( )zf =
z

z
3

sin4 ! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált:  


AB

dzz 3Im ; АВ egy szakasz izz BA 22;0 +== ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
= −2

2sin21z z

dzz
; 

b) 
=− −21

35 4z

z

dz
zz

e
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. 


−
+ 24 )1(x

dx
; 

2. dx
x

x



−
+ 22 )1(

2cos
; 

3. 
+

2

0 sin625 x

dx
; 

4. 
+

2

0 2)cos
7

6
1( x

dx
 ! 
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4. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i+7  és 2z = i71+  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: 
2

2
1 zz  , 

2

1
z

z , 3
21 zz + !  

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) ctgzzf =)( , 2
2

z0 += i


; 

b) zezf =)( , iz
22

1
0


−−= ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf zln  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a titz sec3tg4 −=   görbe típusát! 

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva: 

а) 










−−

.
4

arg

,11


z

iz

 

b) 
( )










+

!2Re

,ImRe1
2

z

zz
 

6. feladat. Lehet e az yyxu 222 −−= függvény valós része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 0)0( =f !   

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a  

z

z
w

−
=

1
leképezés által, ha D : 1=z !   

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
234 82

162

zzz

z

−+

−
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
( )1

1

−

+

zz

z
, iz +−= 20 ! 
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
2

72
sin

+

−

z

z
  függvényt a 20 −=z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =
23

2

cos

zz

z


−

; 

b) ( )zf =
3

1

z

e z −
! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált: 

 ++
AB

dzzz )17( 2
; АВ egy egyenes szakasza izz BA −== 1;1 ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
=− +11

4 1z z

dz
; 

b) dz
z

z
z

z


=

−

2

2

2

2
cos


! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. 


−
++ )16()4( 222 xx

dx
; 

2. dx
x

xx



−
+ 22

2

)1(

cos
; 

3. 
+

2

0 sin356 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos1132( x

dx
! 



31 
 

5. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i+3  és 2z = i31−  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: 
2

2
1 zz  , 

2

1

z

z
, 21 zz + !  

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel:  

а) tgzzf =)( , =0z 2
6

−i


; 

b) zArczf sin)( = , =0z 3 ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf zi sin2  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a titz sec4tg3 +=  görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva: 

а) 
( )








−−

−

.
4

arg
2

,1


iz

iz

; 

b) ( ) !4Re3
222 −+ zzz  

6. feladat. Lehet e az y
e

e
u

x

x

cos
12 +

= függvény valós része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 0)0( =f !   

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a  

z
w

1
=  leképezés által, ha D : 















0Im

0Re

1

z

z

z

!  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
zzz

z

2552

505

23 −+

−
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
( )1

1

−

+

zz

z
, iz 310 += ! 
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
iz

z

−

3
cos   függvényt a iz =0  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =

( )22

2

23

4

++

+

zz

z
; 

b) ( )zf =
z

z
2

ch3 ! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált:  


ABC

dzz ; АВС egy törtegyenes izizz CBA +=+−== 1;1;0 ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat:  

а) 
( ) ( )


= +−5,1

2
21z zz

dzz
; 

b) 
=− 51z

dzzctg ! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével:  

1. 


−
+− 22 )1( xx

dx
; 

2. dx
xx

xx



−
++

+

65

cos)1(
24

; 

3. 
+

2

0 sin347 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos3223( x

dx
! 
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6. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i247 +  és 2z = i724 −  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: 
2
21

zz  , 
2

1
z

z , 4
21 zz − !   

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel:  

а) Arctgzzf =)( , 10 =z ; 

b) zezf =)( , =0z i
3

2
1


−− . 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf izcos  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a titz sec2tg4 −−=  görbe típusát!   

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva:  

а) 






−

+

.2

,2

iz

iz
; 

b) ( ) ( ) !
23

zzzz −  

6. feladat. Lehet e az 
22 yx

x
u

+
= függvény valós része valamely )(zf  analitikus függvénynek? 

Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy if += 1)1( !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a  

z
w

1
=  leképezés által, ha D : 









!2Im0

;1Re0

z

z
 

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
234 183

363

zzz

z

−+

−
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
( )1

1

−

+

zz

z
, iz −= 20  ! 

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
iz

z

2

5
sin

−
  függvényt a iz 20 =  pont környezetében!  
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10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =
1

cos

4

2

−z

z

; 

b) ( )zf = ( )
1

2
sh12z2

−
+−

z
z ! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált:  

 ++
AB

dzzz )1412( 35
; АВ egy egyenes szakasza izz BA +== 1;1 ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat:  

а) 
( )


=+ +22

3 1iz

z

zz

dze
; 

b) 
( )

dz
z

z

z


=

−

−

4

2

1cos



! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével:  

1. 


−
++ 222 )9)(4( xx

dx
; 

2. dx
xx

x
x




−
++ )9)(1(

2
sin

22
; 

3.  −

2

0
sin45 x

dx
; 

4.  +

2

0

2)cos4( x

dx
! 
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7. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i34 +  és 2z = i43 +  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: 
2

2
1 zz  , 

1

2

z
z , 5

2z ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel:   

а) Arcshzzf =)( , iz =0 ; 

b) zzf cos)( = , =0z
2

3

2
−− i


! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf
i

z
ch  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a titz ctg3cosec3 +=  görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva: 

а) 












−−

.1Re

,1Im

,11

z

z

iz

; 

b) ( ) !Im48
22

2

zzz −+  

6. feladat. Lehet e az yxev y += − sin függvény képzetes része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 1)0( =f ! 

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a  

z
zw

2
+=  leképezés által, ha D : 1=z !   

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét! 

а) ( )zf =
zzz

z

4972

987

23 −+

−
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
( )1

1

−

+

zz

z
, iz 210 +−= ! 
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
iz

iz

+

−

3

3
sin  függvényt a 

30
iz −=  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =
3

2

3

8

sin









− zz

z


; 

b) ( )zf = 2

1

3 z
ez
−

! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált:  


AB

dzz 2
; АВ egy egyenes szakasza izz BA +== 1;0 ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat:  

а) 
= 5,0

2 1
sin

z

dz
z

z ; 

b) 
( )( )

=− ++5,1
23 4iz zzz

dz
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. 


−
++ 910 24 xx

dx
; 

2. dx
xx

xx



−
++

+

23

2cos)3(
24

2

; 

3.  −

2

0
sin35 x

dx
; 

4.  +

2

0

2)cos34( x

dx
! 
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8. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i44 −−  és 2z = i32 +  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: 2
21

zz  , 
1

2
z

z
, 3

21 2zz + ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel:  

а) zzf cos)( = , =0z i
4

3

2


+ ; 

b) Arcthzzf =)( , iz =0 ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf ( )iz +sin  függvény differenciálhatósági tartományát és 

keresse meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a titz ctg2cosec4 −=  görbe típusát!   

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva:  

а) 
( )








−−

++−

.
4

1arg
4

,422


z

zz

 

b) 







+−

!5Re

,Re11

z

zz
 

6. feladat. Lehet e az yev x cos= függvény képzetes része valamely )(zf  analitikus függvénynek? 

Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy if += 1)0( !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a  

z
zw

1
−=  leképezés által, ha D : 4=z !   

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
234 324

644

zzz

z

−+

−
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
( )1

1

−

+

zz

z
, iz 320 −−= ! 
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
1

1
cos

−z
z  függvényt a 10 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:   

а) ( )zf =
( ) ( )4

1

22

2

+−

+

ziz

z
; 

б) ( )zf =
3

cos

z

z
! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált:  


ABC

z dzez
43 ; АВС törtegyenes 0;1; === CBA zziz ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
=− −

−

3
23

1
2

iz

z

dz
izz

e
; 

b) 
=1

3 2
cos

z

dz
z

i
z ! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével:  

1. 


−
++ 222 )4)(9( xx

dx
; 

2. dx
xx

x
x




−
++

−

)9)(1(

2
cos)2(

22

3

; 

3. 
−

2

0 sin738 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos35( x

dx
! 
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9. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i22 +  és 2z = i88 −  komplex számok abszolútértékét és 

argumentumát! Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és 

exponenciális alakját! 

b) Keresse meg: 
2

2
1 zz  , 

1

2
z

z , 21 zz − ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel:  

а) shzzf =)( , iz
2

20


−= ; 

b) == 0,)( zLnzzf i22 − ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf
3ln z  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a titz cosec2ctg −=  görbe típusát! 

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva:  

а) 












−−

.1Im

,3Re

,22

z

z

iz

 

b) 








+

!2Im

,ImRe

z

zzzz
 

6. feladat. Lehet e az 
22)1( yx

y
v

++
−= függvény képzetes része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 1)0( =f ! 

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a  

z
zw

4
−=  leképezés által, ha D : 4=z !  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét! 

а) ( )zf =
zzz

z

8192

1629

23 −+

−
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
1

3

2 −

+

z

z
, iz += 20 ! 
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
1

1
sin

−z
z  függvényt a 10 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:   

а) ( )zf =
( )3

2cos1

2 +

−

zz

z
; 

b) ( )zf = ze
z

31
− ! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált:  


ABC

dz
z

z
Re ; }0Im,1{: = zzABC , BC egy szakasz 2,1 == CB zz ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat:  

а) 
= −3

2

sin

z

dz
zz

z
; 

b) 
=+

−+−
22

24

2

98
iz

z

dz
zz

ze
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével:  

1. dx
x

x



−
+ 22

2

)3(
; 

2. dx
xx

xxx



−
++

−

209

sin)(
24

2

; 

3. 
−

2

0 sin549 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos27( x

dx
! 
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10. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i23 +  és 2z = i55 +−  komplex számok abszolútértékét és 

argumentumát! Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és 

exponenciális alakját! 

b) Keresse meg: 2
21

zz  , 
1

2

z
z , 4

1 iz − ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel:  

а) zzf sin)( = , =0z i
3

2

3


+ ; 

b) =)(zf zln , =0z i232 − ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf zArctg  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a titz cosec3ctg +−=  görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva:  

а) 












−−

.2Im0

,2Re0

,11

z

z

iz

; 

b) 

( )









+



!
3

arg

,
4

11
Im


iz

z
 

6. feladat. Lehet e az 
22 yx

y
yv

+
−= függvény képzetes része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 2)1( =f ! 

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a  

z
zw

3
+=  leképezés által, ha D : 3=z !  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
234 505

1005

zzz

z

−+

−
, 00 =z ; 
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b) ( )zf =
1

3

2 −

+

z

z
, iz −= 30 ! 

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf = ( )
z

z
z

3
cos3

−
−   függvényt a 00 =z  pont 

környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =
( )

( )322

3





+

+

z

iz
; 

b) ( )zf =
22

1
sin

1

zz
+ ! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált:  

 +
ABC

dzzz )cos( 2 ; АВС törtegyenes izzz CBA === ;1;0 ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat:  

а) 
=+ +41 3z

ze

zdz
; 

b) 
=

+

1
3

2 cos

z

dz
z

zz
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével:  

1. 


−
++ 222 )3)(2( xx

dx
; 

2. dx
xx

xx



−
+− 172

cos
2

; 

3. 
−

2

0 sin74 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos74( x

dx
! 
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11. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i43 −−  és 2z = i43 +−  komplex számok abszolútértékét és 

argumentumát! Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és 

exponenciális alakját! 

b) Keresse meg: ( )221 zz  , , 5
21 zz + ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel:  

а) chzzf =)( , =0z i
4

1


+− ; 

b) =)(zf zln , =0z
i

i

21

21

+−

+
! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf 2

2z
e  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a titz 2sh22ch3 +=  görbe típusát! 

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva:  

а) 






+

.1Re0

,2

z

iz
 

b) !4Im8Re 24 zzzz +  

6. feladat. Lehet e az xeu y cos−= függvény valós része valamely )(zf  analitikus függvénynek? 

Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 1)0( =f !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a  

z
zw

4
+=  leképezés által, ha D : 2=z !  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
zzz

z

121112

24211

23 −+

−
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
1

3

2 −

+

z

z
, iz 320 +−= ! 

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
z

z
z

1
sin2 +

  függvényt a 00 =z  pont környezetében! 

2

1
z

z
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10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =
1

cos

4 −z

z
; 

b) ( )zf =
( )

( )3z

ch

i

iz

+

+
! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált:  


L

dz
z

z
; ahol L a }0Re,21{  zz  tartomány határvonala! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat:  

а) 
( ) ( )


=− +−22

3
21z zz

dzz
; 

b) 
=

−

5,0
2

sin

z

z

dz
z

ze
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. 


−
++ 222 )1)(9( xx

dx
; 

2. dx
x

xxx



−
+

−
22 )4(

sin2sin
; 

3. 
−

2

0 sin53 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos53( x

dx
 ! 
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12. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i232 −  és 2z = i333−  komplex számok abszolútértékét és 

argumentumát! Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és 

exponenciális alakját! 

b) Keresse meg: 21 zz  , 
2

2
1

z
z

, 3
2z ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) Arctgzzf =)( , =0z i2 ; 

b) zezf =)( , =0z i
3

2


+ ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf iz2ch  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a titz 3sh33ch2 −=  görbe típusát! 

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva: 

а) 










−

.
4

arg0

,1


z

iz

 

b) !ReRe4
2









++ zzz  

6. feladat. Lehet e az xyyu 2−= függvény valós része valamely )(zf  analitikus függvénynek? Ha 

igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 0)0( =f !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a  

z
w

2
=  leképezés által, ha D : 11 =+z !  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
234 726

1446

zzz

z

−+

−
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
1

3

2 −

+

z

z
, iz 220 −−= ! 

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
iz

z
z

2
cos

+
 függvényt a iz 20 −=  pont környezetében!   
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10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =

( )32

sin

zz

z

−

; 

b) ( )zf =

ze

z

1

2

! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált:  

ABCdzizchz
ABC

;)cos( + egy törtegyenes, izzz CBA =−== ,1,0 ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
( ) ( )

= +−5,0
22

11z zz

dz
; 

b) 
=−

−

2

1sin1

iz

z dz
z

! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. dx
xx

x



−
++

+
22

2

)1(

1
; 

2. dx
xx

x



−
++ )4()1(

5cos
222

; 

3. 
−

2

0 sin223 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos223( x

dx
! 
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13. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i34 −  és 2z = i71−  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: 
2

3
1

zz  , 
1

2
z

z , 3
21 zz − ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) zzf cos)( = , =0z
2

3

2
−− i


; 

b) =)(zf zln , =0z i22 −− ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf
2sin z  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a titz ch444sh5 +=  görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva: 

а) 








−++

.2Im0

,2422

z

zz
; 

b) !12Re4 =− zz  

6. feladat. Lehet e az 1222 ++−= xyxv függvény képzetes része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy if =)0( !   

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a  

z
zw

3
−=  leképezés által, ha D : 1=z !  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
zzz

z

169132

33813

23 −+

−
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
12 +z

z
, iz += 20 ! 

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
( )2

2

2

4
cos

−

−

z

zz
 függvényt a 20 =z  pont környezetében!  
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10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =
( )1

12

22

2

+

−+

zz

izz
; 

b) ( )zf =
4

2cos

z

z
! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált:  

}0Re,4{:; = zzLdzzz
L

! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
( )


=− +3

2 9iz

z

zz

dze
; 

b) 
=+

−

1
3

1cos

iz

dz
z

iz
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. dx
xx

x



−
++

+
22

2

)134(

1
; 

2. dx
x

xx



−
+ 22

3

)9(

sin
; 

3. 
−

2

0 sin324 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos722( x

dx
! 
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14. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i33 +−  és 2z = i+2  komplex számok abszolútértékét és 

argumentumát! Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és 

exponenciális alakját! 

b) Keresse meg: 21 zz  , 
2

2
1

z

z
, 5

21 zz − ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) thzzf =)( , =0z i
2

1


− ; 

b) 
i

i
zLnzzf

−

+
==

2

2
,)( 0 ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf ( )iz +Arctg  függvény differenciálhatósági tartományát és 

keresse meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a titz ch55sh54 −−=  görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva:  

а) 








−

+

.0arg
4

,1

z

iz

 ; 

b) !212 zz −=−  

6. feladat. Lehet e az 1222 +−−= xyxu függvény valós része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 1)0( =f ! 

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a  

z
zw

2
−=  leképezés által, ha D : 3=z !  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét! 

а) ( )zf =
234 987

1967

zzz

z

−+

−
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
12 +z

z
, iz 210 −= ! 
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
iz

iz

−

+
sin  függvényt a iz =0  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =
2216

ctg

−z

z
; 

b) ( )zf =
2

5 1
sin

z
z ! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált: 

}0Im,1{:;)( =+ zzLdzzchz
L

! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
( )( )


=− −−15,2

2
35,0z zz

dz
; 

b) 
=

−

2
4

sin

z

dz
z

zz
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. dx
x

x



−
+ 22

2

)5(
; 

2. dx
xx

xx



−
++

+

22

2sin)1(
2

; 

3. 
−

2

0 sin215 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos6( x

dx
! 
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15. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i33 +  és 2z = i34 −  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: 21 zz  , 
2

2

1 







z

z
, 4

21 zz + ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) shzzf =)( , =0z i
2

1


+ ; 

b) Arctgzzf =)( , =0z
5

43 i+
! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf
z2  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse meg 

deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a ti
t

z 2th4
2ch

2
+=  görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva:  

а) 






+

+

.1

,11

iz

z
 

b) 






−++

+−

!2211

,Re11

zz

zz
 

6. feladat. Lehet e az yyyxv −−= 323 függvény képzetes része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 0)0( =f !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a  

z
zw

1
+=  leképezés által, ha D : 1=z !   

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét! 

а) ( )zf =
zzz

z

225152

45015

23 −+

−
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
12 +z

z
, iz +−= 30 ! 
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
3

sin
−z

z
 függvényt a 30 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =

( )32

3sin

zz

z

−

; 

b) ( )zf = ze
zz

1

22

11
−+ ! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált: 

}0Im,{:;Re 2 = zRzLdzzz
L

! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
= +

+

2 3

1

z
z

dz
e

z
; 

b) dz
z

zzz

z


=+

+−

5,11
4

35 53
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. 


−
++ )4()1( 222 xx

dx
; 

2. dx
x

xx



−
+ 22 )1(

sin
; 

3. 
−

2

0 sin246 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos56( x

dx
! 
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16. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i322 −  és 2z = i23 +  komplex számok abszolútértékét és 

argumentumát! Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és 

exponenciális alakját! 

b) Keresse meg: 2
21

zz  , 
1

2

z

z
, 5

2z !   

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) zzf cos)( = , =0z 3
3

+i


; 

b) Archzzf =)( , =0z 2- ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf 








i

z
ln  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!   

4. feladat. Határozza meg a ti
t

z th42
ch4

4
+=  görbe típusát!   

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva: 

а) 
( )








−−



.
6

1arg
6

,2


z

z

 

b) 




−

−+

!2Re2

,Im10

z

izz
 

6. feladat. Lehet e az yxyv += 2 függvény képzetes része valamely )(zf  analitikus függvénynek? 

Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 0)0( =f !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a  

z
w

1
=  leképezés által, ha D : 

2

1

2

1
=−z !  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét! 

а) ( )zf =
234 1288

2568

zzz

z

−+

−
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
12 +z

z
, iz 230 −−= ! 
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
2

1
sh

−z
z  függvényt a 20 =z  pont környezetében!   

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:   

а) ( )zf =

( )2224

cos

−z

z
; 

b) ( )zf =
iz

e iz

+

+

2

2

! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált:   

 +
AB

dzzz )23( 2
 }1;0;{: 2 izzxyAB BA +=== ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat:   

а) 
( )( )


=− −−5,12

2
21z zz

dz
; 

b) 
=1

2 2
1

z
z

dzez z

! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével:  

1. dx
xx

x



−
++

+

65

5
24

2

; 

2. dx

x

x



+0 22 )
4

1
(

2cos
; 

3. 
−

2

0 sin1528 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos57( x

dx
! 
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17. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i+1  és 2z = i−3  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: ( )
2

21 zz  , 
2

1

z

z
, 5

21 zz −  ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) == 0,)( zLnzzf i+−1 ; 

b) zArczf cos)( = , 50 −=z ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf ( )zicth  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a 
t

i
tz

5ch

5
5th +=  görbe típusát!   

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva:   

а) 
( )








+



.
3

arg

,1


iz

z

 

b) 






−

−

!3Im

,3Im

zz

zz
 

6. feladat. Lehet e az 323 yyxv −= függvény képzetes része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 1)0( =f !   

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a   

z
zw

2
+= leképezés által, ha D : 3=z !  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét! 

а) ( )zf =
32 2

2

zzz

z

−+

+
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
( )( )31

2
4

+−

+


zz

z
, iz 220 +−= ! 
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf = 3−z

z

e  függvényt a 30 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =
( )

( )22

2

65

3

+−

−

zz

z
; 

b) ( )zf =
z

z
z

4

24
cos3 −

! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált:  

}0Im,{:;Re 2 = zRzLdzzz
L

! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
( )

=+ −32
22 9z

z

zz

dze
; 

b) 
=

−

1
2

2

z

z

dz
z

ze
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. 


−
+ 32 )1(x

dx
; 

2. dx
x

x



+
0

32 )1(

cos
; 

3. 
−

2

0 2sin3 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos2( x

dx
! 
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18. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i65 −  és 2z = i22 +−  komplex számok abszolútértékét és 

argumentumát! Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és 

exponenciális alakját! 

b) Keresse meg: 2
21

zz  , , 3
21 zz +  ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) zezf =)( , =0z i
3

1


+ ; 

b) chzzf =)( , =0z i
2

2


+ . 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf z2sin  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a ti
t

z cth
sh

1
−=  görbe típusát! 

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva: 

а) 












−

.1Re

,0Im

,211

z

z

z

 

b) 









−



!33

,
2

arg

2

z

z


 

6. feladat. Lehet e az )sincos( yyyxeu x −= függvény valós része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 0)0( =f !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a   

z
zw

1
−=  leképezés által, ha D : 2=z !   

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
4322

4

zzz

z

−+

+
, 00 =z ; 

2

1
z

z
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b) ( )zf =
( )( )31

2
4

+−

+


zz

z
, iz 310 −= ! 

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
4

2
sin

−z

z
 függvényt a 40 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =
23

2

2

sin

zz

z

+
; 

b) ( )zf =
zez4

3
! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált:  

 +
ABC

dzz )1( 2 ; АВС egy törtegyenes izizz CBA =+−== ;1;0 ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
= +

+

3
2 4

1

z

dz
z

z
; 

b) 
=− 15,0

2

z

dzztgz . 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. dx
xx

x



−
+−

+
22

2

)2910(

3
; 

2. dx
xx

x



++
0

22 )16)(9(

cos
; 

3. 
−

2

0 4sin15 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos25( x

dx
! 
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19. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i44 −  és 2z = i23 +  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: 
2

2
1 zz  , 

2

1
z

z
, 4

1z  ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) zzf sin)( = , =0z i
3

2

3


+ ; 

b) =)(zf zln , iz += 10 ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf ( )zi2cos  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a 
it

it

e
ez

2

1
2 +=  görbe típusát!   

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva: 

а) 












−

.1Im

,0Re

,21

z

z

iz

 

b) 











+

!
2

arg
6

,Im2
2


z

zzz

 

6. feladat. Lehet e az xxyv 22 +=  függvény képzetes része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 0)0( =f !   

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a    

z
w

1
=  leképezés által, ha D : 















!0Im

;0Re

;1

z

z

z

  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét! 

а) ( )zf =
32 239

183

zzz

z

−+

+
, 00 =z ; 
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b) ( )zf =
( )( )31

2
4

+−

+


zz

z
, iz −−= 30 ! 

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
( )2

2

2

4
cos

−

−

z

zz
 függvényt a 20 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =

( )222

sh

+z

z
; 

b) ( )zf =
3

2 3

z

e z −
! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált: 


AB

z
zdze Im

2

; АВ egy egyenes szakasza 0;1 =+= BA ziz ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 

( )

=− + iz z

dzz

222

ch
; 

b) 
=

+

4

1
1

z

dz
z

e z

! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. 


−
++ 2222 )5()1( xx

dx
; 

2. dx
xx

xx



−
+− 102

sin
2

; 

3. 
−

2

0 5sin62 x

dx
; 

4.  +

2

0

2)cos3( x

dx
! 
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20. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i33 +  és 2z = i31+  komplex számok abszolútértékét és 

argumentumát! Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és 

exponenciális alakját! 

b) Keresse meg: 21 zz  , 
2

1

2 







z

z
, 5

1z  ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel:  

а) shzzf =)( , =0z i
4

2


+ ; 

b) zArczf sin)( = , =0z
4

3 i+−
! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf 2
iz

e  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!   

4. feladat. Határozza meg a 
it

it

e
ez

2

1
3 −=   görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva: 

а) 



















.
6

arg

,1Re

,2


z

z

z

; 

b) ( ) zzzz Im2Re4Re
22 −+ ! 

6. feladat. Lehet e az xeyu −= sin1  függvény valós része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy if += 1)0( !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a    

z
w

1
=  leképezés által, ha D : 















!0Im

;0Re

;1

z

z

z

 

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét! 
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а) ( )zf =
432 28

162

zzz

z

−+

+
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
( )( )31

2
4

+−

+


zz

z
, iz +−= 20 ! 

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
( )2

2

1

24
ch

−

−

z

zz
 függvényt a 10 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =
( )

( ) ( )43

9

22

22

+−

+

ziz

z
; 

b) ( )zf =
2

13sh

z

z-
! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált: 

}0Re,1{:;)(sin =+ zzLdzziz
L

! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
=− ++1

24 12iz

z

zz

dze
; 

b) 
=1

2

1
sin

z

dz
z

z ! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. 


−
++ 127 24 xx

dx
; 

2. dx
xx

xx



−
+− 102

cos
2

; 

3. 
−

2

0 6sin35 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos27( x

dx
! 
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21. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i+3  és 2z = i232 +  komplex számok abszolútértékét és 

argumentumát! Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és 

exponenciális alakját! 

b) Keresse meg: 
2

2
1 zz  , 

1

2

z

z
, 4

12 zz −  ! 

 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel:  

а) zzf cos)( = , =0z 2
6

+i


; 

b) Archzzf =)( , iz 30 = ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf zi ln2  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a 
it

it

e
ez

1
2 +−=   görbe típusát!   

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva:  

а) 












−

.1Re

,0Im

,211

z

z

z

 

b) ( ) !Im2Im 2 zzz −−  

6. feladat. Lehet e az y
e

e
v

x

x

sin
12 −

=  függvény képzetes része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 2)0( =f !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a    

z
w

1
=  leképezés által, ha D : 















!0Im

;0Re

;1

z

z

z

  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét! 

а) ( )zf =
32 2525

505

zzz

z

−+

+
, 00 =z ; 
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b) ( )zf =
( )( )31

2
4

+−

+


zz

z
, iz 210 −−= ! 

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf = ( )23iz

z

ze −  függvényt a iz 30 =  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =

( )222

2sin





−z

z
; 

b) ( )zf =
4

ch

z

z
! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált: 


AB

dzzz 2Re  АВ egy egyenes szakasza izz BA 21;0 +== ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat:  

а) 
( )


= −4

3
z

iz

z

dze


; 

b) 
=+

+

1
2

cos

iz

dz
z

zz
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. dx
x

x



−
+

+
22

2

)9(

4
; 

2. dx
x

x
x




+
0

2 4

2
sin

; 

3. 
−

2

0 7sin34 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos3( x

dx
! 
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 22. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i34 +−  és 2z = i43 −  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: ( )221 zz  , 
1

2
z

z
, 5

21 zz +  ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) izLnzzf −== 1,)( 0 ; 

b) Arctgzzf =)( , =0z
3

i
− ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf ( )zi −sh  függvény differenciálhatósági tartományát és 

keresse meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a 
it

it

e
ez

2

2 1
2 −=   görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva:  

а) 








−



−

.0Im1

,3Re0

,11

z

z

z

 

b) !25,0
4

1 −− z
z

 

6. feladat. Lehet e az 
22

1
yx

y
v

+
−=  függvény képzetes része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy if += 1)1( !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a    

z
w

1
=  leképezés által, ha D :







−

!8Im0

;4Re4

z

z
  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
432 318

363

zzz

z

−+

+
, 00 =z ; 
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b) ( )zf =
( )( )31

2
4

+−

+


zz

z
, iz += 30 ! 

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =




−z

z
zsh  függvényt a =0z  pont környezetében! 10. 

feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát és 

számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban: 

а) ( )zf =
23

1
2

izz

e z

−

−
; 

b) ( )zf =
zz

2
sin

2
+ ! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált: 

}1;0;{:)12( 3 izzxyABdzx BA

AB

+===+ ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
=+ −23

2

2

4

cos

z

z

dz
z

; 

b) 
=

−−

1
3

1

z

z

dz
z

zze
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. 


−
+ 52 )1(x

dx
; 

2. dx
xx

x



−
+− 22 )1(

2sin
; 

3.  +

2

0
5sin4 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos32( x

dx
! 
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23. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i22 −−  és 2z = i31+  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: 
21

zz  , , 4 3
2

z  ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel:  

а) tgzzf =)( , =0z i+
3


; 

b) zezf =)( , =0z i
42

1 
− ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf ( )izArctg  függvény differenciálhatósági tartományát és 

keresse meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a 
t

t
i

t

t
z

−

+
+

−

+
=

2

2

1

1
  görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva:  

а) 








−−

+

.
4

arg
4

3

,1


z

iz

 

b) 






−

−

!Re2

,Re2

zz

zz
 

6. feladat. Lehet e az xxeu y += − cos  függvény valós része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 1)0( =f !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a    

z
w

1
=  leképezés által, ha D : 





−

−

!0Im2

;1Re1

z

z
  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
32 2749

987

zzz

z

−+

+
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
( )( )31

2
4

+−

+


zz

z
, iz 220 −= ! 

2

1
z

z
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
z

z
z

2
sin

+
  függvényt a 00 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =
456

2

44

4

zzz

z

++

−
; 

b) ( )zf =
z

z

z 2

2
sin

1
cos

−
− ! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált:  

}0Im;0Re;1{: = zzzABdzzz
ABC

 BC egy 0,1 == CB zz ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat:  

а) 
( )


= −4

3
z

iz

z

dze


; 

b) 
=

+

1
3

2

z

dz
z

chzz
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. 


−
++ 2222 )10()2( xx

dx
; 

2. dx
xx

x



−
++ 22 )1(

2sin
; 

3.  +

2

0
5sin3 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos3213( x

dx
! 
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24. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i23 −  és 2z = i−1  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: ( )
2

21 zz  , 
2

1

z

z
, 3

21 zz +  ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) zzf sin)( = , =0z i5
2
−


; 

b) izLnzzf −−== 1,)( 0 ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf ( )iz2ch  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a 
( )1

1

−

+−
=

tt

itt
z    görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva:  

а) 






−

+

.1

,11

iz

z
 

b) ( )















+

++

!2Im

,
4

arg0

,Im1

z

iz

ziz


 

6. feladat. Lehet e az xev y sin−=  függvény képzetes része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 1)0( =f !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a    

z
w

1
=  leképezés által, ha D : 







−

!4Im0

;1Re1

z

z
 

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
432 432

644

zzz

z

−+

+
, 00 =z ; 
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b) ( )zf =
( )( )31

2
4

+−

+


zz

z
, iz −−= 20 ! 

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
1

3
cos

−

+

z

z
z   függvényt a 10 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =

( )322

ch

+z

z
; 

b) ( )zf =
z

z
5

cos3 ! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált: 

}0Im,1{:;)3(cos 2 =+ zzLdzziz
L

! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 

( )

=− −21

22 1

sin

z

dz

z

z
; 

b) 
=

−

1
3

1

z

iz

dz
z

e
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. 


−
++ 22 )178( xx

dx
; 

2. dx
xx

xxx



−
++

+

910

sin)5(
24

3

; 

3. 
+

2

0 8sin73 x

dx
; 

4.  +

2

0

2)cos2( x

dx
! 
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25. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i55 −  és 2z = i−2  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: 2
21

zz  , 
1

2

z
z , 5

21 zz −  ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) zArczf cos)( = , iz 30 −= ; 

b) zezf =)( , =0z 2
4

3
+i


! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf ( )izth  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét! 

4. feladat. Határozza meg a ( )i
t

t

i

i
z 42

11

1
−

−
+

−

+
=    görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva: 

а) 






−−+

.5Re

,411

z

zz
 

b) 

( )











+

!
4

arg

,1ImRe
2


z

zz

 

6. feladat. Lehet e az xxyv += 2  függvény képzetes része valamely )(zf  analitikus függvénynek? 

Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 0)0( =f !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a    

z
zw

4
−=  leképezés által, ha D : 5=z !  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét! 

а) ( )zf =
32 2981

1629

zzz

z

−+

+
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
4

2

2 +z

z
, iz 310 −−= ! 
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
z

z
z

3
sin2 +

 függvényt a 00 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =

( )322

cos

−z

z
; 

b) ( )zf = ( )
z

z
3

ch1− ! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált: 

}4/5arg4/3,2{:;  = zzLdzz
L

! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat:  

а) 
( )


= −+

+

4
2 32

1

z zz

dzz
; 

b) 
=−

−

2
42

sin

iz

dz
z

zz
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. dx
x

x



−
+

+
22

2

)4(

10
; 

2. dx
xx

xx



−
++ 910

cos
24

2

; 

3. 
+

2

0 9sin54 x

dx
; 

4.  +

2

0

2)cos23( x

dx
! 
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26. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i−3  és 2z = i31+  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: ( )221 zz  , 
2

1
z

z
, 4

1z  ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel:  

а) zzf cos)( = , =0z 1
4

+i


; 

b) Arctgzzf =)( , iz −= 20 ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf ( )iz2cos  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a 
t

t
i

t

t
z

−

+
+

−

+
=

1

1

2

2
 görbe típusát!   

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva:  

а) 








−



+−

.1Im

,1Re

,11

z

z

iz

 

b) 






−+

+−

!53

,22

zz

izz
 

6. feladat. Lehet e az x
yx

x
u +

+
=

)( 22
 függvény valós része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 2)1( =f !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a    

z
zw

3
+=  leképezés által, ha D : 5=z !  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
432 550

1005

zzz

z

−+

+
, 00 =z ; 
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b) ( )zf =
4

2

2 +z

z
, iz 230 +−= ! 

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
( )2

2

1

2
sin

−

−

z

zz
z  függvényt a 10 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =

( )222

sin

−z

z
; 

b) ( )zf =
( )
2

2sh

z

z
! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált: 

 +
ABC

dzz )1( 9 ; АВС egy törtegyenes izizz CBA =+== ;1;0 ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
( )


=− −31

5

sin

z

dz
z

z


; 

b) 
=

+

4
2

2 3

z

z

dz
z

ze
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. 


−
+ 42 )1(x

dx
; 

2. dx
xx

xx



−
++

+

45

cos)1(
24

3

; 

3. 
+

2

0 4sin7 x

dx
; 

4.  +

2

0

2)cos2( x

dx
! 
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27. Változat 

1. feladat  

a) Határozza meg a 1z = i52 +  és 2z = i43 −−  komplex számok abszolútértékét és 

argumentumát! Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és 

exponenciális alakját! 

b) Keresse meg: 
2

3
1

zz  , , 3
21 zz −  ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) shzzf =)( , =0z i
3

1


− ; 

b) == 0,)( zLnzzf i+3 ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf ( )iz2sin 2
 függvény differenciálhatósági tartományát és 

keresse meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a ( )542 22 +−+−= ttitz  görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva: 

а) 

( )









+

−−

.
4

3
2arg

4

,
6

arg
6

5





iz

z

; 

b) ( ) !1Re zz =+  

6. feladat. Lehet e az xyxv −−= 22  függvény képzetes része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 0)0( =f ! 

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a    

z
zw

3
−=  leképezés által, ha D : 4=z !   

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
32 211121

24211

zzz

z

−+

+
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
4

2

2 +z

z
, iz 320 += ! 

2

1
z

z
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
3

cos
−z

z
z  függvényt a 30 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =
zz

z

4

2

tg

−
; 

b) ( )zf =
zz

1
cos

1

2
+ ! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált: 

 +
ABC

dzzz )(sin 5 ; АВС egy törtegyenes izzz CBA 2;1;0 === ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 

( )

=+ +1

22 1iz z

dz
; 

b) 
=1

2

2 sin

z

dz
z

i
z ! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. 


−
++ 2222 )15()1( xx

dx
; 

2. dx
xx

xx



−
++

+

45

sin)1(
24

3

; 

3. 
+

2

0 3sin5 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos310( x

dx
! 
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28. Változat 

1. feladat.  

a) Határozza meg a 1z = i232 +  és 2z = i333+  komplex számok abszolútértékét és 

argumentumát! Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és 

exponenciális alakját! 

b) Keresse meg: 21 zz  , 
2

2
1

z
z

, 5
2z  ! 

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel:  

а) tgzzf =)( , =0z i+
2


; 

b) Arcshzzf =)( , iz 40 −= ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf
2zie  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a ( )1252 22 +++++= ttittz  görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva: 

а) 










.3Im

,2Re

z

z
 

b) 









−

!1Re

,22 2

z

z
 

6. feladat. Lehet e az yxyu 22 −−=  függvény valós része valamely )(zf  analitikus függvénynek? 

Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy if =)0( !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a    

z
zw

2
−=  leképezés által, ha D : 2=z !  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
432 672

1446

zzz

z

−+

+
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
4

2

2 +z

z
, iz 230 += ! 
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9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
2

1
sin

−

−

z

z
z   függvényt a 20 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =
345

2

44

4

zizz

z

−+

+
; 

b) ( )zf =
ez

e ez

+

+

! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált: 


AB

dzzz 2Im  АВ egy egyenes szakasza izz BA +== 1;0 ! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) dz
z

zz

z


=+

−+

11
5

43 532
; 

b) 
=

−

1
3

2

z

dz
z

zshz
! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. dx
xx

x



−
++

+

127

2
24

2

; 

2. dx
x

xx



−
+

−
32 )1(

cos2cos
; 

3. 
+

2

0 3sin22 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos23( x

dx
! 
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29. Változat 

1. feladat.  

a) Határozza meg a 1z = i35 −  és 2z = i+− 2  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: 
2

2
1 zz  , 

1

2

z
z , 4

21 zz −  !  

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) zzf sin)( = , =0z i+
2

3
; 

b) =)(zf zln , =0z i31+ ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf ( )iz −2ln  függvény differenciálhatósági tartományát és 

keresse meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a ( )4122 22 ++−++= ttittz  görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva: 

а) 




+

−−

.2ImRe

,21

zz

iz
 

b) 










−+

!
3

arg

,33


z

zzi

 

6. feladat. Lehet e az yxyv 22 −=  függvény képzetes része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 1)0( =f !  

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a    

z
zw

1
+=  leképezés által, ha D : 5=z !  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
32 213169

33813

zzz

z

−+

+
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
4

2

2 −z

z
, iz 310 +−= ! 



80 
 

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf = 4−z

z

ze  függvényt a 40 =z  pont környezetében!  

10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =

( )222 +z

e z

; 

b) ( )zf =
z

z
z

2

2
cos4 −

! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált: 

}0Re,1{:;)sin( 3 =+ zzLdzzz
L

! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
( )

=+ −2 2

2

sin

iz

dz
zz

z


; 

b) ( )
=+

+

2

1

1

iz

z dzez ! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. 


−
+− 22 )2910( xx

dx
; 

2. 


−
++

+
dx

xx

xxx

3613

sin)(
24

2

; 

3. 
+

2

0 4sin32 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos37( x

dx
! 
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30. Változat 

1. feladat.  

a) Határozza meg a 1z = i65 +  és 2z = i31−  komplex számok abszolútértékét és argumentumát! 

Ábrázolja ezen komplex számokat a komplex síkon! Írja fel trigonometrikus és exponenciális 

alakját! 

b) Keresse meg: 
2
21

zz  , 
2

1

z

z
, 3

12 zz −  !   

2. feladat. Számolja ki az )(zf  függvény értékét a 0z  pontban, a választ a komplex szám algebrai 

alakjában írja fel: 

а) chzzf =)( , =0z i−2 ; 

b) Arctgzzf =)( , iz += 20 ! 

3. feladat. Határozza meg az =)(zf 








i

z
th  függvény differenciálhatósági tartományát és keresse 

meg deriváltját! Határozza meg derivált függvény valós és képzetes részét!  

4. feladat. Határozza meg a ( )1232 22 +−++−= ttittz  görbe típusát!  

5. feladat. Határozza meg azt a z  tartományt, mely az alábbi egyenlőtlenségekkel van megadva:  

а) 
















−

+

.
3

arg

,1
43

2


z

i

iz

 

b) ( ) ( ) !222 −+++ zizizzz  

6. feladat. Lehet e az xxyxu −−= 23 3  függvény valós része valamely )(zf  analitikus 

függvénynek? Ha igen, akkor hajtsa végre annak helyreállítását tudván, hogy 0)0( =f !   

7. feladat. Keresse meg a W  sík azon tartományát, melybe a Z  sík D  tartománya képződik a 

z
zw

4
+=  leképezés által, ha D : 5=z !  

8. feladat. Keresse meg Laurent-sorba való fejtését az ( )zf  függvénynek a 0zz −  hatványai 

szerint! Határozza meg a fő- és szabályos részét!  

а) ( )zf =
432 798

1967

zzz

z

−+

+
, 00 =z ; 

b) ( )zf =
4

2

2 −z

z
, iz 220 += ! 

9. feladat. Fejtse ki Laurent sorba az ( )zf =
5

cos
−z

z
z  függvényt a 50 =z  pont környezetében!  
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10. feladat. Keresse meg az ( )zf  függvény izolált szinguláris pontjait, határozza meg azok típusát 

és számítsa ki a reziduumokat ezen pontokban:  

а) ( )zf =
53

2sin

zz

z

−
; 

b) ( )zf = ( )
z

z
1

sh2− ! 

11. feladat. Számítsa ki az alábbi integrált: 

}0Im,1{:; = zzLdzzz
L

! 

12. feladat. Reziduumok Cauchy-tétele szerint számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
=

−
1

4
z

dz
z

zctg


; 

b) 
=1

3 1
sin

z

dz
z

z ! 

13. feladat. Számítsa ki az alábbi integrálokat a reziduumok segítségével: 

1. dx
x

x



−
+ 22

2

)11(
; 

2. dx
xx

xxx



−
++

+

3613

cos)(
24

2

; 

3. 
+

2

0 5sin21 x

dx
; 

4. 
+

2

0

2)cos7( x

dx
! 
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Посібник з комплексного аналізу призначений для студентів ІІІ курсу Закарпатського 

угорського інституту імені Ференца Ракоці спеціальності 4.04 Середня освіта (Математика) 

заочної форми навчання з метою організації контрольних робіт з курсу "Комплексний 

аналіз".   

 

Затверджено до використання у навчальному процесі 

на засіданні кафедри математики та інформатики 

(протокол № 10  від «23» червня 2025 року) 

 

Розглянуто та рекомендовано Радою із забезпечення якості вищої освіти 

Закарпатського угорського інституту імені Ференца Ракоці ІІ 

(протокол №7 від 26 серпня 2025 року) 

 

Рекомендовано до видання у електронній формі (PDF) 

рішенням Вченої ради Закарпатського угорського інституту імені Ференца Ракоці ІІ 

(протокол №8 від 28 серпня 2025 року)  

Підготовлено до видання у електронній формі (PDF) кафедрою математики та інформатики 

з Видавничим відділом Закарпатського угорського інституту імені Ференца Ракоці II 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


