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1. A komplex szám fogalma 

 

𝑅𝑒(𝑧) a z komplex szám valós része, míg 𝐼𝑚(𝑧) az komplex szám képzetes része. 

1.1. Addja meg 𝑧 komplex szám 𝑅𝑒(𝑧) (valós rész) és 𝐼𝑚(𝑧) (képzetes rész) értékét: 

а) ii 36 2 + ;   b) 
3)1( i+ ;  c) 

i
i

1
+ ; d) 

i
i

1
− ; e) 

i

i

−

+

1

1
; f) 

5)1( i− ; 

g) 1 + 𝑖 + 𝑖2 + 𝑖3; h) 
1

𝑖
+

1

𝑖2 +
1

𝑖3 +
1

𝑖4; i)  𝑖 − 𝑖2; j)  ∑ 𝑖𝑘𝑛
𝑘=1 ! 

1.2. Addja meg 𝑧 komplex szám 𝑅𝑒(𝑧) (valós rész) és 𝐼𝑚(𝑧) (képzetes rész) értékét: 

a) 
i

i−1
;  b) 2)18( ++ ii ;   c) 

17i ; 

d) 
3216i ;  e) 

4)1( i+ ;   f) 
i

i

i
i

1
1
+− ! 

1.3. Határozza meg a 𝑧 komplex konjugáltját: 

а)
23 53 ii −− ;  b) 

5)65( i+ ;   c) 7;    

 d) 
53i ;   e) )76( 2iii + ;   f) ))1(( 2iii −−− ; 

g) 𝑖(−𝑖)(𝑖 + 2); h) 
1+𝑖

1−𝑖
;    i)  

1

𝑖−7
 ;   j)  

1

𝑖
!            

1.4. Határozd meg a 𝑧 komplex konjugáltját: 

а) 
i

i

+6
;  b) 

5432 iiiii ++++ ;  c) )4()2( ++++ iii ; 

d) ))1(( iii −−− ; e) 
3i ;     f) 

416 i+ ! 

1.5. Bizonyítsa be az alábbi egyenlőségeket: 

a) (1 + 𝑖)8𝑛 = 24𝑛 (𝑛 ∈ ℤ) ; b) (1 + 𝑖)4𝑛 = (−1)𝑛22𝑛 (𝑛 ∈ ℤ) ! 
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 2. Komplex számokkal végzett műveletek 

2.1. Végezze el az alábbi műveleteket: 

а) )61)(61( ii +−  ;  b) )21(
21

1
i

i
+

−
;  c) )21)(1( ii ++ ; 

d) ))(1( 5 iii −+ ;  e) )315)(5( ii −+ ;  f) )43)(21()32)(54( iiii +−+++−− . 

g)  (1 − 𝑖)(1 + 𝑖)(1 − 2𝑖)(1 + 2𝑖);     h)  (1 − 𝑖)3(1 + 𝑖)3; 

i) (1 − 𝑖)(1 − 2𝑖)(1 − 3𝑖);     j) (1 + 𝑖)8 ! 

2.2. Végezze el az alábbi műveleteket: 

 а) )31)(21)(1( iii +++ ;  b) )31(
31

1
i

i
−

+
;  c) 

22 )1()1( −+ ii ; 

d) )31)(21)(1( iii −−− ;  e) )1)(1( iii −+ ;  f) 
z

z
1
 ! 
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 3. Komplex szám trigonometrikus alakja 

A komplex szám trigonometrikus alakja a következő 𝑧 =  𝑟(𝑐𝑜𝑠 𝜑 +  𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜑), ahol 𝑟  a 

komplex szám abszolútértéke, 𝜑 pedig a komplex szám argumentuma. Ha 𝑧-t egy komplex változó 

síkján ábrázoljuk egy ponttal, akkor az 𝑂𝑍  vektor elhajlásának szöge az 𝑂𝑋 tengelyhez képest 

(óramutató járásával ellentétes irányban) megegyezik a komplex szám argumentumával radianban 

mérve. 

Ha 𝑥 >  0, akkor 𝜑 =  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑦/𝑥); ha 𝑥 =  0 és 𝑦 >  0, akkor 𝜑 =  𝜋/2; ha 𝑥 =  0 és 

𝑦 <  0 , akkor 𝜑 =  −𝜋/2; ha 𝑥 <  0  és 𝑦 >  0 , akkor 𝜑 =  𝜋 +  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑦/𝑥); ha 𝑥 <  0  és 

𝑦 <  0, akkor 𝜑 =  −𝜋 +  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑦/𝑥). Az 𝑥 =  0, 𝑦 =  0 esetében az argumentum nem létezik. 

Ha a 𝜑 értéke (−𝜋, 𝜋] szakaszba esik, akkor azt fő argumentumnak nevezik. 

3.1. Határozza meg a 𝑧 komplex szám abszolútértékét: 

а) ni n , ;    b) + ni n ,)1( ;   c) 
i

i−1
; 

d) 
12753 ++++++ kiiiii  ;  e) 4 +  3𝑖;    f) 𝑖52  +  𝑖100! 

g)  2𝑖3 − 1 ;    h)  𝑖5+𝑖  ; i)
1

3+𝑖
;   j) 

1

(1−𝑖)(1+𝑖)
 ! 

3.2. Határozza meg a 𝑧 komplex szám  abszolútértékét: 

а) 
3ii −− ;   b) 

=

+
10

1

)(
k

ki ;  c) 
i2

1
;   d) 5−i ! 
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4. Euler-formula  sincos ie i = . 

A komplex szám exponenciális alakja 

4.1. Végezze el a műveleteket: 

а) ( ) ( )53
11 ii −+ ;   b) 31 )1()1( ii −+ − ;  c) izsin ;  d) izcos ; 

e) iziz cossin + ;  f) iztg ;   g) izctg ;  h) 
e

e
1

+ ! 

4.2. Végezze el a műveleteket: 

 а) 5)
4

sin
4

(cos


i+ ;  b) )
4

sin
4

(cos)
4

sin
4

(cos


ii −+ ; 

c) )cos( 321  ++ ;  d) 
zize +

 ;   e) 3
i

e ;  f) 
2lnie ! 
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5. Komplex számok műveletei trigonometrikus és exponenciális alakban 

A 𝑧 =  
ire  komplex szám 𝑛-edik gyöke meghatározható a következő képlettel: 

√𝑧
𝑛

= √|𝑧|𝑛
𝑒𝑖

𝜑+2𝜋𝑘

𝑛 , ahol 𝑛  𝑁, 𝑘 = 0, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

A Moivre-formula a következő alakban írható fel:  

 nini n sincos)sin(cos +=+ . 

5.1. Emelje hatványra az alábbi kifejezéseket: 

а) 5)1( i+ ;  b) 5)1( i− ;  c) 7)1( i+ ;     

d) 6)(cos i ;  e) 5)(sin i ;  f) 
432 iiii +++ ; 

g) 
10)

10
sin

10
(cos


i+ ;   h) 5)cos(sin  i− !                 

 5.2. Vonjon gyököt az alábbi komplex számokból: 

а) 
3 1 ;  b) 

3 1− ;  c) 4 i− ;  d) 3 1+i ;  e) i43+ !       
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 6. A komplex szám geometriai értelmezése 

 

6.1. Határozza meg a komplex változó síkjának vonalait: 

а) tiz += 1 ;   b) 
2ittz += ;   c) 2=z ; 

d) 1=+ iz ;   e) 0,11 =+ xz ;  f) 0,0,3 = yxz ! 

6.2. Határozza meg a komplex változó síkjának vonalait: 

а)   2;0,sincos += ibaz ;    b) ittz 3+= ;    c) 0, += t
t

i
tz ; 

d) 
4

arg


=z ;   e) zz =arg ;   f) 0,0,1 = yxz ! 
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 7. Komplex változós függvény 

7.1. Fejezze ki a komlex változós függvény valós 𝑢(𝑥, 𝑦)  =  𝑅𝑒 (𝑧) és képzetes 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝐼𝑚 (𝑧) 

részét: 

а) 3)( zzw = ;   b) 
2zw = ;   c) 

iz
zw

+
=

1
)( ; 

d) ixizw =)( ;   e) zzw ln)( = ;  f) izezw =)( ! 

7.2. Fejezze ki a komlex változós függvény valós 𝑢(𝑥, 𝑦)  =  𝑅𝑒 (𝑧) és képzetes 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝐼𝑚 (𝑧) 

részét: 

а) zzw cos)( = ;  b) zw = ;   c) 
z

zw
1

)( = ; 

d) 2)( zzw = ;   e) zzw sin)( = ! 

7.3. Határozza meg nxxxxxf cos3cos2coscos)( ++++=  ! 
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 8. Komplex számok sorozatának határértéke. 

Komplex változós függvény határértéke  

8.1. Határozza meg az alábbi komplex számsorozatok és függvények határértékét: 

а) 

in

n n








+

→

1
1lim ;  b) 

n

n n

i








−

→
1lim ;  c) 

in

n n








+

→ 2
1lim


;    

d) 
x

ix

x

sin
lim

0→
;   e) 

20

cos1
lim

x

ix

x

−

→
;   f) 

3

3

0

sin
lim

z

z

z→
! 
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 9. Komplex változós függvényének deriváltja. Cauchy-Riemann feltételek   

Cauchy-Riemann feltételek:  .//,// xvyuyvxu −==  

9.1. Ellenőrizze a Cauchy-Riemann feltételeket a alábbi függvényekre:  

а) 3)( zzw = ;  b) zzw cos)( = ;  c) 
z

zw
1

)( = ; 

d) zzw =)( ;  e) zzzw =)( ;   f) !)( zzzw +=  

9.2. Ellenőrizze a Cauchy-Riemann feltételeket a alábbi függvényekre: 

а) zezw =)( ;   b) zazw =)( ;  c) izezw =)( ;  

d) ixyyxw ++= 22 ;  e) zzw sin)( = ; f) 22 iyxw += ! 

9.3. Az alábbi függvények elemi függvényekhez való összehasonlításával ellenőrizze a Cauchy-

Riemann feltételek teljesülését: 

а) zzw cossin)( = ;  b) 
zew sin= ;  c) 

zew cos= ; 

d) zarctgw = ;  e) 
z

w
1

sin= ;  f) !)( zzzw =  
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 10. Az analitikus függvény helyreállítása annak valós (képzetes) része alapján 

 

10.1. Ha ismert az )(Re);( zwyxu =   )(Im);( zwyxv = , határozza meg az )(Im zw )]([Re zw : 

а) 22 yxu −= ;  b) chyxu = cos ;   

c) 23 3xyxu −= ;   d) 22 yxu += ; 

e) yev x sin= ;  f) yv −= ! 
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 11. Egylapú függvények 

 

Ha z1z2 viszont )()( 21 zwzw   akkor a komplex változós függvényt egylapúnak nevezzük.   

11.1. Egylapúak e az alábbi függvények: 

а) 13)( += zzw ;              

b) zzw =)( ;                    

c) 2)( zzw = ? 

11.2. Egylapúak e az alábbi függvények: 

а) 
z

zw
1

)( = ;     

b) zzw sin)( = ; 

c) zezw =)( ? 
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 12. Komplex változós függvény integrálása 

12.1. Számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) ∫ 𝑧𝑑𝑧
𝐴𝐵

, ahol АВ - vonal 𝑦 = 𝑥2, 𝑧𝐴 = 0, 𝑧𝐵 = 1 + 𝑖;      

b) ∫ 𝑧̅𝑑𝑧
𝐴𝐵

, ahol АВ - vonal 𝑦 = 𝑥2, 𝑧𝐴 = 0, 𝑧𝐵 = 1 + 𝑖;      

c) ∫ 𝑧̅𝑑𝑧
𝐴𝐵

, ahol АВ - vonal 𝑦 = 𝑥, 𝑧𝐴 = 0, 𝑧𝐵 = 1 + 𝑖;       

d) ∫ 𝑧̅𝑑𝑧
𝐴𝐵

, ahol АВ - vonal 𝑦 = √𝑥, 𝑧𝐴 = 0, 𝑧𝐵 = 1 + 𝑖; 

e) ∫ 𝑧𝑑𝑧
𝐴𝐵

, ahol АВ - vonal 𝑦 = 𝑥, 𝑧𝐴 = 0, 𝑧𝐵 = 1 + 𝑖;       

f) ∫ 𝑧𝑑𝑧
𝐴𝐵

, ahol АВ - vonal 𝑦2 = 𝑥, 𝑧𝐴 = 0, 𝑧𝐵 = 1 + 𝑖!       

12.2. Számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) ∫ 𝑥𝑑𝑧
𝐴𝐵

, ahol АВ - vonal 𝑦 = 𝑥2, 𝑧𝐴 = 0, 𝑧𝐵 = 1 + 𝑖;                           

b) ∫ 𝑥𝑑𝑧
𝐴𝐵

, ahol АВ - vonal 𝑦 = 𝑥, 𝑧𝐴 = 0, 𝑧𝐵 = 1 + 𝑖;      

c) ∫ 𝑥𝑑𝑧
𝐴𝐵

, ahol АВ - vonal 𝑦2 = 𝑥, 𝑧𝐴 = 0, 𝑧𝐵 = 1 + 𝑖;                        

d) ∫ 𝑒𝑧𝑑𝑧
𝐴𝐵

, ahol АВ - vonal 𝑦 = 𝑥, 𝑧𝐴 = 0, 𝑧𝐵 = 1 + 𝑖; 

e) ∫ 𝑒𝑧𝑑𝑧
𝐴𝐵

, ahol АВ - vonal 𝑦 = 𝑥2, 𝑧𝐴 = 0, 𝑧𝐵 = 1 + 𝑖! 
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 13. Cauchy-féle integrálképletek 

Ha 𝑓(𝑧)  szabályos a 𝐷  tartományban, akkor minden 𝛾  zárt görbére, ami ebben a 

tartományban helyezkedik el, és minden olyan 𝑧 -re, ami 𝛾  belső részén található, érvényes a 

Cauchy-féle integrálképlet:  −
=









.

)(

2

1
)( d

z

f

i
zf  A Cauchy-féle integrálképlet általánosítható a 

komplex változós függvényének deriváltjára is:  +−
=









.

)(

)(

2

!
)(

1

)( d
z

f

i

n
zf

n

n
  

13.1. Számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
( )

dz
z

z

z


=

+

1

1sin
;  b) dz

z

z

z


=1

cos
;   c) dz

z

ei

z

z


=



1

; 

 d) dz
zi

z

z


= −1 )

4
(

cos


;  e) dz

zi

tgz

z


= −1 )

6
( 

;  f) dz
z

tgz

z


=1

! 

13.2. Számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) dz
ez

zi

z


=

−



3

ln
;  b) 

( )
dz

z

zz

z


= −



1 4

sincos


;  c) 

( )
dz

iz

z

z

=

−
2

cos
; 

d) 
( )

dz
iz

z

z


=

−
2

1

cos
;  e) 

( )
dz

iz

z

z


=

−
3
2

sin


;  f) 

( )
!

2

dz
izi

e

z

z


=

+
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 14. Komplex tagú számsorok 

14.1. Kovergensek e az alábbi sorok: 

а) 


=










+
+

+

+

1 1214

13

n n

n
i

n

n
;  b) 



=









+

1
2

11

n n
i

n
;  c) 



=









+

1
32

11

n n
i

n
; 

d) 


=









+

1 2

1

3

1

n
nn

i ;   e) 


=









+

+

+

1

1

42

12

n n
i

n

n
;  f) 



=









+−

1

11
)1(

n

n

n
i

n
? 

14.2. Kovergensek e az alábbi sorok: 

а) 


=













+








+

1

11
1

n

n

n
i

n
; b) 



=










+

++

1 13

1

n n

inn
; c) 



=









+

1 lnlnln

1

ln

1

n nnnn
i

nn
; 

d) 


=







 +

1

1

n nn

i
;   e) 



=







 +

1 4

32

n
n

nn i
; f) 



=










+

−
−

1 12

1
)1(

n

n

n

i
? 

14.3. Fejtse Taylor-sorba az alábbi függvényeket a 𝑧0 pont környezetében: 

а) izzw == 0,sin ;  b) izzw −== 0,cos ;  c) izzw == 0

3 , ; 

d) 1, 0 == zew z ;  e) 1, 0

2

== zew z
;   е) 1,)2( 0

2 =−= zzw ! 

14.4. Fejtse Taylor-sorba az alábbi függvényeket a 𝑧0 pont környezetében: 

а) izzw −== 0,sin ; b) izzw == 0,cos ;  c) izzw == 0

2 , ; 

d) izzw +== 1,sin 0 ; e) izew z == 0,
2

;  f) izzzw == 0, ! 

14.5. Fejtse MacLaurin-sorba az alábbi függvényeket a 𝑧0 = 0 pont környezetében: 

а) )sin(izw = ;   b) zw cos= ;   c) 3)3( += zw ; 

d) 
izew = ;   e) shzw = ;   f) chzw = ! 
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 15. Komplex változós függvények szinguláris pontjai 

 

15.1. Határozza meg a komplex változós függvény szinguláris pontjának típusát: 

а) 
2

2sin

z

z
w = ;   b) 

2

2

2

cos1

z

z
w

−
= ;   c) zew

1
−

= ;   

d) 
2)3)(1(

1

−−
=

zz
w ; e) z

z
w sin

1
2

= ;   f) 
5

3sin

z

z
w = ! 

15.2. Határozza meg a komplex változós függvény izolált szinguláris pontjának típusát: 

а) zw sin= ;   b) 


=

−

=
n

k

kkx

w

1

)(

1
;   c) tgzw = ; 

d) 
5

2 cos22

z

zz
w

−−
= ; e) zctgw 2= ;    f) ztgw 3= ! 
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 16. Reziduumok kiszámítása 

16.1. Számítsa ki a következő függvények szinguláris helyeihez tartozó reziduumokat: 

а) 
z

w
−

=
1

1
;   b) 

2)2)(1(

1

−−
=

zz
w ;  c) 

1

1

+
=

z
w ; 

d) 
2)1(

1

−
=

z
w ;  e) 

)1(

1

−
=

zz
w ;   f) 

))((

1

iziz
w

+−
= ! 

16.2. Számítsa ki a következő függvények szinguláris helyeihez tartozó reziduumokat: 

a) 
z

zw
1

sin= ;   b) z
z

w sin
1
2

= ;   c) 
z

zw
1

cos= ; 

d) z
z

w cos
1
2

= ;  e) zew
1−

= ;    f) ze
z

w
1

3

1
= ! 
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17. Reziduumok alaptétele 

 

Ha 𝑓(𝑧)  függvény reguláris egy összefüggő 𝐷 tartományban, kivéve véges számú 

szinguláris pontot {𝑧𝑖}, akkor az integrál egy egyszerű zárt γ görbementén, ami a D határa, a 

következő képlettel határozódik meg  

 
=

=



n

k

kzresfidzzf
1

)(2)) . 

17.1. A reziduumok alaptételének segítségével számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) dz
zz

z

=

−−
2

)3)(1(

1
;   b) dz

zzz
z


=

−−−
5,2

)3)(2)(1(

1
; 

c) dz
zz

z

z


=

−−

−

2
)10)(5(

4
;   d) dz

zz

z

z


=

−−

−

6
)10)(5(

4
; 

e) dz
zz

z

z


=−

−−

−

210
)10)(5(

4
;   f) dz

zz

z

z


=

−−

−

1
)10)(5(

4
! 

17.2. A reziduumok alaptételének segítségével számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) dz
zz

z

z


=

−−

+

5,1
)2)(1(

1
;   b) dz

zz

z

z


=

−−

+

3
)2)(1(

1
; 

c) dz
zz

z

z


=−

−−

+

5,02
)2)(1(

1
;   d) dz

zz

z

z


=

−−

+

5,0
)2)(1(

1
; 

e) dz
zzz

z

z


=−

−−−

+

5,02

2

)3)(2)(1(

1
;  f) dz

zzz

z

z


=

−−−

+

5,1

2

)3)(2)(1(

1
! 
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 18. Az integrálok kiszámítása zárt görbéken  

a reziduumok segítségével a z = ∞ pontban 

 

Ha 𝑓(𝑧)  reguláris az összefüggő 𝐷  tartományban, kivéve a véges számú n szinguláris 

pontban {𝑧𝑖}, és nincsenek más szinguláris pontok a komplex változós síkján, kivéve 𝑧 =  , akkor 

az integrál a egyszerű zárt γ görbementén, amely 𝐷 tartományban található a következő képlettel 

kiszámítható:  −=


 )(2)( fresidzzf . Ez a képlet megkönnyíti az integrál kiszámítását a korábbi 

leírt módszerekhez képest, mert nem szükséges megkeresni a reziduumot az összes véges pontban. 

Elég megkeresni a reziduumot a végtelen távoli pontban.   

 

18.1. Számitsa ki az alábbi integrált a zárt görbe mentén a reziduumok segítségével a 𝑧 =  ∞ 

pontban: 

а) dz
izizz

z

z


=

++

+

3
)2)((

1
; 

b) dz
zz

z

z


=

−−

+

3
)2)(1(

12
; 

c) dz
zz

zz

z


=

−−

+

4

22

3

)1()3(

56
! 
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 19. Többértékű függvények integrálása 

 

19.1. Számítsa ki a többértékű függvény integrálját: 

а) dz
z

z


=−

−
2/14

4

8
;     b) dz

zz

z

z


=−

−
19

2 )9(
; 

c) dz
iz

z

z


=−

−

+

2/11

2

2ln

1


;     d) dz

iz

z

z


=+

−

+

3/11

2

ln

1


! 

19.2. Számitsa ki a megadott logaritmusos I integrál értékét a C görbe mentén! 

a)  𝐼 = ∫ 𝑧𝑛𝐿𝑛 𝑧 𝑑𝑧
 

𝐶
, 𝑎ℎ𝑜𝑙 𝐶 = {𝑧 ∶ |𝑧| = 1}, é𝑠    𝑛 𝜖 ℕ é𝑠 𝐿𝑛 1 = 0.  

b)   𝐼 = ∫ |Ln 𝑧|3𝑑𝑧
 

𝐶
, 𝑎ℎ𝑜𝑙 𝐶 = {𝑧 ∶ |𝑧| = 1}, é𝑠      Ln 1 = 0. 

c)   𝐼 = ∫ 𝐿𝑛 𝑧 𝑑𝑧
 

𝐶
, 𝑎ℎ𝑜𝑙 𝐶 = {𝑧 ∶ |𝑧| = 𝑅}, é𝑠      Ln  𝑅 = ln 𝑅 + 2𝜋𝑖. 

d)   𝐼 = ∫ 𝑧𝑛𝐿𝑛 𝑧 𝑑𝑧
 

𝐶
, 𝑎ℎ𝑜𝑙 𝐶 = {𝑧 ∶ |𝑧| = 1}, 𝑛 𝜖 𝑁   é𝑠  Ln(−1) = 𝑖𝜋. 

e)   𝐼 = ∫ |Ln 𝑧|2𝑑𝑧
 

𝐶
, 𝑎ℎ𝑜𝑙 𝐶 = {𝑧 ∶ |𝑧| = 1}, é𝑠     Ln 1 = 2𝜋𝑖. 

f)   𝐼 = ∫
Ln 𝑧

𝑧
𝑑𝑧

 

𝐶
, 𝑎ℎ𝑜𝑙 𝐶 = {𝑧 ∶ |𝑧| = 1}, é𝑠     Ln 1 = 2𝜋𝑖. 

g)   𝐼 = ∫
ln(𝑧−3)

𝑧−3
𝑑𝑧

 

𝐶
, 𝑎ℎ𝑜𝑙 𝐶 = {𝑧 ∶ |𝑧| = 3}. 

h)   𝐼 = ∫ |
Ln 𝑧

𝑧
| 𝑑𝑧

 

𝐶
, 𝑎ℎ𝑜𝑙 𝐶 = {𝑧 ∶ |𝑧| = 1}, é𝑠    Ln 1 = 2𝜋𝑖. 

i)   𝐼 = ∫ 𝑧𝑛𝐿𝑛 𝑧 𝑑𝑧
 

𝐶
, 𝑎ℎ𝑜𝑙 𝐶 = {𝑧 ∶ |𝑧| = 1}, 𝑛 𝜖 𝑁   é𝑠    Ln 1 = 0. 

j)   𝐼 = ∫ |Ln 𝑧|𝑑𝑧
 

𝐶
, 𝑎ℎ𝑜𝑙 𝐶 = {𝑧 ∶ |𝑧| = 1}, é𝑠      Ln(−1) = 7𝑖𝜋. 

k)   𝐼 = ∫ 𝐿𝑛 𝑧|𝑑𝑧|
 

𝐶
, 𝑎ℎ𝑜𝑙 𝐶 = {𝑧 ∶ |𝑧| = 1}, é𝑠    Ln 1 = 4𝜋𝑖. 

l)  𝐼 = ∫ |Ln 𝑧|2𝑑𝑧
 

𝐶
, 𝑎ℎ𝑜𝑙 𝐶 = {𝑧 ∶ |𝑧| = 1}, é𝑠     Ln 1 = 2𝜋𝑖. 

m)   𝐼 = ∫
Ln 𝑧

𝑧
𝑑𝑧

 

𝐶
, 𝑎ℎ𝑜𝑙 𝐶 = {𝑧 ∶ |𝑧| = 2}, é𝑠       Ln(−2) = ln 2 + 3𝜋𝑖. 

n)   𝐼 = ∫ |Ln 𝑧| · |𝑑𝑧|
 

𝐶
, 𝑎ℎ𝑜𝑙 𝐶 = {𝑧 ∶ |𝑧| = 1}, é𝑠    Ln(−1) = −𝜋𝑖. 
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 20. Improprius integrálok kiszámítása reziduumok segítségével  

 

Az alábbi képletet fogjuk felhasználni az integrálok kiszámítására: 

 
+

−

= )(2)( izfresidxxf  , 

ahol a reziduumokat a felső félsíkban vesszük (az 𝑂𝑋 tengely felett). Az 𝑓(𝑧) reguláris függvény 

az 𝐼𝑚(𝑧)  >  0 tartományban, kivéve  véges számú szinguláris pontokban, és nullához konvergál 

amikor →z  , ahol a szabály .2,/1 nz
n

 

20.1. Számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
+

−
+12x

dx
;      b) 

+

−
++ )4)(1( 22 xx

dx
; 

c) 
+

−
+++ )9)(4)(1( 222 xxx

dx
;    d) 

+

−
++++ )16)(9)(4)(1( 2222 xxxx

dx
; 

e) 
+

−
+14x

dx
;      f) 

+

−
+ 22 )1(x

dx
! 
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 21. Improprius integrálok kiszámítása a Jordán lemma segítségével  

 

A Jordán-lemma a következő formulákat adja az improprius integrálok kiszámításához:  

 
+

−

−= ))((Im2cos)( k

iaz
zferesaxxf k , 

 
+

−

= ))((Re2sin)( k

iaz
zferesaxxf k , 

ahol a reziduumokat a felső félsík szinguláris pontjaiban van véve.  

21.1. Számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
+

−
+

=
1

cos
2x

dxx
I ;  b) 

+

−
+

=
4

cos
2x

dxx
I ;  c) 

+

+
=

0

22

cos

ax

dxx
I ; 

d) 
+

−
+

=
1

sin
2x

dxxx
I ;  e) 

+

+
=

0

2 9

sin

x

dxxx
I ;  f) 

+

+
=

0

2 4

2sin

x

dxxx
I ! 

21.2. Számítsa ki az alábbi integrálokat: 

а) 
+

−
+

=
1

2cos
2x

dxx
I ;  b) 

+

+
=

0

2 9

3cos

x

dxx
I ;  c) 

+

+
=

0

22

cos

ax

dxnx
I ; 

d) 
+

−
+

=
4

sin
2x

dxxx
I ;  e) 

+

+
=

0

22

sin

ax

dxnxx
I ;  f) 

+

+
=

0

2 1

cossin

x

dxxxx
I ! 
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22. Trigonometriai racionális függvényektől való  

határozott integrálok kiszámítása 

 

Ebben az esetben a 



2

0

)sin,(cos dR  integrál levezethető a 1=z
 
zárt vonalú integrálhoz 

a következő helyettesítéssel:   

.),
1

(
2

1
cos),

1
(

2

1
sin

z

dz
idz

z
z

z
z

i
−=+=−=   

 

22.1. Számítsa ki az alábbi trigonometriai racionális függvényektől való integrálokat: 

а)  +
=






2

0
2cos

d
I ;   b)  −

=






2

0
2cos

d
I ; 

c) =




2

0

2cos dI ;    d) =




2

0

4cos dI ; 

e) =




2

0

2cos dI  , használja a 12coscos2 2 +=   helyettesítést; f) =



0

6cos dI ! 

22.2. Vezesse ki a következő integrál kiszámításának általános képletét: RmdI m =  ,cos

2

0

2


 ! 

  



26 
 

 23. Laplace transzformáció 

 

Az 𝑓(𝑡) (eredeti függvény) valós változós függvény Laplace transzformációjának az 𝐹(𝑝) 

(transzformált függvény) komplex változós függvényt nevezzük, ahol 𝑝 = 𝑠 + 𝑖𝜎  

𝐹(𝑝) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑝𝑡

∞

0

𝑑𝑡 ,            𝑓(𝑡) = ∫ 𝐹(𝑝)𝑒𝑝𝑡𝑑𝑝

𝑎+𝑖∞

𝑎−𝑖∞

  . 

Az eredeti és a transzformált függvény közötti összefüggést így jelöljük: 

𝑓(𝑡) ≓ 𝐹(𝑝)      𝑣𝑎𝑔𝑦     𝐹(𝑝) ≓ 𝑓(𝑡)  . 

A Laplace transzformáció főbb tulajdonságai: 

1. Linearitás: 𝛼𝑓(𝑡) + 𝛽𝑔(𝑡) ≓ 𝛼𝐹(𝑝) + 𝛽𝐺(𝑝). 

2. Hasonlóság: 𝑓(𝛼𝑡) ≓
𝐹(

𝑝

𝛼
)

𝛼
 . 

3. Késés: 𝑓(𝑡 − 𝜏) ≓ 𝑒−𝑝𝜏𝐹(𝑝) . 

4. Eltolás: 𝑒𝑝0𝑡𝑓(𝑡) =≓ 𝐹(𝑝 − 𝑝0) . 

5. 𝐹(𝑝) ∗ 𝐺(𝑝) ≓ ∫ 𝑓(𝜏) ∗ 𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0
 . 

6. Az eredeti deriváltja: 𝑓′(𝑡) ≓ 𝑝𝐹(𝑝) − 𝑓(0) . 

7. A transzformált deriváltja: 𝐹(𝑛)(𝑝) ≓ (−1)𝑛𝑡𝑛𝑓(𝑡)  . 

8. Az eredeti integrálása: ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑡

0
≓

𝐹(𝑝)

𝑝
  . 

9. A transzformált integrálása: 
𝑓(𝑡)

𝑡
≓ ∫ 𝐹(𝑝)𝑑𝑝

∞

𝑝
  . 

. 

23.1. Lehet e az )(tf  eredeti függvény, ha az )(tf  folytonos, kivéve véges számú szakadási 

pontban: 

а) 
2)( ttttf += ;  b) 













=
.0,

sin

1

0,0

)(
t

t

t

tf ;  c) 












=
.0,

sin

0,0

)(
t

t

t

t

tf ; 

d) 









=

.0,

0,0
)( 2

te

t
tf

t
; e) 








=

.0,

0,0
)(

2 tet

t
tf

t
;  f) 








=

.0,

0,0
)(

ttgt

t
tf ? 



27 
 

23.2. Lehet e az )(tf  eredeti függvény, ha az )(tf  folytonos, kivéve véges számú szakadási 

pontban: 

а) 













=
.0,

0,0

)(
t

t

t

t

tf ;  b) 







=

.0,sin

0,0
)(

te

t
tf

t
;  c) 













=
.0,

1

0,0

)(
t

t

t

tf ; 

d) tttf +=)( ;   e) 
 






=

.0,!

0,0
)(

tt

t
tf ;  f) ?

3

1
)(

−
=

t
tf  

23.3. Határozza meg a transzformált függvényt, ha az eredeti adott: 

а) ttf += 1)( ;   b) 
= −

−
==

n

k

n
k

t

t
ttf

0 1

1
)( ;  c) 35)( ttf −= ; 

d) 1)( −= tetf ;   e) tttf cossin)( += ;   f) chtshttf +=)( ! 

23.4. Határozza meg a transzformált függvényt, ha az eredeti adott: 

а) tt eetf −+=)( ;   b) 
= −

−
==

n

k
t

nt
kt

e

e
etf

0 1

1
)( ; 

c) itittf cossin)( += ;   d) tt eetf 2)( += ; 

e) tttf 2sinsin)( += ;  f) itttf sinsin)( += ! 
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 24. Tétel az eredeti és transfotmált függvény deriváltjáról 

Ha az 𝑓(𝑡) az eredeti függvény és deriváltjai 𝑓(𝑘)(𝑡), 𝑘 = 1,2, …,  akkor tetszőleges 𝑘 =

1,2, … , 𝑛  

   𝑓(𝑘)(𝑡) ≓ 𝑝𝑘𝐹(𝑝) − 𝑝𝑘−1𝑓(0) − 𝑝𝑘−2𝑓′(0) − ⋯ − 𝑓(𝑘−1)(0). 

Tehát,    𝑓′(𝑡) ≓ 𝑝𝐹(𝑝) − 𝑓(0). 

𝑡𝑛𝑓(𝑡) ≓ (−1)𝑛𝐹(𝑛)(𝑝), 𝑛 = 1,2, … 

24.1. Keresse meg a transzformált függvényt az eredeti deriváltjától: 

а) ( ) ttf 4sin)( = ;   b) ( ) ttf 8sin)( = ;   c) ///3 )()( ttf = ; 

d) ( ) Nnttf n = ,sin)( 4 ;  e) ( ) )(
)(

ntetf = ! 

24.2. Keresse meg a transzformált függvényt az eredeti deriváltjától: 

а) /)()( shttf = ;   b) ( ) wttf 2sin)( = ;   c) /)cos()( tttf = ; 

d) ( ) Nnttf n = ,cos)( 4 ;  e) ( ) )2(
)(

n
shwttf = ;  f) ( ) )2(

)(
n

chwttf = ! 
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 25. Tételek az eredeti és transzformált függvények integráljairól  

 

∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0
≓

𝐹(𝑝)

𝑝
       

1

𝑡
𝑓(𝑡) ≓ ∫ 𝐹(𝑞)𝑑𝑞

∞

𝑝
 

 

25.1. Az eredeti függvény integráljáról való tétel segítségével határozza meg a transzformált 

függvényt:  

а) 
t

d
0

 ;    b) 
t

n d
0

 ;   c) 
t

d
0

sin  ; 

d) 
t

d
0

cos  ;    e) 
t

dw
0

sin  ;   f)  ddw

t t

  













0 0

//sin ! 

 

25.2. Az eredeti függvény integráljáról való tétel segítségével határozza meg a transzformált 

függvényt: 

а) 
t

a de
0


;    b) 

t

a de
0

 
;   c) 

t

a de
0

2  
; 

d)   dde

t t

am

n
  













0 0

;  e) 
t

d
0

sin  ;   f) 
t

d
0

cos  ! 
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 26. Az eredeti késleltetésének tétele 

 

𝑓(𝑡 − 𝜏) ≓ 𝑒−𝜏𝑝𝐹(𝑝), 𝑅𝑒𝑝 > 𝜎0, 𝑡 < 𝜏 

26.1. Keresse meg a transzformált függvényt a késleltetés tétel segítségével: 

а) )1()( −= wtshtf ;  b) )
2

cos()( −= wttf ; 

c) )
2

sin()( −= wttf ; d) 3)3()( −= ttf ; 

e) )cos()( += ttf ;  f) )sin()( −= ttf ! 
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 27. A transzformált függvény eltolásának tétele 

𝑒𝜆𝑡𝑓(𝑡) ≓ 𝐹(𝑝 − 𝜆) 

27.1. . Keresse meg a transzformált függvényt az eltolás tétel segítségével: 

а) wtetf at cos)( = ;  b) itetf =)( ; 

c) wtetf at sin)( −= ;   d) 33)( tetf t = ; 

e) tetf t = −)( ;  f) 3322)( tetetetf ttt ++= ! 
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 28. A konvolúció tétel 

 

Az eredeti függvények konvoluciójának 

𝑓1(𝑡) ∗ 𝑓2(𝑡) = ∫ 𝑓1(𝜏)𝑓2(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 =

𝑡

0

∫ 𝑓1(𝑡 − 𝜏)𝑓2(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

 

a transzformált szorzata felel meg  

𝑓1(𝑡) ∗ 𝑓2(𝑡) ≓ 𝐹1(𝑝)𝐹2(𝑝) 

28.1. Keresse meg a transzformált függvényt a konvolució tétel segítségével:  

а) 
−

t

t de
0

 
;   b) ( ) −

t

dt
0

2 sin  ; 

c)  +−

t

dt
0

)(  ;   d) ( ) −

t

dt
0

sin  ; 

e) ( ) −

t

dtw
0

cos  ; f) ( ) −

t

at dte
0

cos  ! 
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 29. A gamma-függvények és tulajdonságaik 

A gamma-függvény alakja, amikor 𝑅𝑒𝛽 > −1:  Г(𝛽 +  1)  = 


−

0

  de .  

Amikor 𝛽 =  {0,1,2,3,4, … }, akkor Г(𝛽 +  1)  =  𝛽!.  

Tetszőleges  𝛽-ra   Г(𝛽 +  1)  =  𝛽Г(𝛽). Ezen kívül Г(1/2)  =   , Г(−1/2)  =  −2  . 

Mivel a gamma-függvény hasonlitt a Laplace-transzformációhoz, ezért tulajdonságait használhatjuk 

a transzformált függvények meghatározására.  

Példa. Tegyük fell, hogy meg kell határozni a transzformált függvényt, amikor ttf =)( . F(p) = 

==== 


−


−

2/32/3

0

2/1

2/3

0

2/1

2

)2/1(
)2/3(

1
)()(

1

p

Г
Г

p
ptdept

p
dtet ptpt

2/32p


.  

29.1. Keresse meg a transzformált függvényt a gamma-függvények tulajdonságainak segítségével: 

а) ttf =)( ;   b) 
t

tf
1

)( = ;   c) 2/3)( ttf = ;  

d) 2)( ttf = ;    e) 2/7)( ttf = ;   f) 2/3)( −= ttf ! 
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 30. Lineáris differenciálegyenletek és lineáris differenciálegyenletrendszerek 

 

Lineáris differenciálegyenlet )()(
0

)( tftya
n

k

kn

k =
=

−  konstans ka együtthatókkal, ahol 10 =a  , 

és a kezdeti feltételek ,1,...,2,1,0,)0()( −== nkyy k

k  megoldható a következőképpen. A 

differenciálegyenlet bal oldalának transzformáltját 𝐴(𝑝)𝑌(𝑝) –  𝐵(𝑝)  az eredeti differenciálás 

tételével határozzuk meg, ahol 𝐴(𝑝)  és 𝐵(𝑝) n-edrendű polinomok, 𝑌(𝑝)  pedig egy ismeretlen 

függvény. Ezután a differenciálegyenlet 𝑓(𝑡)  jobb oldalát is lecseréljük az 𝐹(𝑝)  transzformált 

függvénnyel. Ennek eredményeként az differenciálegyenletből algebrai egyenletet kapunk 

𝐴(𝑝)𝑌(𝑝)  −  𝐵(𝑝)  =  𝐹(𝑝), amiből meghatározzuk a 𝑌(𝑝) függvény explicit alakját. Ezután, a 

Laplace inverz transzformációval vagy a Laplace transzformáció táblázatával meghatározzuk az 

𝑦 =  𝑦(𝑡)  eredetet, amely a kezdeti feltételeknek megfelelően a kiinduló differenciálegyenlet 

partikuláris megoldása lesz. 

 

Az eredeti függvények táblázata 

 

Eredeti Transzformált Eredeti Transzformált 

1 1/p eλtcos ωt  (p-λ)/[(p - λ)2 + ω2] 

tn n!/pn+1 eλt sin ωt ω/[(p - λ)2 + ω2] 

eλt 1/(p - λ) tcos ωt (p2 - ω2)/(p2 + ω2)2 

cos ωt p/(p2 + ω2) tsin ωt 2pω/(p2 + ω2)2 

sin ωt ω/(p2 + ω2) ch ωt p/(p2 - ω2) 

tn eλt n!/(p - λ)n+1 sh ωt ω/(p2 - ω2) 

 

Példa. Oldja meg az alábbi egyenletet y + y = 0, y(0) =1.  

Végrehajtjuk a Laplace-transzformációt:  

   𝑦′(𝑡) ≓ 𝑝𝑌(𝑝) − 1. 

Az eredetit a transzponáltra helyettesítve kapjuk az algebrai egyenletet:  

𝑌(𝑝)(𝑝 + 1)  =  1, 

Innen 

𝑌(𝑝)  =  1/(𝑝 + 1). 

A táblázat szerint 

1/(𝑝 + 1)  ≓ 𝑒−𝒕. 

Tehát a megoldás  𝑦 =  𝑒−𝒕. 

30.1. Oldja meg az alábbi differenciálegyenleteket, ha adottak a kezdeti értékek: 

а) 𝑦′ + 𝑎𝑦 = 𝑏, 𝑦(0) = 0 ;   

b)  𝑦′′ − 𝑦′ − 6𝑦 = 2, 𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 0; 

c) 𝑦′′ + 3𝑦′ = 𝑒−3𝑡, 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = −1  ;  

d) 𝑦′′ − 2𝑦′ + 2𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑡 , 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 1; 

e) 𝑦′′ + 4𝑦′ = 𝑠𝑖𝑛2𝑡, 𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = −2 ; 

f) 𝑦′′′
− 𝑦′′ = 𝑒𝑡, 𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) =  𝑦′′(0)=0! 
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30.2. Határozza meg a differenciálegyenlet általános megoldását: 

а) 𝑦′′
+ 9𝑦 = 𝑐𝑜𝑠3𝑡 ;   b)  𝑦′′

+ 4𝑦′ + 4𝑦 = 𝑒2𝑡; 

c) 𝑦′′ + 2𝑦′ = 𝑡𝑒−2𝑡 ;   d) 𝑦′′+𝑦′ − 2𝑦 = 𝑒𝑡; 

e) 𝑦′′+𝑦′ = 𝑒−𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡! 
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