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1. A komplex szam fogalma

Re(z) a z komplex szam valos része, mig Im(z) az komplex szam képzetes része.

1.1. Addja meg z komplex szam Re(z) (valos rész) és Im(z) (képzetes rész) értékét:

a) 6i° +3i; b) (1+i)*; C) i+%; d) i—%; e) E f) 1-i)°;

O1+i+i2+ Mot ts+n D) i—ih ) Th !

1.2. Addja meg z komplex szam Re(z) (valos rész) és Im(z) (képzetes rész) értékét:

17,

a)T.; b) i+ (8i+1)%; c)i';

d) 16i%; &) (L+i)*: f) Fhﬁ!

1.3. Hatarozza meg a z komplex konjugaltjat:

a)—3i° -5i%; b) (5+6i)°; ) 7;
d) i%; e) i(6i+7i%): f) —i(-i(l-i%));
Qi(-DG+2);  h) ) 5 j) 2

1.4. Hatarozd meg a z komplex konjugaltjat:

a) b) i+i% +1° +i* +i°; C) i+ (i+2)+(i+4):
6+1

d) —i(-i@-i)); e)i’; f) 16 +i*

1.5. Bizonyitsa be az aldbbi egyenldségeket:
A1+ =2""(neZ); bA+)"=(-1)"2"Mn€eTL)!



2. Komplex szamokkal végzett miiveletek

2.1. Végezze el az alabbi miiveleteket:

a) (1-6i)1+6i) ; b) 1_—12i-(1+ 2i); c) L+i)@+2i);

HEEDIGEDE e) (5+i)(15-3i); f) (4-51)(-2+3i)+ L+ 2i)(-3+4i).
g) 1—-D@+i)A -2+ 20); h)y (1 -3 +i)3;

i) (1—0)(1—2)( - 30); H@A+i0)8!

2.2. Végezze el az alabbi miiveleteket:

a) (L+i)(L+20)L+3i); b)I%§~a—mﬁ ¢) L+i)2(i-1)?:

d) L-i)(1-2i)(1-3i); e) i(l+i)l—i); ﬂz~%!



3. Komplex szam trigonometrikus alakja

A komplex szam trigonometrikus alakja a kovetkez6 z = r(cos ¢ + isin @), ahol r a
komplex szam abszolutértéke, ¢ pedig a komplex szam argumentuma. Ha z-t egy komplex valtozé
sikjan abrazoljuk egy ponttal, akkor az OZ vektor elhajldsanak szoge az OX tengelyhez képest
(6ramutat6 jarasaval ellentétes irdnyban) megegyezik a komplex szam argumentumaval radianban

mérve.

Hax > 0, akkor ¢ = arctg(y/x); hax = 0ésy > 0, akkorp = m/2; hax = 0¢és
y < 0, akkor ¢ = —m/2; hax < 0ésy > 0, akkor ¢ = m + arctg(y/x); hax < 0¢és
y < 0,akkor ¢ = —m + arctg(y/x). Azx = 0,y = 0 esetében az argumentum nem létezik.

Ha a ¢ értéke (—m, ] szakaszba esik, akkor azt f6 argumentumnak nevezik.

3.1. Hatarozza meg a z komplex szdm abszolutértékét:

a)i",neN; b) @+i)",neN; c)lT_i;

d) i+ +i°+i7 i e)4 + 3i; f) %2 + {1001
9) 2i®—1; hy 5% 5 i) D!
3.2. Hatarozza meg a z komplex szdm abszolutértékét:

a) —i—i% b):z:(nk); c)%; d)i—+/5!



4. Euler-formula e =cosg +isin ¢.

A komplex szam exponencialis alakja

4.1. Végezze el a miiveleteket:

a) (L+i)@-i); b) A+i)*(L-i)®; ¢) siniz ; d) cosiz;
e) siniz +cosiz ; f) tgiz; g) ctgiz; h)e+%!

4.2. Végezze el a miiveleteket:
a) (COS— +1SIn—)~; b) (cos— +isin—)-(cos——isin—);
) (cos, 2 ) ( 2 4) (Cos 2

. — VT .
c) cos(p, +@, +@,); d) e ; e) e, fye'"?



5. Komplex szamok miiveletei trigonometrikus és exponencialis alakban

Az = re” komplex szdm n-edik gyoke meghatarozhaté a kdvetkezo képlettel:

p+2mk

Nz ="/|zle" » ,aholn eN,k =0,n — 1.

A Moivre-formula a kovetkez6 alakban irhato fel:
(cos@ +ising)" =cosng+isinng.
5.1. Emelje hatvanyra az alabbi kifejezéseket:
a) (L+i)°; b) @1-i)°; c) @+i)’;
d) (cosi)®: e) (sini)®: f)i+i?+i®+i%;

9) (cos%nsin %)10; h) (sin ¢ — i cos @)°!

5.2. Vonjon gy6kot az alabbi komplex szamokbol:

a) I1; b) ¥/-1; ¢) 4=i: d) 3i+1:

e) /I3 +4i|!



6. A komplex szam geometriai értelmezése

6.1. Hatarozza meg a komplex valtozo sikjanak vonalait:
a) z=1+ti; b) z=t+it?; c) |7 =2;
d) [z+i]=1; e) [z+1=1x>0; f) |2{=3,x>0,y>0!

6.2. Hatdrozza meg a komplex valtozo sikjanak vonalait:

a) z=acose +ibsin g, ¢ € [0;27]; b) z=t+3it; c) z:t+%,t>0;

d) argz:%; e) argz =|z; f) |7 =1 x<0,y>0!



7. Komplex valtozos fiiggvény

7.1. Fejezze ki a komlex valtozos fliggvény valos u(x,y) = Re (z) és képzetes v(x,y) = Im (2)

részét:
2 1
a) W(Z):ZS; b)WZ‘Z ‘; C) W(Z):_';
Z+i
d) w(z) =i"; e) w(z)=Inz; f) w(z) =e”!

7.2. Fejezze ki a komlex valtozos fliggvény valos u(x,y) = Re (z) és képzetes v(x,y) = Im (2)

részét:
a) wW(z) =cosz; b)WZ\/E; C) w(z):%;
d) w(z) =z%; e) w(z) =sinz!

7.3. Hatdrozza meg f (X) = C0S X + €0S 2X + COS3X + ...+ cosnx !

10



8. Komplex szamok sorozatanak hatarértéke.

Komplex valtozos fiiggvény hatarértéke

8.1. Hatarozza meg az alabbi komplex szamsorozatok ¢és fiiggvények hatarértékét:

a) Iim[1+£) X b) Iim(l—lj : C) Iim(l+£} X
n—o n n—w n n—w 2n
. sinix . 1-cosix . sin®z

d) lim——; e) |Im—2; f) lim I
x—0 X x—0 X z—0 Z

11



9. Komplex valtozos fiiggvényének derivaltja. Cauchy-Riemann feltételek

Cauchy-Riemann feltételek: ou/ox =0ov/oy, ouldy =—ov/ox.

9.1. Ellenérizze a Cauchy-Riemann feltételeket a alabbi fliggvényekre:

a) w(z) =z°; b) w(z) =cosz; c) w(z) =%;

d) w(z) =z; e) W(z) =7|z[; f) wiz)=z+72!
9.2. Ellenérizze a Cauchy-Riemann feltételeket a alabbi fliiggvényekre:
a) w(z) =e*; b) w(z) =a’; c) w(z) =e";

d) w=x*+y® +ixy; e) w(z) =sinz; f) w=x?+iy?!

9.3. Az alabbi fiiggvények elemi fiiggvényekhez vald Osszehasonlitdsaval ellendrizze a Cauchy-
Riemann feltételek teljesiilését:

a) W(z) =sincosz; b) w=sine’; c) W=cose’;

d) w=arctg z; e)w=sin£; f) w(z)=2z"!
z

12



10. Az analitikus fiiggvény helyreallitasa annak valos (képzetes) része alapjan

10.1. Haismert az u(x; y) = Rew(z) [v(x; y) = Imw(z)], hatarozza meg az Imw(z) [Re w(z)] :

a) u=x>-y?; b) u=cosx-chy;
) u=x>-3xy’; d) u=x*+y?;
e) v=e’siny; flv=—y!

13



11. Egylapu fiiggvények

Ha z122> viszontw(z,) # w(z,) akkor a komplex valtozos fiiggvényt egylapiinak nevezziik.

11.1. Egylaptiak e az aldbbi fiiggvények:

a) w(z) =3z+1;
b) w(z) =z ;
c) w(z) =27

11.2. Egylaptiak e az alabbi fiiggvények:

) W)=

b) w(z) =sinz;

c) w(z)=e*?

14



12. Komplex valtozos fiiggvény integralasa

12.1. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

a) [, zdz, ahol 4B - vonal y = x%,z4 = 0,25 = 1 + i;
b) [, Zdz, ahol 4B -vonal y = x?,2, = 0,25 = 1 +1;
c) fABz‘dz, ahol 4B -vonal y = x,z, =0,z = 1+ i;
d) J, Zdz, ahol 4B - vonal y = Vx,z, =0,z =1+1i;
e) [,z 2dz, ahol 4B -vonal y = x, z4 = 0,25 = 1 + i
f) fABzdz, ahol AB -vonal y2 = x,z, = 0,z = 1 + i!
12.2. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

a) fABde, ahol AB -vonal y = x2,z, = 0,z5 = 1 + i;
b) [,; xdz, ahol 4B -vonal y = x, z, = 0,25 = 1 +1;
c) J,zxdz, ahol AB - vonal y* = x,z, = 0,25 = 1 + i;
d) AB e“dz,ahol AB-vonaly =x, z4 =0,z =1+ 1i;

e) [,,e”dz, ahol 4B -vonal y = x?, z, = 0,z = 1 +i!

15



13. Cauchy-féle integralképletek

Ha f(z) szabalyos a D tartomanyban, akkor minden y zart gorbére, ami ebben a
tartomanyban helyezkedik el, és minden olyan z-re, ami y belsé részén talalhatd, érvényes a

1 f
Cauchy-féle integralképlet: f(z) = 2—§ ﬁdé A Cauchy-féle integralképlet altalanosithato a
7 —Z
7

. f
§ (&)

. . . n'
komplex valtozos fiiggvényének derivaltjara is: f ™ (z) = —

2m7(5—zrﬂd§'

13.1. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

2 §sm(z+1)dz; b) :fcosz - o § 1
BET— a Z e £

COSz

. tgz )
—az; ) ¢ ——dz;
iﬂ(z—%f e ii(z—%ﬂ i

13.2. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

d)

i-Inz C0SZ-Sinz C0Sz
a) ¢ ——dz; b) dz; C) —z;
z§3|z_e| i (Z—%) iz(z_')
C0Sz sin z e’
d ¢ ——=dz; &) ¢ —————=dz; f) ¢ - ~dz !
zf%(z_l) I7=3 27(z ) \z\:z'”(ZH)

16



14. Komplex tagu szamsorok

14.1. Kovergensek e az alabbi sorok:

3n+1.n_ (1 1), =1 . 1),
) Z(4n +1 2n+1j’ ) ;(T'n_zj’ © ;(FHF)’
=(on+l . = (101

R

14.2. Kovergensek e az alabbi sorok:

= 1\" .1 =(n+1+in 2 1 1
a 1+—| +1—|; ;C i ;
);[( nj n} Zl( 3n+1 j )nzll(nlnnﬂnlnnlnnlnn)

) Z(“'j 9 2(22—'3J N3 )(ZMJ

14.3. Fejtse Taylor-sorba az alabbi fliggvényeket a z, pont kdrnyezetében:

a) w=sinz, z,=i; b) w=cosz, z,=-i; o)w=z>% z,=i;

d w=e’, z,=1; o) w=e>, z,=1; e) W=(z-2)%, z,=1!
14.4. Fejtse Taylor-sorba az alabbi fliggvényeket a z, pont kdrnyezetében:

a) w=sinz, z,=-i; b) w=cosz, z,=i; C) w=1z% z,=i;

d) w=sinz, z,=1+i; e)W:eZZ, z,=1; flw=z-z, z,=i!

14.5. Fejtse MacLaurin-sorba az alabbi fiiggvényeket a z, = 0 pont kdrnyezetében:

a) w=sin(iz) ; b) w=cosz; c) w=(z+3)%

d)y w=e"; e) W=shz; fy)w=chz!

17



15. Komplex valtozos fiiggvények szingularis pontjai

15.1. Hatarozza meg a komplex valtozos fliggvény szingularis pontjanak tipusat:

sin? z 1-cos’z 2
a) W= ; b) W=——=—; c) w=e?;
) > ) 272 )
H 3
d)w:;z; e)w:izsinz; f)W:smsz !
(z-1D(z-3) z z

15.2. Hatarozza meg a komplex valtozos fiiggvény izolalt szingularis pontjanak tipusat:

a) W=sinz; b) W:n;; c) wW=tgz;

H(X—k)k

2-2%-2c0sz

d) w= : ; e) w=ctg®z; f) w=1tg°®z!
z

18



16. Reziduumok Kiszamitasa

16.1. Szamitsa ki a kdvetkezo fliggvények szingularis helyeihez tartozo reziduumokat:

2) W=t ) W= ) w= g
17 (z-1)(z-2) z+1
o 1 R
d)W:W’ e)W_z(z—l)’ f)W_(Z_i)(Hi)!

16.2. Szamitsa ki a kovetkez6 fiiggvények szingularis helyeihez tartozo reziduumokat:

a)W:zsinl; b)w:izsinz; c)W:zcosl;
z z z

d)w=izcosz; e)w=e_%; f)w=i3e%!
z z

19



17. Reziduumok alaptétele

Ha f(z) fiiggvény regularis egy Osszefliggd D tartomanyban, kivéve véges szamu

szingularis pontot {z;}, akkor az integral egy egyszerii zart y gorbementén, ami a D hatara, a

kovetkezo képlettel hatdrozodik meg

§f)z)dz =27ziiresf(zk).

v

17.1. A reziduumok alaptételének segitségével szamitsa ki az alabbi integralokat:

1

1
. A b dz;
) iz(z—1)(z—3) ‘ )Z;§2,5(2—1)(Z—2)(2—3) i
7-4 _ z-4 .
X fz (z-5)(z —10)dz’ Y §6 (z-5)(z —10)dz’
z-4 dz; f) Z—_ArdZ !
Md(z—SXz—lm

e) — 0z
17.2. A reziduumok alaptételének segitségével szamitsa ki az alabbi integralokat:

2) z+1 7 b) z+1 ;
775 (2-D(z-2) |73 (z-1(z-2)

z+1 . z+1
K e N e P
e) § 72 +1 dz: f) § 72 +1 71
305 (Z-D(2-2)(2-3) s (2 -D(2-2)(z-3)
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18. Az integralok Kiszamitasa zart gorbéken

a reziduumok segitségével a z = co pontban

Ha f(z) regularis az Osszefiiggd D tartomanyban, kivéve a véges szami n szingularis
pontban {z;}, és nincsenek mas szingularis pontok a komplex valtozos sikjan, kivéve z = oo, akkor
az integral a egyszer(i zart y gorbementén, amely D tartomanyban talalhat6 a kovetkezoé képlettel

kiszamithato: § f(z)dz = —27i - res f () . Ez a képlet megkonnyiti az integral kiszamitasat a korabbi
4

leirt médszerekhez képest, mert nem sziikséges megkeresni a reziduumot az dsszes véges pontban.

Elég megkeresni a reziduumot a végtelen tavoli pontban.

18.1. Szamitsa ki az alabbi integralt a zart goérbe mentén a reziduumok segitségével a z = oo
pontban:

z+1 .
z2(z+1)(z+2i)

a)

|z]=3
2z+1

b) z
e (2-D(z-2)

62° +5z2
c) i -3z —1)2dz !
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19. Tobbértéki fiiggvények integralasa

19.1. Szamitsa ki a tobbértékl fliggvény integraljat:

a) § —d\/§ z; b) —Z‘E dz:
|z-4]=1/2 z-4 \2—9\:12 (2_9)
2 2
C) Z—+1_dz; d) : +1_dz!
|z-1=1/2 Inz - 27 |z+1=1/3 Inz— 7

19.2. Szamitsa ki a megadott logaritmusos I integral értékét a C gérbe mentén!
a) I=[.z"Lnzdz, aholC={z:|z| =1}, és neNésln1=0,
b) I=[ILnz|*dz, aholC ={z:]z| =1}, és Lnl=0.
¢) I=[.Inzdz, aholC={z:|z| =R}, és Ln R =InR + 2mi.
d I=/[.z"lnzdz, aholC={z:|z| =1}, neN és Ln(-1) = im,
e) I=[lLnz|’dz, aholC ={z:|z| =1}, és Ln1l = 2mi.
f) I=fC%dz, aholC ={z:|z| =1}, és Ln1l = 2mi.
0 1=/["24z, aholC ={z:|z| = 3}.

z-3
hy 1=,
i) I=].z"Lnzdz, aholC={z:|z| =1}, neN é Lnl=0.

Lnz

dz, aholC ={z:|z| =1}, és Ln1l = 2mi.

) I=[llnzldz, aholC={z:|z| =1}, és Ln(-1) = 7im,

K} I=[.Lnz|dz|, aholC ={z:|z| =1}, és Ln1 = 4ni.

) I=]ILnz|?dz, aholC ={z:|z| =1}, és Ln1l=2mi.

m) = fC%dz, aholC={z:|z| =2}, és Ln(-2) =In2 + 3mi.

n I= fcanzl -|dz|, ahol C ={z:|z| =1}, és Ln(—1) = —mi.
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20. Improprius integralok kiszamitasa reziduumok segitségével

Az alabbi képletet fogjuk felhasznalni az integralok kiszamitasara:

+00

[ o0dx =27 resf(z),

—00

ahol a reziduumokat a felsé félsikban vessziik (az OX tengely felett). Az f(z) regularis fliggvény

az Im(z) > 0 tartomanyban, kivéve véges szamu szingularis pontokban, és nulldhoz konvergal
amikor |Z| — o , ahol a szabaly 1/|Z|n,n > 2.

20.1. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

+00 +00

dx dx
; b — 1
-[ox2+1 )J;O(x2+1)(x2+4)
~+00 dx ~+00 dx
; d :
) _'[O (2 +1)(x2 +4)(x2 +9) ) —J;o (2 +1)(x% +4)(x* +9) (x2 +16)
~+00 dX - +00 dX |
e) _-[o Xt f) _~[O(x2+1)2 ’
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21. Improprius integralok Kiszamitasa a Jordan lemma segitségével

A Jordan-lemma a kovetkez6 formulakat adja az improprius integralok kiszamitasahoz:

Tf (x)cosax =-271m>_res(e™ f(z,)),

j f(x)sinax=27Re rese™ f(z,)),
ahol a reziduumokat a fels félsik szingularis pontjaiban van véve.

21.1. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

+00 +00

cos X dx cos X dx "Ccosx dx

a) |l = : b) I = ; o)l =|——;

) J; x* +1 ) -[Ox2+4 ) £x2+a2
"Uxsin x dx Txsin x dx "Txsin 2x dx

dIl=|———: e)l = | ———; l=|———1

) -[o X +1 ) -([ x> +9 ) b[ x> +4

21.2. Szamitsa ki az alabbi integralokat:
"Ycos2x dx "Ycos3x dx "Ccosnx dx

) -[O X2 +1 ) -([ x> +9 ) ! x*+a’

d) | _*J‘f’xsinxdx_ o | _*Jf’xsin nx dx f 1 _*jf’xsinxcosxdxI
doxP+4 . xZ+a’ s T
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22. Trigonometriai racionalis fiiggvényektol valo

hatarozott integralok kiszamitasa

2z
Ebben az esetben a J.R(COSgo,Sin @)de integral levezethet6 a |Z| =1 zart vonalu integralhoz
0

a kovetkezd helyettesitéssel:

Singz):i_(z—l), coswzl(z +1), dz :—i%.
2i z 2 z z

22.1. Szamitsa ki az alabbi trigonometriai racionalis fliggvényektdl vald integralokat:

2z

a)|:jd—¢; b)|:Id—¢;
5 COSQ+2 v, COsp—2
27 27
c) I:J'coszgodgo; d) I=J.COS4god(o;
0 0
2z T
e) I = ICOSZ ¢ dg , haszndlja a 2cos® ¢ = cos2¢p +1 helyettesitést; f) I = ICOSG pde!
0 0
2z
22.2. Vezesse ki a kovetkez6 integral kiszamitasanak altalanos képletét: | = J. cos®™pdp, meR!

o
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23. Laplace transzformacio

crcr

(transzformalt fiiggvény) komplex valtozos fliggvényt nevezziik, ahol p = s + io

Fo) = [ ferrde,  f@0= | F@erdp .

Az eredeti és a transzformalt fliggvény kozotti Osszefiiggést igy jeldljiik:

f®&) =F(@) wvagy F()=/f() .

A Laplace transzformaci6 f6bb tulajdonsagai:

1. Linearitas: af (t) + fg(t) = aF (p) + LG (p).

2. Hasonlosag: f(at) = @ :

3. Késés: f(t—1) =e P'F(p) .

4. Eltolas: ePot f(t) == F(p — po) -

5. F(p) * G(p) = J, f(1) » g(t = D)dlr.

6. Az eredeti derivaltja: f'(t) = pF(p) — f(0) .

7. A transzformalt derivéltja: F (p) = (=1)™t"f(t) .

8. Az eredeti integralasa: fot f®)dt = % .

9. A transzformalt integralasa: QN fpoo F(p)dp .

t

23.1. Lehet e az f(t) eredeti fiiggvény, ha az f(t) folytonos, kivéve véges szamu szakadasi

pontban:
0, t<0 0, t<0
f(t) =tft|+t*; b) f(t)= ; c) f(t)=1si ;
a) f(t) =t )fO=11 4 ) fO=qsint o
sint t
0, t<0 0, t< 0, t<0
d) f(t)=1 , ; e) f(t)= ; f@)=<" ?
) 1O {et, t>0. ) 10 {tzet, t>0. o {tgt, t>0.
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23.2. Lehet e az f(t) eredeti fiiggvény, ha az f(t) folytonos, kivéve véges szamu szakadasi

pontban:
0, t<0 0 0 0, t<0
a) Tt = |:—| t>0.; ) f(t):{sinet, tZO.; 9 T)= % t>0.
0, t<0 1
0 O =t ¢ f(t):{[t]l . D 1=

23.3. Hatarozza meg a transzformalt fliggvényt, ha az eredeti adott:

2) f(t)=1+t: b)f@):jiﬂ::fjf; ¢) f(t)=5-t°;
d) f(t)=e"-1; e) f(t)=sint+cost; f) f(t)=sht+cht!

23.4. Hatarozza meg a transzformalt fliggvényt, ha az eredeti adott:

n nt_
a) f(t)=e'+e; b)f@):}i&‘:fT—i;
k=0 e -1
c) f(t)=sinit+cosit; d) f(t)=e"+e*;
e) f(t)=sint+sin2t; f) f(t)=sint+sinit!
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24. Tétel az eredeti és transfotmalt fiiggvény derivaltjarol

Ha az f(t) az eredeti fliggvény és derivaltjai f(k)(t), k = 1,2, ..., akkor tetszéleges k =
1,2,..,n

fO© = p*F®) —p*£(0) = p*72f'(0) — - — F*D(0).
Tehat, f'(t) = pF(p) — f(0).
t"f(t) = (D" F™(p),n =12, ..
24.1. Keresse meg a transzformalt fliggvényt az eredeti derivaltjatol:

a) f(t)=sin®t; b) f(t)=sin®t; ¢) ()= (t)":

d) f(t)=sin“t, neN: o) f(t)=(e")"1
24.2. Keresse meg a transzformalt fliggvényt az eredeti derivaltjatol:
a) f(t) = (sht)’; b) f(t)=sin®wt; c) f(t)=(tcost)’;

d) f(t)=cos“t, neN; e) f(t)=(shwt)*”; f) f(t) = (chwt)*"!
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25. Tételek az eredeti és transzformalt fiiggvények integraljairol

i f@dr =22 Sf() = [T F()da

25.1. Az eredeti fliggvény integraljarol valo tétel segitségével hatirozza meg a transzformalt

figgvényt:
t t t
a) [¢ do; b) [¢" do; ) [sinpdo;
0 0 0
t t t/t
d) ICOS(/Jd(D; e) jsin wpdg ; f) J.Usin W¢/d¢/jd¢!
0 0 0\O0

25.2. Az eredeti fliggvény integraljardl valo tétel segitségével hatdrozza meg a transzformalt

fliggvényt:
t t t
a) [e* do; b) [ do; 0) [p’e* do;
0 0 0
t t t t
d) J'.ﬁ.(jqomea"’dq)j...dq); e) jgosin(pd(p; f) I(DCOSgﬂd(p!
0 0 0 0
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26. Az eredeti késleltetésének tétele

f(t—1) =e ™F(p),Rep > 0y, t <t

26.1. Keresse meg a transzformalt fliggvényt a késleltetés tétel segitségével:

a) f(t)=sh(wt-1); b) f (t) = cos(wt - 7/5)

c) f(t):sin(wt—%); d) @) =(t—3)°;

e) f(t)=cos(t+7); f) f(t)=sin(t—17)!
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27. A transzformalt fiiggvény eltolasanak tétele

ef(t) =F(p—2)

27.1. . Keresse meg a transzformalt fliggvényt az eltolas tétel segitségével:

a) f(t)=e*coswt; b) f(t) =e";
c) f(t)=e*sinwt; d f@t)=e*-t%
e) f(t)y=e™-t; f) f(t)=e't+e*t® +e%t’!
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28. A konvolucio tétel

Az eredeti fiiggvények konvolucidjanak

O 100 = [ AOAE - = [ =D @d

a transzformalt szorzata felel meg

f1(®) * f2(t) = F,(p)F,(p)

28.1. Keresse meg a transzformalt fliggvényt a konvoluci6 tétel segitségével:

a) jre”dr; b) j.z'z sin(t—7)dz;
c) j(—r+t)dr; d) jsinr-(t—r)dr;
e) j.COSWT-(t—T)dT; f) je"’“ -cos(t—z)dz!
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29. A gamma-fiiggvények és tulajdonsagaik
A gamma-fiiggvény alakja, amikor Reff > —1: I'(f + 1) =.|.e"rﬂdr.
0

Amikor g = {0,1,2,3,4,...},akkor I'(f + 1) = B

Tetszéleges B-ra T'(B+ 1) = BI(B). Ezen kivill ['(1/2) = Vz,[(-1/2) = —2x.
Mivel a gamma-fiiggvény hasonlitt a Laplace-transzformaciohoz, ezért tulajdonsagait hasznalhatjuk
a transzformalt fliggvények meghatarozésara.
Példa. Tegyiik fell, hogy meg kell hatarozni a transzformalt fliggvényt, amikor f(t) = Jt. F(p) =

rar2y Az

1
2p3/2 - 2p3/2 '

T 17 .
J'tl’ze ptdt:WJ.(pt)l/ze Ptd(pt) = IO3/2f(3/2):
0 0

29.1. Keresse meg a transzformalt fliggvényt a gamma-fiiggvények tulajdonsagainak segitségével:

a) (1) =At; b) f(t):%; 9 ="
d f()=t* e) f(t)=t""?; f) f(t) =t
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30. Linearis differencialegyenletek és linearis differencialegyenletrendszerek

Linearis differencialegyenlet Zak y" R (t) = f (t) konstans a, egyiitthatokkal, ahola, =1,

k=0
és a kezdeti feltételek y™(0)=vy,,k=0,12,..,n-1, megoldhatd a kovetkezOképpen. A

differencidlegyenlet bal oldalanak transzformaltjat A(p)Y (p) - B(p) az eredeti differencialas
tételével hatarozzuk meg, ahol A(p) és B(p) n-edrendii polinomok, Y (p) pedig egy ismeretlen
fiiggvény. Ezutan a differencialegyenlet f(t) jobb oldalat is lecseréljiik az F(p) transzformalt
fiiggvénnyel. Ennek eredményeként az differencidlegyenletbdl algebrai egyenletet kapunk
A(p)Y(p) — B(p) = F(p), amibdl meghatarozzuk a Y (p) fiiggvény explicit alakjat. Ezutan, a
Laplace inverz transzformacioval vagy a Laplace transzformacidé tabldzatdval meghatarozzuk az
y = y(t) eredetet, amely a kezdeti feltételeknek megfeleléen a kiinduld differencidlegyenlet
partikuldris megoldésa lesz.

Az eredeti fiiggvények tablazata

Eredeti Transzformalt Eredeti Transzformalt
1 1p e cos wt |(P-4)/[(p - ) + &°]
tn nl/p"tt e’sinwt | w/[(p-1)?+ o]
e Up-4) t-cos wt (P? - 0H)I(P* + 0?)?
cos wt p/(p? + w?) tsin wt 2pw/(p? + )
sin wt w/(p* + ©?) ch wt p/(p?- w?)
th eM n!/(p - 2)™*? sh wt ol(p? - ©?)

Példa. Oldja meg az alabbi egyenletet y' +y = 0, y(0) =1.
Végrehajtjuk a Laplace-transzformaciot:
y'(®) = pY(p) - 1.
Az eredetit a transzponaltra helyettesitve kapjuk az algebrai egyenletet:
Yo)p+1) = 1,
Innen
Y(p) = 1/(p+ D).
A tablazat szerint
1/(p+1) =et.
Tehat a megoldas y = e".
30.1. Oldja meg az alabbi differencidlegyenleteket, ha adottak a kezdeti értékek:
a)y' +ay=b,y(0)=0;
b) ¥y —y' =6y =2,(0) =1,y'(0) =0;
)y’ +3y' =e3Ly(0)=0,y'(0)=-1;
d)y'" —2y' + 2y =sint,y(0) =0,y'(0) = 1;
e)y'" + 4y’ =sin2t,y(0) =1,y'(0) = -2;

)y —y" =ety(0)=1y'(0) = y"(0)=0!
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30.2. Hatarozza meg a differencidlegyenlet altalanos megoldasat:
a)y' +9y = cos3t ; b) y'' + 4y’ + 4y = e?t;
)y +2y =te 2, d)y''+y' —2y = et
e)y''+y' = e tsint!
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