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l. Els6 félév. Linearis algebra

Példadolgozat megoldassal

1. Oldjameg a z2- (2 + i)z — 1 + 7i = 0 egyenletet!

Megoldas. A megadott egyenlet feltételének bal oldala egy z ismeretlentél vett komplex
egylitthatoji négyzetes polinom. Ezért az adott egyenlet megoldasat hasonloképpen fogjuk keresni,
mint a valds egylitthatdju masodfoku egyenlet esetében.

El6szor kiszamoljuk a négyzetes polinom diszkriminansat
D=2+i)?—4-1-(=1+7i) =7-24i.
Tovéabba, megkeressiik a D diszkriminans négyzetgyokeit. Legyen x + iy — barmelyik ezen gyokok
koziil, algebrai alakban felirva. Akkor (x + iy)? = D. Ahonnan (x% — y?) + 2xyi = 7 — 24i. Tehat

x2_y2 — 7’
{2xy=—24. M

Az (1) rendszer masodik egyenletébdl kovetkezik, hogy y # 0, ezért x = — 1y—2 Behelyettesitve a

kapott értéket az x ismeretlen helyébe a kdvetkezot kapjuk: % —y?=7.Innen y* + 7y? — 144 =
0. Viéta-tétel alapjan y2 = 9 vagy y? = —16. Mivel y — valds szam, ezért y? = 9, vagyis y = 3
vagy y = —3. Az y = 3 esetben azt kapjuk, hogy x = —4. Ha y = —3, akkor x = 4. Ezek szerint
VD = {4 — 3i,—4 + 3i}.

Tehat a feladatban megadott masodfoku egyenlet megoldésai a kdvetkezok:

CQ@+D+E-3)

2+ 1) + (=4 + 30
“1 2 2T 2 -

= -1+ 2i.

2. Hatarozza meg a —1 + i komplex szam trigonometrikus alakjat!

Megoldas. E16bb kiszamoljuk a —1 + i szam abszolut értékét:

-1+ =/(-1)2 + 12 = V2.

1

Tovabba, ha ¢ = arg(—1 + i), akkor cos ¢ = ——, sin =7

31
5 Innen<p—7+2nk,aholkeZ.

Tehat, V2 (cos %ﬂ + isin %’T) lesza —1 + i szam trigonometrikus alakja.

3. Oldja meg Gauss-modszerével az alabbi racionalis egylitthatoju linearis egyenletrendszert:



21+ Xp— X3+ Xx4= 1,
3x1 — 2x5 + 2x3 — 3x4 = 2,
S5x1+ xp— x3+2x4 =-1,
2X1 — Xp+ x3—3x,= 4!

(2)

Megoldas. Felirjuk a (2)-es rendszer kibOvitett matrixat, amelyben az egyszeriiség kedvéért a
szabad tagok oszlopat elvélasztjuk egy fliggdleges vonallal:
2 1 -1 1] 1
3 =2 2 =3| 2
5 1 -1 2(-1F
2 -1 1 -3 4

Az el6z0 példafeladattol eltéréen most az elsd oszlop egyetlen eleme sem osztja ezen oszlop tobbi

A=

elemét. Ezért, hogy elkertiljiik a tort (nem egész) egylitthatokat el0szor is elvégezziik a kdvetkezd
elemi atalakitast: az A matrix elsé sordhoz hozzaadjuk a méasodik —1-szeresét. Igy azt kapjuk, hogy:

-1 3 -3 4|-1
_ 3 -2 2 3| 2
A~B = 5 1 -1 2(-1)
2

-1 1 -3| 4

Ez utan folyamatosan hozzidadjuk a B matrix mésodik, harmadik és negyedik sorahoz megfelelden

annak elsd soranak harom-, 6t- és kétszeresét. Innen azt kapjuk, hogy

-1 3 =3 4|-1
_| O 7 -7 9-1

B~ = 0 16 -—16 22|-6/
0 5 -5 5|2

Ezek utan hozzdadjuk a € matrix harmadik sordhoz annak negyedik soranak —3-szorosat. Ezen kiviil

még felcseréljiik a masodik és harmadik sorokat. Ebbdl kapjuk, hogy:

-1 3 =3 4|-1

_ 0 1 -1 7|-12
¢~b = o 7 =7 9(—-1/)

0 5 =55 2

Ezek utan folyamatosan hozzaadjuk a D matrix harmadik és negyedik sorahoz megfeleléen annak

masodik sordnak —7-szeresét €s —5-sz0rdsét. Innen azt kapjuk, hogy

-1 3 =3 41— 1

_ 0o 1 -1 71—12
b~F= 0 O 0 —40| 83/

0 0 0 -30! 62

Végiil az F matrix negyedik sordhoz hozzaadjuk annak harmadik soranak —% -szeresét. Innen

kapjuk, hogy:
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A kapott G matrix lesz a kdvetkez6 egyenletrendszer kibOvitett matrixa

—X1 + 3x2 - 3X3 + 4‘x4_ == _1,
Xy — X3 + 7X4_ = _12,

—40x, = 83,
oo L
=2

ahol az utols6 egyenlet baloldala egyenld nulldval viszont a jobboldala nem egyenldé nullaval. Az

ilyen rendszernek nincs megoldasa, vagyis ellentmondo.

4. Keresse meg az x permutaciot, amely kielégiti az alabbi egyenletet:

axp =y, 3)
ahol

_(12345)’

siaan 12345)’ _(12345)_

ﬁ=(21354 ~ 43215

Megoldas. Legyen x — olyan permutaciod, amely kielégiti a (3)-es egyenletet. Tudjuk, hogy az a
és B permuticioknak léteznek inverz permuticioi, megfeleléen a~t és f~1. Akkor, megszorozva
baloldalrol a (3)-es egyenletet a~1-re, aztdan pedig jobboldalrél f~1-re, azt kapjuk, hogy x =
a~lyB~1. Forditva, nyilvanvalo, hogy az x = a1y~ egyenlet kielégiti a (3)-es egyenletet. Ezért

=(12319) (3519 (2329 G2a15)

5. Valasszuk ki az i és k értékeit Ggy, hogy az a;a3,0a4,a,5054 SzOrzat pozitiv eldjellel keriiljon

bele egy 6todrendli determinansbal!

Megoldds. Ahhoz, hogy az adott szorzat bekeriiljon a determinansba sziikséges, hogy (i, k) =
(1,4) vagy (i, k) = (4, 1). Felirjuk a szorzandok indexeibdl felépitett permutaciot az els6 és masodik

esetben:

(12903120

Mivel az inverziok szdma az elsd esetben paros, megfelelden 2 + 2 = 4, a masodik esetben pedig
paratlan, megfeleléen 2 + 5 = 7. Ebbdl kifolyolag (i, k) = (1,4) és a determinans meghatarozasa

alapjan, az a,1a3,a440,50a54 SZOrzat pozitiv eldjellel keriil be az 6t6d rendi determinansba.



6. Laplace tételének felhasznaldsaval szamitsa ki az alabbi determinanst:

2 1 4 3 5
3 4 050
A=13 4 5 2 1!
1 5 2 4 3
4 6 0 7 0
Megoldas. Rogzitjiik a A determinans masodik és 6todik sorait. Megvizsgaljuk az
_13 4 _13 5 _14 5
M1_|4 6!’ M2_|4 7V Ms=lg 7

aldeterminénsokat, amelyek ezekben a sorokban helyezkednek el. Az Osszes tobbi masodrendi
aldeterminans ezekben a sorokban egyenl6 nullaval, mivel nullas oszlopot tartalmaznak.

Kiszamitjuk az My, M,, M5 aldeterminansok algebrai komplementereit:

Ul

(—1)SM1M{ — (_1)2+5+1+2

(—1)SM2Mé — (_1)2+5+1+4

(—1)SM3Mé — (_1)2+5+2+4

—_ W N Ul R N U
N U U DN W

WKL Ul WKL Ul W

Végiil
3
A= My - (—1)°™kM, =2-49 +1-(=100) + (=2) -1 = —4.
k=1
7. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert a Cramer-szabaly szerint:
le - 3x2 + 4‘X3 + Xg4 = —2,
X1+ 2x, +5x3—x4,= 7,
6x1 +2x, — x3+x4, = 11,
X1 — Xp— X3+tx,= —2!
Megoldas. Kiszamoljuk az adott egyenletrendszer determindnsat:

2 -3 4 1
o2 s 41
A=l 2 -1 1
1 -1 -1 1

Amennyiben az egyenletrendszer determinansa nem egyenld nullaval, akkor a Cramer-szabaly szerint

= —47.

annak egyetlen megoldasa van. Megoldjuk ezen szabdly segitségével. Ehhez kiszamitjuk az alabbi

determinansokat:
-2 -3 4 1 2 =2 4 1
_| 7 2 5 —1|_ N 5 —1|_
Ay = 11 2 -1 1| — o4, A, = 6 11 -1 1 — 47,
-2 -1 -1 -1 1 -2 -1 1



2 -3 -2 1 2 -3 4 -2
o2 7 -1 11 2 5 7|
A=l 2 11 17O A=l 2 -1 11|71
1 -1 -2 1 1 -1 -1 -2
fgy az
Aq A, A; A,
x1=K=2' xzzle’ x3:K=O' x4=K=—3

lesz az adott egyenletrendszer megoldasa.

8. Keresse meg az alabbi matrix inverzét

2 2 3
A=11 -1 0}
-1 2 1

Megoldas. El6szor kiszdmoljuk az A matrix determindnsat:

2 2 3 5 -4 0
[Al=11 -1 o|=|1 -1 o|=-1
-1 2 1 -1 2 1

fgy az A matrix nem elfajulo, tehat 1étezik inverz métrixa. Megkeressiik azt. Ehhez kiszamitjuk az
A matrix a;; elemeinek A;; algebrai komplementereit, melyek az i-edik sor és j-edik oszlop

metszetén talalhatoak (i,j = 1,2,3):

-1 0 1 0
Ay =0T Y= A=D1 ] =,
_ 3|1 -1 _ __1\2+1 |2 3] _
As=D0 T =1 Ay = (12| (=4
2 3 2 2
AZZ = (_1)2+2 -1 1 = 57 A23 = (_1)2+3 -1 2 = _6’
2 3 2 3
A31 = (_1)3+1 _1 O = 31 A32 = (_1)3+2 1 0 = 3’
2 2
A33 = (_1)3+3 1 _1 = _4
Akkor
A Ay Az 1 -4 -3
AT = A" Az Ay A =1 -5 -3|
A1z Ayz Ass -1 6 4

9. Hatarozza meg, hogy linearisan 0sszefiiggd e az alabbi vektorrendszer:
a; = (2,-3,1), a, = (3,—1,5), az; = (1,—4,3)!

Megoldas. Legyenek y;, v,, ¥ — tetszdleges valos szamok. Megvizsgaljuk a kdvetkezé linearis

kombinaciot:
Y141 +¥2az +v3az = (2y1 + 3y2 +¥3, —3y1 — V2 — 4Y3,¥1 + 52 + 3v3).

Ez a linearis kombindci6 akkor és csak akkor lesz egyenld nullés vektorral, ha igazak az alabbi

egyenlOségek:
2y + 3y, +y3 =0,

8



=3y1—v2—4y3 =0,

Y1 +5y2+3y3 =0,
vagyis az a4, a,, a; vektorrendszer akkor és csak akkor lesz linearisan dsszefiiggd, ha megfeleléen
az a4, a,, az vektorokkal egyenlé oszlopokat tartalmazé matrixszal rendelkezé homogén lineéris
egyenletrendszernek nem csak nullas megoldasa van. Megoldjuk ezt az egyenletrendszert:

2 3 110 1 5 310 1 5 310
-3 -1 —-4/0)~|0 -7 -=5/0)~|0 -7 =5|0).
0 0 14 510 0 0 =5l0

1 5 3

Tehat a rendszernek csak nullas megoldasa van, ezért a feltételben megadott a,, a,, a;

vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

10. Hatarozza meg az alabbi matrix rangjat

2 -4 3 10
1 -2 1 -4 2
o 1 -1 3 1
4 -7 4 -4 5

Megoldas. A matrix bal felsd sarkaban 1évé masodrendii aldeterminédns nullaval egyenld. Azonban

A= !

az A matrix tartalmaz nullatél eltéré masodrendi aldeterminansokat, példaul

_ |4 3| _
02 = |—2 1=
A harmadrendi
2 —4 3
63 =11 -2 1
0 1 -1

aldeterminans, amely a §, beszegési aldeterminansa, szintén nem egyenld nullaval (gy6zédjenek meg
arrol, hogy d; = 1). Azonban mind a két negyedrendli aldeterminans, amelyek a &5 beszegési

aldeterminansai, egyenld nullaval:

2 -4 3 1 2 —4 3
|1 -2 1 4] _ n_ |1 -2 1
o 1 -1 3[T% %=l 1

4 -7 4 -4 4 -7 4

Tehat az A matrix rangja egyenlé harommal.

gl =L DN O

11. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert

X1+ X, —2x3 — x4 +x5 =1,
3x%1 — Xy + x3 +4x4 + 3x5 =4,
X1 + 5%, — 9x3 — 8x4 + x5 = 0!

Megoldds. Megmutathatd, hogy a linearis egyenletrendszer megoldhatd, amennyiben a
matrixanak és bdvitett matrixanak rangja egyenld nullaval. Méatrixanak bal felsé sarkaban talalhatd

masodrendii
M=ly _l=-+

9



aldeterminans nullatol eltérd. Ezért azt a rendszert fogjuk megoldani, amely a feltételben adott
rendszer elsé két x; és x, ismeretlenektdl vett egyenletébdl tevodik Ossze. A tobbi x3, x4, X5

ismeretleneket szabad ismeretlenként kezeljiik €s atvissziik ezen egyenletek jobb oldalara:

{ X1 +x, =14 2x3 +x4 — X5,
3x1 — x5 =4 — x3 — 4x4 — 3x5.

A Cramer-szabaly szerint megkeressiik ennek a rendszernek a megoldasat

Al_’4—963—4x4—3x5 1|~ 5 — x5 + 3x4 + 4xs,
AZ_‘3 4—X3—4x4—3x5 _1 7x3 7x4-r
A, 501 3
xl:M:Z+1x3—1x4_X5,

M 17 7
X2 Ty T Ty T T

Igy a feltételben megadott linearis egyenletrendszer altalanos megoldésa:
5,1 3 1,7 7
(Z+ZCZ _Z’B — 6'_Z+Za +Zﬁ,a,ﬁ,6),
ahol a, 8, § tetsz6leges valds szamok.

12. Keresse meg az egyenletrendszer megolddsainak fundamentélis rendszerét és altalanos
megoldasat
X1+ X —X3— x4 — 2x5 =0,
X, — X4 — x5 =0,
X1 — Xy — X3 +X4 =0,
X1+ 2x; — x3 — 2x4 — 3x5 = 0!
Megoldas. Eloszor kiszamoljuk az (4) rendszer
1 1 -1 -1 -2
(0 1 0 -1 -1
A= 1 -1 -1 1 0
1 2 -1 -2 -3
matrixdnak rangjat. Az A matrix bal felsd sarkaban talalhato

(4)

M=y 3=
aldeterminans nullatol kiilonbozd. Kiszamitjuk az A matrix M aldeterminansnak megfeleld Osszes
harmadrendii beszegési aldetermindnsait. Emellett figyelembe vessziik azt is, hogy az A matrix
harmadik ¢és negyedik oszlopa megfeleléen aranyosak az elsd és masodik oszlopokkal. Ezért azok az
aldeterminansok, amelyek a harmadik és negyedik oszlopok altal képzddnek, nulldval egyenldek. Az

alabbi két aldeterminans kiszamitasa marad fent:

1 1 -2 1 1 -2
M=o 1 -1|=0, My,=|0 1 -1|=0.
1 -1 0 1 2 -3

Ezek szerint rank A = 2. Szamitasba véve, hogy a rangot meghatdrozé M aldeterminans (bazis
aldeterminans) az A matrix bal fels6 sarkaban talalhatd, az (4) rendszerben az els6 két egyenletet

hagyjuk meg, a bal oldalukon pedig — csak az els6 két ismeretlen fog szerepelni (kotott ismeretlenek).
10



A masik harom x3, x4, X5 iSmeretlent szabadoknak nyilvanitjuk és az egyenlet jobb oldalara vissziik
at
{ X1+ Xy = x3 + x4 + 2x5, (5)
Xy = X4 + Xs.
Tablazatot szerkesztiink az x4, ..., x5 ismeretlenek szamara, melyben elkiilonitjiik a szabad és a

kotott ismeretleneket, €s a szabad ismeretleneknek a tablazatban feltlintetett értékeket adjuk:

X1 [ X2 [ X3 | X4 | X5
110 0
0|1 0
0 (0O 1
1. tablazat

A szabad ismeretlencek értékeinek e harom készletének mindegyikére vonatkozdan megoldjuk az (5)
rendszert és megtalaljuk az x;, x, kotott ismeretlenek megfeleld értékeit:

1) az els6 x; = 1, x, = x5 = 0 készletre az (5) egyenletrendszerbdl azt kapjuk, hogy x, = 0,
X1 =1—x,=1;

2) amasodik x; = 0, x4, = 1, x5 = 0 készletre az (5) egyenletrendszerbdl azt kapjuk, hogy x, =
1, x,=1—x, =0;

3) a harmadik x3 = x, = 0, x5 = 1 készletre az (5) egyenletrendszerb6l azt kapjuk, hogy x, =
1,x,=2—x, =1.

fgy kitolthetjiik a szabad helyeket az 1. tablazatban és egy 1j tablazatot kapunk:

X1 X2 X3 | Xy X5

1 0 1 |0 0
0 1 0 (1 0
1 1 0 |0 1

2. tdblazat

A 2. tdblazat az (5) egyenletrendszer harom a, = (1,0,1,0,0), a, = (0,1,0,1,0), a3 = (1,1,0,0,1)
megoldasat adja meg és egyben az (1) homogén linearis egyenletrendszer megoldasait is.

Ezek a megoldasok az (1) egyenletrendszer fundamentalis rendszerét alkotjak. Ez abbdl
kovetkezik, hogy az (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) vektorok linearisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak.

Az(4) egyenletrendszer altalanos megoldasa a fundamentalis rendszerének tetszéleges linedris
kombinécioja

61a4 + 6,a, + 63a3 = (81 + 63,8, + 83,64, 65, 03),

ahol §;, §,, 65 — tetszOleges valos szamok.
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13. Bizonyitsuk be, hogy az egész szamok Z halmaza az egész szdmok Osszeadasara nézve
csoportot alkot, a szorzasra nézve viszont nem lesz csoport. Az adott Z halmazon hozzunk fel olyan
példat binér muveletre, amelyre nem teljesiil az asszociativitas tulajdonsaga!

Megoldds. Nyilvanvalo, hogy az egész szamok Osszeadasa binér mivelet lesz a Z halmazon,
amennyiben a meghatarozas szerint az egész szamok 0sszege szintén egész szam. Tovabba ismeretes,
hogy ez a miivelet eleget tesz az asszociativitas tulajdonsaganak, vagyis (a + b) + c = a + (b + ¢)
tetszleges a, b, ¢ € Z elemekre. Az egész szamok kozott talalhatd egy olyan 0 szam, amelyre a +
0 = 0+ a = a tetszdleges a € Z elemre. Végiil tetszéleges a egész szamra létezik ellentétes —a
egész szam a kovetkez6 tulajdonsaggal: a + (—a) = (—a) + a = 0. Megjegyezhetjiik, hogy az
egész szamok Osszeadasara teljesiil a kommutativitas tulajdonsaga is, igy a Z halmaz Abel-csoportot
alkot az 6sszeaddsra nézve.

Masik esetben, amikor a Z halmazon a szorzas miivelete van megadva, lathatjuk, hogy:

1) ez a miivelet binér miivelet, amennyiben ab € Z tetsz6leges a, b € Z elemekre;

2) (ab)c = a(bc) tetszbleges a, b, c egész szamokra,

3) az egész szdmok kozott talalhatd egy olyan 1 szam, hogy 1-a = a - 1 = a tetszdleges a egész
szamra.

Azonban nem mindegyik a € Z elemre létezik inverz a™! € Z elem. Példaul a 2 egész szdmra
nem létezik olyan x egész szam, amelyre 2x = 1. Igy a Z halmaz nem alkot csoportot az egész
szamok szorzasara nézve.

Végiil, megvizsgaljuk a kovetkez6 binér miiveletet a Z halmazon:

mon=-m+(—n) (mné€x),
Ahol a + az egész szamok Osszeadasa, —a pedig az a egész szam ellentétes eleme (nyilvanvalo, hogy
mon € Z tetszéleges m, n € Z elemekre). Akkor
(102)03=(-1+(-2))e3=—(-1+(-2))+(-3)=0#4=10(203).

Az utols6 egyenldségbdl kovetkezik, hogy a ,,o” binér miiveletre nem teljesiil az asszociativitas
tulajdonsaga.

14. Keressik meg az f(x) =x°>—2x*+x3+7x% —12x + 10 és a g(x) =3x* —6x3 +
+5x2 + 2x — 2 polinomok legnagyobb kozds osztojat!

Megoldds. Az f(x) és g(x) polinomok legnagyobb k6z6s osztojat Euklideszi algoritmusa alapjan
fogjuk keresni. Mivel a polinomok legnagyobb kozos osztdja egy nem nullds szorzo(tényezd)
pontossagaval fejezédik ki, ezért, hogy elkertiljiik a tort egyiitthatokat, megengedett, hogy szorozzuk
az o0sztot és az osztandot egy barmilyen nem nulla szamra. Ez a miivelet nem csupan az osztési
folyamat elején, de a folyamat menete soran is elvégezhetd.

1. 1épés. Osztjuk a 3f(x) polinomot a g(x)-re:
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3x> — 6x* + 3x3 + 21x? — 36x + 30 =
= x(3x* — 6x3 + 5x% + 2x — 2) + (—2x3 + 19x2 — 34x + 30).
Megkapjuk az r; (x) = —2x3 + 19x? — 34x + 30 maradékot.
2. 1épés. Osztjuk a 2g(x) polinomot a —r; (x)-re. Ezt a kovetkez6 abrat felhasznalva végezzik el:

6x* —12x3+ 10x%+ 4x—4 | 2x3 —19x?% 4+ 34x — 30
6x* — 57x3 + 102x2% — 90x | 3x + 45
3 2 _
(szorozzuk 2-re) 45x 92x" +  94x 4
90x3 — 184x% + 188x — 8

90x3 — 855x2 + 1530x — 1350
671x2% — 1342x + 1342
x2— 2x+42

(szorozzuk —-re)
671

Megjegyzés. Az 1,(x) = x* — 2x + 2 polinom nem lesz a 2g(x) polinom osztdsanak maradéka a
—7; (x)-re val6 osztasakor, viszont a (f(x), g(x)) = (=11 (x), 72 (x)).
3. Iépés. Osztjuk a —r; (x) polinomot az r, (x)-re:
2x3 —19x? + 34x — 30 = (2x — 15)(x? — 2x + 2).
Mivel a maradék az utolsé osztas soran 0-val egyenld, a feltételekben megadott f(x) és g(x)
polinomok legnagyobb kdzos osztdja az r,(x) = x? — 2x + 2 polinom lesz.
15. Osszuk el az f(x) = x* — 2x3 + 4x% — 6x + 8 polinomot a g(x) = x — 1 polinomra!
Megoldas. Mivel a g(x) — linearis polinom 1-es foegyiitthatoval, ezért az f(x) polinomota g(x)
polinomra Horner-elrendezéssel osztjuk. Szerkesztiink egy tablazatot, melynek elsé soraban az f(x)
polinom egyiitthatoi allnak kezdve a féegyiitthatotol. A méasodikban pedig a hdnyados és a maradék
megfeleld egylitthatéi, amelyeket folyamatosan fogjuk kiszdmitani, valamint a baloldalon

elhelyezziik a g(x) gyOkét, esetiinkben az 1-est.

1 -2 4 —6 8

1/ 1] 1:1-2=-1 |1 (-1)+4=3| 1-:3-6=-3 | 1:(-3)+8=5

fgy az x® — x? 4+ 3x — 3 — hanyados, az 5 — pedig maradék az f(x) polinom g(x)-re valo

osztasakor.

13



1. Valtozat

1. Szamitsa ki a kifejezés értékér 2020y
2. Keresse meg a+/3 — i komplex szam trigonometrikus alakjat!

3. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert Gauss-eliminécioval:

le + 3x2 + SX3 + 12x4 = 10,
le + 2x2 + 3X3 + 5x4 = 4‘,
X1 + 7x2 + 9X3 + 4‘x4_ = 2

4. Hatarozzamega 7,5, 6,4, 1,3,2 rendezés paritasat!

5. A determindns meghatirozasa alapjan szamitsa ki az alabbi determinans értékét:

a 3 0 5
0 b 0 2,
1 2 ¢ 3|
0 0 0 d

6. Szamitsa ki az alabbi determinans értékét:

246 427 327
1014 543 443
—342 721 621

7. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a Cramer-szabdly szerint:

2x1 + 3x, + 11x3 + 5x4 = 2,
Xy +x, +5x3+2x, =1,
2xq + x5 + 3x3 + 2x4 = =3,
X1 + x5 + 3x3 +4x, = —3!

8. Keresse meg az alabbi matrixok inverzét:

2 5 7
6 3 4 |
5 -2 -3

9. Keresse meg az alabbi vektorok 3a; + 5a, — aj lineéris kombinaciojat

a; = (4,1,3,-2), a, =(1,2,-3,2), az=(169,1,-3)!
10. Szamitsa ki az alabbi matrix rangjat a beszegési aldeterminansok modszerével:
1 2 1 5
3 4 1 111,
3 3 0 9]/
2 2 0 6

11. Vizsgélja meg az alabbi linearis egyenletrendszert megoldhatdsagara és keresse meg

altalanos és egy konkrét megoldasat:
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2x1 + 7x2 + 3x3 + X4 = 6,
3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4‘,
9x1 + 4x2 +X3 + 7X4_ = 2!

12. Keresse meg az egyenletrendszer fundamentélis rendszerét és altalanos megoldasat:

X1+ 2x, +4x3 —3x, =0,
3x; + 5x, + 6x3 —4x, = 0,
4x1 + 5%, — 2x3 + 3x4 =0,

3xy +8x, + 24x3 — 19x, = 0!

13. Bizonyitsa be, hogy egy tetszdleges G csoportban egyetlen egységelem €s egyetlen inverz
elem létezik a G csoport tetszdleges elemére!

14. Ossza el az f(x) polinomot a g(x) polinomra, ha:
f(x) = 2x* — 3x3 + 4x% — 5x + 6, g(x) =x%—3x + 1!
15. A Horner-elrendezés algoritmusanak segitségével szamitsa ki az f(x) polinom f(c)

értékét (amikor x = ¢), ha:

f(x) =5x* —19x3 — 7x% + 9x + 3, c=2!
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2. Valtozat

1. Szémitsa ki a kifejezés értéket S04

2. Keresse meg a v/5 — v/5i komplex szam trigonometrikus alakjat!

3. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert Gauss-eliminacidval:

—9x1 + 10x2 + 3X3 + 7x4_ = 7,
—4x1 + 7x2 + x3 + 3X4_ = 5,
7x1 + 5x2 - 4‘X3 - 6X4_ = 3'

4. Hatarozzamega 1,9,6,3,2,5, 4, 7, 8 rendezés paritasat!

5. A determinans meghatarozasa alapjan szamitsa ki az alabbi determinans értékét:

2 0 b O
1 0 2 af,
d 0 0 of
3 ¢ 4 5

6. Szamitsa ki az alabbi determinans értékét:

1 1 11
1 -1 11
1 1 -1 1f
1 1 1 -1

7. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a Cramer-szabaly szerint:
2x1 + 5x, + 4x3 + x4 = 20,
X1 + 3X2 + ZX3 +X4, = 11,
2X1 + 10x2 + 9X3 + 7X4, = 4‘0,
3X1 + 8x2 + 9X3 + ZX4, = 37!

8. Keresse meg az alabbi matrix inverzét:

3 -4 5
2 -3 1 )!
3 -5 -1

9. Hatarozza meg az x és y vektorokat az alabbi egyenletbdl a; + 2a, + 3a; + 4x = 0, ahol
a = (5, _8, _1,2), a, = (2, _1,4‘, —3), as = (—3,2, —5,4‘)
10. Szamitsa ki az alabbi matrix rangjat a beszegési aldeterminansok moédszerével:
1 3 5 -1
2 -1 -3 4
5 1 -1 7
7 7 9 1
11. Vizsgélja meg az alabbi lineéris egyenletrendszert megoldhatdsadgara és keresse meg

altalanos és egy konkrét megoldasat:
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4x1 - 6x2 + ZX3 + SX4_ = 2,

{ le - 3x2 + 5x3 + 7x4_ = 1,
le - 3x2 - 11X3 - 1SX4 == 1!

12. Keresse meg az egyenletrendszer fundamentélis rendszerét és altalanos megoldasat:

2x1 - 4x2 + 5X3 + 3x4 = 0,
{ 3x1 - 6x2 + 4X3 + 2x4 = 0,
4x1 - 8x2 + 17X3 + 11x4 = 0,
13. Csoportot alkot e a racionalis szamok halmaza az 6sszeadas miiveletét tekintve?

14. Ossza el az f(x) polinomot a g(x) polinomra, ha:
f(x) =3x5+2x2 -1, g(x) =3x3 —3x — 2!
15. A Horner-elrendezés algoritmusanak segitségével szamitsa ki az f(x) polinom f(c)

értékét (amikor x = ¢), ha:

f(x) = 3x* + 4x3 + 5x% + x + 33, c= -2l
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3. Valtozat

(143i)(8-1) |

1. Szamitsa ki a kifejezés értékét ,
(2+i)2

2. Keresse meg a 1 + v/3i komplex szam trigonometrikus alakjat!

3. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert Gauss-eliminécioval:

le - xZ + X3 - x4 = 1,
le — X3 - 3x4_ = 2,
3x1 - X3 + X4_ = _3,

le + 2x2 - 2x3 + 5x4 = _6'

4. Az 1,2,3,...,n szamok melyik rendezésében lesz a legnagyobb az inverzidk szdma ¢€s

mennyivel lesz egyenld?

5. A determindns meghatirozasa alapjan szamitsa ki az alabbi determindns értékét:

0 ™ 0 0 Ain I

O e 0 az,n_l aZn

0 .. azp-2 Qaznz Aasnf!
An1 = Apn-2 Ann-1 Qnn

6. Szamitsa ki az alabbi determinans értékét:

RO
[ R\
[ e S
O RER R

7. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a Cramer-szabaly szerint:

2x—=5y+3z+t—-5=0,
3x—7y+6z—t+1=0,
5x -9y +3z+4t—-7=0,
4x —6y+3z+t—8=0!

8. Keresse meg az alabbi matrix inverzét:

1 2 2
2 1 =2/
2 =2 1

9. Hatarozza meg az x és y vektorokat az alabbi egyenletb6l 3(a; —y) + 2(a, +y) =
4(&3 - y)! ahol a; = (5' -8, _1’2)! a,; = (2’ —1,4, _3)1 as = (_3;2; _5,4‘)-
10. Szamitsa ki az alabbi matrix rangjat a beszegési aldeterminansok modszerével:
3 -1 3 2 5

5 -3 2 3 4],
1 -3 -5 0 -7/
7 -5 1 4 1
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11. Vizsgalja meg az alabbi lineéris egyenletrendszert megoldhatosagara €és keresse meg
altalanos és egy konkrét megoldasat:

3x1 - 2x2 + SX3 + 4‘X4 == 2,
6x1 - 4‘X2 + 4‘X3 + SX4_ = 3,
9x1 - 6x2 + SX3 + ZX4_ = 4l

12. Keresse meg az egyenletrendszer fundamentélis rendszerét és altalanos megoldasat:

3x1 + 2x, + x3 + 3x4 + 5x5 =0,
6x1 + 4x, + 3x3 + 5x4 + 7x5 =0,
9x1 + 6x5 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = 0,
3x1 + 2x, + 4x4 + 8x5 = 0!

13. Csoportot alkot e az egész szamok halmaza a szorzas miiveletét tekintve?

14. Ossza el az f(x) polinomot a g(x) polinomra, ha:
fx)=2x*—x3+x%+x+1, g(x) =x%—3x + 1!
15. A Horner-elrendezés algoritmusanak segitségével szamitsa ki az f(x) polinom f(c)

értékét (amikor x = ¢), ha:

f(x) = 6x* + 8x3 + 10x2 + 2x + 66, c= -2l
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4., Valtozat

1. Szamitsa ki a kifejezés értékét (7 — 2i)(3+4i) + 3+ i)(1+ 2i) !
2. Keresse meg a /3 + i komplex szam trigonometrikus alakjat!

3. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert Gauss-eliminécioval:

X1 —2x, +3x3 —4x, = 4,
Xy, — X3 + X4 =-3,

X1 + 3x; —3x, = 1,
—7xy +3x3 + x4 = —3!

4. irja ki az 6sszes heted rendii permutaciot, amelyek az aldbbi paronként idegen ciklusok

szorzataként vannak megadva:
(15)(234)

5. A determindns meghatirozasa alapjan szamitsa ki az alabbi determinans értékét:
_A O 0 al
1 -2 0 a,
0 1 —1 as

O O 1 _A + a4,

6. Szamitsa ki az alabbi determinans értékét:

-3 9 3 6

-5 8 2 7,
4 -5 -3 -2
7 -8 —4 -5

7. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a Cramer-szabaly szerint:

3X1+4‘X2+X3+2X4+3=0,
3X1+5X2+3X3+5X4+6=0,
6x; +8x, +x3 +5x, +8=0,
3X1+5X2+3X3+7X4+8=0'
8. Keresse meg az alabbi matrix inverzét:
1 1 1 1
1 1 -1 -1},
1 -1 1 -1/
1 -1 -1 1

9. Hatdrozza meg, hogy linearisan 0sszefliggde e az alabbi vektorrendszer:
a; = (54,3),a, = (3,3,2), a3 = (8,1,3).

10. Szamitsa ki az alabbi matrix rangjat a beszegési aldeterminansok moédszerével:
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-1 2 1 1 3!
1 5 -8 -5 -12
3 -7 8 9 13
11. Vizsgalja meg az alabbi linedris egyenletrendszert megoldhatésagara és keresse meg

1 -1 2 3 4
2 1 -1 2 0

altalanos €s egy konkrét megoldasat:

7x1 _4x2 +X3 + 3.X'4_ = 5,

{le — 5%, + 2x3 + 4x, = 2,
5x1 + 7x2 - 4‘X3 - 6X4_ == 3'

12. Keresse meg az egyenletrendszer fundamentalis rendszerét és altalanos megoldasat:

3x; + 5x, + 2x3 = 0,
4x1 + 7x5 + 5x3 =0,

X1 +x, —4x3 =0,
2x1 + 9x, + 6x3 = 0!

13. Csoportot alkot e az természetes szamok halmaza a szorzas miiveletét tekintve?

14. Ossza el az f(x) polinomot a g(x) polinomra, ha:
f(x) =3x> +2x%2 -1, g(x) = 2x* — 5x3 + 6x2 + 4!
15. A Horner-elrendezés algoritmusanak segitségével szamitsa ki az f(x) polinom f(c)

értékét (amikor x = c), ha:

f(x) = 12x* + 16x3 + 20x2? + 4x + 132, c= -2l
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5. Valtozat

1. Szamitsa ki a kifejezés értékét (8 — 2i)(13 +4i) + (4 +i)(1 + 7i) !
2. Keresse meg a 7 + 7i komplex szam trigonometrikus alakjat!

3. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert Gauss-eliminécioval:

X1 + 2x, + 3x3 + 4x, = 11,
2x1 + 3x; +4x3 + x4 =12,
3x1 +4x, + x3 + 2x, =13,
4x, + x, + 2x3 + 3x, = 14!

4. Irja ki az 6sszes heted rendii permutaciot, amelyek az aldbbi paronként idegen ciklusok

szorzataként vannak megadva:
(13)(25)(47)!

5. A determindns meghatirozasa alapjan szamitsa ki az alabbi determinans értékét:
ai1 Ay @13 Q1a Qg5
Ayy Ay Q23 Qg4 dpg
asz1 4z 0 0 o |!
g1 Q42 0 0 0
as; Q4sz 0 0 0

6. Szamitsa ki az alabbi determinans értékét:

2 -5 1 2
-3 7 -1 4|

5 -9 2 7|

4 -6 1 2

7. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a Cramer-szabdly szerint:
7x1 +9x, + 4x3 + 2x4 = 2,
2X1—2X2+X3 +X4, = 6,
5x; + 6x, + 3x3 + 2x4 = 3,
2x1 + 3x5 + x3 + x4 = 0!

8. Keresse meg az alabbi matrix inverzét:

12 3 4
2 3 1 2 |
11 1 —1f
10 -2 —6

9. Hatérozza meg, hogy linearisan dsszefliggd e az alabbi vektorrendszer:
b, = (2,-4,1), b, = (0,5,—6), b3 = (1,—2,4).

10. Szamitsa ki az alabbi matrix rangjat az elemi atalakitasok segitségével:
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25 31 17 43
75 94 53 132
75 94 54 134
25 32 20 48

11. Vizsgalja meg az alabbi lineéris egyenletrendszert megoldhatosagara €és keresse meg

altalanos €s egy konkrét megoldasat:

2x1 + 5x, —8x3 = 8§,
4x, + 3x, — 9x3 = 9,
2x1 + 3x, —5x3 =7,
x, + 8x; — 7x3 = 12!

12. Keresse meg az egyenletrendszer fundamentélis rendszerét és altalanos megoldasat:

( x; —x3=0,
X, —X4 =0,
—X1+x3 —x5 =0,
—Xy + X4 — %X =0,
—x3+x5 =0,

\ —x4 + x¢ = 0!

13. Csoportot alkot e az természetes szamok halmaza az 6sszeadas miiveletét tekintve?

14. Ossza el az f(x) polinomot a g(x) polinomra, ha:
flx) =x5+2x% -1, g(x) = x* —5x3 + 6x2% + 4!
15. A Horner-elrendezés algoritmusanak segitségével szamitsa ki az f(x) polinom f(c)

értékét (amikor x = ¢), ha:

f(x) =3x* + x3 + 2x% + 4x + 1, c= -2l
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6. Valtozat

1. Szamitsa ki a kifejezés értékét (9 —i)(3+4i) + (8+i)(1+9i)!
2. Keresse meg a —1 — i komplex szam trigonometrikus alakjat!
3. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert Gauss-climinacioval:
2x1 + 3x2 - X3 + SX4_ = 0,
3x1 — Xy +2x3 —7x4 =0,
4-x1 + Xy — 3X3 + 6x4, = 0,

X1 — 2x5 + 4x3 — 7x4 = 0!

4. Irja ki az 6sszes heted rendii permutaciot, amelyek az aldbbi paronként idegen ciklusok

szorzataként vannak megadva:
(7531)(246)!

5. A determinans meghatarozésa alapjan szamitsa ki az alabbi determinans értékét:

2 0 b O
1 0 2 af,
d 0 0 0|
3 ¢ 4 5

6. Szamitsa ki az alabbi determinans értékét:

3 -3 -5 8
-3 2 4 -6,
2 -5 7 5
—4 3 5 —6

7. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a Cramer-szabaly szerint:

6x +5y—2z+4t+4=0,
9 —y+4z—-t—13 =0,
3x+4y+2z2—-2t—1=0,

3x—9y+2t—11=0!

8. Keresse meg az alabbi matrix inverzét:

11 1 1
11 -1 -1),
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

9. Hatérozza meg, hogy linearisan dsszefliggd e az alabbi vektorrendszer:
a; = (54,3),a, = (3,3,2), a3 = (8,1,3).

10. Szamitsa ki az alabbi matrix rangjat az elemi atalakitdsok segitségével:

47 —67 35 201 155
26 98 23 -294 86!
16 —428 1 1284 52
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11. Vizsgalja meg az alabbi lineéris egyenletrendszert megoldhatosagara €és keresse meg

altalanos és egy konkrét megoldasat:
3x1 + 2%, + 2x3 + 2x4 = 2,
2x1 + 3x5 + 2x3 + 5x4 = 3,
9x1 + x5, +4x3 — 5x4 = 1,
2x1 + 2% + 3x3 + 4x4 =5,
7x1+ X3 +6x3 —x4 = 7!

12. Keresse meg az egyenletrendszer fundamentélis rendszerét és altalanos megoldasat:

Xy — X4 +%x6 =0,

1 — X +Xx5—x¢ =0,
L Xy — X3+ x¢ =0,
X1 — X4 + x5 = 0!

X1 — X3 +x5=0,
Ix

13. Csoportot alkot e az komplex szamok halmaza az 6sszeadas miiveletét tekintve?

14. Ossza el az f(x) polinomot a g(x) polinomra, ha:
f(x) = 2x* — 3x3 + 4x% — 5x + 6,
15. A Horner-elrendezés algoritmusanak segitségével szamitsa ki az f(x) polinom f(c)

g(x) =x%—3x + 1!

értékét (amikor x = c), ha:

f(x) =x*+ 8x3 + 3x% + 4x + 1,
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7. Valtozat

1. Szamitsa ki a kifejezés értékét (14 —i)(2+4i)) + (1 —i)(2+ 3i) !
2. Keresse meg a —1 + v/3i komplex szam trigonometrikus alakjat!

3. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert Gauss-eliminécioval:

3x1+ x; —2x3+ x4 — x5 =1,
2x1 — Xy + 7x3 — 3x4 + 5x5 = 2,
X1 + 3%y — 2x3 + 5x4 — 7x5 = 3,
3x; — 2x, + 7x3 — 5x4 + 8x5 = 3!

4. Adja meg paronként idegen ciklusok szorzataként az alabbi permutéciokat és hatdrozza
meg azok parossagat:

5
(éiggsgig)!

5. A determindns meghatirozasa alapjan szamitsa ki az alabbi determinans értékét:

6. Szamitsa ki az alabbi determinans értékét:

1 2 3 4 5

2 3 7 10 13

3 5 11 16 21!
2
1

-7 7 7 2
4 5 3 10

7. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a Cramer-szabaly szerint:

2x—y—6z+3t+1=0,
7x —4y +2z—-15t+32 =0,
x—2y—4z+9t-5=0,
x—y+2z—6t+8=0!

8. Keresse meg az alabbi matrix inverzét:

2 -3 1
4 -5 2|
5 =7 3
9. Hatérozza meg, hogy linearisan dsszefliggd e az alabbi vektorrendszer:

¢ = (4,-5,2,6), c; = (2,-2,1,3), c5 = (6,-3,3,9), ¢, = (4,—1,5,6).

10. Szamitsa ki az alabbi matrix rangjat az elemi atalakitasok segitségével:
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75 0 116 39 0
171 —-69 402 123 45 |,
301 0 87 —417 -169 |’
114 —-46 268 82 30

11. Vizsgalja meg az alabbi lineéris egyenletrendszert megoldhatosagara €és keresse meg

altalanos €s egy konkrét megoldasat:

8x1 + 6x, + 5x3 + 2x, = 21,
3x1 + 3x, + 2x3 + x4 = 10,
4x1 + 2x5 +3x3 + x4 = 8,
3xq + 5x, + x3 + x4, = 15,

7x, + 4x, + 5x3 + 2x, = 18!

12. Keresse meg az egyenletrendszer fundamentalis rendszerét és altalanos megoldasat:

X, + 2x, +4x3 —3x, =0,
3x; + 5x, + 6x3 —4x, = 0,
4x1 + 5%, — 2x3 + 3x4 =0,

3x; + 8x, + 24x3; — 19x, = 0!

13. Csoportot alkot e az komplex szamok halmaza a szorzas miveletét tekintve?

14. Ossza el az f(x) polinomot a g(x) polinomra, ha:
f(x) =3x>+2x2 -1, g(x) =3x3—3x - 2!
15. A Horner-elrendezés algoritmusanak segitségével szamitsa ki az f(x) polinom f(c)

értékét (amikor x = ¢), ha:

f(x) =3x*+2x3 +3x% + x + 1, c=—1!
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8. Valtozat

(6+2i)(8-6i) |

1. Szamitsa ki a kifejezés értékét T2l

2. Keresse meg a —v/3 + v/3i komplex szam trigonometrikus alakjat!

3. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert Gauss-eliminécioval:

21+ x,+ x3— 2=0,
X1 +3x,+ x3— 5=0,
Xy + x,+5x3+ 7=0,
2x1 +3x; —3x3 — 14 = 0!

4. Adja meg paronként idegen ciklusok szorzataként az alabbi permutéciokat és hatirozza
meg azok parossagat:

(123456789)|
589214367/

5. A determinans meghatarozésa alapjan szamitsa ki az alabbi determinans értékét:
-1 0o O a,
1 -4 0 a,
0 1 -1 asz

0 0 1 —A1+4+a,

6. Szamitsa ki az alabbi determinans értékét:

3 6 5 6 4
5 9 7 8 6
6 12 13 9 7|!
4 6 6 5 4
2 5 4 5 3

7. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a Cramer-szabaly szerint:

2x+y+4z+ 8t =—1,
x+3y—6z+2t=3,
3x — 2y + 2z -2t =8,

2x —y+2z=4!

8. Keresse meg az alabbi matrix inverzét:

3 =4 5
2 -3 1
3 -5 -1
9. Hatérozza meg, hogy linearisan dsszefliggd e az alabbi vektorrendszer:

a; = (54,3), az = (3,3,2), as = (8,1,3).

10. Szamitsa ki az alabbi matrix rangjat az elemi atalakitasok segitségével:
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-1 2 1 1 3!
1 5 -8 -5 -12
3 -7 8 9 13
11. Vizsgalja meg az alabbi linedris egyenletrendszert megoldhatésagara és keresse meg

1 -1 2 3 4
2 1 -1 2 0

altalanos €s egy konkrét megoldasat:

( 2x1 + 3x, + x3 + 2x4 = 4,

4x; + 3%, +x3 + x4 =5,

5x1 + 11xy + 3x3 + 2x4 = 2,
2x1 + 5x, +x3 + x4, =1,
X1 — 7Xy — X3+ 2x4 = 7!

12. Keresse meg az egyenletrendszer fundamentalis rendszerét és altalanos megoldasat:

2x1 - 4‘X2 + SX3 + 3.X4 = O,
3X1 - 6x2 + 4‘X3 + ZX4 = O,
41 — 8xy +17x3 + 11x, = 0!

13. Csoportot alkot e az egész szamok halmaza a szorzas miiveletét tekintve?

14. Ossza el az f(x) polinomot a g(x) polinomra, ha:
f(x) =3x> +2x% -1, g(x) = 2x* — 5x3 + 6x2 + 4!
15. A Horner-elrendezés algoritmusanak segitségével szamitsa ki az f(x) polinom f(c)

értékét (amikor x = c), ha:

fx)=x*—2x3+3x2+x+1, c =3I
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9. Valtozat

L C e g (9430)(12-9i
1. Szamitsa ki a kifejezés értékét % !

2. Keresse meg a v'2 — v/2i komplex szam trigonometrikus alakjat!

3. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert Gauss-climinacioval:

X1 —2x,+ X3+ x4— x5=0,
21+ x;— x3— X4+ x5=0,
Xy + 7x5 — 5x3 — 5x4 + 5x5 = 0,
3x1— X, —2x3+ x4— x5 =0!

4. Hatarozza meg az alabbi hetedrendii permutéciok szorzatat:
[(135)(2467)]-[(147)(2356)]!

5. A determinans meghatdrozasa alapjan szamitsa ki az alabbi determinans értékét:
|17 Qg Q13 Q14 Qg5
a1 Ay Q23 Q24 Qs
a1 a2 0 O 0!
A1 Q42 0 0 0
sy As2 0 0 0

6. Szamitsa ki az alabbi determinans értékét:

24 11 13 17 19

51 13 32 40 46
61 11 14 50 56!

62 20 7 13 52
80 24 45 57 70

7. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a Cramer-szabaly szerint:
2x—=5y+3z+t—-5=0,
3x—7y+6z—t+1=0,

5x -9y +3z+4t—-7=0,
4x —6y+3z+t—8=0!

8. Keresse meg az alabbi matrix inverzét:

1 2 2
2 1 =2
2 =2 1

9. Hatérozza meg, hogy linearisan dsszefliggd e az alabbi vektorrendszer:
d, =(1,0,0,2,5),d, = (0,1,0,3,4),d; = (0,0,1,4,7), d, = (2,—3,4,11,12).
10. Szamitsa ki az alabbi matrix rangjat az elemi atalakitdsok segitségével:
1 3 5 -1
2 -1 -3 4
5 1 -1 7
7 7 9 1
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11. Vizsgalja meg az alabbi linedris egyenletrendszert megoldhatosdgara €és keresse meg
altalanos és egy konkrét megoldasat:

2X1 — Xy + X3+ 2x4 + 3x5 = 2,
6x1 — 3x, + 2x3 + 4x4 + 5x5 = 3,
6x1 — 3x, +4x3 + 8x4 + 13x5 = 9,

41 — 2%y + X3 + x4 + 2x5 = 1!

12. Keresse meg az egyenletrendszer fundamentalis rendszerét és altalanos megoldasat:

3x1 + 2x, + x3 + 3x4 + 5x5 =0,
6x1 + 4%, + 3x3 + 5x4 + 7x5 = 0,
9x1 + 6x5 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = 0,
3x1 + 2x, + 4x4 + 8x5 = 0!

13. Csoportot alkot e a természetes szamok halmaza a szorzas miiveletét tekintve?

14. Ossza el az f(x) polinomot a g(x) polinomra, ha:
flx) =x5+x%2 -1, g(x) = 3x* — 5x3 + 6x? + 4!
15. A Horner-elrendezés algoritmusanak segitségével szamitsa ki az f(x) polinom f(c)

értékét (amikor x = ¢), ha:

fx) =5x* —x3+2x2 + x + 1, c = -3
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10. Valtozat

(18+6i)(24—-18i) |

1. Szamitsa ki a kifejezés értékét oY

2. Keresse meg a 1 — 1i komplex szam trigonometrikus alakjat!

3. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert Gauss-eliminécioval:

X1+ x,—3x3+1=0,
2x1+ x, —2x3—1=0,
X1+ X+ x3—3=0,
X1 +2x, —3x3 —1=0!

4. Hatdrozza meg az alabbi hetedrendli permutaciok szorzatat:

[(A3)(B7)(246)]-[(135)(24)(6 7]

5. A determindns meghatirozasa alapjan szamitsa ki az alabbi determinans értékét:

0 ™ 0 0 Ain I

O e 0 az,n_l aZn

0 .. azp-2 Qznz Aasnf!
An1 - Apn-2 Ann-1 Qnn

6. Szamitsa ki az alabbi determinans értékét:

2 -3 4 1
4 -2 3 2,
a b ¢ d|
3 -1 4 3

7. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a Cramer-szabaly szerint:

3xq +4x, +x3+2x, +3 =0,
3x; +5x, +3x3+5x, +6 =0,
6x; +8x, +x3 +5x, +8=0,
3x, +5x, + 3x3 + 7x, + 8 = 0!

8. Keresse meg az alabbi matrix inverzét:

3 -4 5
(2 -3 1
3 -5 -1

9. Hatdrozza meg, hogy linearisan dsszefliggd e az alabbi vektorrendszer:
a; = (54,3),a, = (3,3,2), a3 = (8,1,3).
10. Szamitsa ki az aldbbi matrix rangjat az elemi atalakitasok segitségével:
3 -1 3 2 5

5 -3 2 3 4
1 -3 -5 0 -7
7 =5 1 4 1
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11. Vizsgalja meg az alabbi lineéris egyenletrendszert megoldhatosagara €és keresse meg
altalanos és egy konkrét megoldasat:

2x1 +3x, +x3 + 2x4 = 4,
4x1 + 3%, +x3 + x4 =5,
S5x1 + 11x, + 3x3 + 2x4 = 2,
2x1 + 5%, + x5 +x, =1,
X1 — 7Xy — X3+ 2x4 = 7!

12. Keresse meg az egyenletrendszer fundamentélis rendszerét és altalanos megoldasat:

3x; + 5x, + 2x3 = 0,
4x1 + 7x5 + 5x3 =0,

X1 +x; —4x3 =0,
2xq1 + 9x, + 6x3 = 0!

13. Csoportot alkot e a racionalis szamok halmaza a szorzas miiveletét tekintve?

14. Ossza el az f(x) polinomot a g(x) polinomra, ha:
f(x) = 6x°> +2x% -1, g(x) = 2x* — 5x3 + 6x2 + 4!
15. A Horner-elrendezés algoritmusanak segitségével szamitsa ki az f(x) polinom f(c)

értékét (amikor x = c), ha:

f(x) =7x*—3x3 +5x2 + x + 1, c = -3l
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Il. Masodik félév. Linearis algebra
Példadolgozat megoldassal

1. Bizonyitsa be, hogy az & =(1111) , a,=(1011) , a3=(110,1) , a4 =(1110)
vektorrendszer az R* vektoridlis tér bazisa lesz a valds szamok R teste folott! Keresse meg az
X = (1 X2s A3» X4) € R* vektor koordinatainak képleteit ebben a bazisban! Milyenek lesznek a
¢=(-10,-10) vektor koordinitai az a, a,, ag, a, bazisban?

Megoldas. Az g, 3,, a3, 3, vektorrendszer a valos szamok R teste f6l6tt az R* vektorialis

tér bazisa lesz akkor €s csakis akkor, ha az ezen vektorok elemeibdl 4116 A determindns nem egyenld

0-val. Kiszamoljuk ezt a determinanst.

11 11 (1 1 1
1 0 1 1 |0 -1
A= = =-1=+0.
11 0 1 0 0 -1
11 10 0 0 0 -

Tehat az a;, @,, a;, 8, vektorrendszer az R* tér bazisa.
Legyenek 1, Ko, K3, K4 — az X vektor koordinatai az a;, a,, a;, a, bazisban. Vagyis

X = K13y + ko8, + K383 + k48, . Akkor fennallnak az alabbi egyenldségek:

K1 +Ky +K3+Kyq= X1,

K1 +K3+K4 =X2, (1)
K1+K2 +K'4:2,/31
K1+K2+K3 = X4

Ezaltal az X vektor koordinatainak meghatarozasahoz az &, a,, a3, a, bazisban az (1)-es

linearis egyenletrendszert sziikséges megoldani a k;, Ko, K3, K4 Ismeretlenekre vonatkozoan.

Ezért elvégezziik az alabbi atalakitasokat a kapott rendszer kibOvitett matrixa folott.

1111y 1 1 1 1| n

101 1|x N 0 -1 0 O|lxo—m
110 1|x 0 0 -1 Olxys—mn
11 1 0|y, 0 0 O -1lyu—nm
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1 0 0 O|xytrstra—2n

0 -1 0 O Xo— 11
_)

0O 0 -1 O n-n

0 0 0 -1  zm-nm

Ebbol kévetkeZik, hogy K1 = —211 + X2 + X3 + X4 K2 = Zl - Zz v K3 =X1— X3 »
kg =y1—x4. A C=(-10,-10) vektor szamara a kovetkezé koordinata értékeket kapjuk ebben a

bazisban: x; =1, kp =-1, k3 =0, x4, =-1,vagyisc=1-a, -1-a,+0-a3-1-a,.

2. Bizonyitsa be, hogy az a; =(1,11), a, =(2,1,1), a3 =(3,2,3) és a b =(0,1,0), b, =(1,1,2),
by = (1,2,1) vektorrendszerek az R3 vektorialis tér bazisai! Keresse meg az dtmeneti matrixot és a
koordinatak atalakitdsanak képleteit az egyik bazisbol vald atmenet sordn a maésikba! Ezutan
hatarozza meg a C=(1,2,3) vektor koordinatait mindkét bazisban, és ellendrizze le a kapott

eredményt a koordinatak atalakitasi képleteinek segitségével!
Megoldds. Hasonloan, mint az el6z6 fejezetben tettiik, kiszamoljuk a determinanst, amelyet

megfeleléen az &, a,, a3 ésa by, by, by vektorok komponensei alkotnak.

=

2
1
1

Amennyiben egyik determindns sem egyenld O-val, akkor az a;, a,, a; és a by, by, by
vektorrendszerek az R tér bazisai lesznek.

Megkeressiik az atmeneti matrixot az elsé bazisbol a masodikba. Ehhez az sziikséges, hogy a

masodik bazis vektorait felirjuk az elsé bazis vektorai altal. Legyen 7y, 7,5, 73; — a b; vektor

koordinatai az &, a,, a; bazisban, ahol (j=1,2,3), akkor

by = 71381 + 7918, + 73133,
by = 71581 + 7928, + 73,83, (2)

b3 = 2'13a1 + 723612 + 2'338.3 .

A (2)-es vektorok egyenldségeitdl attérve a megfelel6 komponensek egyenlségeihez harom linearis

egyenletrendszert kapunk
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711+ 2'[21 + 3T3l = O, T1o + 2T22 + 3732 = 1, T13 + 2T23 + 3’[33 = 1,
711 + To1 + 22'31 :1, T12 + To2 + 2732 = 1, 713 + 793 + 2T33 = 2,
Ty1t+ Topt 3731 = 0, T1p+ Too + 3732 = 2, T13+ 7ozt 3‘[33 =1.

Mint ahogy ezen egyenletrendszerek matrixai paronként egyenldk, igy ezeket a rendszereket

egyidejlileg oldjuk meg elvégezve az alabbi atalakitisokat a matrix felett, amely &, 8,, a3 és a by,

by, by vektorok elemeibdl 4ll.

1 2 3/011 1 2 3|0
11211 2|—->(0 -1 -1|1 -
11 3|0 21 0 -1 00
1 2 3] 01 1 1 0 1] 2 1 3
-»/0 -1 -1y 10 1|-»|0 -1 -1} 1 0 1|->
O 0 1/-1 1 -1 O 0 1/-1 1 -1
1 0 1] 21 3 100 3 0 4
-0 -1 0, 01 O|>/0 1 0] 0 -1 O
0O 0 1/]-11 -1 00 1/-1 1 -1
Tehat,
Tu Tz T3 3 0
F=l7ry 7, 7,|=| 0 -1 0
-1 1 -1

— az atmeneti matrix az &, 8,, a3 bazisbol a by, by, b; bazisba. Legyen k1, ko, x5 és K'1, K'5,
k'3 —az x € R3 vektor koordinatai megfeleléen az &, 8y, a3 és a by, by, by bazisokban, vagyis

X= Klal +K2a2 +K3a3 = K'Il bl +K'I2 bz +Kl3 b3

Akkor
K, 3 0 4\«
K3 -1 1 -1 K'I3

Leellenédrizziik ezt az egyenléséget a C=(1,2,3) vektor esetében. E16bb megkeressiik a ¢

vektor koordinatait az a;, @, a; bazisban, azutan pedig a by, b,, b; bazisban.

1 2 3|1 1 2 3|1
-0 -1 -1 |1|->|0 -1 -1|1|—>
0 -1 0 ]2 0O 0 1|1

e
PR N
w N W
w N
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1 0 1|3 1 0 1|3 100 2
-0 -1 -1{1|—>|0 -1 0|2|—>|0 1 0| -2{.
0 0 1|1 0 0 1|1 0 01 1

Tehat Ky =2, Ky =-2, k3 =1.

0111 11 2|2 11 2|2
112 2-/0111/»>/01 1|1|>
0 2 1|3 0 2 1|3 0 0 -1]1

10 11 10 1|1 1 00| 2
—-»/01 1/1|-|0 1 0[|2|>|0 1 0| 2].
0 0 -1|1 0 0 -1|1 0 01|-1

Tehat x'1=2, 'y =2, k'3=—-1. Megkapjuk a kovetkez egyenléség bizonyossagat
2 3 0 4 2
-2|=| 0 -1 O 2|
1 -1 1 -1)\-1

crer

3. Keresse meg az L; +L, osszeg dimenzidjat és bazisat, valamint az Ly m L, metszetet, ahol L; és

L, az R® tér linearis alterei és Ly az aldbbi egyenletrendszer megoldasainak a tere:

Xl_ X2 +2X3+3X4+ X5:0,
Xl+2X2 + X3 +3X5 :0, (3)

2X1 +2Xy +3X3 — X4 +5X5 =0,
3X; + Xo +9X3 +2X4 +6X5 =0;

L, =(a,a,) —az =(7,2,-411), a=(0, -1, 0, -2, —6) vektorrendszerbdl elballitott

linearis burok!
Megoldds. Meghatarozzuk az adott feltételnek megfeleld linedris homogén egyenletrendszer

megoldasainak fundamentalis rendszerét

1 -1 2 3 1
1 -1 2 31
1 2 1 0 3
>0 3 -1 -3 2|—>
2 2 3 -1 5
O 4 -1 -7 3
3 5 2 6
1 -1 2 3 1 1 -1 2 3 1 1 0 0 17 O
/0 3 -1 -3 2|—-|/0 1 O -4 1|—-/0 1 0 -4 1].
O 1 0 -4 1 0O 0 -1 9 -1 0 01 -9 1
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Tehat by = (=17, 4, 9,1, 0) és b, =(0, -1, -1, 0, 1) — a megoldasok fundamentalis rendszere, és

egyben az L altér bazisa.

kez6 matrix rangjat

-17
0

7

10

crer

4 9 1 0
-1 -1 0 1
2 -4 1 1|
-1 0 -2 -6

amelynek sorai megfelelen egybeesnek a by, b, és a;, a, vektorokkal. Amennyiben

7
10

2
JJz—Z?;tO,

akkor 2<r(A) <4, Kiszamitjuk az aldbbi aldeterminanst:

Tehat 3<r(A)<4

0 -1 -1 |o
7 2 -4=|7
10 -1 0 [10

Tovabba kiszamitjuk a negyedrendii aldeterminansokat

0
6 —4=(-1"(-1)

-1 0

aldeterminansok), amelyek tartalmazzak a (4)-es aldeterminanst.

7 6
=67%0.
10 -

~17 4 9 17 4 9
0 -1 -1 0 | 0 -1 -10_
7 2 -4 | 24 -2 -13 0
10 -1 0 -2 |-24 7 18 0
0 -1 - 0o 0 -
=(-D¥4 24 -2 -13=- 24 11 -13=0;
24 7 18 |-24 -11 18
-17 4 9 0 |-17 4 9 0
0 -1 -1 0 -1 -1 1
7 2 -4 |7 3 -3 0
10 -1 0 -6/ |10 -7 -6 0
-17 4 9 |F17 4 9
=(-)%% 7 3 -3=]-10 7 6=0.
10 -7 -6 | 10 -7 -6
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Tehat r(A)=3. Ezért az Ly +L, altér dimenzidja 3, és a by, b,, & vektorok rendszere ezen altér
bazisa.
Legyen ¢ € Ly NL,, akkor egyik oldalrdl Iéteznek olyan @q, ao valds szamok, hogy
C=ma +aya, = (Tay +10a, 204 — a0y, 4,1 — 205,21 —6at5),
a masik oldalrél pedig a ¢ vektor komponensei kielégitik az (3)-es rendszert. Behelyettesitve a ¢ vek-

tor komponenseit ezen rendszer minden egyenletébe, megkapjuk az aldbbi egyenletrendszert:

o — ay =0,
10¢; —10c, =0,
10y —10a, =0,
1ley —11ex, =0.

Innen az kovetkezik, hogy o4 =a,, vagyis C=aq(a;+a,) . Ezért a cjg=a;+a, =

=(17,1,-4,-1,-5) vektor az L; N L, metszet bazisa, ahol L; és L, az RS tér linearis alterei.

4. A ¢:R3 > R® leképezés minden X =(yy, 79, %3) Vektort o(X)=(x1+ 12+ ¥3, 21— X3
3y, — ) vektorba alakit at (képez). Bizonyitsa be, hogy a ¢ linearis transzformacio lesz! Keresse

meg a vektor képének koordinatainak képletét az R3 tér €;, €,, e; kanonikus bézisdban; az
a=(L11) és e, e,, e; vektorok képét és a ¢ transzformacié matrixat ugyan ebben a bazisban!
Megoldds. Legyen X = (1,72, 3), Y= 1,72,73) — az R3 tér tetszleges vektorai. Akkor
p(X+Y) =0l +r1. 22 +72: 23 +73)1=
=(+n+r2+r2+23+73:200+70) = (x3 +73).3(x2 +72) = +71)) =
=+ 22+ 23221 = 23.322 —x1) + (1 + 72 +73: 271 — 73,372 = 71) = 0(X) + 9(Y) ,
P(AX) =[x, A2, Ax3)l = (Ao + Axo + Az, 2(Ax) — Axz, 3(Ax2) — ) =
=A0a+ 22+ 23:201 = 23,372 — 11) = A9(X),
ahol 1 € R. Tehat ¢ — linearis transzformacio.
Legyen o(X)=y1e1+x' 26 +x'3e5 , ahol  x1,%x2.%x3€R . Amennyiben
e(X) =1+ 22+ %3201 — x3,.3%2 — 1) ¢és a tetszbleges vektor koordinatai az €, €, e; ka-

nonikus bazisban megegyeznek a ¢(X) elemeivel, akkor megkapjuk a vektor képének koordinatainak

képleteit az €, €,, €3 bazisban
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X1= nat+ x2+txs

X2=2n — X3
X3=-x1+3712,
vagy matrix alakban
X1 11 I\(n
221=| 2 0 =1l x|
23) (-1 3 0J)\xs

Egyértelmii lesz, hogy
(p(a) = (3!11 2), Q)(el) = (1121_1) ) (D(GZ) = (11 013)’ (0(63) = (11 -1, 0) .

Amennyiben
(D(el) :1-61 +2'E2 —1‘e3, gﬂ(ez) :1‘e1+0‘e2 +3'e3, Q)(eg) :1'e1—1'e2 +O'e3,

akkor az alabbi matrix

1 1
A, = 0 -1
-1 3 O

a ¢ linearis transzformacié matrixa lesz az €q, €,, €; bazisban.

c sy

5. Hatarozza meg az R® vektortér azon ¢ linearis transzformécidjat, amely az & =(1,11) ,
a,=(1,0,0), a;=(2,2,1) bazis vektorokat megfeleléen ezen tér by =(0,0,0) , b, =(1,0,0) ,
b; = (L, 1,0) vektoraiba alakitja 4t! Keresse mega ¢ transzformacié matrixataz &, a,, a3 bazisban!
Megoldds. Legyen a=oa; +a,a, +azdg — az R® vektortér tetsz8leges vektora.
Megvizsgaljuk a @:R3> > R®> leképezést, amely minden a=a; +a,a, +azas Vvektornak
megfeleltet egy @(a) = aqb; + a,b, + a3by vektort. Bebizonyitjuk a leképezés linearissagat. Legyen
b= B3, + fra, + 33 — ugyszintén az R3 vektortér tetszéleges vektora. Akkor
p(@+b) =pl(ay + fr)ag +(az + Br)ay +(az + f3)az] =
= (a1 + f1)by + (@ + f2)by + (a3 + B3)by =
= (onby + apby +azhs) + (Biy + B2b; + B3bg) = (@) + (b)),
p(1a) = p[(Aan)a; + (1ay)a; +(Aaz)az] = (Aay )by + (Aap)b, + (Aag)bs =
= A(agby + asby + azbs) =Agp(a) (4 € R).

Tehat ¢ — linearis transzformacio. Nyilvanvalo, hogy ¢(a;) =by, ¢(ay) =b,, ¢(az) =bs.
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Megkeressiik a ¢ transzformdacié matrixat az a;, a,, a3 bazisban. Ehhez kiszdmitjuk a bazis-
vektorok képeinek koordinatait ebben a bazisban. Legyen
p(ay) =by = 7118 +72185 + 73123,
p(ay) =by =71581 + 75785 + 73783, ®)
¢(a3) = by =7138; + 7238, +73383.
Az a, 8y, &, by, by, by vektorok komponenseibdl felépitve egy matrixot, és ezen matrix sorai fol6tt
elvégezve az elemi atalakitisokat megkapjuk a r; ; (i, j =1,2,3) koordinatak értékeit, amelyek

kielégitik a (5)-0s egyenldségeket.

112011 1 1 20 1 1
10200 1|»/0 -1 0|0 -1 O|->
10 1/0 00 0O -1 -1/0 -1 -1
1 0 20 0 1 1 00(0 0 -1
-0 -1 0|0 -1 -0 1 0|0 1 O
0O 0 -1{0 0 -1 0 01|00 1
Tehat
0 0 -1
A(p: 0 1
00 1

—a ¢ transzformacio matrixa az &, @y, a3 bazisban.

6. Legyen ¢ linearis transzformaciéja az R vektortérnek, amely az X = (y7, x»,x3) Vektort a

o(X) =(x1— X2, X2 — X3, X3 — x1) vektorba alakitja at,

A=

w N P
P W DN
N P W

— a y linedris transzformacié matrixa ugyan ezen tér & = (L, -11), a,=(2,-11), a3 =(3,-2,3)
bazisaban. Keresse meg az R® tér kanonikus baziséban a ¢, v, p+y, 0 —v , oy, we linearis
transzformaciok matrixait!

Megoldas. Amennyiben
¢7(91)=(1a0,—1)= 1e1+0e2 —163,
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p(e3)=(0,-11) = 0-¢;-1-e, +1-e5,

akkor
1 -1 O
A(p = 0 1 -1
-1 0 1

—a ¢ transzformacid matrixa a kanonikus bazisban.

Megkeressiik az atmeneti matrixot az a;, ay, a3 bazisbol az €, €,, e; kanonikus bazisba.

Vilagos, hogy

1 2 3
Ti=]-1 -1 -2
1 1 3

— az atmeneti matrix az €;, €,, €; bazisbdl az a;, ay, a3 bazisba. Kiszamitjuk a T matrixot, amely

-1 e
a T~ matrix inverze.

1 2 3|1 00 1 2 3 100
-1 -1 -2|10 1 0(>|0 11 110>
1 1 3,001 0 -1 0|-101
1 01(-1 -220 1 00|-1 -3 -1
-»/011} 1 10|01 0] 1 0 -1
001 0 11 001 0 1 1
Innen
-1 -3 -1
T= 1 0 -1
o 1 1

A y transzformacio A, matrixa a kanonikus bazisban egyenld lesz

-3 -31 -14
A, =TAT=| 2 19 8|
~4 -26 -10

Ezutan megkeressik a o+, ¢~y , oy ,yep transzformacioknak megfeleld A,,,, A, ,

A

oy Ay, Matrixokat az €1, €, e3bazisban
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Apry =A,+A, = 2 20 7| A, , =A,-A =|-2 -18 -9,

-5 -26 -9 3 26 11
-5 —-50 -22 11 -28 17
Ay =A,A, = 6 45 18|, A,=AA,=|-6 17 -11
-1 5 4 6 —22 16
7. Legyen
12 3 4
-2 1 -1 -3
A=
10 1 2
2 1 3 5

crer

az Imgp ¢és a Kerg alterek bazisat és dimenzigjat! Gy6zodjon meg arrdl, hogy dim Ime +
dim Ker¢g = dim R*!

crer

meg. Ehhez klszamltjuk az A matrix rangjat.

! 1257&0 —  2<r(A)<4;

—2
12 3|1 0 o0 12 41]1 0 0
5 5 5 5
2 1 -1=]-2 5 5= =0,]-2 1 -3=]-2 5 5= -0,
—2 -2 —2 -2
—2 10 2 |1 -2 -2
0 0 12 4|1 0 o0
5 5 5 5
—2 1 5 5= =0,-2 1 -3=-2 5 5= =0.
-3 -3 -3 -3
3 -3 2 1 5 |2 -3 -3

Tehat r'(A) =2. Ezért dimImg = 2 ésa ¢(C;), ¢(C,) vektorrendszer az Img képtér bazisa.

Most a Kerg nulltér bazisat keressilk meg. Legyen X = y1C; + ¥2Co + ¥3C3 + ¥4Cs — @ @

linedris transzformacio Kerg magjanak tetszéleges eleme. Akkor ezen vektor xq1, ¥2, ¥3, Xa

koordinataira igaz az alabbi egyenldség

12 3 4\(n 0

-2 1 -1 -3|| 1 _ 0 (6)
10 1 2|y 0
2 1 3 5)\x 0

Megoldjuk a (6)-0s linearis homogén egyenletrendszert a ¥1 , X2 , ¥3, Xa VvaltozOkra.

Amennyiben
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1 2
-2

— az A maximalis rendli matrixanak aldeterminansa nem egyenlé nullaval (rangot meghatirozé

aldeterminans), akkor az (6)-0s egyenletrendszer ekvivalens a kovetkez6 egyenletrendszerrel:
{ X1+2x2 =—3x3—4x4,
—2x+ X2= X3+3xa
Innen
{212_13_21¢
X2 =—X3~ Xa
Tehat a Kerg bazisat az u; =—C; —Cy +C3 , Uy =—2C; —C, +C4 elemek alkotjak.

dim Kerg = 2 és az Uy, U, vektorrendszer a Kere nullltér bazisa.

8. Legyen
1 1 1 1
1 1 -1 -1
A:
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

—az R* vektortér ¢ linearis transzformacié matrixa a kanonikus bazisban. Keresse meg a ¢?

Ezért

3
y @,

o linearis transzformaciok maétrixait ebben a bazisban és gy6z6djon meg arrol, hogy f (@) =0,

ahol f —a ¢ transzformacio karakterisztikus polinomja! Hatdrozzamega ¢ transzformacio osszes

sajatértékét €s 0sszes sajatvektorat!

Megoldds. Legyenek A¢2 , Aq)s, A¢4 — megfeleléen a @2, @3, @* transzformiciok

matrixai a kanonikus bazisban. Akkor

1 0 0O 1 1 1
2 0100 1 -1 -1
A,=A"=4 , As=A,A=4 )

¢ 0 010 4 4 1 -1 1 -1
0 001 1 -1 -1 1

1 000

0100

A4:A3A:16 .
4 ¢ 0 010
0 001

Megkeressiik a ¢ transzformacié f (A1) karakterisztikus polinomjat
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-2 1 1 0 2-4 2-2 1-(1-2)°
11-2 -1 -1 |o 2-2 0 —2+2
1 -11-2 -1 o 0 2-4 —2+2
1 -1 -11-4 |1 -1 -1 1-2

11 2
=—2-2)%1 0 -1=(1-2°%0U1+2).
01 -
Kiszamoljuk f(A) -t
1 01 1 18 1 01 1 1
s | 1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1
(A-2E)° = =16 :
1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1
1 -1 -1 1 -1 -1 -1
3 1 1 1
1 3 -1 -1
(A+2E) = :
1 -1 3 -1
1 -1 -1 3

f(A) =(A-2E)3(A+2E)=0.
Innen, valamint a transzformdaciok folotti és azok matrixai f6lotti miiveletek kozotti kapcsolatabol
kovetkezik, hogy f(¢)=0.
Nyilvanvalo hogy, 44 =2, 4, =—-2 — a ¢ transzformacié sajatértékei. Megkeressik a
sajatvektorokat, amelyek ezekhez a sajatértékekhez tartoznak. El6bb a A; =2 esetet vizsgaljuk.

Megoldjuk az alabbi egyenletrendszert:

Q-2)x + Xo + X3 + X4 =0,
X +(1-2)X, — X3 — X4 =0, )
Xp — Xo +(1—2)X3 — X4 =0,
Xg — X9 — X3+ (1—2)x4 =0,

Konnyen észrevehetd, hogy a (7)-es rendszer ekvivalens a kovetkezd egyenlettel:
Ezért az U; =(1,1,0,0), u, =(1,0,1,0), uz =(10,0,1) vektorok a (7)-es rendszer megoldasainak

fundamentalis rendszerét alkotjak. Tehat, ezen rendszer barmely nem nulla X megoldasat fel lehet

irni a kovetkezdképpen:

X= Uy +yoUs +y3U3, (8)
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ahol 7, 75, 73 — valamilyen valés szamok, amelyek egyszerre nem egyenldk nullaval. fgy a ¢

transzformacio sajatvektorai, amelyek a A4; = 2 sajatértékhez tartoznak, a (8)-as alakban megadott
vektorral fejezddnek ki.
Most megkeressiik a ¢ transzformacid sajatvektorait, amelyek a A, =—2 sajatértéknek

tartoznak meg. Ehhez megoldjuk a kovetkezd egyenletrendszert:

3X1+ X2+ X3+ X4:0,
Xl+3X2— X3— X4:0, (9)

Xp— Xp +3X3 — X4 =0,
X1 — Xp — X3 + 3%, =0.

Elvégezziik a kovetkez6 atalakitasokat (9)-es rendszer matrixanak sorain

3 1 1 1, (0 4 4 -8

1 3 -1 -1 0O 4 0 -4
- -

1 -1 3 -1 0O 0 4 -4
1 -1 -1 3 1 -1 -1 3

1 -1 -1 3
100 1

O 1 1 -2
-0 1 0 -1

0O 0 -1 1
0 0 1 -1

O 0 1 -1

Innen az kovetkezik, hogy V =(-1111) —a (9)-es rendszer megoldasainak fundamentalis rendszere.
fgy a (14)-as rendszer barmilyen nem nulla megoldasa felirhat6 a kovetkezéképpen:

x=7(-1111) (y e R,y # 0).

9. Az R* euklideszi tér L altere az

X1+2X2—X3+ X4:0,
2X1 + 3X2 + 4X3 - X4 = O, (10)
X1+ X2 +5X3—2X4 :O,

egyenletrendszer megoldasainak a tere. Keresse meg az L altér Lt ortogonalis komplementerét az

R* térben és a C=(-24,20,5,-1) vektor vetilletét az L altérre és az 6 L' ortogonalis

komplementerére!

Megoldas. Az L homogén egyenletrendszer megoldasainak terének Lt ortogonalis
komplementere megegyezik azzal a burokkal, amely ezen rendszer matrixanak soraira van felépitve.
El6bb megtalaljuk a (10)-es rendszer matrixanak rangjat
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12 -1 1
A=|2 3 4 -1
11 5 -2
Amennyiben
3 IR S I 2 3 4-0
2 3_ ] — I - - I
11 5 1 1 -2

akkor r(A)=2 ¢ésaz a; =(1,2,-11), a, =(2,3,4,—1) vektorrendszer az LY tér béazisa.

Legyen by, b, az L tér bazisa, vagyis a (10)-es rendszer megoldasainak fundamentalis
rendszere. Akkor a;, @,, by, b, —az R* tér bazisa és

C=ay +apay + fiby + By (11)

ahol a1, oy, py, B> € R.

Legyen c', ¢c" — a C vektor vetiiletei megfeleléen az L, L' altereken. Akkor c = c+c" és
C'= piby + Bob,, C'=aqay +ara, . El6bb kiszamitjuk az oy, oo egyiitthatokat. Ehhez skalarisan
megszorozzuk a (11)-es egyenletetaz a;, a, vektorokra. Megkapjuk a kovetkez6 egyenletrendszert

(al,C) =a1(al,a1)+a2(a1,a2), — 10=7O(1+ 3(12,
(az,C) :al(az,a1)+a2(a2,a2); 33=3a1+300{2

Innen o =09 =1. Tehat C'= d+ay = (3,5,3, O) és c'=c-cC'= (—27,15,2,—1) .

10. Az R* euklideszi térben ortonormalizalja az alabbi vektorrendszert:
8 =(1234)), a, =(0,5,0,5), a3 =(8,10,-8,14) !

Megoldas. Mint ismeretes, az ortogonalizdcié eljaras csak a linedrisan fiiggetlen

vektorrendszereknél hasznalhato. Ezért elobb kiszamoljuk az alabbi matrix rangjat:

1 2 3 4
A=|0 5 0 5|
8 10 -8 14

Konnyen kiszamithaté, hogy az I(A) =3 és az aj, @, , a; vektorok linearisan fiiggetlen rendszert
alkotnak.
A keresett ortogonalis vektorrendszer elsé C; vektoranak értékéiil az a; vektort vessziik
c=a;=01234).

Ezutan a C, vektort keressiik a C;és @, vektorok linearis kombinacidjaként
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C2 = ﬂ,_(LZ)Cl =+ az .
Ahhoz, hogy a ¢, vektor ortogonalis legyen a C; vektorhoz, teljesiilnie kell az alabbi feltételnek:
(c1.¢2) = (c1. A7) +a,) = 242 (¢1,¢1) +(c1,8,) = 0.
Innen

(cp8)  1-042.5+3-0445 30

—_Z_.
(c1,¢1) 12 422 432442 30

2
-

Tehat, ¢, =— ¢, +a, =(-1,3,-3,1).
A c;3 vektort keressiik a C;, Cyés az a3 vektorok linedris kombinacidjaként
C3 = ﬂf)cl + 2(23)02 +ag-
Ahhoz, hogy a c, vektor ortogonalis legyen a C,, C, vektorokhoz, teljesiilniiik kell az alabbi

feltételeknek:

(c1,¢3) = (e, ¢, + A0¢, + a3) = A3 (cp,00) + A2 (1, ¢5) + (1, 83) = 0,

(C2,C3) = (€2, A%¢; + APc, + a3) = A5 (c,, 1) + A (c,,¢5) + (Cp,83) = 0.

Innen
/qg) _ (ca3)  1-8+2-10+3-(-8)+4-14 60 _
(c1,¢1) 12422 +32 442 30
Pl :_(cz,a3) :_—1-8+3~10+(—3)~(—8)+1-14 :_@_
(c2.¢2) (-1) + 32 + (-3)? +1 20
fgy

C3 =-2¢,—3c, +a3=(9,-3,-5,3).

Felépitettiink egy 0j parosaval ortogonalis nem nulla vektorokbol 4116 rendszert

c;=(1234),
c, =(-1,3,-31),
C3=(9,—3,-5,3).

Ahhoz, hogy a kapott rendszerbdl ortonormalizalt rendszert kapjunk, a C,, C,, ¢, vektorokat

elosztjuk sajat normajukra.

Jea]l = V(erier) = /30, lea|| = 245, les]| = 2+/31 .
Akkor
quLz(l 2 3 4j
les] (/30" /30 V30 'V/30 )
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b:c_zz(_l 3 3 1]
27 lea] " 205" 205" 245" 245

b _ GCs =£ 9 3 5 3 j
3 Jes] 231 2431 2431 2431

— a keresett ortonormalizalt vektorrendszer.

11. A C[Zal] euklideszi térben, mely az Gsszes olyan fliggvény tere, melyek négyzete integralhato,
ortogonalizaljaa p; =1, P, =X, p; = x?, p, = x* polinomok rendszerét!

Megoldas. Ahogy az el6z0 példaban is, feltessziik, hogy

by =py =1, b, = 2A%b, + p, .
1
1 X2
dex >
Megkeressiik a ﬂ,&z) _ P2b) o “h :_%.

1
(b, by) J10x 1

Ezért b, = —% +X. A by vektort a kdvetkez6 alakban fogjuk keresni:

by = AV, + APb, + ps.

Hasonléan az el6z6 példahoz a 4%, 2 egyiitthatokat a kovetkezSképpen szamitjuk ki:

1 1
szdx ot Ixz(— —+ xjdx

%3):_(p3,b1):_0 :_X_ :_1 1(3)__(p3,b2)

1
o .
Gy T3, 32 (b }( -
0

2 1
oo 5

I\J\H
[EEN

Tehat

b3:—l+1—x+x2:1—x+x2.
3 2 6

A by = A + 250, + 2Pbs + p, vektor A | AP A egyiitthatoit az alabbi képletek

segitségével szamitjuk ki:

1 1
3 3
x°>dx 1 X (—+ xjdx 3
I ) 1 g 4

2](-4)=_(p4’bl)=_0 :_X_ :__71(4):_(p4,b2) =__O:_g,
(b1, by) 1 410 4777 (b)) Roo1 )2 1 10
[(-3ex)oc 1
0
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_(Pasb3) %
(bs, b3) 1(1
i

4
-

fgy

12. Keresse meg a valos szamok teste felett az f(xy,X,,X3) = X2 + 2X3 — X2 + 2% X5 — 4X, X3
kvadratikus alak normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformacioit, amelyek ehhez az alakhoz

vezetik az f alakot!

crer

transzformacidhoz:
Y1 =X + Xp,
Yo =Xy,
Y3 = X3,
vagyis az alabbi transzformaciot:
X1 =Y1 = Y2,
X2 =Yo,
X3 = Y3,
az alabbi matrixszal:
1 -1 0
A=|0 10
0

Ami utan azt kapjuk, hogy
f =y —2y1yp + Y5 +2y5 —y5 +2y1y, —2y5 —4y,y3 = y£ + Y5 —y5 —4Y, Y-

Feltéve, hogy

1 =Y,
Z; =Y, —2Y3,
i3 =Y3,

vagyis elvégezve az ismeretlenek linedris transzformacidit az alabbi matrixszal:

1 0O
B:O:I-Za
0 0 1

az T kvadratikus alakot a kovetkezd alakhoz hozzuk:
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f= 212 +z§ +4z,24 +4z§ —23? —42223—8z§ = 212 +z§ —523?.

Végiil, elvégezziik az alabbi transzformaciot:

Zl=U1,
Zy =Uy,
2=y
3 \/g 3
az alabbi matrixszal:
1 0 O
C=/01 O
00 L
J5

Eredményiil megkapjuk az f kvadratikus alak kanonikus alakjat

f =u? +us —us.

A
1 -1 0)(1 0 0)|1 0 O
Q=ABC=|0 1001201&)=

00100100E

1

1—1—2$

2012?

0 O E

matrix az ismeretlenek linearis transzforméacionak matrixa, ami az f kvadratikus alakot kanonikus

alakba vezeti at.

13. A 9(Xq, X, X3,X4,Xs5) kvadratikus alak, amely az alabbi matrixszal van megadva:

3 -2 1 0 0
-2 3 -2 1 0
1 -2 3 -2 1f,
0o 1 -2 2 -1
o 0 1 -1 1

51




pozitiv definit, negativ definit vagy indefinit?

Megoldas. Kiszamitjuk a g(X,X5,X3,X4,X5) kvadratikus alak matrixdnak sarok

aldeterminansait:
3=3>0 A=l 2 74550
A1_||_ > Y, 2__2 3_ )
3 -2 0 0 8
Ay =1-2 3 -2=0 -1 2/=8>0,
1 -2 3 |11 -2 3
3 -2 1 0
3 -2
-2 3 -2
Ay = =-3 4 -1=4>0,
1 -2 3 -2
4 -5 2
0 1 -2 2
-2 1 0 O
3 -2 1 O
-2 3 -2 1 0 3 -2
-2 3 =2
A= 1 -2 3 -2 1= =|-2 2 -1=1>0.
1 -2 2 -
1 -2 2 -1 1 -1
0 1 -1
0 0 1 -1 1

Amennyiben a g(X;, Xy, X3, X4, X5) kvadratikus alak 6sszes sarok aldeterminansa pozitiv, igy az egy

pozitiv definit kvadratikus alak.
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1. Valtozat

1. Bizonyitsa be, hogy az &, @, , a3, 8, vektorrendszer az R* vektorialis tér bazisa lesz a
valos szamok R teste folott! Keresse meg az X=(yq, x2, ¥3,x4) € R* vektor koordinatainak
képleteit ebben a bazisban! Milyenek lesznek a ¢ € R* vektor koordinatai az a1, Ay, a3, Ay

bazisban?

a;=(2113),a, =(3314), a3 =(1,4,2,4), a, =(412,2), c=(14,6,9,12).

2. Bizonyitsa be, hogy az aj, a,, a3 és a by, by, b; vektorrendszerek az R® vektorialis tér

bazisai! Keresse meg az atmeneti matrixot és a koordinatak atalakitasanak képleteit az egyik bazisbol
valo atmenet soran a masikba. Ezutan hatarozza meg a C=(1,2,3) vektor koordinatait mindkét

bazisban, és ellendrizze le a kapott eredményt a koordinatdk 4talakitasi képleteinek segitségével!
a;=(01-11), a, =(2,-1,-1), az =(3,-21).
b, =(-11,0), b, =(2,-11), b; =(1,0,0)
3. Keresse megaz Ly +L, dsszeg dimenzidjat és bazisat, valamint az RS tér Ly és L, linearis

altereinek L; ML, metszetét, ahol Ly — az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak tere,

L, =(a;,a,) —az 8, &, vektorrendszerbdl eldallitott linearis burok!

T+ 6%y +3 X3+ X4 — X5 =0, a =(4312,-1),
— 5% + Xg+ X4+ X5 =0, a, =(7,-2,-1-10).
6X1+ 6X2 + X3+ X4 :O,

X1 +12X5 + 2X3 +4X4 +3X5 =0;

4. A ¢:R3 - R3 leképezés minden X = (1, ¥», x3) Vektort ¢(x) € R3 vektorba alakit at
(képez). Bizonyitsa be, hogy a ¢ lineéris transzforméacio lesz! Keresse meg a vektor képének koor-
dinatainak képletét az R3 tér ), €,, e; kanonikus bazisdban; az a=(L11) és e, e,, e; vektorok
képét és a ¢ transzformacid matrixat ugyan ebben a bazisban!

o(X) =B —x21+2x2— X3. 203~ X2) -
bazis vektorokat megfeleléen ezen tér by, b, , by vektoraiba alakitja at! Keresse meg a ¢
transzformacio matrixat az 8, a,, az bazisban!
=003-2),a,=(4-21), az =(-4,-11).
b =(-4,-11), b, =(7,-1,0), by = (0,—-1,0).
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6. Legyen ¢ linearis transzformacioja az R® vektortérnek, amely az X = (y7, x5, x3) vektort

a ¢(X) vektorba alakitja at,

R W DN
N P W

— a y lineéris transzformacié matrixa ugyan ezen tér @, ay, a; bazisaban. Keresse meg az R3 tér
kanonikus bazisabana ¢, v, o +w, ¢ — v, oy, ye lineéris transzformaciok matrixait!
P(X) =22 =3x3. 21+ 22 +323. 13— 1) ;
4 =0112), a,=(111), a3=(1,-1,2).

bazisban. Hatarozza meg az Img ¢és a Kerg alterek bazisat és dimenzidjat! Gy6zd6djon meg arrol,
hogy dim Im¢ + dim Ker¢g = dim R*!

—2 -6 -2 4
1 -1 10

A= .
4 -2 -4 3
1 -1 -1 1

8. Legyen A — az R* vektortér ¢ linearis transzformacié matrixa a kanonikus bazisban.
Keresse meg a @2, ¢°, ¢ linedris transzformaciok matrixait ebben a bazisban és gy6z6djon meg

arrél, hogy f(9)=0,ahol f—a ¢ transzformacié karakterisztikus polinomja! Hatirozza mega ¢

transzformacio Osszes sajatértékét €s 0sszes sajatvektorat!

30 -1 0
35 0 -3
A= .
10 1 O
4 3 -1 -1

9. Az R* euklideszi tér L altere az alabb megadott egyenletrendszer megoldésainak a tere.
Keresse meg az L altér Lt ortogondlis komplementerét az R* térben és a ¢ vektor vetiiletét az L
altérre és az 6 L+ ortogonalis komplementerére!

X1+2X2 - X3 + X4:O, C:(_51416|_1)
2X1+3X2 +4X3— X4 =O,
Xg+ Xo +5X3—2X4 =0;

10. Az R* euklideszi térben ortonormalizalja az 8, &,, a3, &, vektorrendszert!
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a=1111), a, =(1,-11-1), a3 =(0,1,1,1), a4 =(0,0,1,1).
11. A C[zay ] euklideszi térben, mely az 6sszes olyan fliggveny tere, melyek négyzete integ-
ralhato, ortogonalizélja a p; =1, P =X, p; =x?, p, = x> polinomok rendszerét (a C[Zay p] tér ket
tetszOleges f és g fiiggvényének skalaris szorzata a kovetkezd modon hatirozhaté meg:

B
(f,9) =] F()g(x)dx )!

B=1.

12. Keresse meg megfeleléoen a valdos és komplex szamok teste felett az f(xq, X, X3)

a=0,

kvadratikus alak normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformacioit, amelyek ehhez az alakhoz
vezetik az f alakot!
f = X7 +2X5 — X3 +2X Xy —4X5 X3
13. A g(xq, %5, X3,%4,%5) = X T AX kvadratikus alak, amely az A matrixszal van megadva, pozitiv

definit, negativ definit vagy indefinit?

3 -2 1 0 1

-2 3 -2 1 0
A= 1 -2 3 -2 1].

o 1 -2 2 -1

0O 0 1 -1 1
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2. Valtozat
1. Bizonyitsa be, hogy az &, @, , a3, 8, vektorrendszer az R* vektorialis tér bazisa lesz a
valos szamok R teste folott! Keresse meg az X=(yq, x2, ¥3,x4) € R* vektor koordinatainak
képleteit ebben a bazisban! Milyenek lesznek a ¢ € R* vektor koordinatai az a1, Ay, a3, Ay
bazisban?
3 =(2122),a,=(2112), ag =(2,2,1,1), a, =(1,1,1,0), c=(1,-11,-1).

2. Bizonyitsa be, hogy az aj, a,, a3 és a by, by, b; vektorrendszerek az R® vektorialis tér
bazisai! Keresse meg az atmeneti matrixot és a koordinatak atalakitasanak képleteit az egyik bazisbol
valo atmenet soran a masikba. Ezutan hatarozza meg a C=(1,2,3) vektor koordinatait mindkét
bazisban, és ellendrizze le a kapott eredményt a koordinatdk 4talakitasi képleteinek segitségével!

a; =(33-2), a, =(1,-13), as =(11,6,2);
b, =(-2,1,4), b, =(3,-2,), by =(-11,7,2).

3. Keresse megaz Ly + L, 6sszeg dimenzidjat és bazisat, valamint az R® tér Ly és L, linedris
altereinek L; N L, metszetét, ahol Ly — az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak tere,
L, =(ay,a,) —az a;, Ay vektorrendszerbdl eldallitott linedris burok!

4xq + X +3%g +5x5 =0, & =(34-7-3-3),
X1+2X2 +2X3 — X5 :O, a2 :(_4’87_81_5!_4)'

2X1 +3Xy +4X3 + X4 +3X5 =0,

2X1 +3Xy +5X3 +2X4 — X5 =0;

4, A ¢:R3® - R3 leképezés minden X = (1, ¥,, x3) Vektort ¢(x) € R® vektorba alakit at
(képez). Bizonyitsa be, hogy a ¢ linearis transzformacio lesz! Keresse meg a vektor képének koor-
dinatainak képletét az R3 tér €;, €,, e; kanonikus bazisdban; az a=(L11) és e, e,, e; vektorok
képét és a ¢ transzformacié matrixat ugyan ebben a bazisban!

e =2~ 22— X320~ 202+ X3: Ja + X2 —223) -
bazis vektorokat megfeleléen ezen tér by, b, , by vektoraiba alakitja at! Keresse meg a ¢

transzformacid matrixat az a;, a,, a3 bazisban!

a =(L-11), a, =(10,1), a; =(2,-11);
b =112, b, = (L11), bs = (1,1,0).
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6. Legyen ¢ linearis transzformacioja az R® vektortérnek, amely az X = (y7, x5, x3) vektort

a ¢(X) vektorba alakitja at,

R W DN
N P W

— a y lineéris transzformacié matrixa ugyan ezen tér @, ay, a; bazisaban. Keresse meg az R3 tér
kanonikus bazisabana ¢, v, o +w, ¢ — v, oy, ye lineéris transzformaciok matrixait!
p()=@2x1= 222202~ X3 1+ X2+ 23) 5
=111, a, =(2,11), a3 =(3,2,3).

crer

bazisban. Hatarozza meg az Img és a Kerg alterek bazisat és dimenzidjat! Gy6zd6djon meg arrol,

hogy dim Im¢ + dim Ker¢g = dim R*!

111

2 -1 3 1
A:

2 1 4

3 3 5 6

8. Legyen A — az R* vektortér ¢ linearis transzformacié matrixa a kanonikus bazisban.
Keresse meg a @2, ¢°, ¢ linedris transzformaciok matrixait ebben a bazisban és gy6z6djon meg
arrél, hogy f(9)=0,ahol f—a ¢ transzformacié karakterisztikus polinomja! Hatirozza mega ¢

transzformacio Osszes sajatértékét €s 0sszes sajatvektorat!

3 1 1 -1
0 -2 -3 O
A= .
0O 3 4 0
1 2 1 1

9. Az R* euklideszi tér L altere az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak a tere.
Keresse meg az L altér Lt ortogondlis komplementerét az R* térben és a ¢ vektor vetiiletét az L

altérre és az 6 L~ ortogonalis komplementerére!

3X1+ X2 + X4:0, C:(2|0|41_1)
5X1 + 2X2 +3X3 - X4 = O,
2X1 + X9 +3X3—2%X4 =0;

10. Az R* euklideszi térben ortonormalizalja az 8, &,, a3, &, vektorrendszert!
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a=00-11-1), a,=(0,-10), a3 =(0,1,11), a4 =(0,0,1,-1).
11. A C[Zay ] euklideszi térben, mely az 6sszes olyan fliggveny tere, melyek négyzete integ-

ralhato, ortogonalizélja a p; =1, P =X, p; =x?, p, = x> polinomok rendszerét (a C[Zay p] tér ket

tetszbleges f és g fiiggvényének skalaris szorzata a kovetkezd modon hatirozhaté meg:
B

(f.9) =] f(x)g(x)dx )!
o

a=-1, ,B =0.

12. Keresse meg megfeleléoen a valdos és komplex szamok teste felett az f(xq, X, X3)
kvadratikus alak normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformaciodit, amelyek ehhez az alakhoz
vezetik az f alakot!

f = —x2 +3X5 + X5 — 4% X, +6X; X3
13. A g(x9, %, %3,%4,%5) = X T AX kvadratikus alak, amely az A matrixszal van megadva,

pozitiv definit, negativ definit vagy indefinit?

3 0 1 -2 0
o 2 -2 1 -1
A= 1 -2 3 -2 1].
-2 1 -2 3 0

0 -1 1 0 1
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3. Valtozat

1. Bizonyitsa be, hogy az &, @, , a3, 8, vektorrendszer az R* vektorialis tér bazisa lesz a
valos szamok R teste folott! Keresse meg az X=(yq, x2, ¥3,x4) € R* vektor koordinatainak

képleteit ebben a bazisban! Milyenek lesznek a ¢ € R* vektor koordinatai az a1, Ay, a3, Ay
bazisban?
3 =111, a, =(L,-11,-1), a, =(2,1,11), a, =(3,4,1,1), ¢=(3,-3,0,12) .
2. Bizonyitsa be, hogy az aj, a,, a3 és a by, by, b; vektorrendszerek az R® vektorialis tér
bazisai! Keresse meg az atmeneti matrixot és a koordinatak atalakitasanak képleteit az egyik bazisbol

valo atmenet soran a masikba. Ezutan hatarozza meg a C=(1,2,3) vektor koordinatait mindkét
bazisban, és ellendrizze le a kapott eredményt a koordinatdk 4talakitasi képleteinek segitségével!
a;=(01-11), a, =(-1,2,0), a; =(0,1,2);
b =(@1-11), b, =(2,-1,0), b; =(3,-2,0).

3. Keresse megaz Ly + L, 6sszeg dimenzidjat és bazisat, valamint az R® tér Ly és L, linedris
altereinek L; ML, metszetét, ahol L; — az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak tere,
L, =(a;,a,) —az 8, &, vektorrendszerbdl eldallitott linearis burok!

X, +2X, + X3 — X4 +3x%g =0, a =(7,-412)),
X1 + Xo +3X3 +2X4 :O, a2 :(10)01_61_11_2)
2X1 +3X2 +5X3 + 2X4 - X5 = O,
3Xy +5X, +6X3+ X4 +2X5 =0;

4. A ¢:R3 - R3 leképezés minden X = (y3, 75, x3) Vektort ¢(x) € R3 vektorba alakit 4t
(képez). Bizonyitsa be, hogy a ¢ lineéris transzforméacio lesz! Keresse meg a vektor képének koor-
dinatainak képletét az R3 tér €}, €,, e; kanonikus bazisdban; az a=(L11) és e, e,, e; vektorok
képét és a ¢ transzformacid matrixat ugyan ebben a bazisban!

o) =Ca—X2— X3+ 2= 23—~ X2+ X3) -
bazis vektorokat megfeleléen ezen tér by, b, , by vektoraiba alakitja at! Keresse meg a ¢
transzformacid matrixat az 8, a,, az bazisban!
a;=(01-11), a, =(2,1,-1), a3 =(3,01);
b =(-111), b, =(0,-11), b; =(-10,2).

6. Legyen ¢ linearis transzformacidja az R® vektortérnek, amely az X = (1, ¥», x3) Vektort
a ¢(X) vektorba alakitja 4t,
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1
w N P
Pow N
N oW

— a y linedris transzformacié matrixa ugyan ezen tér @, dy, a3 bazisaban. Keresse meg az R3 tér
kanonikus bazisabana ¢, v, p+w, ¢ — v, oy, ye lineéris transzformaciok matrixait!

e =+ 22+ 23200~ 23372 = 1)

a=01-11), a,=(-12,0), a3=(0,1,2) ..

crer

bazisban. Hatarozza meg az Img ¢és a Kerg alterek bazisat és dimenzidjat! Gy6zdodjon meg arrol,

hogy dim Im¢ + dim Ker¢g = dim R*!

1 1 1 2
0o -1 2 1
A= :
1 0 3 3
-1 -1 -1 -2

8. Legyen A — az R* vektortér ¢ lineéris transzforméacié maétrixa a kanonikus bézisban.
Keresse meg a o2, ¢°, ¢ linedris transzformaciok matrixait ebben a bazisban és gy6z3djon meg

arrél, hogy f(9)=0,ahol f—a ¢ transzformacié karakterisztikus polinomja! Hatirozza mega ¢

transzformacio Osszes sajatértékét és dsszes sajatvektorat!

-1 2 3 1
0 -2 0 -3
A= .
-3 15 1
0O 30 4

9. Az R* euklideszi tér L altere az alabb megadott egyenletrendszer megoldésainak a tere.
Keresse meg az L altér Lt ortogonalis komplementerét az R* térben és a ¢ vektor vetiiletét az L

altérre és az 6 L~ ortogonalis komplementerére!

Xl +3X3 +3X4:0, C:(511|_4;O)
33X+ Xo + X4 =0,
5% +2X9 —=3X3 — X4 =0;

10. Az R* euklideszi térben ortonormalizalja az &;, ay, a3, 8, vektorrendszert!

8 =(-1-111), a, =(1,0,-10), a3 =(1,1,1,0), a4 =(1,0,0,-1).
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11. A C[zay ] euklideszi térben, mely az 6sszes olyan fliggveny tere, melyek négyzete integ-

ralhato, ortogonalizélja a p;=1, Py =X, p; =x?, p, = x> polinomok rendszerét (a C[Zay ] tér ket

tetsz8leges f és g fiiggvényének skalaris szorzata a kovetkezd moédon hatdrozhatd meg:
B

(f.9)=] f(x)g(x)dx )!
[24

a=1, ﬁ =2,
12. Keresse meg megfeleléen a valos és komplex szamok teste felett az (X, Xy,X3)

kvadratikus alak normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformécioit, amelyek ehhez az alakhoz

vezetikaz f alakot!
f = xZ — X5 +3%x5 —4x Xy + 2X X3 -
13. A g(x9, %, %3,%4,%5) = X T AX kvadratikus alak, amely az A matrixszal van megadva,

pozitiv definit, negativ definit vagy indefinit?

-3 2 1 0 0
2 -3 0 1 0
A=l 1 0 -3 0 1|
o 1 0 -2 -1
o 0 1 -1 -1
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4. Valtozat
1. Bizonyitsa be, hogy az &, @, , a3, 8, vektorrendszer az R* vektorialis tér bazisa lesz a
valos szamok R teste folott! Keresse meg az X=(yq, x2, ¥3,x4) € R* vektor koordinatainak

képleteit ebben a bazisban! Milyenek lesznek a ¢ € R* vektor koordinatai az a;, @, , a3, a4
bazisban?

a=(-12,21), a, =(0,3,2,1), a3 =(1,1,4,2), a, =(1,-2,1,3), ¢ =(2,-4,5,6).

2. Bizonyitsa be, hogy az a;, a,, a; és a by, b,, by vektorrendszerek az R® vektorialis tér
bazisai! Keresse meg az atmeneti matrixot €s a koordinatak atalakitdsdnak képleteit az egyik bazisbol

vald atmenet soran a masikba. Ezutdn hatdrozza meg a C= (1,2,3) vektor koordinatait mindkét
bazisban, ¢s ellendrizze le a kapott eredményt a koordinatak atalakitasi képleteinek segitségével!
3 =(01-1-1), a, =(-1,2,0), a; =(0,1,0);
b =101, b, =(1,-12), by =(2,-1,4).

crer

3. Keresse megaz Ly + L, 6sszeg dimenzidjat és bazisat, valamint az R® tér Ly és L, linedris
altereinek L; N L, metszetét, ahol Ly — az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak tere,

L, =(ay,a,) —az a;, Ay vektorrendszerbdl eldallitott linedris burok!

X1+ X2+ X3 + X4+ X5 :O, alz(_5’4711213)’
2X1 +3X2 + 2X3 — X4 + 2X5 = 0, a2 = (1!1111111)'
X1 + 2%, +2X4— X5 =0,

3X; +5X, +2X3+ X4+ X5 =0;

4, A ¢:R3® - R3 leképezés minden X = (1, ¥», x3) Vektort ¢(x) € R® vektorba alakit 4t
(képez). Bizonyitsa be, hogy a ¢ linearis transzformacio lesz! Keresse meg a vektor képének koor-
dinatainak képletét az R3 tér €, €,, e; kanonikus bazisdban; az a=(L11) és e, e,, e; vektorok
képét és a ¢ transzformacié matrixat ugyan ebben a bazisban!

p()=(n—22: 22 = X3 21— X3) -
bazis vektorokat megfeleléen ezen tér by, b, , by vektoraiba alakitja at! Keresse meg a ¢

transzformaci6 matrixat az a;, a,, a3 bazisban!
a]_:(l,—l,l), a2 :(2,—1,0), a3 :(3,—2,0);
b, =(-10,1), b, =(0,0,0), b; =(0,11).
6. Legyen ¢ linearis transzformacidja az R3 vektortérnek, amely az X = (1, 7>, x3) Vektort

a ¢(X) vektorba alakitja at,
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— a y linedris transzformacié matrixa ugyan ezen tér @, dy, a3 bazisaban. Keresse meg az R3 tér
kanonikus bazisabana ¢, v, p+w, ¢ — v, oy, ye lineéris transzformaciok matrixait!
p()=Qu—x2 =220+ 23 21+ X2 = 2%3)
a=11-1), a,=(-12,0), a3 =(0,1,0).

crcr

bazisban. Hatarozza meg az Img és a Kerg alterek bazisat és dimenzidjat! Gy6z46djon meg arrol,

hogy dim Img + dim Ker¢g = dim R*!

-1 -1 -1 -1
2 3 1 2
A= .
1 2 0 1
0 1 -1 0

8. Legyen A — az R* vektortér ¢ linearis transzformacié matrixa a kanonikus bazisban.
Keresse meg a o2, ¢°, ¢ linedris transzformaciok matrixait ebben a bazisban és gy6z3djon meg
arrél, hogy f(9)=0,ahol f—a ¢ transzformacié karakterisztikus polinomja! Hatirozza mega ¢

transzformacio Osszes sajatértékét és dsszes sajatvektorat!

4 0 3 O
13 1 -2
A= .
-3 0 -2 O
-1 2 1 1

9. Az R* euklideszi tér L altere az alabb megadott egyenletrendszer megoldésainak a tere.
Keresse meg az L altér Lt ortogonalis komplementerét az R* térben és a ¢ vektor vetiiletét az L

altérre és az 6 L+ ortogonalis komplementerére!
X +Xp+2X3— X, =0, €¢=(1—-2,-4)5).
33X + Xy — X3 +2X4 =0,
X1 —Xo —5X3 +4X%, =0;

10. Az R* euklideszi térben ortonormalizalja az 8, ay, a;, 8, vektorrendszert!

a=011-1,-1, a, =(1,0,1,0), a3 =(1,1,0,1), a, =(1,1,0,0).
11. A C[Zay ] euklideszi térben, mely az 6sszes olyan fliggveény tere, melyek négyzete integ-

ralhato, ortogonalizélja a p;=1, Py =X, p; =x?, p, = x> polinomok rendszerét (a C[Zay ] tér két
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tetsz8leges f és g fiiggvényének skalaris szorzata a kovetkezd moédon hatdrozhatd meg:
B

(f.9)=] f()g(x)dx )!
o

a=-2, B=-1
12. Keresse meg megfelelden a valos és komplex szamok teste felett az f(xq,Xs,X3)
kvadratikus alak normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformécioit, amelyek ehhez az alakhoz
vezetik az f alakot!
f = x12 + 2x§ —3x§ —6X Xy —4X5X3-
13. A g(xg, %y, %3,%4,%5) = X T AX kvadratikus alak, amely az A matrixszal van megadva,

pozitiv definit, negativ definit vagy indefinit?

-3 0 1 2 0
0O -2 0 1 -1
A=l 1 0 -3 0 1|
2 1 0 -3 O
0O -1 1 0 -1
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5. Valtozat

1. Bizonyitsa be, hogy az &, @, , a3, 8, vektorrendszer az R* vektorialis tér bazisa lesz a
valos szamok R teste folott! Keresse meg az X=(yq, x2, ¥3,x4) € R* vektor koordinatainak
képleteit ebben a bazisban! Milyenek lesznek a ¢ € R* vektor koordinatai az a1, Ay, a3, Ay
bazisban?

a;=(3,-113), a, =(2,0,6,1), a3 =(L,-111), a, =(2,411), c=(2,4,3,-1).

2. Bizonyitsa be, hogy az a;, a,, a; és a by, b,, by vektorrendszerek az R® vektorialis tér
bazisai! Keresse meg az atmeneti matrixot €s a koordinatak atalakitdsdnak képleteit az egyik bazisbol

vald atmenet soran a masikba. Ezutdn hatdrozza meg a C= (1,2,3) vektor koordinatait mindkét
bazisban, ¢s ellendrizze le a kapott eredményt a koordinatak atalakitasi képleteinek segitségével!
a1=(0,1,2), a2 :(1,—2,—1), a3:(1,—1,2);
b, =(-11,0), b, =(2,-11), b; =(10,2).

3. Keresse megaz Ly + L, 6sszeg dimenzidjat és bazisat, valamint az R® tér Ly és L, linedris
altereinek L; ML, metszetét, ahol L; — az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak tere,
L, =(ay,a,) —az a;, Ay vektorrendszerbdl eldallitott linedris burok!

¥ +3X, — X4— X5=0, a =(11110),
X1+ X2 +2X3—3X4 +3X5 :O, a2 :(2111_111!1)'
2% +3Xy +2X3 — X4 +2X5 =0,
3% +6X5 +2X3 —2X4 + X5 =0;

4, A ¢:R3® - R3 leképezés minden X = (1, ¥», x3) Vektort ¢(x) € R® vektorba alakit 4t
(képez). Bizonyitsa be, hogy a ¢ linearis transzformacio lesz! Keresse meg a vektor képének koor-
dinatainak képletét az R3 tér €, €,, e; kanonikus bazisiban; az a=(L11) és e, e,, e; vektorok
képét és a ¢ transzformacié matrixat ugyan ebben a bazisban!

()= (2 +3%3:2002 = X3: X2 + X3) -
bazis vektorokat megfeleléen ezen tér by, b, , by vektoraiba alakitja at! Keresse meg a ¢

transzformaci6 matrixat az a;, a,, a3 bazisban!
3 =01-1-1), a, =(-1,2,0), a; =(0,1,0);
b =(@1-11), b, =(1,0,-1), by =(2,-1,0).
6. Legyen ¢ linearis transzformacidja az R3 vektortérnek, amely az X = (1, 7>, x3) Vektort
a ¢(X) vektorba alakitja at,
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— a y linedris transzformacié matrixa ugyan ezen tér @, dy, a3 bazisaban. Keresse meg az R3 tér
kanonikus bazisabana ¢, v, p+w, ¢ — v, oy, ye lineéris transzformaciok matrixait!
e =01 =22 +2x3: 00— X2 21+ 2%2) 5
a=1-11), ay=(2,-1-1), a3=(3-2,1).

crcr

bazisban. Hatarozza meg az Img és a Kerg alterek bazisat és dimenzidjat! Gy6z46djon meg arrol,

hogy dim Img + dim Ker¢g = dim R*!

-1 -2 -2 -2
1 4 3 4
A= .
o 2 1 2
-1 0 -1 O

8. Legyen A — az R* vektortér ¢ linearis transzformacié matrixa a kanonikus bazisban.
Keresse meg a o2, ¢°, ¢ linedris transzformaciok matrixait ebben a bazisban és gy6z8djon meg

arrol, hogy f(@)=0,ahol f—a ¢ transzformécié karakterisztikus polinomja! Hatarozza meg a ¢

transzformacio Osszes sajatértékét €s 0sszes sajatvektorat!

51 12
0 2 -10
A= .
01 40
-2 1 11

9. Az R* euklideszi tér L altere az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak a tere.
Keresse meg az L altér Lt ortogonalis komplementerét az R* térben és a ¢ vektor vetiiletét az L

altérre és az 6 L~ ortogonalis komplementerére!

X +2X, +3%3+ X, =0, €=(-14,-3,5,0).
X1+4X2 +X4 :0,
_Xl —6X3—X4 :0,

10. Az R* euklideszi térben ortonormalizalja az 8, ay, a;, 8, vektorrendszert!

a; =(L11-1), a, = (1,0,0,1), a5 = (1L,L1,0), a; = (0,1,1,1).
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11. A C[zay ] euklideszi térben, mely az 6sszes olyan fliggveny tere, melyek négyzete integ-

ralhato, ortogonalizélja a p; =1, Py =X, p; =x?, p, = x> polinomok rendszerét (a C[Zay ] tér ket

tetsz8leges f és g fiiggvényének skalaris szorzata a kovetkezd moédon hatdrozhatd meg:
B

(f.9)=] f(x)g(x)dx )!
[24

a=2, ,3 =3.

12. Keresse meg megfeleléen a valos és komplex szamok teste felett az (X, Xy,X3)
kvadratikus alak normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformécioit, amelyek ehhez az alakhoz
vezetikaz f alakot!

f = —xl2 + 4x§ — x§ +8X5X3 —4X X3+
13. A g(xg,%5,%3,X4,%s) = X T AX Kvadratikus alak, amely az A matrixszal van megadva,

pozitiv definit, negativ definit vagy indefinit?

3 -2 11
-2 3 -2 1
A= 1 -2 1 0 -1}.
1 1 01 1
0O 0 -1 1 -1
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6. Valtozat
1. Bizonyitsa be, hogy az &, @, , a3, 8, vektorrendszer az R* vektorialis tér bazisa lesz a
valos szamok R teste folott! Keresse meg az X=(yq, x2, ¥3,x4) € R* vektor koordinatainak

képleteit ebben a bazisban! Milyenek lesznek a ¢ € R* vektor koordinatai az a;, @, , a3, a4
bazisban?

a =(-2,5,0,3), a, =(1,3,2,6), a3 =(1,1,1,0), a; =(2,2,2,2), ¢ =(3,6,9,- 2).

2. Bizonyitsa be, hogy az a;, a,, a; és a by, b,, by vektorrendszerek az R® vektorialis tér

bazisai! Keresse meg az atmeneti matrixot €s a koordinatak atalakitdsdnak képleteit az egyik bazisbol
vald atmenet soran a masikba. Ezutdn hatdrozza meg a C= (1,2,3) vektor koordinatait mindkét

bazisban, és ellendrizze le a kapott eredményt a koordinatak atalakitasi képleteinek segitségével!
a; =(2,11), a, =(13), as =(3,2,9);
by =(111), b, =(2,11), b; =(3,1,3).
3. Keresse megaz Ly + L, 6sszeg dimenzidjat és bazisat, valamint az R® tér Ly és L, linedris
altereinek L; N L, metszetét, ahol Ly — az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak tere,

L, =(ay,a,) —az a;, Ay vektorrendszerbdl eldallitott linedris burok!

X, +2Xy +2X3 +3X,4 +2X5 =0, a =(11112),
X — X +3X, + X5 =0, a;=(0,2,3,4,-6).
3% +3Xy +2X3+ X4 + X5 =0,

2X1 + Xy +2X3+6X%X,4 + 3X5 =0;

4, A ¢:R3® - R3 leképezés minden X = (1, ¥», x3) Vektort ¢(x) € R® vektorba alakit 4t
(képez). Bizonyitsa be, hogy a ¢ linearis transzformacio lesz! Keresse meg a vektor képének koor-
dinatainak képletét az R3 tér €, €,, e; kanonikus bazisdban; az a=(L11) és e, e,, e; vektorok
képét és a ¢ transzformacid matrixat ugyan ebben a bazisban!

()= (201~ 23202 = X3: 21— X3) -
bazis vektorokat megfeleléen ezen tér by, b, , by vektoraiba alakitja at! Keresse meg a ¢
transzformaci6 matrixat az a;, a,, a3 bazisban!
a; =(10,1), a, =(1,-12), ag =(2,-14);
b, =(0,-11), b, =(1,1,0), b; =(1,0,1).
6. Legyen ¢ linearis transzformacidja az R3 vektortérnek, amely az X = (1, 7>, x3) Vektort

a ¢(X) vektorba alakitja at,
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— a y linedris transzformacié matrixa ugyan ezen tér @, dy, a3 bazisaban. Keresse meg az R3 tér
kanonikus bazisabana ¢, v, p+w, ¢ — v, oy, ye lineéris transzformaciok matrixait!
e =Cn-22— 13—+ 22— 23—~ 22+ X3) ;
3 =(211), a, =(113), a3=(3,2,3).

crer

bazisban. Hatarozza meg az Img és a Kerg alterek bazisat és dimenzidjat! Gy6z6djon meg arrol,
hogy dim Im¢ + dim Ker¢g = dim R*!

1

0
A:
1
1

R N P W
N W B
N AN O

8. Legyen A — az R* vektortér ¢ linearis transzformacié matrixa a kanonikus bazisban.
Keresse meg a o2, o>, @* linedris transzformaciok matrixait ebben a bazisban és gy6z6djon meg

arrol, hogy f(@)=0,ahol f—a ¢ transzformécié karakterisztikus polinomja! Hatarozza meg a ¢
transzformacio Osszes sajatértékét €s 0sszes sajatvektorat!

401 0
17 1 -4
-1 0 2 of
14 1 -1

9. Az R* euklideszi tér L altere az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak a tere.
Keresse meg az L altér Lt ortogonalis komplementerét az R* térben és a ¢ vektor vetiiletét az L
altérre és az 6 L+ ortogonalis komplementerére!

2X, +6X, +3x3 +2x, =0, ¢ =(2,8,6,4).
Xg + 2%y +3X3 + X4 =0,
3% +8Xy +6X3+3X4 =0;
10. Az R* euklideszi térben ortonormalizalja az 8, ay, a;, 8, vektorrendszert!
a =(-1111), a, =(1,1,0,0), az =(0,1,0,1), a, =(0,0,1,1).
11. A C[%x, ] euklideszi térben, mely az 6sszes olyan fliggveny tere, melyek négyzete integ-

ralhato, ortogonalizélja a Py =1, P =X, p; =x?, p, = x> polinomok rendszerét (a C[%Z, ] tér ket

tetszOleges f és g fiiggvényének skalaris szorzata a kovetkezd modon hatirozhaté meg:

B
(f,9) =] f()g(x)dx )!
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a=-3, ,B:—Z.

12. Keresse meg megfeleléen a valos és komplex szamok teste felett az (X, Xy,X3)
kvadratikus alak normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformacidit, amelyek ehhez az alakhoz
vezetik az f alakot!

f= —x12 + 3x§ — 3x32 +6X1 X5 + 2Xo X3 —4X X3

13. A g(xq,%5,%3,%4,%5) = X T AX  kvadratikus alak, amely az A matrixszal van megadva,

pozitiv definit, negativ definit vagy indefinit?

-2 3 -2 1 0
3 -2 11 O
A= 1 -2 1 0 -1}.
1 1 01 1
0O 0 -1 1 -1
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7. Valtozat

1. Bizonyitsa be, hogy az &, @, , a3, 8, vektorrendszer az R* vektorialis tér bazisa lesz a
valos szamok R teste folott! Keresse meg az X=(yq, x2, ¥3,x4) € R* vektor koordinatainak
képleteit ebben a bazisban! Milyenek lesznek a ¢ € R* vektor koordinatai az a1, Ay, a3, Ay
bazisban?

a;=(4,-132), a, =(2,31,5), a3 =(2,-3,1,1), a5 =(2,3,2,1), c =(2,-4,3,7).

2. Bizonyitsa be, hogy az a;, a,, a; és a by, b,, by vektorrendszerek az R® vektorialis tér

bazisai! Keresse meg az atmeneti matrixot €s a koordinatak atalakitdsdnak képleteit az egyik bazisbol
vald atmenet soran a masikba. Ezutdn hatdrozza meg a C= (1,2,3) vektor koordinatait mindkét

bazisban, és ellendrizze le a kapott eredményt a koordinatak atalakitasi képleteinek segitségével!
a=0-12), a, =(2,11), as =(3,0,2);
by =(111), b, =(-2,-11), b; =(1,0,3).
3. Keresse megaz Ly + L, 6sszeg dimenzidjat és bazisat, valamint az R® tér Ly és L, linedris
altereinek L; ML, metszetét, ahol L; — az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak tere,

L, =(ay,a,) —az a;, Ay vektorrendszerbdl eldallitott linedris burok!

X +2Xy +3%3+ X4+ X5 =0, a=(11111),
X1+3X2 +4X3 +3X4+2X5:O, a2:(0’_7l612’2)'
X1+ Xo+2X3— X4 =0,

X1 43Xy +3X3 +5X4 +5X5 =0;

4, A ¢:R3® - R3 leképezés minden X = (1, ¥», x3) Vektort ¢(x) € R® vektorba alakit 4t
(képez). Bizonyitsa be, hogy a ¢ linearis transzformacio lesz! Keresse meg a vektor képének koor-
dinatainak képletét az R3 tér €, €,, e; kanonikus bazisdban; az a=(L11) és e, e,, e; vektorok
képét és a ¢ transzformacié matrixat ugyan ebben a bazisban!

@(X)=(n — 22+ 2030~ X2: 24+ 212)
bazis vektorokat megfeleléen ezen tér by, b, , by vektoraiba alakitja at! Keresse meg a ¢

transzformaci6 matrixat az a;, a,, a3 bazisban!
 =(117), a, =(0,-1,2), a; =(1,0,2);
by =01-27), b, =(-12,-1), b; =(1,0,1).
6. Legyen ¢ linearis transzformacidja az R3 vektortérnek, amely az X = (1, 7>, x3) Vektort
a ¢(X) vektorba alakitja at,
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— a y linedris transzformacié matrixa ugyan ezen tér @, dy, a3 bazisaban. Keresse meg az R3 tér
kanonikus bazisabana ¢, v, p+w, ¢ — v, oy, ye lineéris transzformaciok matrixait!
e == 220+ X2+ 2320+ 222 = 23) 5
3 =(-11-1), a,=(0,2), a3=(0,1,2).

crer

bazisban. Hatarozza meg az Img ¢és a Kerg alterek bazisat és dimenzidjat! Gy6zdodjon meg arrol,
hogy dim Im¢ + dim Ker¢g = dim R*!

1 1 2

0 11
A:

1 -1 0 -

1 11

8. Legyen A — az R* vektortér ¢ linearis transzformacié matrixa a kanonikus bazisban.
Keresse meg a o2, o>, @* linedris transzformaciok matrixait ebben a bazisban és gy6z6djon meg

arrol, hogy f(@)=0,ahol f—a ¢ transzformécié karakterisztikus polinomja! Hatarozza meg a ¢
transzformacio Osszes sajatértékét €s 0sszes sajatvektorat!

5 00 2
1 -1 4 1
o1 -4 7 1
2 00 1

9. Az R* euklideszi tér L altere az alabb megadott egyenletrendszer megoldésainak a tere.
Keresse meg az L altér Lt ortogonalis komplementerét az R* térben és a ¢ vektor vetiiletét az L
altérre és az 6 L+ ortogonalis komplementerére!

X +2%, — Xg+%,=0, €=(6230).
Xg + Xp +2X3—X4 =0,
3%y +4Xy +3X3 — X4 =0;

10. Az R* euklideszi térben ortonormalizalja az 8, ay, a;, 8, vektorrendszert!

=021, a,=(2-11-1), a3 =(112,0), a, =(1,1,0,0).

11. A C[%x, p] euklideszi térben, mely az &sszes olyan fliiggvény tere, melyek negyzete integ-

ralhato, ortogonalizalja a Py =1, P =X, p3 =x?, p, = x> polinomok rendszerét (a C[%Z, ] tér ket

tetszOleges f és g fiiggvényének skalaris szorzata a kovetkezd modon hatirozhaté meg:

B
(f,9) =] f()g(x)dx )!
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a=-1, ﬂzl.

12. Keresse meg megfeleléen a valos és komplex szamok teste felett az (X, Xy,X3)
kvadratikus alak normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformaciodit, amelyek ehhez az alakhoz
vezetik az f alakot!

f= xlz + 2x§ —8X1 Xy + 4Xo X3 + 2X X3 -
13. A g(x1, X, %3,%4,X5) = X T AX Kvadratikus alak, amely az A matrixszal van megadva,

pozitiv definit, negativ definit vagy indefinit?
1 -1 -1 1 0

-1 2 0 -2 1
A=-1 0 3 -1 -2]|.
1 -2 -1 4 -1
0O 1 -2 -1 4
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8. Viltozat
1. Bizonyitsa be, hogy az &, @, , a3, 8, vektorrendszer az R* vektorialis tér bazisa lesz a
valos szamok R teste folott! Keresse meg az X=(yq, x2, ¥3,x4) € R* vektor koordinatainak

képleteit ebben a bazisban! Milyenek lesznek a ¢ € R* vektor koordinatai az a;, @, , a3, a4
bazisban?

a;,=(2131), a, =(5,2,2,5), a3 =(3,1,6,0), a, =(0,6,0,7), ¢ =(0,-6,-5,-11) .

2. Bizonyitsa be, hogy az a;, a,, a; és a by, b,, by vektorrendszerek az R® vektorialis tér
bazisai! Keresse meg az atmeneti matrixot €s a koordinatak atalakitdsdnak képleteit az egyik bazisbol
vald atmenet soran a masikba. Ezutdn hatdrozza meg a C= (1,2,3) vektor koordinatait mindkét
bazisban, ¢s ellendrizze le a kapott eredményt a koordinatak atalakitasi képleteinek segitségével!

a; =(6,4,-1), a,=(1-2,2), as =(9,31);
b, =(-3,7,8), b, =(2,1,3), b; =(0,-2,-3).

crer

3. Keresse megaz Ly + L, 6sszeg dimenzidjat és bazisat, valamint az R® tér Ly és L, linedris
altereinek L; N L, metszetét, ahol Ly — az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak tere,

L, =(ay,a,) —az a;, Ay vektorrendszerbdl eldallitott linedris burok!

Xl + 2X2 + X3 +3X4 + X5 = O, a]_ = (111111111)1
5X1+3X2+X3 +3X4 +5X5 :0, a2 :(31_6111713)-
— X + Xo +X3+2X%y =0,

33X 4+ 3Xy + X3 +4X4 +2X5 =0;

4, A ¢:R3® - R3 leképezés minden X = (1, ¥», x3) Vektort ¢(x) € R® vektorba alakit 4t
(képez). Bizonyitsa be, hogy a ¢ linearis transzformacio lesz! Keresse meg a vektor képének koor-
dinatainak képletét az R3 tér €, €,, e; kanonikus bazisdban; az a=(L11) és e, e,, e; vektorok
képét és a ¢ transzformacié matrixat ugyan ebben a bazisban!

p()=0n+2x2~ 23200~ X2+ X320+ 222 = X3) -
bazis vektorokat megfeleléen ezen tér by, b, , by vektoraiba alakitja at! Keresse meg a ¢
transzformaci6 matrixat az a;, a,, a3 bazisban!

3 =(2,3,5), a, =(0,1,2), a; =(10,0);
by =(@111), b, =(1,1,-1), bs =(2,1,2).
6. Legyen ¢ linearis transzformacidja az R3 vektortérnek, amely az X = (1, 7>, x3) Vektort

a ¢(X) vektorba alakitja at,
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— a y linedris transzformacié matrixa ugyan ezen tér @, dy, a3 bazisaban. Keresse meg az R3 tér
kanonikus bazisabana ¢, v, p+w, ¢ — v, oy, ye lineéris transzformaciok matrixait!
()= (x2+2x3:223 = 21,300~ X2) ;
y=0021, a,=(0,11), ag=(1,11).

crer

bazisban. Hatarozza meg az Img és a Kerg alterek bazisat és dimenzidjat! Gy6z6djon meg arrol,
hogy dim Im¢ + dim Ker¢g = dim R*!

-3 1 1 3
5 -2 -1 -5
A= .
-1 -2 5 1
-1 -1 3 1

8. Legyen A — az R* vektortér ¢ linearis transzformacié matrixa a kanonikus bazisban.
Keresse meg a o2, o>, @* linedris transzformaciok matrixait ebben a bazisban és gy6z6djon meg

arrol, hogy f(@)=0,ahol f—a ¢ transzformécié karakterisztikus polinomja! Hatarozza meg a ¢
transzformacio Osszes sajatértékét €s 0sszes sajatvektorat!

100 0
110 1
l—2 0 0 -2
101 2

9. Az R* euklideszi tér L altere az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak a tere.
Keresse meg az L altér Lt ortogonalis komplementerét az R* térben és a ¢ vektor vetiiletét az L
altérre és az 6 L+ ortogonalis komplementerére!

2%, — Xp + 4%g +3x, =0, C€=(-5-113,5).
X1 —Xo — 2X3 + X4 =0,
Xq + X +14X3 + 3%, =0;

10. Az R* euklideszi térben ortonormalizalja az 8, ay, a;, 8, vektorrendszert!

a;=(0,01-1), a, =(0,1,-11), a3 =(1L1,-11), a4, =(1,111).

11. A C[%x, p] euklideszi térben, mely az &sszes olyan fliiggvény tere, melyek négyzete integ-

ralhato, ortogonalizélja a Py =1, P =X, p; =x?, p, = x> polinomok rendszerét (a C[%Z, ] tér ket

tetszOleges f és g fiiggvényének skalaris szorzata a kovetkezd modon hatirozhaté meg:

B
(f,9) =] f()g(x)dx )!
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a=-2, ﬁ =2.
12. Keresse meg megfeleléen a valos és komplex szamok teste felett az (X, Xy,X3)

kvadratikus alak normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformacioit, amelyek ehhez az alakhoz
vezetik az f alakot!

f = —2x7 —2x3 —8x;Xy — 4XyX3 -
13. A g(xq,%2,%3,%4,%5) = X T AX kvadratikus alak, amely az A matrixszal van megadva,
pozitiv definit, negativ definit vagy indefinit?

11111
12 2 2 2
A=i1 2 3 3 3
1 2 3 4 4
12 3 45
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9. Valtozat

1. Bizonyitsa be, hogy az &, @, , a3, 8, vektorrendszer az R* vektorialis tér bazisa lesz a
valos szamok R teste folott! Keresse meg az X=(yq, x2, ¥3,x4) € R* vektor koordinatainak
képleteit ebben a bazisban! Milyenek lesznek a ¢ € R* vektor koordinatai az a;, @, , a3, a4
bazisban?

3 =(4,321), a,=(-1333), a3 =(2,1,2,1), a4 =(1,5,0,1), c=(-1,-1,2,2).

2. Bizonyitsa be, hogy az a;, a,, a; és a by, b,, by vektorrendszerek az R® vektorialis tér
bazisai! Keresse meg az atmeneti matrixot €s a koordinatak atalakitdsdnak képleteit az egyik bazisbol
vald atmenet soran a masikba. Ezutdn hatdrozza meg a C= (1,2,3) vektor koordinatait mindkét
bazisban, ¢s ellendrizze le a kapott eredményt a koordinatak atalakitasi képleteinek segitségével!

a =(4,32)), a, =(113), a3 =(2,2,5);
b =(5,4,3), b, =(2,2,1), by =(6,-1).

crer

3. Keresse megaz Ly + L, 6sszeg dimenzidjat és bazisat, valamint az R® tér Ly és L, linedris
altereinek L; N L, metszetét, ahol Ly — az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak tere,

L, =(ay,a,) —az a;, Ay vektorrendszerbdl eldallitott linedris burok!

X1+2X2— X3+ X4+ X5 :0, a1=(1!01170’1)!
XZ +3X3 - 2X4 + X5 = O, a2 = (11 3, 7,9, _10)
—X+ Xo+ X3 + X5 =0,

4 Xy +3X3— X4 +3X5 =0;

4, A ¢:R3® - R3 leképezés minden X = (1, ¥», x3) Vektort ¢(x) € R® vektorba alakit 4t
(képez). Bizonyitsa be, hogy a ¢ linearis transzformacio lesz! Keresse meg a vektor képének koor-
dinatainak képletét az R3 tér €, €,, e; kanonikus bazisdban; az a=(L11) és e, e,, e; vektorok
képét és a ¢ transzformacié matrixat ugyan ebben a bazisban!

() = (X +4x3 20+ X2 =223.2202 = 2X3) -
bazis vektorokat megfeleléen ezen tér by, b, , by vektoraiba alakitja at! Keresse meg a ¢

transzformaci6 matrixat az a;, a,, a3 bazisban!
3 =(2,0,3), a, =(4,15), a; =(312);
b, =(1,2,-1), b, =(4,5,-2), b =(1,-11).
6. Legyen ¢ linearis transzformacidja az R3 vektortérnek, amely az X = (1, 7>, x3) Vektort
a ¢(X) vektorba alakitja at,
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— a y linedris transzformacié matrixa ugyan ezen tér @, dy, a3 bazisaban. Keresse meg az R3 tér
kanonikus bazisabana ¢, v, p+w, ¢ — v, oy, ye lineéris transzformaciok matrixait!
()= +4x2+ 23220 =323 22 =311) ;
=311, a,=(12,-1), a3=(2,0,1).

crer

bazisban. Hatarozza meg az Img és a Kerg alterek bazisat és dimenzidjat! Gy6z6djon meg arrol,
hogy dim Im¢ + dim Ker¢g = dim R*!

3 2 -3 -3
-11 1 1

A= .
11 -1 -1
-2 1 2 2

8. Legyen A — az R* vektortér ¢ linearis transzformacié matrixa a kanonikus bazisban.
Keresse meg a o2, o>, @* linedris transzformaciok matrixait ebben a bazisban és gy6z6djon meg

arrol, hogy f(@)=0,ahol f—a ¢ transzformécié karakterisztikus polinomja! Hatarozza meg a ¢
transzformacio Osszes sajatértékét €s 0sszes sajatvektorat!

2 -1 1 -2
1 0 1 -2

1121 2 2|
0 01 0

9. Az R* euklideszi tér L altere az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak a tere.
Keresse meg az L altér Lt ortogonalis komplementerét az R* térben és a ¢ vektor vetiiletét az L
altérre és az 6 L+ ortogonalis komplementerére!

X, +3X, —4xg +2x,4 =0, € =(-15,29,3,-5).
4%+ Xo — X4 =0,
—10%; +3X, =8X3+7X4 =0;
10. Az R* euklideszi térben ortonormalizalja az 8, ay, a;, 8, vektorrendszert!
a; =(-10,0,1), a, =(0,1,11), a3 =(1,,-1,-1), a, =(1,0,-1,0).
11. A C[%x, p] euklideszi térben, mely az &sszes olyan fliiggvény tere, melyek négyzete integ-

ralhato, ortogonalizélja a Py =1, P =X, p; =x?, p, = x> polinomok rendszerét (a C[%Z, ] tér ket

tetszOleges f és g fiiggvényének skalaris szorzata a kovetkezd modon hatirozhaté meg:

B
(f,9) =] f()g(x)dx )!
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=0,

12. Keresse meg megfeleléen a valos és komplex szamok teste felett az (X, Xy,X3)
kvadratikus alak normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformacioit, amelyek ehhez az alakhoz
vezetik az f alakot!

o=-2,

f = 3x7 +3X3 — 2% Xy + 6XpXg — 2% X3 -
13. A g(x1, X, %3,%4,x5) = X T AX kvadratikus alak, amely az A matrixszal van megadva,

pozitiv definit, negativ definit vagy indefinit?

1 -1 1 -1 1
1 2 -2 2 -2
A=| 1 -2 3 -3 3|
-1 2 -3 4 -4
1 -2 3 -4 5

79




10. Valtozat
1. Bizonyitsa be, hogy az &, @, , a3, 8, vektorrendszer az R* vektorialis tér bazisa lesz a
valos szamok R teste folott! Keresse meg az X=(yq, x2, ¥3,x4) € R* vektor koordinatainak

képleteit ebben a bazisban! Milyenek lesznek a ¢ € R* vektor koordinatai az a;, @, , a3, a4
bazisban?
a; =(0,51,3), a, =(2,4,0,1), a3 =(1,3,1,5), a5 =(3,6,0,1), ¢ =(3,8,—-2,-10).
2. Bizonyitsa be, hogy az a;, a,, a; és a by, b,, by vektorrendszerek az R® vektorialis tér

bazisai! Keresse meg az atmeneti matrixot €s a koordinatak atalakitdsdnak képleteit az egyik bazisbol
vald atmenet soran a masikba. Ezutdn hatdrozza meg a C= (1,2,3) vektor koordinatait mindkét
bazisban, ¢s ellendrizze le a kapott eredményt a koordinatak atalakitasi képleteinek segitségével!
a; =(81-1), a, =(3,2,-3), a; =(4,-12);
b, =(12-1), b, =(4,4,-1), by =(3,0,2).

crer

3. Keresse megaz Ly + L, 6sszeg dimenzidjat és bazisat, valamint az R® tér Ly és L, linedris
altereinek L; N L, metszetét, ahol Ly — az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak tere,

L, =(ay,a,) —az a;, Ay vektorrendszerbdl eldallitott linedris burok!

X +4Xy + X3 + 2X4 +3X5 =0, & =(10101),
Xl + 2X2 + 5X4 + 2X5 = 0, a2 = (_11161_6111_3)-
- X +2X3+ 4%, + X5 =0,

Xq +6X5 +3X3 +11X4 +6X5 =0;

4, A ¢:R3® - R3 leképezés minden X = (1, ¥», x3) Vektort ¢(x) € R® vektorba alakit 4t
(képez). Bizonyitsa be, hogy a ¢ linearis transzformacio lesz! Keresse meg a vektor képének koor-
dinatainak képletét az R3 tér €, €,, e; kanonikus bazisdban; az a=(L11) és e, e,, e; vektorok
képét és a ¢ transzformacié matrixat ugyan ebben a bazisban!

P() =21+ 22 +223, 01— X3 X2 + X3) -
bazis vektorokat megfeleléen ezen tér by, b, , by vektoraiba alakitja at! Keresse meg a ¢
transzformaci6 matrixat az a;, a,, a3 bazisban!

 =(117), a, =(11-1), a3 =(212);
by =(@111), b, =(111), b; =(1,10).
6. Legyen ¢ linearis transzformacidja az R3 vektortérnek, amely az X = (1, 7>, x3) Vektort

a ¢(X) vektorba alakitja at,
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— a y linedris transzformacié matrixa ugyan ezen tér @, dy, a3 bazisaban. Keresse meg az R3 tér
kanonikus bazisabana ¢, v, p+w, ¢ — v, oy, ye lineéris transzformaciok matrixait!
p(X)=2x2-2x3.201 =223, 22— 1) ;
3 =(01-1,a=012-1), a3=(11-1).

crer

bazisban. Hatarozza meg az Img és a Kerg alterek bazisat és dimenzidjat! Gy6z6djon meg arrol,

hogy dim Im¢ + dim Ker¢g = dim R*!

-1 -1 3 1
4 -1 -2 -4
A= .
4 -3 2 -4
5 -2 -1 -5

8. Legyen A — az R* vektortér ¢ linearis transzformacié matrixa a kanonikus bazisban.
Keresse meg a o2, o>, @* linedris transzformaciok matrixait ebben a bazisban és gy6z6djon meg
arrol, hogy f(@)=0,ahol f—a ¢ transzformécié karakterisztikus polinomja! Hatarozza meg a ¢
transzformacio Osszes sajatértékét €s 0sszes sajatvektorat!

20 0 1
01 -1 -1
oo 0 -1/
10 1 0

9. Az R* euklideszi tér L altere az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak a tere.
Keresse meg az L altér Lt ortogonalis komplementerét az R* térben és a ¢ vektor vetiiletét az L

altérre és az 6 L+ ortogonalis komplementerére!
2%+ 3%, + X3 — %, =0, ¢=(14,-51-5).
—2X% +3X3+ X4 =0,
6X; +3Xy; —5X3 —3X, =0;

10. Az R* euklideszi térben ortonormalizalja az 8, &,, a3, 8, vektorrendszert!
a;=(0,111), a, =(1,-1,2,0), a3 =(0,0,1,1), a, =(1,1,1,1).

11. A C[%x, p] euklideszi térben, mely az &sszes olyan fliiggvény tere, melyek négyzete integ-

ralhato, ortogonalizélja a Py =1, Py =X, p3 =x?, p, = x> polinomok rendszerét (a C[%Z, p] tér ket

tetszOleges f és g fiiggvényének skalaris szorzata a kovetkezd modon hatirozhaté meg:
B

(f,9) =] f()g(x)dx )!
[04
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a=-1, ﬁ =2.

12. Keresse meg megfeleléen a valos és komplex szamok teste felett az (X, Xy,X3)
kvadratikus alak normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformacioit, amelyek ehhez az alakhoz
vezetik az f alakot!

f =3%7 +3%X5 —9XZ + 2% Xp + 6XpXg + 2% X3 -

13. A g(x1, X, X3,%4,X5) = X T AX kvadratikus alak, amely az A matrixszal van megadva,

pozitiv definit, negativ definit vagy indefinit?

2 0 1 0 -1
o 3 1 1 -2
A= 1 1 2 1 -1}
o 1 1 1 -1
-1 -2 -2 -1 3
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