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1. Halmazok. Halmazok leképezése

A matematikaban valamely fogalmak els6dlegesek vagy meghatarozhatatlanok. Az egyik
ilyen fogalom koziiliik, a halmaz fogalma. A halmaz fogalma alatt objektumok tetszdleges
Osszességét értjiik, amelyeket a halmaz elemeinek nevezziik. Megemlitjiik még az tigy nevezett
tires halmazt, mely olyan halmaz, amely nem tartalmaz egyetlen elemet sem.

A halmazokat leggyakrabban a latin abc nagy bettiivel jeldljik: A4, B, ..., Z, elemeiket pedig
— kis betiikkel: a, b, ..., z. Néhany fontosabb halmaz szamara szabvanyos megjel6lést fogadtak
el. gy, az N, Z, Q, R betiik jelolik megfelelden a természetes szamok halmazat, az egész szamok
halmazat, a racionalis szamok halmazat, és a valdos szamok halmazat. Az iires halmazt a
kovetkez6 szimbolum jeldli: @.

Azt a halmazt, amely véges szamu elemekbdl all, végesnek nevezziik. A véges X halmaz
elemeinek szamat a | X | jeloli. A véges halmazok felirhatdak elemeinek felsorolasa éltal;
altalaban ezek az elemek kapcsos zardjelekbe irodnak. Példaul, az A az elsé harom latin betii
halmaza, a kovetkez6képpen irhato fel {a, b, c}. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az a elem
az A halmazhoz tartozik, és jelolése a € A vagy A 3 a. A d & A feliréas azt jelenti, hogy a d
nem eleme az A halmaznak.

A B halmazt az A halmaz részhalmazanak nevezziik, ha a B halmaz 0sszes eleme az A hal-
mazhoz tartozik, és a kovetkezOképpen jeldljik: B € A vagy A D B. Az iires halmaz,
meghatarozasa alapjan, barmely halmaz részhalmaza.

Az A és B halmazokat egyenléknek nevezziik (jelolése A = B), ha az A halmaz részhalmaza
a B-nek, és forditva, a B is részhalmaza az A-nak. Az A # B feliras azt jelenti, hogy az A és B
halmazok nem egyenlok.

Az A részhalmazat a B halmaz valodi részhalmazanak nevezzik,ha A #= @ és A # B.

Az A c B részhalmaz kivalasztasakor gyakran valamilyen tulajdonsagot hasznalnak, ame-
lyet csak az A halmaz elemei elégitenek ki. Példaul, {n € Z|n = 2m barmely m € Z szamra}
az Osszes paros egész szam halmaza.

Két halmaz uniojanak egy olyan halmazt neveziink, amely mindazokbdl az elemekbdl all,
amelyek hozzatartoznak a megadott halmazok koziil legalabb az egyikhez. Az A és B halmazok
uniodjanak jelolése: A U B.

Két halmaz metszetének egy olyan halmazt neveziink, amely mindazokbdl az elemekbdl all,
amelyek egyidejiileg mind a két halmazhoz tartoznak. Az A és B halmazok metszetének

jelolése: AN B.



Az A és B halmazok kiilonbségének egy olyan halmazt neveziink, amelyek az A halmaz
mindazon elemeibdl all, amelyek nem tartoznak a B halmazhoz. Az A és B halmazok kiilonb-
ségének jelolése: A \ B.

Legyen X és Y tetszbleges halmazok. Az x € X és y € Y elemekbdl all6 rendezett paroknak
az (x,y) kifejezést nevezziik. Az (a, b) és (c, d) rendezett parok egyenldk, haa = c és b = d.
Két X és Y halmaz Descartes-szorzatdinak nevezziikk az x € X és y € Y elemekbdl allé (x,y)
rendezett parok 0sszességének halmazat. Az X és Y halmazok Descartes-szorzatdinak jel6lése:
XXY.

Az A X B halmaz p részhalmazat megfeleltetésnek vagy binér reldcionak nevezzik az A és
B halmazok ko6zott. Ha (a, b) € p, akkor azt mondjuk, hogy a b elem megfelel az a elemnek,
vagy, hogy az a elem p relacioban van a b elemmel. Az (a, b) € p helyett gyakran az apb
kifejezést irjuk.

Azt a megfeleltetést, amely szerint az A halmaz barmely elemének megfeleltetiink egyetlen
egy elemet a B halmazbdl, az A halmaz leképezésének nevezziik a B halmazba.

A halmazok leképezését altalaban a kovetkezo bettikkel jeldljik: f, g, h, ..., és igy irjuk: f: A

— B vagy A I) B. Ezért azt mondjuk, hogy az A az f leképezés értelmezési tartomanya, a B
pedig az f leképezés értékkészlete.

Ha az f leképezés soran az a € A elemnek a b € B elem felel meg, akkor a b elemet az a
elem képének nevezziik, az a elemet pedig b elem dsképének (eredeti képének) nevezzik, és
igy jeloljik: b = f(a).

AzImf = {f(a) | a € A} halmazt az f: A — Bleképezés képének nevezziik.

Az f: A - B leképezés soran a b € B elem teljes dsképének az f~1(b) ={a € A | f(a) =
b} halmazt nevezziik.

Az f: A = B leképezést sziirjektivnek nevezzik, ha Imf = B. A leképezést akkor nevezziik
injektivnek, ha az A halmaz tetszéleges a,,a, € A (ahol a; # a,) kiilonb6z6 elemeinek képei
is kiilonbozdek, vagyis ha f (a; ) # f(a;). Végilaz f: A — B leképezést bijektivnek nevezziik,
ha az egyidejliileg szlirjektiv és injektiv is.

Az f:A - B és g: A - B leképezések f = g egyenldsége azt jelenti, hogy barmely a € A
elemre igaz az f(a) = f(b) egyenléség.

Az A halmaz onmagara valé azonos vagy egyenértékii leképezésének az olyan eg: A —» A

leképezést nevezziik, hogy barmely a € A elemre e4(a) = a.



Tétel 1. Legyen f: A - B egy bijektiv leképezés. Akkor az f~' megfeleltetés (amely a
kévetkezd szabdly szerint van megadva: minden b € B elemnek megfelel az & f~1(b) sképe)
a B halmaz A halmazba valo bijektiv leképezése lesz.

A fent emlitett tétel értelmében az f~1: B — A leképezést az f leképezés forditottianak
nevezziik.
pezést nevezziikk, amely barmely a €A elemre a gf(a) = g(f(a)) feltétellel van
meghatarozva.

Nyilvéanval6, hogy egy tetszéleges f: A — B leképezés szamara

fea=f, esf=fF.

Tétel 2. Ha az f: A = B és g: B = A tetszoleges leképezések, melyek szamara gf = ey,
akkor f injektiv, g pedig sziirjektiv leképezés les:z.

Tétel 3. Az f: A — B leképezés akkor és csak akkor bijekiv, ha létezik egy olyan g: B — A
leképezes, hogy gf = ey és fg = eg.

Tétel 4. A leképezések szorzata kielégiti az asszociativitds térvényét. Tehat tetszdleges

harom leképezésre f: A = B, g: B = C, h:C = D teljesiil a h(gf) = (hg)f egyenloség.



2. Komplex szamok. A komplex szamok algebrai alakja

Legyen C = R X R a valos szamok halmazanak Descartes-szorzata dnmagara. Mint ahogy
korabban is (lasd. 1. fejezetet) figyelembe vessziik, hogy az (a, b) és (c,d) parokat, akkor
tekintjiilk egyenloknek egymadssal, ha a =c és b = d, és ebben az esetben felirhatjuk a
kovetkezot:

(a,b) = (c,d). (1)
Két tetszbleges (a,b), (c,d) € C par osszegének nevezziik a C halmazhoz tartozo kovetkez6
formaban felirt part:
(a,b) + (c,d) =(a+c,b+4d). (2)
Két tetszéleges (a, b), (c,d) € C par szorzatanak nevezziik a C halmazhoz tartozo kovetkez6
alakban felirt part:
(a,b) - (c,d) = (ac-bd,ad + bc). 3)

Tétel 1. Tetszéleges (a,b),(c,d),(e,f) € C parok sziamara igazak a kévetkezo

egyenloségek:
(a,b) + (c,d) = (c¢,d) + (a,b),
[(a,b) + (c,d)] + (e, f) = (a,b) + [(c,d) + (e, /)],
(a,b) - (c,d) = (c,d) - (a,b),
[(a,b) - (c,d)]- (e, f) = (a,b) - [(c,d) - (e, )],
(a,b) - [(c,d) + (e, f)] = (a,b) - (¢c,d) + (a,b) - (e, f).

Ezek szerint a C halmazon meghataroztuk az Gsszeadas és szorzas két algebrai miiveletét,
melyek ugyanolyan tulajdonsidgokkal rendelkeznek, mint a valds és raciondlis szamok
halmazanak elmeire vonatkozo 0sszeadas €s szorzas miiveletek, tehat mindketté kommutativ,
asszociativ és érvényes rajuk a disztributivitas térvénye.

Nullas parnak nevezziik a C halmazban az olyan (x,y) part, amely tetszéleges (a, b) € C
parra kielégiti az (a, b) + (x,y) = (a, b) egyenléséget.

Egységpdrnak nevezziik a C halmazban az olyan (x, y) part, amely tetszéleges (a,b) € C
parra kielégiti az (a, b) - (x,y) = (a, b) egyenlOséget.

A parok Osszegének ¢és szorzatanak egyenléségeire vonatkozd meghatarozasaibol
kovetkezik, hogy a (0,0) és (1,0) parok megfeleléen az egyetlen nullds és egységpar a C
halmazban. Ezek a parok hasonl6 tulajdonsagokkal rendelkeznek, mint a nulla és az egy szdmok

a racionalis és valds szamok halmazaban.



Az (a,b) € C par ellentétes parjanak nevezzik az olyan (x,y) € C part, amelyre (a,b) +
(x,¥) = (0,0). Az (a, b) par ellentétes parjat a kovetkezdvel jeldljik: —(a, b).

Az (a,b) € C par inverz parjanak nevezziik az olyan (x,y) € C part, amelyre (a,b) -
(x,y) = (1,0). Az (a, b) par inverz parjat a kovetkezével jeloljiik: (a, b) 1.

Tétel 2. A C halmaz tetszéleges (a,b) parjara egyetlen ellentétes par létezik, tovabba

—(a,b) = (—a,—=b). A C halmaz tetszéleges nem nullas (a,b) parjara egyetlen inverz par

létezik, tovibbi (a,b) ™ = (5o, — ).

aZ+b%’  a?+b?

A valos szamok Osszes rendezett parjainak C halmazat, melyen meghataroztuk a parok
Osszeadasanak ¢és szorzasanak miveletét, melyek a (2), (3) képletek altal megadottak, a
komplex szamok halmazanak nevezzik, ezen halmaz elemeit pedig komplex szamoknak.

A 2. tételbdl az kovetkezik, hogy a komplex szdmok Osszeadasdnak és a szorzasanak
miiveleteire 1éteznek ellentétes miiveletek. Ezeket megfelel6en Kivondsnak és osztasnak fogjuk
nevezni és a kovetkezOképpen fejezhetdek ki:

(a,b) — (¢,d) = (a,b) + [-(c,d)],

(a,b)
(c,d)

Megvizsgaljuk az R = {(a, 0)|a € R} c C részhalmazt. Minden (a,0) komplex szamnak

= (a,b)- (¢, d)"((c,d) # 0).

ebbdl a halmazbol megfeleltetiink egy valods a szamot ((a, 0) - a). Nyilvéanval6, hogy ez a
megfeleltetés az R halmaz bijektiv leképezése az R halmazba és tetszéleges a, b € R szamokra
(a,0)+(b,0)—>a+b, (a0)-(b0)—>a-b.

Tehat az (a,0) alaku komplex szdmok, hasonléan a valds szamokhoz, Osszeadhatoak és
Osszeszorozhatoak egymassal. Tehat a vizsgalt R részhalmaz az algebrai tulajdonsagait tekintve
semmivel sem kiilonbozik a valos szamok R halmazatél. Ez pedig engedélyt nyujt az (a,0) a
komplex szdm azonositasara a valds a szammal, vagyis értelem szerint, hogy a komplex

szamok halmaza a valds szamok halmazat mint részhalmazt tartalmazza.

Most megvizsgaljuk a (0,1) komplex szamot és megkeressiik a négyzetét: (0,1)? = (0,1) -
(0,1) = (—1,0). Végeredményiil a (—1,0) komplex szamot kaptuk, amely a —1 valds szamnak
felel meg. Ezek szerint, a valos szamok halmazatdl eltéréen a komplex szamok halmazaban az
x2 + 1 = 0 egyenletnek létezik megoldasa.

Amennyiben (b,0) - (0,1) = (0, b), akkor a tetszéleges (a, b) komplex szam felirhat6 a
kovetkezdképpen:

(a,b) = (a,0) + (b,0)-(0,1). 4)
10



Megjeloljik a (0,1) komplex szdmot i-vel, melyet a kdvetkezOkben imagindriusnak vagy
képzetes egységnek fogunk nevezni, a (4) egyenldséget pedig atirhatjuk a kdvetkezé alakban:
(a,b) =a+b-ivagy (a,b) =a + bi.

Az a + bi jelolést a z = (a,b) komplex szam algebrai alakjanak nevezziik. Ebben a
felirasban az a szamot a z komplex szam valds részének, a b szamot pedig a z komplex szam
képzetes részének nevezzik.

Az a- bi komplex szamot az a + bi komplex szam komplex konjugaltianak nevezzik. A z
komplex szdm komplex konjugaltjanak jeldlése Z.

Tétel 3. A komplex szamok dsszeaddsa, kivondsa, szorzdsa és osztasa algebrai alakban
felirhato a kovetkezoképpen:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i,
(a + bi)-(c + di) = (a-c) + (b-4d)i,
(a+ bi) - (c +di) = (ac-bd) + (ad + bco)i,
a+bi ac+bd bc-ad
c+di cZ+d? * cZ+d?’

Hasonloan ahhoz, hogy a valds szamokat egy szamegyenes pontjaival lehet abrazolni, a

(c+di+0).

komplex szdmokat egy sik pontjai altal lehet dbrazolni. Valdban, ha megvizsgalunk egy sikot,
amelyen megadott az xOy koordinatarendszer, akkor minden a + bi komplex szamra
megfeleltethetiink ezen a sikon egy pontot (a, b) koordinakkal. Ezt a megfeleltetést a C halmaz

bijektiv leképezésének nevezziik az xOy sikra.

Y

b A_ R Tovabba az xOy koordinata sik minden A pontjat kapcsolatba lehet
| —_
| hozni egy OA vektorral (helyvektorral), amely a koor-
: dinatarendszer kezddpontjabol indul ki, végpontja pedig az A pont.

@ a & Ezért a komplex szdmok még egy mértani interpretaciot

ra engedélyeznek: minden a + bi komplex szdm mértanilag

interpretalhato, mint (a, b) koordinatakkal rendelkezd 04 vektor (1. &bra).

A komplex szdmok mértani interpretacioja lehetdveé teszi két komplex szam Osszeadasanak
¢és kivonasanak szemléletes értelmezését. Legyen adott @ = a + bi és § = ¢ + di két komplex
szam. Az Osszegik az a + f = (a +¢) + (b + d)i komplex szdm lesz. Mas részrél pedig

ismert, hogy a vektorok dsszeadasa soran a megfeleld koordindtdk adodnak 6ssze. Ezért, ha az

04 vektor koordinatai (a,b) (2. abra), az OB vektor koordinatéi pedig (¢, d), akkor az 6sszegiik
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(OC vektor) koordinatai (a+c,b+d). Az 0C vektor az a és B komplex szamok 6sszegének

mértani abrazolasa lesz.

Y Cla+c,b+d)
b —14| -7 //
Al 717 7" == D
O a (_‘: x
2. abra

vy A
C = af L= B
—C 4 ('
;/ - - () Mi
IZA_‘-’_' ______ —d
B!
3. abra

Amennyiben az @ = a + bi és B = ¢ + di komplex szamok kiilonbsége az a komlex szam

¢s a [ komplex szam ellentettjének Osszege, akkor mértanilag ezt az (a, b) koordinataju 04

vektor és a (—c, —d) koordinataji OB’ vektor dsszegeként abrazolhatjuk (3. abra), vagyis mint

(a — ¢, b — d) koordinatakkal rendelkzé OC vektort.
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3. A komplex szamok trigonometrikus alakja

Legyen y = a + bi # 0 komplex szam az (a, b) koordinatakkal rendelkez6 04 vektorral

abrazolva (4. édbra). Az 04 vektor hosszat megjeloljik r-rel, a szoget pedig, amelyet a pozitiv

Ox tengellyel alkot ¢-vel.

A Us Akkor

A b a=rcosp, b=rsing (1)

E r \< ¢say = a + bi komplex szam felirhat6 a kdvetkezd formaban

a 0 T Y =a+bi=rcos + (rsing)i = r(cos ¢ + isin @) (@)
Az (1) képletbdl kovetkezik, hogy r = Va2 + b? , a ¢ szog

pedig a kovetkezo6 feltételekkel adhaté meg

a . b
COSQ =T SN = o 3)

A komplex szam (2) formaban felirt kifejezését a komplex szam trigonometrikus alakjanak
nevezzik. Az r valés szamot a y komplex szdm abszolut értékének nevezzikk ¢és a
kovetkezéképpen jeloljiik: |y |, a ¢ szoget pedig a y komplex szam argumentumdanak nevezziik.
A y komplex szam argumentumat a kovetkezéképpen jeldljik: argy.

Ha a komplex szam nem egyenl6 nullaval, akkor az abszolut értéke egy valds pozitiv szam;
hogyha y = a + bi = 0, akkor az abszolut értéke egyenld nullaval. Barmelyik komplex szam
abszolut értéke egyértelmiien meghatarozhato.

Ha a y = a + bi komplex szdm nem egyenld nullaval, akkor az argumentuma a (3)
képletekkel hatarozhaté meg a szoghoz viszonyitott pontossagaval, 2m tobbszordssel. Ha y =
0, akkor az argumentuma nem meghatarozhato6.

Tétel 1. Tetszéleges, trigonometrikus formdaban megadott, nem nulla a = ri(cos @, +
ising,),p =ry(cos @, + isin @,) komplex szamokra igaz, hogy

aB = ryr,[cos(py + @) + isin(p; + ¢,)] )

Tehat a komplex szamok szorzatinak abszolut értéke egyenld az abszolut értékek
szorzataval;, a komplex szamok szorzatanak argumentuma egyenlé az argumentumok
osszegével (21 tobbszords pontossdaggal).

Tétel 2. Tetszéleges, trigonometrikus formaban megadott, nem nulla a = ry(cos @, +

ising,), B = ry(cos @, + isin@,) komplex szamokra igaz, hogy

% = %[C05(§01 — @2) tisin(p; — @,)]. (5)

T
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Tehat ket komplex szam hdanyadosanak abszolut értéke egyenlé a komplex szamok az
abszolut értékeinek hanyadosaval, két komplex szam hanyadosanak az argumentuma egyenlo
az argumentumok kiilonbségével.

A komplex szamok szorzdsanak és osztasanak mértani jelentése konnyen megmagyarazhato.
Valoéban, mivel a és [ komplex szamok szorzatat
(hanyadosat) abrazold vektort gy kaphatjuk meg, ha az a
szamnak megfelelé vektort elforgatjuk az oOramutatd
) 01 + @2 jarasaval ellentétesen (megegyezben) ¢, szogre és |[|—

o2 szorosan széthizzuk (Osszenyomjuk) (lasd 5. 4bra).

Biztos, hogy az utols6 miiveletet abban az esetben
sziikséges elvégezni, ha || > 1. Ha |B| < 1, akkor az «
5. abra vektort | 8] — szorosan szét kell hiizni (6sszenyomni).

Az (5) képletbdl az kovetkezik, hogy az a = r(cos ¢ + i sin @) # 0 komplex szam inverze

a kovetkez6 szam lesz
a ! =r"Ycos(—¢) +isin(—¢)], (6)

vagyis |a™t| = |a|™!, arg(a™!) = —arga .

Legyen n egy tetszéleges természetes szam. Az a komplex szam n-edik hatvanyanak egy
olyan w komplex szamot neveziink, amelyet az @ szam 6nmagara vald n-szeres szorzatanak
eredményeként kapunk meg, vagyis

w=a-a..-a.
N ——
n-—-szer

Az a komplex szam n-edik hatvanyat a™-nel jeloljiik. A természetes hatvany fogalmat
kibovithetjiik az egész hatvdany fogalmahoz. A definicidnak megfelelden a® =1, a™ =
(a )" ahol a € C\ {0}, n EN.

Tétel 3. Tetszdleges, trigonometrikus alakban megadott, nem nulla a = r(cos ¢ + i sin @)
komplex szamra, valamint tetszoleges n egész szamra igaz a kévetkezo keplet

a™ = r"*(cos(ng) + isin(ne)). (7

A (7) képletet Moivre-képletének nevezziik.

Legyen n egy tetszéleges természetes szam, « pedig egy tetszéleges komplex szam. Az a

szam n-edik gyokének egy olyan 8 komplex szamot neveziink, amelynek az n-edik hatvanya

egyenld a-val, vagyis B = a. Az a komplex szam n-edik gyokét a kovetkezOképpen jeloljik:
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Va. Példaul, az 1, —1, i, —i szamok az 1 szam negyedik gyokei. Vagyis V1 = 1 vagy V1 =
—1vagy V1 =ivagy V1 = —i.

Megjegyzés 1. Ha a egy tetszéleges pozitiv valos szam, akkor az Va jelolés az a szam
szamtani n-edik gyokére is utalhat. Ezért a tovabbiakban a nem egyértelmili szovegrészek
esetében az Vo jeldlésnél utalni fogunk annak értelmére.

Megjegyzés 2. Mivel az a komplex szamnak tobb n-edik gyoke is létezhet, ezért az Va
jelolés néha az a szam Gsszes n-edik gyokének halmazéra utal.

Tétel 4. Tetszoleges, nem nulla a komplex szamra és egy tetszéleges n természetes szamra
az a szamnak pontosan n kiilonbozo n-edik gyoke létezik. Mivel, ha az a szam trigonometrikus

alakja az r(cos ¢ + i sin ¢), akkor
(Va), = W(cos%znk + isin ¢+Tzlnk) (k=01,..,n—1), (8)

ahol Vr az r szam szamtani n-edik gyoke.

Kovetkezmény 1. Az 1 szam n-edik gyokei a kovetkez6 képlet segitségével szamithatoak ki
(V1) = cos% +1i sin?, (k=01,..,n—1).

Tétel 5. Legyenek &g, &4, ..., n_1— @Z 1 szdm dsszes n-dik gydkei, B az a komplex szam
valamely n-edik gyoke. Akkor a Bey, By, .., BEn—1 8Z & komplex szam Osszes n-edik gyokei.

Tétel 6. Az 1 szam két n-edik gyokének a szorzata az 1 szam gydke lesz. Az 1 szam n-edik
gvokeének forditottja szintén az 1 szam gyoke lesz. Az 1 szam n-edik gyokének tetszéleges
hatvanya szintén az 1 szam gyoke lesz.

Tovabba az 1 szam n-edik gyokeit n-edik egységgyokoknek fogjuk nevezni.

Az n-edik egységgyokot primitiv n-edik egységgydknek nevezzik, ha az nem az m-edik
egységgyok n-tdl kisebb természetes m szam esetére. Az ilyen egységgyokok létezését az 1.
kovetkezmény eredményeként kapjuk meg, példaul, az &; = cos 27” +i sin%ﬂ primitiv n-edik
egyseéggyok lesz.

Tétel 7. Legyen & n-edik egységgyok. Az € gyok akkor és csakis akkor lesz primitiv n-edik
egységgyok, ha az €°, &%, ..., €Y hatvanyai paronként kiilonbozdk, vagyis kimeritik az dsszes
n-edik egységgydket.

Tétel 8. Legyen € primitiv n-edik egységgyok. Az €% szam akkor és csak akkor lesz primitiv
n-edik egységgyok, ha k relativ prim n-hez.

Az utolso tétel kdvetkezményeként azt kapjuk, hogy a primitiv n-edik egységgyodkeinek

szama egyenld az n-tol kisebb és az n-nel relativ prim természetes szamok szdmaval.

15



4. Linearis egyenletrendszerek. A Gauss-eliminacio
A fejezet végeéig jeldlje F a racionalis vagy a valds vagy a komplex szamok halmazat. Az F
halmaz felett n ismeretlentél x4, x5, ..., x,, fliggd linedris egyenletrendszernek neveziink a
kovetkezd formaban megadott linearis egyenletek valamely rendezett 0sszességét
ay1%1 + Q1pX; + o+ QX = by,
Ggy + Xy 1 ¥ Gandn = Do (1)
As1X1 + AsoXp + o0+ AgpXy = by,
ahol az s és n tetszéleges természetes szamok, a;;, bj(i = 1,2, ...,s;j = 1,2, ...,n) az F halmaz
valamely elemei. Az a;; szamot, amely az i-edik egyenlet j-edik x; ismeretlene el6tt all,
egyiitthatonak nevezzilk, a b; szamot pedig az i-edik egyenlet szabad tagjinak nevezziik.
Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a rendszer egyiitthatoi kettds indexszel rendelkeznek.
Ha az (1) egyenletrendszer 0sszes szabad tagja egyenld nullaval, akkor az ilyen rendszert
homogén linearis egyenletrendszernek nevezziik.

Az ismeretlenek egyiitthatoi egy téglalap alaku tablazatot alakitanak,

a;; Ay - Qap
Q1 Az = Qo

e T 2)
sy Qs2 - Qsp

amelyet s sorbol és n oszlopbol alld matrixnak neveziink (s X n méretii matrixnak, vagy s X n-
matrixnak), az a;; szdmokat pedig a madtrix elemeinek nevezzik. Ha s =n, akkor a (2)
matrixot n-edrendii négyzetes (vagy csak n-es) matrixnak nevezziik. A matrixnak azt az atlojat,
amely a bal felsd saroktol a jobb alsé sarokig tart (vagyis amelyik az a1, a,, ..., @y, elemekbdl
all), fo atlonak nevezzik.

Az A matrixot az (1) rendszer matrixanak nevezziik. Az s X (n + 1)-matrixot, amelynek
elsé n oszlopa az A matrix oszlopai, €s az utols6 oszlopa az (1) rendszer szabad tagjaibol all,
az (1) rendszer kibévitett matrixanak nevezziik.

Az (1) egyenletrendszer megoldasanak az F halmaz egy olyan y4, v, ..., ¥n, 1 szambol allo
sorbarrendezett rendszerét nevezziik, hogy az x; ismeretlenek helyébe behelyettesitve
megfelelden a y;(i = 1,2, ...,n) szdmokat a rendszer minden egyenlete azonossaga alakul.

Az (1) egyenletrendszer dltalanos megoldasanak egy olyan n kifejezésbdl allo rendszert
neveziink, amely olyan paraméterektdl fiigg, hogy behelyettesitve ezen paraméterek helyére az

F halmaz tetszdleges elemeit, megkapjuk az (1) rendszer dsszes megoldasainak halmazat.
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Az egyenletrendszert ellentmondonak nevezziik, ha nincs egyetlen megoldasa sem, és
megoldhato, ha van legalabb egy megoldasa. A megoldhato egyenletrendszert hatarozottnak
nevezziik, ha csak egy megoldésa van €s hatarozatlannak, ha tobb mint egy megoldasa van.

Legyen az (1) egyenletrendszeren kiviil megadva még egy t linearis egyenletbdl és n
ismeretlenbdl 4116 rendszer

a1 X1 + QypXy + 0+ Xy = by,

Gzt + @y ¥ F Gann = by 3)

i X1 + ApXy + o+ ajn Xy = by
Az (1) és (3) rendszereket ekvivalenseknek nevezziik, ha mindketté ellentmondo, vagy
megoldhato és megoldasaik halmazai egybeesnek. Az (1) és (3) egyenletrendszerek
ekvivalencigjat a kovetkezé modon jeldljik: (1) ~ (3).

Nyilvanval6, hogy a fenti egyenletrendszerek ekvivalencidja kielégiti a kovetkezd
tulajdonsagokat. Barmely egyenletrendszer ekvivalens 6nmagaval. Ha az (1) egyenletrendszer
ekvivalens (3) egyenletrendszerrel, akkor a (3) is ekvivalens az (1)-sel. Tovabba, ha az (1)
egyenletrendszer ekvivalens (3) egyenletrendszerrel, a (3) ekvivalens valamilyen (%)
rendszerrel, akkor az (1) egyenletrendszer is ekvivalens lesz a (*) rendszerrel.

Legyen a (3) egyenletrendszer t egyenleteinek szama egyenlé az (1) egyenletrendszer s
egyenleteinek szamaval. Akkor mondhatjuk, hogy a (3) rendszer az (1) tipusu elemi
atalakitasok segitségével kifejezhet6 az (1) egyenletrendszerbdl, hogyha minden egyenlet, az
i-ediket és j-ediket kivéve, valtozatlan marad, az i-edik és j-edik pedig helyet cserélnek. Ha a
(3) egyenletrendszerben minden egyenlet, kivéve az i-diket, ugyanolyan mintaz (1)-ben, a (3)
rendszer i-edik egyenlete pedig a kovetkezoképpen néz ki:

(@i + car)xy + (aiz + caga)xz + -+ + (A + cagn)xn = b + cby
ahol k # i, c az F halmaz valamely szama, akkor azt mondjuk, hogy (3) rendszer a (II) tipusu
elemi atalakitasok segitségével kifejezhetd az (1) egyenletrendszerbdl.

Tétel 1. Két linearis egyenletrendszer ekvivalens, ha az egyik megkaphato a masikbol véges
szamu (1) és (1) tipusu elemi dtalakitisok alkalmazasaval.

Tétel 2. (Gauss-tétel) Barmely n ismeretlent tartalmazo, az F halmazbol vett egyiitthatokkal
rendelkezé egyenletrendszer vagy ellentmondo vagy véges szamu elemi atalakitasok

segitsegevel a kovetkezo alaku linedris egyenletrendszerhez hozhato:
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Qg X, + 000+ Qupe, Xp, + 000+ Qg Xy, + o0+ QX = by,

Ak, Xk, + -+ QpXn = by,
aholr<n,1<k, <k, <-- <kr,ajkj 0(G =12,..,¢).
A (4) alakua egyenletrendszert lépcsozetes linearis egyenletrendszernek nevezziik.
Kovetkezmény 1. 4 linearis egyenletrendszer akkor és csak akkor hatdrozott, ha ekvivalens

a lépcsozetes rendszerrel, amelyben az egyenletek szama megeqyezik az ismeretlenek szamaval.
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S. Permutaciok. Transzpoziciok

Legyen M egy véges halmaz, amely n elembdl all. Ezeket az elemeket atszamozzuk, vagyis
az M halmaz mindegyik elemének megfeleltetiink egy 1,2, ...,n szamot a természetes szamok
koziil. Amennyiben az M halmaz elemeinek természete nem Iényeges, vehetjiik tigy is, hogy
M ={1,2,...,n}. Akkor az M halmaz elemeit szamozasi sorrendben kiirva az 1,2,..,n
természetes szamok valamilyen elrendezését kapjuk. Példéaul, az 1,2,3,4 szamokat a kovetkezo
modokon lehet sorba rendezni: 3,2,4,1 vagy 2,4,1,3. Az 1,2, ..., n szamok barmely elrendezését
n elem rendezésének nevezzik.

Jelolésen! = 1-2-3---n (olvasd: "n-faktorialis”).

Tétel 1. Az n elem rendezéseinek szama n!-sal egyenldé.

Ha valamely rendezés barmely két elemének megcseréljiik az elhelyezkedését, a tobbit pedig
a helyén hagyjuk, akkor kapunk egy tujabb rendezést. Az ilyen atalakitdsadt a rendezés

Tétel 2. Minden n elem n! rendezését elrendezhetjiik olyan sorrendben, hogy a soron
kovetkezo rendezés mindegyikét az el6zo transzpozicidja altal kapjuk meg, barmely rendezés
kezdésével.

Kovetkezmény 1. Bdrmely n elem rendezése néhany transzpozicio segitségével megkaphato
ugyan ezen elemekbdl dllo mas tetszoleges rendezésbol.

Az adott rendezés i és j elemei inverziot alkotnak, ha i > j , de az i sorszama kisebb a j
sorszamatol. A rendezést pdrosnak nevezzik, ha elemei paros szamu inverziot alkotnak, €s
paratlannak pedig az ellenkezé esetben. Nyilvanvalo, hogy az 1,2,..,n rendezés paros
tetszéleges n € N szdmra, mivel inverzidinak szama nulldval egyenld.

Tétel 3. Barmely transzpozicio megvaltoztatja a rendezés parossagat.

Kovetkezmény 2. Bdarmely n € N \ {1} szdmra az n elembdl allo pdros rendezések szama
. . , roy . , N
megegyezik a paratlan rendezések szamaval, ami egyenlo > -vel.

Az M ={1,2,...,n} halmaz bijektiv leképezését Onmagira n-edrendii permutdacionak
nevezzilk. A g:M — M permutéacidt szétirt és szemléltetett formaban a kovetkezdképpen

abrazoljuk:

_( I . Iy
= (o oty o) (1)
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ahol (iy, iy, ...,0,) egy n eclembdl all6 tetszéleges rendezés. Nyilvanvald, hogy a
(a(il),a(iz), ...,a(in)) szintén n elem rendezése. A ¢ permutaciot az (1) forma szerint

kiilonb6z6 modon lehet abrazolni, tobbek kozott
o= (1 2 n)
Ji1 Jz  wdn)’

Tétel 4. Az 6sszes n-edrendii permutdaciok szama n'-sal egyenlo.

ahol j, = a(k), k =1,2,..,n.

n-ed rendii azonos (egység) permutdcionak a kévetkezo permutaciot nevezziik:
e = (1 2 . TL)
1 2 ..n

Tétel 5. Legyen o tetszéleges n-edrendii permutdcio. A o permutacié (1) forma szerinti
osszes felirasaban az elsé és masodik sorban a rendezések pdrossaga vagy egybeesik, vagy
kiilonbozik.

Az n-edrendi permutaciot pdrosnak nevezzik, ha az (1) forma szerinti felirasban a
rendezések parossaga az elsé és a masodik sorban egybeesnek, és pdratlannak az ellenkezd

esetben.

Tétel 6. Barmely n € N \ {1} szdmra az n-edrendii paros és paratlan permutdaciok szama
egybeesik, ami egyenlo n;' - vel.

Legyen o, § — n-edrendii tetszéleges permutaciok. Amennyiben g, § —az M = {1,2, ..., n}
halmaz bijektiv leképezéséi Gnmagara, akkor a g és § leképezések szorzata szintén az M halmaz

bijektiv leképezése lesz onmagara. Ezért a g6 szintén permutacid lesz, amit a o és §

permutaciok szorzatanak neveziink. Ha

(1 2 .. n) (1 2 .. n)
o =|. . . f 6 = . . 7 )
i Iy e In J1 J2 e JIn
akkor a szorzatuk
s (1 2 n>
o0 = | . - .
ljl ljz "'Ljn

Az 6sszes n-edrendii permutéacio halmazanak jeldlése S,,.

Tétel 7. Tetszoleges 0,6, U € S, permutdciokra teljesiilnek a kovetkezo tulajdonsagok:
1) (68)u = a(6p);

2) ec = ge = 0,

1

3)létezik egy olyan o~ permuticio, hogy oo™ =o"lo =e.

A o1 permutéaciét a o permutécio inverzének nevezziik. Nyilvanvald, hogyha
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akkor
- I iy ..
=01 5 )

Azt a permutacidt, amelyet az azonos permutacidbol az alsoé sor egy transzpozicidja altal
kapjuk, transzpozicionak nevezzik.

Tétel 8. Barmely & permutdcio néhany transzpozicio szorzata lesz, valamint ezen
transzpoziciok szamanak a parossaga egybeesik a 6 permutacio parossagaval.

Kovetkezmény 3. Két azonos parossaggal rendelkezé permutdcio szorzata pdros
permutacio, két kiilonbozé pdrossdaggal rendelkezo permutacio szorzata pedig padratlan
permutacio.

Legyen p egy n-edrendii permutéacio ¢s N, az M = {1,2, ..., n} halmaz részhalmaza, amely
mindazokbol az i € M elemekbdl all, amelyekre p(i) # i. A u permutaciot ciklusnak nevezziik,
ha tetsz8leges i, j € N, elemekre létezik egy olyan természetes k szam, hogy uk@) = j.At=
|N,.| szamot a u ciklus hosszdnak nevezziik. A p ciklust az (i i, .. i,) szimbélummal jel8ljiik,
ahol i; —az N, tetsz8leges eleme és i, = ,u(iq_l)(q =23, ..,t).

A u, 6 € Sy ciklusokat idegeneknek nevezziik, ha N, N Ns =@ .

Tétel 9. Barmely permutdcio a szorzok sorrendjének pontossdagaval egyértelmiien felirhato
paronkeént idegen ciklusok szorzataként.

Legyen k a ciklusok szama a u € S,, permutacio paronként idegen ciklusok szorzata altali
felbontasaban. A u permutacié csékkenésének nevezziik a |NM| — k kiilonbséget.

Tétel 10. A permutacio parossaga egybeesik ezen permutacio kiilonbségének parossagaval.
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6. n—edrendi determinansok.

A determinansok tulajdonsagai
Hasonloan, mint a 4. fejezetben megjeldljik F-el a kovetkez6 halmazok egyikét: a Q
racionalis szdmok halmazat, az R valds szamok halmazat vagy a C komplex szamok halmazat.
Az F halmaz elemeit pedig egyszertien szamoknak fogjuk nevezni.

Legyen adott az F halmazbol vett elemekbdl allo valamely n-edrendii négyzetes matrix

a1 Q12 0 Qqp
ay1 Az - dap

: 22 ; €]
Ap1 Anz 0 Qpp

Megvizsgaljuk ezen a matrix n elemei szerinti lehetséges szorzatokat, mely elemek kiilonb6z6
sorokban és kiilonb6z6 oszlopokban helyezkednek el, vagyis a kovetkezé formaja szorzatokat

Ay, A2, =" Aniys (2)
ahol az iy, iy, ..., i,, indexek az 1,2,3, ..., n szamokbdl all6 valamely permutaciot alkotnak. Az
ilyen szorzatok szama egybeesik az n elembdl allé Osszes kiilonb6zé permutacido szamaval,
vagyis n!-al.

Ha most megjeldljiik o-val a kdvetkez6 alakli permutaciot

(1 2 n)
o=|. . .,
ll lz ...ln

akkor a (2) szorzatot is atirhatjuk az a;4(1)@24(2) *** Ang(n) alakban.

Az (1) matrix n-edrendii determindnsanak nevezziik az n! tagok algebrai 6sszegét, amelyek
ezen matrix minden soranak és oszlopanak egyesével vett elemeinek kiilonféle szorzatai (vagyis
(2) alaku szorzatok), emellett minden ilyen tag plusz el6jelet kap, ha a neki megfeleld
permutacid paros, illetve minuszt — az ellenkezd esetben.

Ha az (1)-es matrixot megjeloljikk A-val, akkor mindezek utan az A matrix determinansat a

kovetkezOképpen fogjuk jeldlni:

a1 Ar2 A1n
jal = |*2 Sz T ) 3)
An1  Qn2 Ann
Tehat
|Al = Zaesn(_l)inv (@) A16(1)A20(2) *** Ano(n), (4)

ahol, emlékezziink vissza, hogy S,, az 0sszes n-edrendli permutaciok halmaza, inv (o) a o

permutacid inverzidinak a szdma.
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A kovetkez6 alak(l matrixot

a1 Az v Am
Az Az - QAp2
Ain  Qzn " Qnn

az (1) matrix transzpondaltjanak nevezziik. Megjeldljiik az A matrix transzponalt métrixat AT -
vel. Azt is mondhatjuk, hogy az ATmatrixot az A matrix transzpondlasanak segitségével
kapjuk.

Tétel 1. Az A matrix determindnsa egyenlé az AT transzpondlt matrix determindnsdval.

Az 1. tételbdl az kovetkezik, hogy a matrix soraihoz fiiz0d6 barmely allitas a matrix
determinansardl igaz a matrix oszlopai esetében is, és forditva. Ezért a kovetkezd 2 — 9
tételeket csak a determindns soraira fogjuk megfogalmazni. Megjegyezziik azt is, hogy a
determinans sorai vagy oszlopai alatt annak a matrixnak a sorait vagy oszlopait értjik,
amelyiknek a determinansat szadmoljuk.

Tétel 2. Ha a determindns egyik sora nullakbol tevédik ossze, akkor ez a determinans
nullaval egyenld.

Tétel 3. Ha a determindns két sordanak felcseréljiik az elhelyezkedését, akkor a determindns
elojele az ellenkezojére valtozik.

Tétel 4. Az a determinans, amelyik két egyforma sort tartalmaz, nullaval egyenlo.

Tétel 5. Ha a determindns valamely sordanak mindegyik elemét megszorozzuk egy y
szammal, akkor maga a determindns is megszorzodik y-val.

Tétel 6. Az a determindns, amelyik két egymdashoz aranyos sort tartalmaz, nullaval egyenlo.

Tétel 7. Ha eqy n-edrendii determinans i-edik soranak minden egyes eleme két dsszeadando
osszegekent irhato fel

al-jzbj+cj, j=1,..,n,
akkor ez a determindns egyenlo két determinans 6sszegével, amelyeknek mindegyik sora, kivéve
az i-ediket, — ugyanazok, mint az adott determinansé, az i-edik sora pedig az egyik ilyen
determindansnak a b; elemekbdl dll, a masik esetében pedig —a c;j elemekbdl.

A matematikai indukcid6 moédszerének felhasznalasaval, a 7. tétel altalanosithato arra az
esetre, amikor az i-edik sor minden eleme k 6sszeadandok 6sszegeként van felirva, ahol k > 2.

Mondhatjuk, hogy a (3) determinans i-edik sora a ky,..,k; szamu sorok linedris
kombinaciodja, ha 1éteznek olyan ay, ..., ag szamok, hogy

ajj = 1a,j + -+ asagj, j=1,..,n
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erer

akkor a determinans nullaval egyenlo.
Tétel 9. Ha a determinans egyik soranak elemeihez hozzaadjuk egy masik sor ugyanazon
szammal megszorzott megfelelo elemeit, akkor a kapott determinans az adott determindnssal

lesz egyenlo.
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1. Az aldeterminans és az elem komplementere.

Determinansok Kiszamitasa

Legyen adott a kdvetkezd n-edrendli determinans:

air v Qun

A= (1)

An1  ** Qnn
Megvizsgalunk egy n-tdl kisebb k természetes szamot. Legyen iy, iy, ..., ix €S ji,J2, s Ji —
megfelelden az (1) determinans sorainak és oszlopainak sorszama, melyek ndvekvd sorrendben
allnak, vagyis

i < iy < <ip, 1 <Ja < < e
A kovetkez0 k-adrendli determinanst

Gizjy 7 R

M = (2)

Bijy " gy
az iy, iy ...,I szamu soroktdl és a ji,j,...,Jx Szamu oszlopoktdl vett k-adrendii
aldetermindansnak nevezziik, vagy egyszeriien csak a megadott oszlopok és sorok metszetén
clhelyezett aldeterminansnak. Azt is mondhatjuk, hogy a (2) aldeterminanst az (1)
determinansbol az iy, iy, ..., i-tol eltérd sorszdmu sorok és a ji, j, ..., jr-tol eltéré oszlopok
kihtzéasa altal kapjuk. Tovabbd, legyen M’ a A determinans aldeterminansa, amelyet az
{1,025, «, i sorok €s a ji,ja,..,jx oOszlopok kihuzasa segitségével kaptunk. Az M’
aldeterminanst az M aldeterminans komplementer aldeterminansdanak nevezziik. Nyilvanvalo,
hogy az M aldeterminans az M’ aldeterminans komplementere lesz.

Ha az (1) determindns M aldetermindnsa megfelelen az iy, iy, ..., i sorszdmu sorok és a
J1,J2, -, Ji SOrszamu oszlopok metszetén helyezkedik el, akkor a fejezet végéig az M
aldeterminans Osszes sordnak és oszlopanak sorszamainak Osszegét sj,-mel fogjuk jeldlni,
vagyis

Sy =lp+ i +j+ o+
A (—1)MM’ szamot az M aldeterminans algebrai komplementerének fogjuk nevezni.

Tétel 1. Egy tetszoleges k-adrendii M aldetermindns szorzata a A determindnsban lévo
algebrai komplementerére egy algebrai dsszeg lesz, melynek tagjai (M aldeterminans tagjainak
és az M' komplementer aldetermindns (—1)M eldjellel vett tagjainak szorzata) a A
determinansnak is tagjai, és emellett elojeliik az emlitett 6sszegben és a a A determindnsban

megegyezik.
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Tétel 2. (Laplace tétele). Legyen egy n-edrendii determindansban tetszélegesen kivalasztva
k sor (vagy k oszlop), 1 < k <n — 1. Akkor ez a determindns egyenlé az dsszes, az adott
sorokban (oszlopokban) elhelyezkeds,  k-adrendii  aldetermindns — azok — algebrai
komplementereikre valo szorzatok osszegével.

Kovetkezmény 1. 4 determindns egyenld egy tetszéleges soranak (oszlopanak) mindegyik
elemének és azok algebrai komplementereikre valo szorzatok 6sszegével.

Tehat, ha A valamilyen n-edrendii determinans (lasd. (1)), és M;; ezen determinans a;;
elemének komplementere, i,j € {1,2, ..., n}, akkor

A= a; (~D)" My + ap (=DM + -+ + @i (=1 M. (3)

A (3) képletet a A determinadns i-edik sora altali kifejtésének nevezziik.

Kovetkezmény 2. A determindns barmely soranak osszes elemének, és egy mdsik sorban
elhelyezkedo nekik megfelelo algebrai komplementerekre valo szorzatok osszege nullaval
egyenlo, vagyis

;1 (1) Myy + aip (1" My + - + 2 (1M, = 0, (@ # k).
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8. A Cramer-szabaly
Legyen adott F € {Q, R, C}. Megvizsgalunk az F halmazbol vett egyiitthatokat tartalmazo
tetszOleges linearis egyenletrendszert, amelyben az egyenletek n szdma egyenld az
ismeretlenek szamaval, vagyis a kovetkezd alakt rendszert:

A11%; + Q12X + 00+ QX = by,
a21x1 + azzxz + -+ aann == bz, (1)

a11 alj aln
ar; - a,; o dap

A= T (2)
anq QAnj Ann

az (1) egyenletrendszer determindnsdanak nevezzik.

Tovabba, megvizsgalunk egy kovetkezd alaku n-edrendii determindnst

agq b, QAin
a21 cee b ) az .

a=0 52 5” G=12..,1n), 3)
anp, bn ©t Qnn

amelyet a A determinansbdl kapunk meg j-edik oszlopanak az (1) rendszer szabad tagjai altal
valo helyettesitésével.

Tétel 1. Legyen yq,vz, ..., ¥n @2 (1) egyenletrendszer megoldasa. Akkor Ay; = A;(j =
1,2,..,n).

Tétel 2. (Cramer). Ha az n ismeretlent tartalmazo n linearis egyenletbol allo
egyenletrendszer determinansa nullatol eltéro, akkor ez az egyenletrendszer hatdrozott.
Emellett, ha A; egy olyan determindns, amelyet a A determindansbél kapunk meg j-edik
oszlopanak (j = 1,2, ...,n) az egyenletrendszer szabad tagjai daltal valo helyettesitésével, akkor

a kovetkezo szamok rendszere:

44 4, 4y
V1=Z; Vz=7' 'Vn=7
az egyenletrendszer megoldasa lesz.

Kovetkezmény 1. Ha az n ismeretlent tartalmazo n linedris egyenletbol allo
egyenletrendszer ellentmondo vagy hatdarozatlan, akkor az egyenletrendszer determindnsa

nullaval egyenlo.
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Kovetkezmény 2. Ha az n ismeretlent tartalmazo n linearis egyenletbél allo
egyenletrendszer determinansa egyenlo nulldval és ha legalabb egy azon determinansok koziil,
melyet a A determindansbol kapunk meg j-edik oszlopdanak a rendszer szabad tagjai dltal valo

helyettesitésével nem egyenlo nullaval, akkor ez a linearis egyenletrendszer ellentmondo.
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0. Matrix-muveletek. A matrix inverze
Legyen adott F € {Q, R, C}; F,,x,, aZ F halmaz elemeibdl allo6 6sszes m X n-es matrixok

halmaza, ahol m és n tetszéleges természetes szamok.

Az
aj; 0 Aip
A= : : € Fruxn
Am1  ° Amn

matrixot a tovabbiakban a kovetkezoképpen jeloljiik: ||ai j”mxn vagy roviden ||ai j”, ha
egyértelmiien ismeretes a szoban forgd matrix mérete.

Az F,, ., halmaz A = ||aij|| ¢sB = ||bij|| matrixait egyenldknek nevezzik, ha a;; = b;j(i =
1,2,..,m; j =1,2,..,n). Ebben az esetben a kdvetkezot irjuk: A = B.

Az F,«n halmaz A = ||al-j|| ¢s B = ||bl-j|| matrixainak dsszegének egy olyan C = ||cl-j|| €
F,,, <, matrixot neveziink, amelyre igaz, hogy

Cij = ajj + bl-j (i=12,...mj=12..,n).

Az A és B halmazok C 6sszegét a kovetkez6képpen jeloljik: A + B.

Az A = ||al-j|| € Fxn matrix y € F szamra valo szorzatdanak egy olyan D = ||dij|| € Fruxn
matrixot neveziink, amelyre igaz, hogy

dij=va;; (i=12,...m;j=12,..,n).
Az A matrix y szamra vald D szorzatat a kovetkezoképpen jeldljiik: yA.
Tétel 1. Tetszoleges a, B € F elemekre és A, B, C € F,,«,, matrixokra teljesiilnek a kovetkezo

egyenloségek:

1) (A+B)+C=A+(B+0);
2) A+B=B+A4;

3) (a+ B)A=alA+ pA;

4) a(A+ B) =aA + aB,;

5 a(BA) = (ap)4;

6) 1-4=A.

A 0 € F,,«,, matrixot nullmatrixnak nevezziik, ha tetszéleges A € F,,«,, matrixraigaza 0 +
A = A egyenlOség.

Tétel 2. Egyetlen 0 € F,, ., nullmatrix létezik, emellett, a 0 mdtrix minden eleme nulla.
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A (- A) matrixot az A matrix ellentétes matrixanak nevezzik, ha (—A) + A = 0.

Tétel 3. Tetszoleges A € F,,«,, matrixra egyetlen ellentétes (—A) matrix létezik, emellett, ha
A= las; ||, akkor (=4) = [|-ay].

Legyen A = ||al- i || egy tetszoleges m X n-es matrix, B = ||bi ]|| tetszOleges n X r-es matrix
(m,n,r €N, a;,b;; € F). Az A és B matrixok szorzatdnak egy olyan m X r-es C = ||cij||

matrixot neveziink, amelyre igaz, hogy

n

Cij = Z abr; (i =1,2,..,m;j =12,..,1).
k=1

Az A ¢és B matrixok C szorzatat az AB matrixxal jeloljiik.

Megjegyzés 1. Az A matrix és a B matrix szorzata csak abban az esetben hatdrozhat6é meg,
ha az A matrix oszlopainak szama egybeesik a B matrix sorainak szamaval. Ezért, ha az A
matrix szorzata a B matrixra meghatarozhatd, a B matrix szorzata az A matrixra nem biztos,
hogy meghatarozhato.

Tétel 4. Tetszéleges A, A" € Fyun, B, B’ € Fpyy, C € Frys madtrixokra és tetszoleges y € F

szamra teljesiilnek a kovetkezo egyenloségek:

1) (AB)C = A(BC);

2) A(B+B') = AB + AB';
3) (A+A")B =AB + A'B;
4) (yA)B = A(yB) = y(4B).

Megjegyzés 2. Han > 2, akkor 1éteznek olyan A, B € F, ,, matrixok, hogy AB # BA.

@ (D)

Az E € F,y, matrixot n-edrendii egységmatrixnak nevezzilk, ha tetszéleges A € F,,xn

Példaul az n = 2 esetben:

matrixra igaz az
EA=AE =A
egyenldség.

Tétel 5. Egyetlen n-edrendii E egységmatrix létezik, mindemellett
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01 .. 00
E=|: ¢+ ™~ i
0O 0 .. 10
0 0 .. 01

Tétel 6. Az n-edrendii matrixok szorzatinak determindnsa egyenlé ezen mdtrixok
determindansainak szorzataval.

Az n-edrendi matrixot nem elfajulonak nevezziik, ha annak determinansa nem egyenld
nullaval.

Tétel 7. Az n-edrendii matrixok szorzata akkor és csak akkor nem elfajulé matrix, ha a
szorzando matrixok egyike sem nem elfajulo.

A B € F,, matrixot az A € F,y, matrix baloldali inverzének (jobboldali inverzének)
nevezziik, ha BA = E (AB = E) (ahol E n-edrendli egységmatrix).

Az A~ matrixot az A € F,y, matrix inverzének nevezziik, ha az egyidejiileg az A matrix
baloldali és jobboldali inverze is. Ha az A € F, 4, matrixnak létezik inverz matrixa, akkor azt
mondhatjuk, hogy az A invertdlhaté matrix.

Tétel 8. Az n-edrendii mdtrix akkor és csak akkor invertdlhato, ha az nem elfajulo. Emellett,
ha A= ||ai ]” eqgy n-edrendii invertalhato matrix, akkor szamdra csak egyetlen inverzmatrix

létezik, amely a kovetkezo matrixxal egyenlo:

A11 A21 Anl
A—l — |A|—1 A12 A22 Anz
Aln A2n Ann

ahol A;; az A matrix a;j elemének algebrai kkomplementere.

Kovetkezmény 1. Ha az n-edrendii A matrixnak létezik jobboldali (baloldali)
inverzmatrixa, akkor az A matrixnak megfeleléen létezik baloldali (jobboldali) inverzmdtrixa
is, ezert az A matrix invertalhato.

Tétel 9. Tetszéleges n-edrendii invertalhato A és B matrixokra teljesiilnek a kovetkezo

egyenlosegek:

1) A7 = AT,

2) (AB)™'=B7lAY;
3 A =4

4) ADHTT=@hHn
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10. Az n-dimenzios szamtani vektortér.

Vektorrendszerek linearis osszefiiggosége

Az n valoés szamok barmely rendszerét, vagyis rendezett 6sszességét, az R halmaz feletti n-
dimenzios vektornak nevezzik. Az R halmaz a4, a,, ..., a;,, elemeibél all6 R feletti n-dimenzids
vektort a kdvetkezOképpen fogjuk jelolni: (aq, ay, ..., a,) €és aq az elsd, a, a masodik, és igy
tovabb, a,, ezen vektor n-edik komponensének nevezziik. Két R feletti n-dimenzios vektort
egyenldnek neveziink, ha ezen vektorok megfeleld komponensei egyenléek. Jeloljik R™-nel az
Osszes n-dimenzids vektor halmazat az R felett.

Az a = (ay,ay, ...,ay) és b = (By,Pz .., Bn) vektorok dsszegének az R™ kovetkezo
vektorat nevezziik

a+b=(a,+pa,+ B .., a,+ Bpn).

Az a = (a1, ay, ..., a,) € R™ vektor y € R szamra valo szorzatanak a kovetkezd vektort

nevezziik:
ya = (ya,yay, ...,y ay).
Tétel 1. Tetszoleges a, f € R szamokra és tetszéleges n-dimenzios a, b, c € R™ vektorokra

teljesiilnek a kovetkezo egyenloségek:

1) (a+b)+c=a+ (b+c);
2) a+b=>b+a,

3) (a+pB)a=aa+ Ba;

4) a(a+b) =aa+ ab,

5 a(Ba) = (aP)a;

6) 1-a=a.

A 0 € R™ vektort nullvektornak nevezziik, ha tetszéleges a € R™ vektorraigaza0 + a = a
egyenldség.

Tétel 2. Egyetlen 0 € R™ nullvektor létezik. Emellett 0 = (0,0, ...,0).

A (—a) vektort az a vektor ellentétiének nevezziik, ha (—a) + a = 0.

Tétel 3. Tetszéleges a € R™ vektornak egyetlen ellentétes (-a) vektora létezik.
Mindemellett, ha a = (a; a3, ..., @), akkor (—a) = (—ay, —ay, ..., —ay).

Tétel 4. Legyen « tetszoleges valos szam, a pedig egy tetszoleges n-dimenzios vektor. Az

aa = 0 egyenléség akkor és csak akkor igaz, ha a = 0, vagy a = 0.
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Az R feletti 6sszes n-dimenzidés vektor R™ halmazat, amelyen bevezetjiik a vektorok
Osszeadasanak és a vektorok szammal vald szorzasanak muveletét, valos n-dimenzios szamtani
vektortérnek nevezzik.

Hasonloan hatarozodik meg a Q" raciondlis n-dimenzios vektortér és a C" komplex n-
dimenzios vektortér is.

A b € R™ vektort az a € R™ vektorhoz képest ardnyosnak nevezziik, ha 1étezik olyan y
valds szam, hogy b = ya.
l1éteznek olyan yy, ..., ¥ valds szamok, hogy

b =yia; +v,a; + -+ ysas.

Az aq,a,, ..., as € R™ vektorrendszert linedrisan osszefiiggének nevezziik, ha 1étezik olyan

nem mindegyik nullaval egyenldé y;, ..., ys valos szam, hogy
Y11 + V20, + -+ ysa, = 0.

Az aq,a,,..,a;, € R™ vektorrendszert linedrisan fiiggetlennek nevezziik, ha az nem
linearisan Osszefiiggo.

Tétel 5. Az n-dimenzios vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan Osszefiiggd, ha
legalabb egy vektora ennek a rendszernek a tobbi vektor linearis kombindcidja.

Legyen adott a,,a,..,as az n-dimenzids vektortér valamely vektorrendszere. Az

a;, aj,, .., a; Vektorrendszert, ahol 1 <i; <i, <--<iy <s, az ay,ay,..,as rendszer

k
részrendszerének nevezzik.

Tétel 6. Ha az n-dimenzios vektorrendszer valamely részrendszere linedrisan dsszefiiggd,
akkor az egész rendszer is linedrisan Osszefiiggd. Ha az n-dimenzios vektorrendszer linedarisan
fiiggetlen, akkor barmely részrendszere linearisan fiiggetlen lesz.

Az n-dimenzids vektorrendszert az n-dimenzios vektortér bazisanak nevezziik, ha az el6szor
is, linearisan fliggetlen, és masodszor, barmely n-dimenzids vektor ezen rendszer vektorainak
linearis kombinacioja.

Tétel 7. A kévetkezo n-dimenzios vektorrendszer:

e; = (1,0,0,...,0),e, = (0,1,0, ...,0), ..., e, = (0,0,0, ...,1) (D
az R™ n-dimenzios vektortér bazisa.

Az R™ n-dimenzios vektortér (1) bazisat kanonikus bazisnak nevezziik.

Tétel 8. Tetszoleges a4, ..., ag n-dimenzios vektorrendszerre a kovetkezo allitasok koziil

egyszerre csak az egyik lehet igaz:
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1) azay, ..., as vektorrendszer linedarisan 6sszefiiggo;
2) azai,..,ag vektorrendszer az R" n-dimenzios vektortér bazisa,
3) létezik olyan b € R™ vektor, hogy az a,...,as, b vektorrendszer linedrisan

fiiggetlen lesz.

Tétel 9. Az s vektorbol dllé barmely n-dimenzios vektorrendszer az s > n feltétel mellett
linearisan Osszeftiggo.

Az ay,a,, ..., a, € R™ vektorrendszer linedrisan kifejezhetének nevezziik a by, by, ..., bs €
R™ vektorrendszer altal, ha az elsé rendszer minden vektora a masodik rendszer vektorainak
lineéris kombindcioja.

Az R™ n-dimenzios vektortér két vektorrendszerét ekvivalensnek nevezziik, ha koziiliikk
mindegyik linedrisan kifejezhetd a masik altal.

Tétel 10. Ha az a4, ay, ..., a, € R™ vektorrendszer linedrisan kifejezheté a by, by, ..., bs €
R™ vektorrendszer dltal, amely szintén linedrisan kifejezheté egy cq,cC,...,c; € R®
vektorrendszer dltal, akkor az aq,a,,...,a, vektorrendszer is linedrisan kifejezheté a
€1, Cy, ..., C; VEktorrendszer dltal.

Tétel 11. Legyen aq,a,, ..., a, és by, by, ..., bg két n-dimenzios vektorrendszer, melyek koziil
az elso linedrisan fiiggetlen és linearisan kifejezheté a masik rendszer dltal. Akkor az elsé
rendszer vektorainak szama nem haladja meg a mdsik rendszer vektorainak szamat, vagyis r <
s.

Kovetkezmény 1. Barmely két ekvivalens linearisan fiiggetlen vektorrendszer azonoz szamu
vektorokbol dllnak.

Kovetkezmény 2. Az R" n-dimenzios vektortér barmely bazisa n vektorbol dall.

Az aq,ay, ..., agsn-dimenzios vektorrendszer bdzisanak egy olyan linearisan fliggetlen
részrendszert neveziink, hogy az aq,a,, ..., as rendszer minden vektora ezen részrendszer
vektorainak lie4ris kombinécioja.

Tétel 12. Az n-dimenzios vektorrendszer barmely két bazisa azonoz szamu vektorokbol all.

A vektorrendszer bazisanak vektorai szdmat a rendszer rangjanak nevezziik.

Tétel 13. Legyen a4, a,, ..., a, és by, by, ..., bg két n-dimenzids vektorrendszer, emellett az
elsé rendszer rangja egyenlo egy k szammal, a masik rendszer rangja pedig egy | szammal. Ha
az elsé vektorrendszer linedrisan kifejezheté a masik dltal, akkor k < 1. Ha pedig ezek a

rendszerek ekvivalensek, akkor k = [.
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11. A matrix rangja

Legyen adott

all alz s alt
A1 O .. At

A= : : : €y
As1 QAgp o Qg

egy tetszbleges s X t méretil matrix az R valds szdmok halmazanak elemeibdl, ahol s ¢és t
tetszOleges természetes szamok. Akkor ennek a matrixnak az oszlopaira tigy tekinthetiink, mint
s-dimenzids vektorokra, soraira pedig mint t-dimenzids vektorokra. Megvizsgaljuk az A matrix
vektor-oszlopainak rendszerét:

c1 = (@11, A1) e, As1), oo, € = (A1 Qg -+, Ast)-

Az A matrix rangjanak vektor-oszlopainak rendszerének rangjat nevezziik. Az A matrix
rangjat a kovetkezoképpen jeldljiik: rank A.

Tétel 1. Ha az A matrix minden k-adrendii aldetermindnsa egyenlé nullaval, akkor az osszes
k-t6l nagyobb rendii aldetermindnsa is nullaval egyenld.

Legyen M az A matrix tetszéleges aldetermindnsa, amely az iq, ..., i szdmu sorokban és
J1r -, Ji szam oszlopokban talalhato. Az A matrix M'aldeterminansat, amely az ij,...,{;
szdm® sorokban és jj,...,j; szamu oszlopokban taldlhatd, az M aldeterminans beszegési
aldeterminansdanak nevezziik, ha

{iy, ., i} < {if, .o, i} i ojrt < Ui, it

Tétel 2. Legyen M az A matrix nem nullds k-adrendii aldetermindnsa, mindemellett, az M
aldetermindans minden (k + 1)-edrendii beszegési aldeterminansa egyenlé nullaval. Akkor
rank A = k.

Tétel 3. A nem nullds A matrix rangja egyenlé a nullatdl eltéré aldeterminanSok maximalis
rendjével.

Kovetkezmény 1. Az n-edrendii determinans akkor és csak akkor egyenlé nullaval, ha
oszlopai linearisan osszefiiggo vektorrendszert alkotnak.

Tétel 4. Az A matrix vektor-sorainak rendszerének rangja egyenlé a vektor-oszlopainak
rendszerének rangjaval, vagyis egyenlé az A matrix rangjaval.

A B matrixot az A matrixbol kapjuk az (I) tipusu elemi atalakitds altal, ha minden sora
(oszlopa) a B matrixnak, az i és j kiviil, olyanok, mint az A matrixnak megfelel6 sorok
(oszlopok), az i és j sorok (oszlopok) pedig helyet cseréltek. Ha a B matrixban minden sor

(oszlop), kivéve az i, olyanok, mint az A matrixban, a B matrix i-edik sora (oszlopa) pedig
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egyenldé az A matrix i-edik sordnak (oszlopanak) és valamely tetszéleges valds szammal
megszorzott mas soranak (oszlopanak) dsszegével, akkor a B matrixot az A matrixbol kaptuk a
(ID) tipusu elemi atalakitas éltal. Végiil, a B matrixot az A matrixbol kapjuk a (II1) tipusi: elemi
dtalakitds altal, ha a B matrix minden sora (oszlopa), kivéve az i-edik sort (oszlopot), olyanok,
mint az A matrixnak megfelel6 sorok (oszlopok), a B matrix i-edik sora (0szlopa) pedig egyenld
az A matrix nem nulla valos szdmmal megszorzott i-edik soraval (oszlopaval).

A B matrixot ekvivalensnek nevezziik az A matrixxal, ha megkaphatjuk az A matrixbol véges
szamu elem atalakitasok altal az A matrix sorai vagy oszlopai felett. Ha az A és B matrixok
ekvivalensek, akkor felirhatjuk, hogy A~B.

Tétel 5. Barmely s X t, r-ed rangu A matrix ekvivalens egy lépcsds alaku matrixxal, amely

pontosan r nem nullds sort tartalmaz, vagyis a kovetkezo alaku matrixxal
0 ---0 bl]l e b1]2—1 bl]z e bl]r_l bl]T e blt
0 ---0 O -..0 b2j2 s szr_l ijT s bzt

0.0 0.0 0.0  byj by |, 2)
0.0 0.0 0..0 0..0
0.0 0.0 0..0 0..0

ahol 1 < j; <j, <+ <jp <t byj, nemnullas szdm (k = 1,2, ..., 7).

Megjegyzés 1. Barmely s X t matrix (2) alaku 1épcsds matrixhoz hozhat6 véges szamu (1)
vagy (II) tipust elemi atalakitasok altal a matrix sorai felett.

Az s X t A matrix (lasd. (1)) datlés alaku(diagondlis), ha tetszdleges i € {1, ...,s} és j €
{1, ..., t} értékekre az a;; elem egyenld nullaval, amennyiben i # j. Az 4tlos alaki A matrixot
a kovetkezSképpen jeléljiik: diag[ays, azy, ..., aqq]sxt (g minimalis az s és t szamok koziil).

Tétel 6. Tetszoleges r-ed rangu s X t-matrix ekvivalens a kovetkezo atlos alaku matrixszal:

diag [1,1, ..,1,0, ... ,0]

r sxt

Tétel 7. Az A és B matrixok szorzatanak rangja nem nagyobb, mint kiilon az A és B matrixok
rangjai, vagyis
rank AB < rank A4, rank AB < rank B.
Tétel 8. Legyen A eqy tetszoleges s X t-mdtrix; B, C megfelelden s és t rendii tetszoleges

invertalhato matrixok. Akkor rank BA = rank 4, rank AC = rank A.

36



12. Linearis egyenletrendszer. A Kronecker-Capelli tétel

Legyen adott a kovetkez0 linearis egyenletrendszer:

allxl + alzxz + -+ alnxn == bll
Ap1X1 + AzpXp + 0 + AonXn = by, (1)

ahol s,n € N; a;j, b ER(I=12,..,5;j=1,2,..,n). Ennek a rendszernek a matrixat

megjeldljiikk A-val, A-val pedig a kib&vitett matrixat. Tehat

Ay Qi 0 QA A1 Q12+ Qp by

a1 Az = Qop - a1 Qzz - a b
A = . N . : I A = . N . %TL .2

Qg1 Qgp - Qgp g1y Qgp ** QAgp bs

Tétel 1. Az A matrix rangja vagy egyenld az A matrix rangjaval, vagy eggyel nagyobb mint
az A matrix rangja.

Tétel 2 (Kronecker-Capelli). Az (1) linedaris egyenletrendszer akkor és csak akkor
megoldhatd, ha a kibévitett A matrix rangja egyenld az A matrix rangjdval.

Tetszoleges linearis egyenletrendszer megoldasanak szabalya

Legyen adott egy megoldhatd (1) linearis egyenletrendszer €s ezen rendszer A matrixanak
rangja legyen r. Az A matrixban kivalasztunk r linearisan fiiggetlen sort és az (1) rendszerben
csak azokat az egyenleteket hagyjuk meg, melyeknek egyiitthatoi a kivalasztott sorokban
szerepelnek. Ezen egyenletek bal oldalan meghagyunk olyan r ismeretleneket, hogy az
egyiitthatoikbol alkotott determinans értéke nullatol eltérd legyen, az Gsszes tobbi ismeretlent
pedig szabadnak nyilvanitjuk és 4tvissziik az egyenletek jobb oldalaira. A szabad ismeretlenek
szamara tetszOleges szamértéket adva és Cramer szabalya szerint kiszamolva a tobbi ismeretlen
értékét, megkapjuk az (1) rendszer megoldasat.

Kovetkezmény 1. 4 megoldhato (1) rendszer akkor és csak akkor hatarozott, ha az A

matrix rangja egyenld az ismeretlenek szamaval.
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13. Homogén linearis egyenletrendszerek

Homogén linearis egyenletrendszernek nevezziik a kovetkezo alaka egyenletrendszert
a1X1 + apxp + o+ agpx, =0,
L I o €
Ag1X1 + AgpXp + -+ Agpnx, = 0,
ahol s,n € N; a;j, b € R(i = 1,2,...,s;j = 1,2,...,n). Nyilvanval6, hogy az (1) rendszer
megoldhato, mivel rendelkezik (0,0, ...,0) null megolddssal.

Tétel 1. Legyen az n ismeretlent tartalmazé (1) homogén linedris egyenletrendszer
matrixanak rangja r. Ha r = n, akkor az (1) rendszer hatdrozott, vagyis a null megoldads az
egyenletrendszer egyetlen megoldasa. Abban az esetben, ha r < n, az (1) egyenletrendszer
hatarozatlan.

Kovetkezmény 1. Az n ismeretlent tartalmazo n linedris egyenletbél dllo homogeén
rendszernek akkor és csak akkor van nem null megoldasa, ha ezen rendszer mdtrixanak
determinansa nullaval egyenlo.

Tétel 2. Ha a homogén linearis egyenletrendszerben az egyenletek szama kisebb az
ismeretlenek szamatol, akkor ennek a rendszernek van a nullastol eltéro megoldasa.

Tétel 3. Legyen b = (B4, ..., Bn) és ¢ = (Y1, -, ¥n) € R™ n-dimenzios vektorok az (1)
homogén linedris egyenletrendszer megoldasai. Akkor tetszéleges a valos szamra az

ab = (api, ..., aPBn), b+c= B+ Vi Bntvn)
vektorok szintén az (1) egyenletrendszer megoldasai lesznek.

Kovetkezmény 2. A homogén linearis egyenletrendszerek megoldasainak tetszéleges
linearis kombindcioja szintén ennek az egyenletrendszernek a meQolddsa lesz.

Az (1) homogén linearis egyenletrendszer dsszes megoldasanak halmazat ezen rendszer
megoldasai terének nevezzikk. Legyen S — az (1) homogén linedris hatdrozatlan
egyenletrendszer megoldasainak tere. A 10. fejezetbol kovetkezik, hogy létezik olyan
ai, ..., aq € S linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, hogy az S barmely vektora ezen rendszer
vektorainak linedris kombinacioja. Ebben az esetben az ay,...,a, vektorrendszert az (1)
homogén linearis egyenletrendszer fundamentalis rendszerének nevezziik. A homogén linearis
hatarozatlan egyenletrendszer megoldasainak szamtalan fundamentalis rendszere 1étezik. A
megoldasok barmely két fundamentdlis rendszere ekvivalens. Tehat azonos szadmu

megoldasokat tartalmaznak.
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Tétel 4. Ha az (1) homogén linearis egyenletrendszer matrixanak r rangja kisebb, mint az
ismeretlenek n szama, akkor az (1) rendszer barmelyik fundamentdlis rendszere n—r
megoldasbol all.
Legyen adott a kdvetkezd inhomogén linedris egyenletrendszer
ag1X1 + A%, + -+ aypXy, = by,
Ggy + ¥y 0 ¥ Gankn = ba ©)
Ag1X1 + AgpXy + -+ + AgnXy = bs.

A kovetkezd homogén linedris egyenletrendszert:

a11%, + ag2%; + -+ agpxy, =0,
i o I 3)
As1X1 + Agpxy + -+ + agpxy, =0,
melyet a (2) rendszerbdl kaptuk az dsszes szabad tag nullaval valo helyettesitése altal, a (2)
rendszer redukalt rendszerének nevezziik. A (2) és (3) rendszerek megoldasai k6zott szoros
kapcsolat Iétezik, amelyet a kdvetkezé tételek szemléltetnek.
Tétel 5. A (2) és (3) rendszerek barmely megoldasainak Osszege szintén a (2) rendszer
megoldasa lesz.
Tétel 6. A (2) rendszer barmely két megoldasanak kiilonbsége a (3) redukdlt rendszer
megoldasa lesz.
Kovetkezmény 3. Legyen a a (2) rendszer tetszéleges (partikuldris) megoldasa, S pedig a
(3) redukalt rendszer megoldasainak tere. Akkor az a +S = {a + b|b € S} halmaz a (2)

rendszer megoldasainak halmaza lesz.
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14. Csoportok. Gyirik. Testek

Legyen M egy tetszéleges halmaz. TetszOleges T : M X M — M leképezést binér algebrai
miiveletnek nevezziink az M halmaz felett.

A rendezett (a,b) € M X M par t(a, b) képét gyakran a kovetkezOképpen jeloljiik: ath, de
még gyakoribb a binér miivelet jelolése néhany specidlis szimbolummal: *, o, +. Az utolso két
esetben az (a, b) par a-b ( vagy egyszerlien ab) és a + b képeit megfeleléen az a,b € M
elemek szorzatanak és osszegének fogjuk nevezni, magukat a - és + miveleteket pedig
megfelelden szorzasnak és 0sszeadasnak.

Megjegyzés 1 A fent emlitett miiveletek feltételesek. Az M halmazon megadhaté néhany
algebrai miivelet is.

A nem iires G halmazt, amelyen adott a szorzas binér miivelete, csoportnak nevezziik, ha
teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

1) az algebrai miivelet asszociativ, vagyis tetszlleges a,b,c € G elemekre érvényes az

(ab)c = a(bc) egyenloség;

2) 1étezik egységelem, vagyis l1étezik a G halmaznak olyan e eleme, hogy tetszéleges a € G

elemre érvényes az ae = ea = a egyenldség;

3) minden a € G elemre létezik inverz a~! elem a G halmazbél, vagyis olyan elem, hogy:

aa ' =ala=e.

Megjegyzés 2. Ha a G halmaz, amelyen adott az 9sszeadas binér algebrai miivelete, csoport,
akkor a G csoport egységelemét null elemnek nevezziik, az a € G elem inverz elemét pedig
ellentétes elemnek nevezziik, és a kovetkezdképpen jeloljik:(—a).

Haa G csoport tetszéleges a, b elemeire teljesiil az ab = ba egyenldség, akkor a G csoportot
Abel-csoportnak nevezziik.

Ha a G halmaz véges, akkor a G csoportot végesnek nevezziik, a G halmaz elemeinek szamat
pedig a Gesoport rendjének nevezziik. Jelolése: |G|.

Legyen G, és G, csoportok, amelyeken adott a szorzas binér algebrai miivelete. A G; és G,
csoportokat izomorfoknak nevezziik, ha létezik olyan f:G; — G, bijektiv leképezés, hogy
tetszlleges a, b € G, elemekre f(ab) = f(a)f(b). A G, és G, csoportok izomorfizmusanak
jelolése: G = G,.

A G csoport H részhalmazat a G csoport részcsoportjanak nevezzik, ha a G csoporton

megadott algebrai miiveletet tekintve a H csoportot alkot.
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Tétel 1. A G csoport H részhalmaza a G csoport részcsoportja akkor és csak akkor, ha a H

halmaz tetszoleges a és b elemeire teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

1) ab € H,

2)a leH.

A nem iires R halmazt, amelyen adottak az 6sszeadas €s a szorzas binér algebrai miveletei,

gytiriinek nevezziik, ha teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

1) a R halmaz az Osszeadasra nézve Abel-csoport (ezt a csoportot a gylrlt additiv
csoportjanak nevezziik);,

2) a szorzas binér algebrai miivelete asszociativ, vagyis tetszéleges a,b,c € R elemekre
érvényes az (ab)c = a(bc) egyenldség;

3) az Osszeadas €s a szorzas binér algebrai muveletei kapcsolatban allnak a disztributiv
torvényekkel, vagyis tetszéleges a, b, c € R elemekre érvényesek az (a + b)c = ac +
bc, a(b + c) = ab + ac egyenldségek.

Az R gytlrit kommutativnak nevezziik, ha tetszéleges a, b, € R elemekre ab = ba.

Az R gylrit egységelemes gyiiriinek nevezzik, ha az R gytriiben létezik egy olyan 1 elem,

hogy tetszélegesa € Relemre1-a=a-1=a.

Legyen R egy egységelemes gyliri. Az R gytri a elemét invertalhatonak nevezzik, ha

=g la=1.

létezik olyan a~! € R elem, hogy aa™

Tétel 2. Legyen R egy egységelemes gyiirii. Az R gyiirii dsszes invertalhato elemének
halmaza a szorzas binér algebrai miiveletére nézve csoport.

Az R egységelemes gylirli 6sszes invertalhatd elemének csoportjat az R gytrlh multiplikativ
csoportjanak nevezzik. Jelolése: R*.

Az R, és R, gytriket izomorfnak nevezziik, ha Iétezik olyan f: R; = R, bijektiv leképezés,
hogy tetszéleges a, b € R, elemekre

fla+b) = f(a)+f(b),f(ab) = f(a)f(b).

A Ry és R, gylriik izomorfizmusat szintén a kdvetkezOképpen jeldljik: Ry = R,.

A K gylrli R részhalmazat a K gyliri részgyiiriijének nevezziik, ha K gylriin megadott
algebrai miiveletet tekintve az R gyfir(i.

Tétel 3. A K gyirii R részhalmaza a K gyiirii részgyliriije akkor és csak akkor, ha
tetszoleges a, b € R elemekre teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

1)a+b€ER,

2)—a € R,
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3)ab € R.

Az F kommutativ egységelemes gylrit testnek nevezziik, ha az F gylr{ tetsz6leges nem
null eleme invertalhato, vagyis F* = F\ {0}.

Ha a P test az F test részgyuriije, akkor a P az F test résztestje.

Az F, és F, testeket izomorfoknak nevezziik, ha a F; és F, gyirik izomorfok.
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15. A polinomok gyitriije

Legyen P egy tetszbleges test, n pedig egy nem negativ egész szdm ¢és ay, a4, ..., Ap_1, Ay @
P test tetszOleges elemei, emellett a,, a P test nem nullas eleme. A kovetkezo algebrai kifejezést
(szimbodlumot)

Apx™ + ap X"+ o+ ayx +ag (1)

a P test feletti x ismeretlentil (valtozotol) vett n-edrendii polinomnak nevezziik. Az a; elemet
az (1) polinom i-edik hatvanyi x ismeretlen (vagyis x‘) melletti egyiitthatonak nevezzik (i =
1,2,...,n). Emellett az a,, egyiitthatot ezen polinom féegyiitthatojanak nevezzik.

Megjegyzés 1. A P test feletti nulladik fokt polinomok csak a P test nem null elemei.

Megvizsgaljuk a nullas polinomot is, amely egybeesik a P test null elemével. A null polinom
foka meghatarozas szerint nincs definialva. Az

f(xX) =ax™ + ap_x™ P+ -+ ayx + ag,
g(x) = bpx™ + by x™ 1+ -+ byx + by,

(2)

P test feletti x ismeretlentdl vett megfeleléen n-ed és m-edrendii polinomokat egyenléknek
nevezzik (jel6lése: f(x) = g(x)),han = més a, = by, tetszbleges k € {0, 1, ..., n} értékekre.

Az f(x) és g(x) polinomok (lasd (2) ) osszegének nevezziik a kovetkezé polinomot:

)+ g(x) =cex® +ce_1x5 1+ -+ ¢1x + ¢,
ahol s az n és m szamok koziil a maximalis, ¢, = a, + b, (k = 0,1, ...,s), amelyben az
Ani1s - As(byq, -, bg) mind nullaval egyenléek, han < s(im < s).
Az f(x) és g(x) polinomok (1asd(2)) szorzatanak nevezziik a kovetkez6 polinomot:
fOIH) = dpymX™™ + dppyn X+ dyx + d,
ahol dy = agby + a1by_q + -+ ay_1by + ayby(k =0,1,...,n+m), a; =0, ha i >n és
bj =0,haj >m.

Megjegyzés 2. Az f(x) és g(x) polinomok szorzatinak d, egyiitthatéja egyenld
megfeleléen az f(x) és g(x) polinomok olyan kiilonféle a; €s b; egyiitthatojanak szorzatanak
Osszegével, hogy i + j = k.
arra az esetre, amikor az 6sszeadandok vagy szorzandok egyike nullas polinom lesz.

Nyilvanval6, hogy a fent emlitett polinomok Osszeaddsdnak és szorzdsanak definicioi
meghatarozzak a P test feletti x ismeretlent6l vett Gsszes polinom P[x] halmazan vett

Osszeadasanak és szorzasanak binér algebrai miiveleteit (beleértve a nullds polinomot is).
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Tétel 1. A P test feletti x ismeretlentdl vett dsszes polinom P|x] halmaza az dsszeadas és
szorzds binér algebrai miiveleteit tekintve kommutativ egységelemes gyiirii. A P[x] gyiirii
egységeleme a P test egységeleme lesz. A Px] gyiirii tetszéleges nem null polinomjainak
szorzata nem null polinom lesz.

Tétel 2. A P test feletti f(x) polinom a P[x] gyiirii invertalhato eleme lesz akkor és csak
akkor, ha f (x) nulladik foku polinom lesz.

Tétel 3. Legyen g(x) egy a P test feletti tetszéleges nem null polinom. Akkor tetszéleges
f(x) € P[x] polinomra egyetlen olyan q(x),r(x) € P[x] polinom par létezik, hogy

fO) =ql)g(x) +rk), ©)
mindemellett az r(x) polinom foka kisebb, mint a g(x) polinom foka vagy g(x) = 0.

A (3) egyenldségben a q(x) és r(x) polinomokat az f(x) polinom g(x)-re valé osztasa
soran megfelelden hanyadosnak és maradéknak nevezziik.

Ha a P test feletti f(x) polinom maradéka a nem null g(x) € P[x] polinomra vald osztisa
soran nullaval egyenld, akkor mondhatjuk, hogy az f (x) polinom g(x) polinomra osztodik, és
a g(x) polinomot pedig az f (x)osztéjanak nevezziik.

Tétel 4. A P test feletti g(x) polinom akkor és csak akkor osztéja az f(x) € P|x]
polinomnak, ha létezik egy olyan h(x) € P[x] polinom, hogy f(x) = g(x)h(x).

Tétel 5. Legyen P egy tetszéleges test. A P test feletti polinomokra igazak a kovetkezo
allitasok:

l. Ha f (x) osztodik g(x)-re, és g(x) osztodik h(x)-re, akkor f(x) is osztodik h(x)-re.
Il.  Hogyhaaz f(x) és g(x) polinomok osztodnak h(x)-re, akkor az f (x) + g(x) dsszegiik
és az f(x) — g(x) kiilonbségiik is osztodik h(x)-re.
. Ha az f (x) osztodik g(x)-re, akkor az f (x)h(x) szorzat is osztodik g(x)-re, tetszéleges
h(x) polinom esetere.
IV.  Ha minden f;(x), f2(x), ..., fi(x) polinom osztédik g(x)-re, akkor osztédni fognak
g(x)-re a kovetkezé polinomok is:
f1(hy (%), f2()ha(x), ..., fre ()h (),
ahol hy(x), hy(x), ..., hy (x) tetszdleges polinomok.
V. Tetszbleges f(x) polinom barmilyen nullad fokii polinomra osztddik.
VI. Az f(x) és g(x) polinomok akkor és csakis akkor osztodnak egymdsra, amikor

barmilyen nem nullas c elemére a P testnek: g(x) = cf (x).
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A P test feletti f(x) és g(x) polinomok kozos osztojanak egy h(x) € P[x] polinomot
neveziink, amely osztéja mind a két f(x) és g(x) polinomoknak. Ha az f(x) és g(x)
polinomoknak csak nulladik foka polinom a k6zo6s osztoja, akkor az f(x) és g(x) polinomokat
relativ prim polinomoknak nevezzik.

Az f(x),g(x) € P[x] polinomok legnagyobb kizos osztojanak egy d(x) € P[x] polinomot
neveziink, amely ezen polinomok kozds osztdja, mindemellett, 6 maga is osztodik az
f(x)és g(x) barmely k6z06s osztdjara. Az f(x) és g(x) polinomok leknagyobb kozos osztojat
az (f (x), g(x)) szimbolummal jeloljik.

Megjegyzés 4. Az 5. tételbdl kovetkezik, hogy ha létezik az f(x) és g(x) polinomok
legnagyobb k6zos osztoja, akkor az ezen polinomok altal nem egyértelmiien hatdrozhaté meg.

Tétel 6. Tetszbleges P test feletti nem nullds f (x) és g(x) polinomoknak létezik legnagyobb
kozos osztoja. Legyen d(x) = (f(x),g(x)) az f(x) és g(x) valamely legnagyobb kozés
osztoja. Akkor az f(x) és g(x) polinomok legnagyobb kozés osztoi kimeritik a
{cd(x)|c € P,c # 0} polinomok halmazat.

Megjegyzés 5. Figyelembe véve az eldzd tételt, megjegyezhetjiik, hogy a polinomok
legnagyobb kozos osztojanak foegyiitthatoja eggyel egyenld.

Tétel 7. Két polinom akkor és csak akkor lesz relativ prim, amikor a leghagyobb kézds
osztojuk eggyel egyenlo.

A nem nullas f(x) és g(x) polinomok legnagyobb kozos osztdjanak meghatdrozasara
szolgalo Euklidesz algoritmus a kovetkezOkon alapul: f(x) polinomot elosztjuk g(x)-re,
vagyis felirjuk az f(x)-et a (3) kifejezés szerint; legyen r; (x) maradék az f(x) g(x)-re vald
osztasa soran; ha ry(x) # 0, akkor a g(x)-et r;(x)-re osztjuk, és megkapjuk az r,(x)
maradékot; és ismét, ha 1,(x) # 0, akkor az r;(x)-et elosztjuk r,(x)-re és igy tovabb;
amennyiben ezen folyamat sordn a maradék foka folyamatosan csokken, akkor valamely 1épés
soran ez a folyamat ledll, vagyis valamely k-ra ry,, = 0; végiil az r, (x) maradék lesz az f (x)
és g(x) polinomok legnagyobb kozés osztoja.

Tétel 8. Ha d(x) a legnagyobb kozés osztoja a P test feletti f(x) és g(x) polinomoknak,
akkor léteznek olyan u(x), v(x) € P[x] polinomok, hogy

fulx) + g(x)v(x) = d(x).

Kovetkezmény 1. Az f(x), g(x) € P[x] polinomok akkor és csak akkor lesznek relativ

primek, ha léteznek olyan u(x),v(x) € P[x] polinomok, hogy
fOulx) + g)v(x) = 1.
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Kovetkezmény 2. Ha az f(x) polinom relativ prim a g(x) és h(x) polinomok
mindegyikével, akkor relativ prim lesz a g(x)h(x) szorzatukkal is.

Kovetkezmény 3. Ha az f(x) és g(x) polinomok szorzata osztédik h(x)-re, de f(x) és
h(x) relativ primek, akkor g(x) osztodik h(x)-re.

Kovetkezmény 4. Ha az f (x) polinom osztodik az egymas kozétt relativ prim g(x) és h(x)

polinomok mindegyikére, akkor f(x) osztodik a g(x)h(x) szorzatra is.
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16. A polinomok gyokei

Legyen P egy tetszéleges szamtest, f(x) = a,x™ + -+ a;x+a, a P test feletti
tetsz6leges n-edfoku polinom és ¢ a P test barmely eleme. A P test f(¢) = a,c™ + -+ a;c +
a, elemét az f(x) polinom értékének nevezzik x = c-nél.

Tétel 1. Legyen f(x) és g(x) P test feletti tetszéleges polinomok és u(x) = f(x) + g(x),
v(x) = f(x)g(x) megfelelden ezen polinomok dsszege és szorzata. Akkor a P test barmely c
elemére u(c) = f(c) + g(c) és v(c) = f(c)g(c).

A P test c elemét az f(x) € P[x] polinom gyokének nevezziik, ha f(c) = 0.

Megjegyzés 1. Léteznek olyan polinomok, melynek a valds szamok teste felett nincs gyoke,
de a komplex szamok teste felett van. Példaul, az x2 + 1 (Va €R a? +1# 0;i? +1 =0)
ilyen polinom.

Az els6 foku polinomot linedris polinomnak nevezzik.

Tétel 2. Az f(x) € P[x] polinomnak a linedaris (x — c¢)(c € P) polinomra valé osztisa
sordan a maradék egyenld az f(x) polinom f(c) értékével, vagyis x = c-nél.

Kovetkezmény 1 (Bézout-tétele). A P test ¢ eleme akkor és csak akkor lesz az f(x) € P[x]
polinom gydke, ha f(x) osztodik (x — c)-re.

Ezek szerint, az f(x) polinom gydkeinek meghatarozasa egyenértékii linearis osztdinak
keresésével.

Legyen f(x) = agx™ + a;x™ 1 + -+ a,,_1x + a, a P test valamely polinomja és legyen

f&) = —=0)qlx) +r, D
ahol q(x) = box™ ! + byx™ 2 + ---+ b,_,x + b,_; héanyados, r pedig a maradék az f(x)
linearis (x — ¢) € P[x] polinomra valé osztasa soran. Akkor az (1) egyenléségbdl azt kapjuk,
hogy
ap =by, ay =by —cby, ..., a1 =by_1 —cby_,, a, =1 —cb,_;.
Innen
by = ay, by = cby_1 +ar(k =12,..,n—1), r=ch,_1+a,
vagyis a q(x) hanyados b, egyiitthatojat az el6z6 by_, egylitthatd c-re vald szorzatanak és a
megfeleld a; egyiitthatohoz vald hozzdadasanak eredményeként kapjuk meg. Hasonloan
szamitodik ki az r maradék is, amely f(c)-vel egyenld (1asd.: Tétel 2.). A polinom linearis (x —
¢) polinomra val6 osztdsa soran a hanyados és a maradék meghatarozasara hasznalt modszert

Horner-elrendezésnek nevezziik.
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Az f(x) polinom ¢ gydkét k-szoros gyoknek nevezziik, ha f(x) = (x — c)*g(x), ahol k
valamely természetes szam, a g(x) polinom pedig mar osztodik (x — ¢)-re. A k szam az f(x)
polinom ¢ gyokének multiplicitasa. Ha k = 1, akkor a ¢ gyokot egyszeriinek nevezziik.

Legyen f(x) = ap,x™ + a,_1x" 1 + -+ a;x + a, a P test feletti valamely polinom. Az

f'(x) =nax™ 1+ (n— Dap_x™ 2% + -+ 2a,x + a4
polinomot az f(x) polinom derivdltjanak (vagy elsé rendii deriviltjanak) nevezzik. A null
fok polinom és a null polinom derivaltja egyenld a null polinommal. Teljes indukcio
segitségével meghatarozhato az f(x) polinom f®) (x) k-adrendii derivaltja, vagyis
FO@ =FEDY)  (k=23,..).
Tétel 3. Barmely n-edfoku polinom (n + 1)-edrendii derivaltja egyenlé a null polinommal.
Tétel 4. Tetszdleges P test feletti f(x) és g(x ) polinomokra igaz, hogy

(FC) +9(®) = f'(0) + g'(x), (fF)g(®) = f'()g(x) + F(x)g' ().

Tétel 5. Legyen a P test ¢ eleme az f(x) € P[x] polinom k-szoros gyoke (k € N). Egy
tetsz6leges k-tol kisebb s természetes szamra a c elem az f(x) polinom s-ed rendii
derivaltianak (k — s)-szeres gyoke. A ¢ elem nem lesz az f(x) polinom k-ad rendii
derivaltjanak gyoke.

Tétel 6 (az algebra alaptétele). Barmely természetes foku polinomnak a komplex szamok
teste felett legalabb egy — altalaban komplex — gydke létezik.

Kovetkezmény 2. Bdarmely n-edfoku (n € N) f(x) polinomnak a komplex szamok teste
felett n szamu gyoke létezik, ha minden gyokét annyiszor szamitjuk, amennyi a multiplicitasa.

Kovetkezmény 3. Barmely n-edfoki (n € N) f(x) polinom a komplex szamok teste felett n
linearis tényezore bonthato, vagyis

fO) =alx =) =&) - (x = &), 1826 €C)
ahol a — az f (x) polinom féegyiitthatoja. Ez a felbontds egyértelmii a szorzandok kovetésének
rendjének pontossagaval.

Tétel 7. Ha az f(x), g(x) € C[x] polinomok, melyeknek foka nem nagyobb az n
természetes szamtol, és értékiik az ismeretlennek tobb mint n kiilonbozo értéke mellett
megegyezik, akkor f(x) = g(x)

Legyen f(x) = x™ + a;x™ 1+ -+ a,_1x + a,, — n-ed foka polinom a komplex szamok
teste felett 1 foegyiitthatoval és &;, &5, ..., &, a polinom Gsszes gyoke (minden tobbszords gyok
eléfordulasahoz mérten van véve). Akkor teljesiilnek a kovetkezd egyenldségek, melyeket

Viéte-formuldinak neveziink:
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a; ==+ &+ + 8,

az =618 + 818+ + 68 + 88+ + i

az = —(§1$283 +$18284 + -+ $n28n-1$n),

Anog = (D" (E1&s o H 618 Epaln o+ 685 &),

an = (1" Enin

Tétel 8. Legyen f(x) egy valos egyiitthatoju polinom. Ha az a komplex szam (de nem valos)
az f(x) polinom gyédke, akkor az & komplex konjugaltja is gyoke lesz az f(x) polinomnak,
emellett az a és a gyokoknek azonos a multiplicitasuk.

Kovetkezmény 4. Legyen f(x) egy valds egyiitthat6ju polinom a komplex szamok teste
felett és @ az f(x) polinom k-szoros gyoke, amely komplex (de nem valos) szam. Akkor
f(x) = g(x)*h(x), ahol

gx)=x*—(a+a)x+aa (@ az a komplex konjugiltja), (2)
h(x) valos egyiitthat6ja polinom.

Tétel 9. Bdarmely polinom a valos szamok teste felett egyértelmiien (a szorzandok kévetési
rendjének megfeleléen) eldallithato a fbegyiitthaté és néhany valos egyiitthatos tényezd
szorzatakent, mely utobbiak részint (x — a) alaku elsé foku polinomok — ezek felelnek meg az
f(x) valos gyokeinek —, részint (2) alaki masodfoku polinomok, ezek a konjugdlt komplex
gyokparoknak felelnek meg.

A P test feletti n-edfoka f(x) polinomot irreducibilisnek nevezziik, ha az f(x) nem
bontodik fel P test feletti n-t6l kisebb fokt polinomok szorzataba.

Tétel 10. A komplex szamok teste felett csak a linearis polinomok irreducibilisek.

Tétel 11. 4 valdos szamok teste felett csak a valos gyokokkel nem rendelkezé masodfoku

polinomok és a linedris polinomok irreducibilisek.
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17. Irreducibilis polinomok.
Polinomok a racionalis szamok teste felett

Legyen P egy tetszOleges szamtest, P[x] a P test feletti polinomok gytriije. Az n-edfoku
(n € N)f(x) € P[x] polinomot reducibilisnek nevezziik a P test felett, ha van nem null n-t6l
kisebb k-adfoku osztdja. Az ellenkezd esetben az f(x) polinomot irreducibilisnek nevezziik a
P test felett.

Megjegyzés 1. A fent emlitett irreducibilis polinom meghatarozasa ekvivalens az el6z0
fejezetben szerepld irreducibilis polinom meghatarozasaval.

Az irreducibilis polinomok tulajdonsagai a P test felett:

|. Tetszoleges elsofoku polinom irreducibilis.
Il. Ha a p(x) polinom irreducibilis, akkor a P test barmely c elemére a cp(x) polinom
is irreducibilis.
Il. Ha f(x) tetszéleges polinom, p(x) irreducibilis polinom, akkor az f(x) vagy
osztodik p(x)-re, vagy ezek a polinomok relativ primek.
IV. Ha az f(x) és g(x) polinomok szorzata osztodik az irreducibilis p(x) polinomra,
akkor legalabb az egyik ezen tényezok koziil osztodik p(x)-re.

Tétel 1. Tetszéleges n-edfokii (n € N)f(x) polinom a Plx] gyiribdl felbonthaté
irreducibilis polinomok szorzataként (vagyis a P test felett felbontodik irreducibilis polinomok
szorzatdba).

Tétel 2. Ha az f(x) polinom a P[x] gyiiriibdl kétféle modon is felbonthaté irreducibilis
polinomok szorzatakeént:

f() = p1 (P2 (x) -+ ps (%) = q1(X)q2(x) - g (%),
akkor s =t és létezik olyan s-ed rendii 6 permutacio, hogy p;(x) = c;qsi(x)(i =1, ...,s),
ahol ¢4, ..., c; a P test valamely nem nullds elemei.

Kovetkezmény 1. Barmely f(x) polinom a P[x] gyiiriibdl egyértelmiien felbonthaté a
szorzandok kévetési rendjének pontossagaval irreducibilis polinomok szorzataként, melyeknek
foegyiitthatoi eggyel egyenloek:

f(x) = agps (X)p2(x) -+ ps (%), ey

ahol a, — az f(x) polinom féegyiitthatoja.

Legyen a p(x) irreducibilis polinom az f(x) polinom osztéja. Akkor létezik olyan k

természetes szam, hogy az f(x) polinom osztoédik p(x)*-ra és nem osztodik a p(x)**?
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polinomra. Ebben az esetben a p(x) polinomot az f(x) k-szoros szorzéjanak nevezziik. Ha a
p(x) irreducibilis polinom az f(x) egyszeres szorzdja, akkor egyszeriinek is szoktak nevezni.
Legyenek adottak az (1) felbontasban a p;(x),p2(x),..,p;(x) irreducibilis szorzok
paronként kiilonbozéek és barmely masik szorzo ezek egyikével egyenld. Ha p;(x) az f(x)
polinom k;-szeres szorzdja (i =1,2,..,1), akkor az (1) felbontast felirhatjuk a
kovetkezoképpen:
0 = agpy* ()P (1) - py (). @)
Tétel 3. Ha f (x) és g(x) polinomok felbontasa irreducibilis szorzokra van megadva, akkor
ezen polinomok legnagyobb kozés d(x) osztoja egyenld a témyezok szorzataval, melyek
egyidejiileg mind a két felbontasban megtaldalhatoak, emellett a d(x) polinom minden p(x)
szorzojanak multiplicitasa egyenld az f(x) és g(x) polinomok p(x) multiplicitasai koziil a
kisebbikkel.
Térel 4. Ha p(x) az f(x) polinom k-szoros irreducibilis tényezdje és k = 2, akkor a p(x)
a polinom derivaltjianak (k — 1)-Szeres tényezoje lesz. Ha p(x) az f(x) polinom egyszerii
szorzoja, akkor az f'(x) és p(x) polinomok relativ primek.
Legyen adott f(x) a Q racionalis test feletti polinom. Ha az f(x) polinom 0Osszes
egyitthatdja egész szam, akkor ezek utan az f(x) polinomot egész szamunak nevezziik.
Tétel 5. (Eisenstein). Legyen adott a kovetkezo egész szamu polinom:
f(x) =apx"+ax™ 1+ -+ a,_1x + a, € Q[x].
Ha létezik olyan egész p prim szam, hogy:
1) az ay féegyiitthato nem osztodik p-re,
2) az Osszes tobbi egyiitthato osztodik p-re,
3) az a, szabad tag nem osztédik p?-re,

akkor az f(x) polinom irreducibilis a Q test felett.

Kovetkezmény 2. Barmely természetes n szamra létezik n-edfoku irreducibilis polinom a
racionalis szamok teste felett.

Tétel 6. Ha az a egész szam az f(x) € Q[x] egész szamui polinom gyoke, akkor az a ezen

polinom szabad tagjanak osztoja. Mindemellett, ha a # +1, akkor az % és % racionalis

szamok egész szamok lesznek.
Tétel 7. Ha az egész szamu polinom, melynek foegyiitthatoja egyenlo eggyel, rendelkezik

racionalis gyokkel, akkor ez a gyok egy egész szam.
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Tétel 8. Legyen
fx) =apx™+ a;x™ 1+ a,x" 2 + -+ a,_1x + a, € Q[x]
n-edfoki egész szamu plinom és &4, ...,¢,  a kovetkezd polinom dsszes egész gyoke g(x) =

x™+ a; x4 agayx™ 2 + -+ al %an,_1x + al la,. Akkor 5—1, ,i—k az f(x) osszes
0 0

raciondlis gydke.
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18. A linearis tér axiomai. A tér bazisa és dimenzidja

Legyen F egy tetszOleges test, melynek elemeit kis gorog betiikkel fogjuk jeldlni, 1 az F
test egységeleme, 0 az F test null eleme.

Legyen L egy tetszéleges nem iires halmaz, melynek elemeit kis latin betlikkel fogjuk
jelolni.

Az L halmazt linearis térnek nevezzik az F test felett, ha az L halmazban teljesiilnek a
kovetkezo feltételek (a linearis tér axidmai):

I. Az 6sszeadas miivelete, mely minden rendezett a, b parnak az L halmazbol megfeleltet
egyetlen elemet ezen halmazbol, melyet az a és b elemek dsszegének neveziink és a
kovetkezdképpen jeloljik: a + b.

II. A szorzas miivelete, mely minden a € F elemre és a € L elemre megfeleltet egyetlen
elemet az L halmazbol, melyet az a és a elemek szorzatinak neveziink és a ko-
vetkezOképpen jeldljiik: aa.

I1l. A linedris tér axidmai:

D(@+b)+c=a+(b+c);

2)a+b=>b+a,

3) létezik olyan 0 elem az L-bdl, hogy Va € L a + 0 = a;
4) Va € L létezik olyan a’ elem az L-bél, hogy a + a’ = 0;
5) a(Ba) = (aP)a;

6) la = a;

7) a(a+ b) = aa + ab;

8) (¢ + B)a = aa + Pa;

(Va,b,c € L; Ya,p € F).

1. gyakorlat. Felhasznalva a linearis tér axiomait bizonyitsuk, hogy:

a) egyetlen 0 elem létezik az L halmazban, mely kielégiti a 3-as axiomat;

b) minden a-ra az L-bél csakis egy olyan a’ elem létezik az L halmazban, mely kielégiti

a 4-es axiomat.

Az L linearis tér elemeit vektoroknak fogjuk nevezni (fliggetleniil azok természetétél). Az
egyetlen 0 elemet az L-ben az L tér null vektordnak nevezziik. Minden a elemre az L-bél az
egyetlen a’ elemet, amely kielégiti a 4-es axiomat az a vektor inverz vektoranak nevezziik és
(—a)-val jeloljiik.

2. gyakorlat. Felhasznalva a linearis tér axiomait bizonyitsuk, hogy:
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1) 0a = 0;
2) a0 = 0;
3aa=0 © a=0vagy a = 0;
4) (—1a = —a.
Két vektor kiilonbségét, harom vagy négy vektor 0sszegét, s i. t. a kovetkezd szabalyok
alapjan fejezhet;jiik ki:
a—b=a+ (-b) (a+ (=b) =a+ (-1)b);
a+b+c=(a+b)+c
a+b+c+d=(a+b+c)+d,
st
Az L linearis tér barmely rendezett vektorok halmazat vektorrendszernek fogjuk nevezni.
Legyen adott az a4, ..., as vektorrendszer az L-bél, ay, ..., ag az F test tetszleges elemei. Az L
tér a;aq + -+ + asag vektorat az ay, ..., ag vektorok linedaris kombindcidjanak nevezzik a
megfeleld a4, ..., ag egylitthatokkal.
Példak linearis térre
1. Az L = {a} null tér egyetlen vektorbol all, melyre a kovetkezd tulajdonsagok teljesiilnek:
at+a=a, aa=a (Va€F).
Nyilvanvalo, hogy az a elem null vektor.
2. F™ tér. Az F test barmely rendezett n elemeinek Osszességét n-dimenzids vektornak
nevezziik az F test felett. Az n-dimenzids vektort az F test felett (a4, ..., a,)-nel jelljiik, ahol
a, az els6 komponense, a, a masodik komponense, s i. t., a, pedig az n-edik komponense
ennek a vektornak. Két n-dimenzids vektort az F test felett akkor neveziink egyenlonek, ha a
megfeleld komponensek egyenldk. Jeloljik F™-nel az Gsszes n-dimenzids vektort az F test
felett. Bevezetjiik az F™-en a kovetkez6 miiveleteket:
I. Ha a=(ay,..,a,) EF"és b= (fq,..,0,) EF™, akkor az a+ b Osszeget a
kovetkezd szabaly szerint adjuk meg:
a+b=(a;+ L1, ., + L)
Nyilvanvalo, hogy a + b € F™.
Il.Hay € Fésa = (ay,..,a,) € F", akkor a ya szorzatot a kovetkez6 szabaly szerint
adjuk meg:
va = (yay, .,yan).
Nyilvanvalo, hogy ya € F™.
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3. gyakorlat. Felhasznalva az F test axidmait mutassuk meg, hogy a bemutatott
miiveletek az F™ elemein kielégitik a linearis tér 1) — 8) axiomait.

Az F™ teret az adott miiveletekkel n-dimenzios vektortérnek nevezziik az F test felett. A
linearis tér axidomainak ellenérzéséhez leszogezziik, hogy az F™ tér null vektora (O, ..., 0) n-
dimenzios vektor, és az a = (aq, ..., @,) n-dimenziés vektor inverz vektora pedig a (—a)
vektor, melynek komponensei (—aj, ..., —@;,).

3. Clg,p tér. Legyen F = R a valos szamok teste, a, B € R €s a < B. (o p)-vel jeldljiik
az Osszes f:[a,B] = R folytonos fliggvényt az [a,B] szakaszon. Az f,g:[a,B] = R
fiiggvényeket egyenldnek nevezziik, ha

f)=g9)  (vx €la,pD.

Bevezetjiik a kovetkez6 miiveleteket a Cjq 5) elemei felett:

I. Ha f, g € Ciqp), akkor az (f + g) Osszeget a kovetkezd szabaly szerint adjuk meg:

F+P@)=fx)+g9x)  (vx€[a,BD.
Il.Hay € Rés f € C[qp), akkor a yf szorzatot a kdvetkezd szabaly szerint adjuk meg:
N =yfx)  (vx € [a,BD.

A matematikai analizis ismert tételeibol kdvetkezik, hogy (f + g) és yf folytonos fiiggvények
az [a, B] szakaszon, tehat (f + g), (vf) € Cigp)-

4. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a C, g linearis teret alkot az R test felett a bevezetett
miiveletekre.

Legyen L — linearis tér az F test felett és A az L nem iires részhalmaza. Az A halmazt
zartnak fogjuk nevezni, ha teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

1) Két tetszdleges vektor dsszege az A-bdl szintén egy vektor lesz az A-bol.

2) Az F tetsz6leges elemének és az A tetszOleges vektoranak a szorzata szintén egy vektor
lesz az A-bol.

5. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az L linearis tér nem iires A részhalmaza az F test
felett akkor és csak akkor lesz linearis tér az F test felett az L-ben megadott miiveletekre, ha A
zart ezekre a miiveletekre.

Legyen L egy linearis tér az F test felett. Az L tér aq, ..., a; vektorrendszerét linedarisan
osszefiiggd rendszernek nevezziik, ha az F testnek léteznek olyan aq, ..., g elemei, melyek
koziil nem mindegyik nulla és teljesiil rajuk, hogy:

a,a; + -+ asag =0 (0 az L null vektora).
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Az L tér aq, ..., ag; vektorrendszerét linedarisan fiiggetlen rendszernek nevezzik, ha az F
test barmely aq, ..., @ elemére, melyek koziil nem mindegyik nulla, az a;a; + -+ + asa,
lineéris kombinacié nem lesz null vektora az L térnek.

Az L tér ay, ..., as vektorrendszere linedrisan fiiggetlen, ha az aya, + -+ asas = 0
(aq, ..., a5 € F) egyenlOség csak abban az esetben teljesiil, amikor ¢; = - = a; = 0.

Az L tér a4, ..., ag vektorrendszere linedrisan dsszefiiggo (fiiggetlen), ha az x,a; + -+ +
+x,a, = 0 egyenletnek az F test felett x;, ..., x; ismeretlenekkel van legaldbb egy nullatol
eltéré megoldasa (nincs nullatol eltéré megoldasa).

Az L tér a, b, ..., c vektorait linearisan 6sszefliggdnek (fliggetlennek) fogjuk tekinteni, ha
az altaluk alkotott vektorrendszer linearisan 6sszefliggd (fiiggetlen).

A linearis osszefiiggés kritériuma. Az L tér adott vektorrendszere linedrisan osszefiiggd
akkor és csak akkor, ha az adott vektorrendszer egyik vektorat fel lehet irni a tébbi vektor
linearis kombinaciojaként.

Két tétel a rendszerrdl és a részrendszerekrol.

1. Ha az L linedris tér adott vektorrendszerének barmely részrendszere linearisan

osszefiiggo, akkor az egész vektorrendszer linedrisan 6sszefiiggo.

2. Ha az L linedris tér vektorrendszere linedrisan fiiggetlen, akkor barmely részrendszere

ennek a rendszernek szintén linearisan fiiggetlen.

Legyen L egy linearis tér az F test felett. Az L teret végtelen dimenzios térnek nevezziik,
ha barmely természetes n szamra 1étezik n linearisan fiiggetlen vektor az L térben. Ha valamely
természetes m-re az L tér tetszOleges m vektora linedrisan 0sszefiiggd vektor, akkor az L teret
véges dimenzios térnek nevezziik.

A véges dimenzids L linearis tér dimenzidjanak az F test felett azt a szdmot nevezzik,
mely az L tér linearisan fiiggetlen vektorainak legnagyobb szamaval egyenld. Ha L null tér,
akkor a dimenzi6ja nulldval egyenld. A végtelen dimenzids tér dimenzidja oo-el egyenld. Az L
tér dimenzidjat az F test felett a kovetkezoképpen jeldljik: dimgL (vagy dim L).

6. gyakorlat. 1) Mutassuk meg, hogy az F test linearis teret alkot az F test felett.
Hatarozzuk meg a dimgF-t. 2) Mutassuk meg, hogy a komplex szamok C halmaza linearis teret
alkot a valos szdmok R halmaza és a raciondlis szamok Q halmaza felett. Keressiikk meg a
dimgC-t €s dimgC-t.

Legyen L egy linearis tér az F test felett. Az L tér a4, ..., a; vektorrendszerét az L tér
bazisanak nevezziik, ha teljestil a kovetkezo 2 feltétel:
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1) az a4, ..., ag rendszer linearisan fiiggetlen;

2) az L tér barmely vektora az ai,..,as rendszer linearis kombinacidja, vagyis

azaq, ...,as az L tér generator(alkotd) rendszere.

Tétel a linearis kombinaciokrol. Adott s vektor linedris kombindcioi kozétt nem tébb
mint s linedrisan fiiggetlen.

1. kovetkezmény (Tétel a bazisrdl és a dimenziorol). A véges dimenzios nem null L
linearis térben az F test felett léteznek bazisok. Barmely bazis vektorainak szama az L térben
dimgL-el egyenlo.

Az F™ tér véges dimenzids linearis teret alkot az F test felett, dimpF™ = n. n-dimenzios
vektorok rendszere:

e; = (1,0,..,0,0), e, =(0,1,...,0,0),..., e, =(0,0,..,0,1)
az F tér bazisa. Ezt a bazist az F™ tér kanonikus bazisanak nevezziik.

2. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az adott n, n-méretii vektorrendszer az F™ térnek bazis
rendszerét alkotja akkor és csak akkor, ha a determinans, mely a vektorok komponenseibdl van
felépitve, nullatol eltérd.

3. gyakorlat. Legyen a4, ..., a5 az L tér tetsz6leges vektorrendszere. Mutassuk meg, hogy
a kovetkezo allitasok koziil csak is egy igaz:

1) az a4, ..., ag rendszer linearisan 6sszefliggo;

2) az a, ..., ag rendszer az L tér bazisa;

3) létezik olyan a vektor az L-bél, hogy az a4, ..., as, a rendszer linearisan fiiggetlen.

Kovetkezmény. 4 véges dimenzios L tér barmely linedrisan fiiggetlen vektorrendszere

az F test felett kiegészithetd (kibovithetd) ezen tér valamely bazisdahoz.
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19. Atmeneti matrix egyik bazisbol a masikba

Legyen L egy véges dimenzios linearis tér az F test felett, az a4, ..., a,, vektorrendszer
pedig az L tér bazisa (n = dimgL).

Tétel a kifejezésrol. Az L tér minden a vektordra létezik egy és csakis egy olyan a4, ..., ay,
rendszer az F testbdl, hogy az a vektor kifejezhets a kovetkezd alakban:.

a=aa; + -+ a,a,

Az a vektor kapott alakjat a vektor kifejezésének nevezziik az L tér aq, ..., a, bazisa
szerint. Az ay, ..., a, egylitthatokat az a vektor koordinatdinak nevezzik az a,, ..., a, bazisban
(a1 Az elsé koordindta, a, a masodik koordindta, s i. t., @, az n-edik koordindta). Az n-méretii
(aq, ..., ay) vektort az a vektor koordindtasordnak nevezziikk. Nyilvanvald, hogy a vektor
komponensei (ay, ..., @,) megegyeznek annak koordinataival a bazisban, ha a bazis rendszer
az F™-ben talalhato kanonikus bazis ey, ..., e,.

Tétel a koordinataalakban 1évé vektorokkal valé miiveletekrél. Legyen kivdlasztva az
L térben egy bazis és a tér vektorai legyenek kifejezve ezen bazis szerint. Akkor a vektorok
osszegeinek koordindatai ebben a bazisban egyenlok ezen vektorok megfelelé koordinatdinak
osszegével. Ahhoz, hogy megkapjuk a test eleme és a tér vektora szorzatanak a koordinatdit,
meg kell szoroznunk a vektor koordinatdit a test elemére.

Legyen L =F™ és a = (ay,..,a,) € F*. Akkor a = a;e; + -+ a,e,. Az F" tér
ey, ---, ey kanonikus bézisa az egyetlen olyan bazis, melyben egy tetszdleges n-dimenzios
vektor koordinatai megegyeznek ezen vektor megfelelé komponenseivel.

Legyen L egy n-dimenzids linedris tér az F test felett, az a4, ..., a,; a3, ..., ay, vektorrend-
szerek pedig az L tér két bazisa. Kifejezziik az egyik bazis vektorait a masik bazis szerint:

a; = T110q + Ty1ap + -+ Tpiay,

!
az = T12a1 + Tzzaz + -+ Tnzan,

"
Ap = TinQq T Topdy + 0+ Typply,

ahol7;; € F(1 <i,j < n). Akkor a

T11 T12 Tin
T21 T22 - Tan y

T = . . .. .| matrixot
Tn1 Tn2 Tnn
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atmeneti matrixnak nevezzik az ay, ..., a, bazisbol az aj, ..., a, bazisba. A T matrix nem
elfajuld, a T~! pedig dtmeneti matrix az aj, ..., a;, bazisbol az ay, ..., a, bazisba. Kifejezziik az
L tér tetszéleges a vektorat mindkét bazis szerint:

a=aa; + - +aya, (a; €F),

a=aa;+ -+ ana, (a €F).

ay ay
24% a;l

—az a vektor koordinataoszlopai. Akkor

Legyen

X=TX.
A kapott képletet a vektor koordinatainak transzformdcios képletének (vagy tagabb értelemben
képleteinek) nevezziik, egyik bazisbol a masikba.
Legyen L = F™ ¢és ay, ...,a, n-dimenzids vektortér tetszoleges bazisa. Ha felirjuk a
vektorokat egy matrix oszlopaiba, egy atmeneti matrixot kapunk az e, ..., e, kanonikus

bazisbdl az a4, ..., a, bazisba.
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20. Linearis terek izomorfizmusa

Legyenek L és L' két linearis tér ugyanazon F test felett. A ¢: L — L' leképezést az L tér

linedris leképezésének nevezzik az L' térre, ha teljesiilnek a kovetkez6 feltételek:
pla+b)=¢(@)+ob) (YabeL),
¢(aa) = ap(a) (Va € F,Va € L).

Az L linearis tér @: L — L' leképezését az L' linearis térre izomorfizmusnak nevezziik, ha
@ ezen linearis terek linearis leképezése és ¢ az L halmaz kdlcsondsen egyértelmii(bijektiv)
leképezése az L' halmazra. A ¢ kolcsonds egyértelmiisége azt jelenti, hogy az L' minden
vektora, képe valamely vektornak az L-bol(sziirjektiv) és az L kiilonboz6 vektorainak képei
kiilonb6z6 vektorok az L'-ben(injektiv).

Azt mondjuk, hogy az L linearis tér izomorf az L' térrel, ha 1étezik a linearis terek ¢: L —
L' izomorfizmusa. Az L = L' kifejezés azt jelenti, hogy az L tér izomorf az L' térrel. Az
izomorfizmus tulajdonségai:

1) L = L (reflexivitas);

2)L =L o L' =L (szimmetria);

YL=L,L'=L" = L =L" (tranzitivitas).

(L" is egy linearis tér az F test felett).

Osztalyozasi tétel. Legyen L egy véges dimenzios linearis tér az F test felett és dimgL >
0. Akkor L = F4mrL Han + m, akkor az F™ tér nem izomorf az F™ térrel.

1. gyakorlat. Legyen a ¢: L = L' az L és L' linearis terek izomorfizmusa az F test felett
és ay, ..., a5 az L tér vektorrendszere. Mutassuk meg, hogy ez a rendszer linearisan 6sszefliggd,
linearisan fiiggetlen vagy bazis az L-ben akkor és csak akkor, ha a ¢(a,), ..., ¢(as) képek
rendszere linearisan 0sszefliggd, linearisan fiiggetlen vagy bazis az L'-ben megfelelden.

2. gyakorlat. Legyen R™ az 6sszes n-dimenzids vektorok halmaza az R test felett,
melynek komponensei mind pozitiv valds szamok. Bevezetjik az R™ -ban a kdvetkezd
miiveleteket:

) haa = (ay,...,an), b = (B, ..., Bn) € R™, akkor a + b = (@81, ..., Anfrn);

I hay €ER és a=(a,..,a,) € R™, akkorya = (af, ..., a}).

1) Mutassuk meg, hogy az R™ linearis tér az R test felett a fenti miiveletekre.

2) Mi az R™ null vektora?

3) Melyik az R™ tér a = (y, ..., @) Vektoranak inverz vektora?

4) Mutassuk meg, hogy R™* = R™.
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21. A linearis tér alterei. Miveletek alterekkel

Legyen adott L egy linearis tér az F test felett. Az L tér nem lires A részhalmazat az L tér
alterének nevezzuk, ha az A halmaz linearis tér az F test felett az L-ben bevezetett miiveletekre.

1. gyakorlat. Az L nem iires A részhalmaza akkor és csak akkor lesz az L altere, haaz A
halmaz zart a vektorok feletti miiveletekre.

Az altér Kritériuma. Az L linearis tér nem iires A részhalmaza az F test felett akkor és
csak akkor lesz az L altere, ha barmely a és b vektorokra az A-bol és barmely a és 3 elemre az
F-bdl az aa + Bb vektor az A eleme.

Példak alterekre.

1. A = {0} és A = L alterei az L-nek (ezek ugy nevezett trividlis alterek).

2. Legyen adott az ay, ..., as vektorrendszer az L-ben. Jeloljiik az a4, ..., ag rendszer
Osszes lehetséges linedris kombinéaciojanak halmazat a kdvetkezdképpen:

(aq, ..., as) = {aya, + -+ aga4|ay, ..., ag € F}.
Akkor az (a4, ..., as) halmaz altere az L-nek. Ezt az alteret az a,, ..., ag vektorokra hizott
linedaris buroknak nevezzik.

3. Az n-ismeretlenes linedris homogén egyenletrendszer megoldéasainak tere az F test
felett, altere az F™-nek.

2. gyakorlat. Legyen L véges dimenzios linearis tér az F test felett. Mutassuk meg, hogy
az L barmely altere az L tér valamely vektorrendszerére huzott linearis burok lesz.

3. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az F" barmely altere egy n-ismeretlenes linearis
homogén egyenletrendszer megoldasainak tere az F test felett.

4. gyakorlat. Adott ay, ..., ag n-dimenzids vektor az F test felett. Keressiik meg azt az n-
ismeretlenes linearis homogén egyenletrendszert az F felett melynek megoldédsainak tere
(a, ..., ag).

Megoldas. Felirjuk az n-ismeretlenes linearis homogén egyenletrendszert, melynek
matrixa a4, ..., ag vektorok koordinatainak soraibol all. Megkeressiik ezen egyenletrendszer
fundamentalis rendszerét.

Legyen by, ..., by egyike a megoldasok fundamentalis rendszerének. Felirjuk a by, ..., by
vektorokat egy matrix soraiként. A linearis homogén egyenletrendszer a kapott matrixszal lesz
a keresett egyenletrendszer matrixa.

Miiveletek az alterekkel. Legyenek A és B nem fires részhalmazai az L linearis térnek

az F test felett. (A + B)-vel jeloljiik az 6sszes (x + y) vektor halmazat, ahol x az A halmazt, y
61



pedig a B halmazt futja at. Az (A + B)-taz A és B halmazok dsszegének nevezziikk. Az A és B
halmazok 6sszes kozos vektorat A és B metszetének nevezziik és a kovetkezOképpen jeloljik:
ANB.

Tétel az alterek osszegérol és metszetérol. Az L tér altereinek osszege és metszete az L
tér alterei lesznek. Ha A és B véges dimenzios alterei az L-nek, akkor

dimg(A + B) = dimpA + dimpgB — dimz(A N B).

Az A és B alterek A + B Osszegét az L-ben direkt dsszegnek nevezziik, ha minden z €
A + B vektorra csak egy olyan x € A és egy olyan y € B vektor 1étezik, hogy z = x + y.

A direkt 6sszeg kritériuma. Az A és B alterek A + B dsszege akkor és csak akkor direkt
osszeg, ha ezen alterek A N B metszete null altér.

5. gyakorlat. Bizonyitsuk be, hogy az A és B alterek A + B Gsszege akkor és csak akkor
lesz direkt Osszeg, ha egyetlen olyan a vektor 1étezik az A-bol és egyetlen olyan b vektor l1étezik
a B-bél, hogy a + b = 0.

6. gyakorlat. Legyenek A és B az L tér véges dimenzios alterei. Bizonyitsuk be, hogy az
A + B 6sszeg akkor és csak akkor lesz direkt 6sszeg, ha a kovetkezd feltételek koziil legalabb
az egyik teljesiil: 1) dim(4A N B) = 0; 2) dim(A + B) = dimA + dimB.

7. gyakorlat. Bizonyitsuk be, hogy az L tér direkt dsszege az A és B altereinek, ha
teljesiilnek a kovetkezd feltételek: 1) A+ B = L; 2) An B = {0}.

8. gyakorlat. Legyen A nem trivialis altere a véges dimenzios linearis L térnek az F test
felett. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik az L-nek olyan B altere, hogy az L az A és B alterek direkt
Osszege lesz.

9. gyakorlat. Legyen adott egy n-ismeretlenes linearis homogén egyenletrendszer a valos
szamok R teste felett és ezen rendszer nem nulla A matrixa. Bizonyitsuk be, hogy az R" tér
direkt 0sszege lesz ezen rendszer megoldasai terének és az A matrix soraira huzott lineéris
buroknak.

Azt mondjuk, hogy az F test feletti L linearis tér direkt dsszege lesz a sajat A, ..., Ag nem
null altereinek, ha minden x € A vektorra egyetlen olyan x; € A4, ..., x5 € A vektorok készlete

létezik, hogy: x = xq + -+ + x;.
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22. Alterek szerinti mellékosztalyok. Faktor-terek

Legyen adott az L linearis tér az F test felett, A az L altere és x € L.

Az x + A ={x+ al|a € A} halmazt az L tér A altér szerinti mellékosztilyanak nevezzik, x
pedig a mellékosztdly képviseldje (reprezentdnsa).

Példa a mellékosztalyokra.

Legyen adott egy n-ismeretlenes megoldhato linearis inhomogén egyenletrendszer az F
test felett és egy n-dimenzids b vektor, mely annak megoldasa. Legyen A a megfeleld linearis
homogén (redukalt) egyenletrendszer megoldasainak a tere. Akkor A az F™ altere,a b + A mel-
1ékosztaly pedig az adott egyenletrendszer megoldasainak halmaza.

1. gyakorlat. Legyen adott A nem trividlis altere az F™-nek és b egy tetszdleges n-
dimenzidos vektor az F™-b6l. Keressiink olyan n-ismeretlenes linedris inhomogén
egyenletrendszert az F test felett, hogy ezen rendszer megoldasainak halmaza megegyezzen a
b + A mellékosztalyal.

Megoldas. Megkeressiik az n-ismeretlenes linearis homogén egyenletrendszert az F test
felett, melynek megoldasainak halmaza megegyezik A-val. A kapott homogén egyenletrendszer
matrixa azonos lesz a keresett inhomogén egyenletrendszer matrixaval. Most mar csak meg kell
keresniink ezen egyenletek szabad tagjait. Ehhez a megtalalt egyenletek mindegyikébe
behelyettesitjiik a b vektort (az ismeretlenek helyett a b vektor megfelelé komponenseit). Az
F test ezaltal kapott eleme lesz a keresett egyenletrendszer megfeleld inhomogén egyenletének
szabad tagja.

A mellékosztalyok tulajdonsagai az adott altérben. Legyen adott A az L linearis tér
altere, és x,y € L. Akkor:

1)hax € A, akkor x + A = A;

2dhax+A#y+ A akkor (x +A) N (y+A) =0;

x+A=y+A© x—yEA4

4) (x+A)+ (y+A) = (x+y) + A, tehat az A altér mellékosztalyainak Gsszege ezen

altér mellékosztalya lesz;

5y(x+A) Syx+A(Vy €F)éshay # 0, akkor y(x + A) = yx + A.

Bevezetjik az L/A = {x + A|x € L} jelolést, mely az L tér A altér szerinti sszes mellék-
osztalyanak halmazat jeloli.

Tétel. Az L/ A halmaz linedris teret alkot az F test felett a mellékosztdlyok dsszeaddsanak

miuiveletére
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x+A)+@+B)=(x+y)+A (Vx,y € L),
és a mellekosztalyok F test elemére valo szorzdasdra, mely a kévetkezo szabaly szerint van
meghatarozva.
yx+A)=yx+A (Vy e F,vx € L).

Az F test feletti L/A linearis teret az L tér A altér szerinti faktor-terének nevezziik.
test felett, A pedig az L altere és L/A az L tér A altér szerinti faktortere. Akkor dimgpL =
dimpA + dimp(L/A).

2. gyakorlat. Legyen az ¢l6z6 tétel feltételében a By, ..., By mellékosztalyok rendszere az
L/A bazisa és by, ...,bs ezen osztalyok képviseldinek rendszere (b; € L,B; = b; + A (i =
1, ...,5)). Bizonyitsuk be, hogy ha a by, ..., by rendszert kiegészitjiik az A tér bazisaval, akkor
az L tér bizonyos bazisat kapjuk.

Megjegyezziik, hogy L/{0} = L és L/L null tér lesz.
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23. Linearis terek linearis leképezése
1. gyakorlat. Az F test feletti L terének ¢: L — L' leképezése ugyanezen test feletti L
terére akkor és csak akkor linearis leképezés, ha @ (ax + By) = ap(x) + Bp(y) az L tér
tetszOleges x, y vektoraira és az F test tetszéleges a, f elemeire.
A linearis leképezés alapveté tulajdonsagai. Legyen ¢: L — L' linearis leképezése az L
linearis térnek az L' linearis térre az F test felett. Akkor:
1) ¢(0) = 0’ (0 az L nullaja, 0" az L' nullaja);
2) p(—x) = —@(x) (Vx € L);
3)haay,..,a, €L é ay,.., a5 € F, akkor ¢(aja; + -+ asa;) = a;0(ay) + -+
+asp(as);
4) ha a4, ..., ag linedrisan Gsszefiiggd vektorrendszer az L-ben, akkor ezek képeinek
p(ay), ..., p(as) rendszere is linearisan 6sszefiiggd az L'-ben;
5) az a4, ..., ag rendszer az L-bél linearisan fiiggetlen, ha azok képeinek ¢ (a,), ..., p(as)
rendszere linedrisan fliggetlen.
Legyen ¢: L — L’ linearis leképezése az L linearis térnek az L' linearis térre. A
Kergp = {x € L|p(x) =0}
halmazt (azaz minden olyan vektorok halmazat az L-b6l melynek képe az L'-ben null vektorral
egyenld) a ¢ leképezés magjanak nevezziik, mig az
Imp = {p(x)|x € L}
halmazt (azaz minden olyan vektorok halmazat az L'-bdl, melyek képei az L-bol vett vektorok-
nak) a ¢ leképezés képének nevezzik.
Alaptétel a linearis leképezések homomorfizmusarol. Legyen ¢@:L — L' linedris
leképezése az L linedris térnek az L' linearis térre az F test felett. Akkor:
1) Kerg az L altere;
2) Img az L' altere;
3) L/Kergp = Img.
A Kerg és Img altereket megfelelden nulltérnek és képtérnek nevezzik.
2. gyakorlat. Legyen L véges dimenzids linearis tér az F test felett, L' egy tetsz6leges
linearis tér az F test felett és ¢: L — L' linearis leképezés. Mutassuk meg, hogy:
dimpL = dimgKerg + dimpIme.
Tétel a linearis leképezés egzisztencia és unicitasarol. Legyen L véges dimenzios

linearis tér az F test felett az aq, ..., a, bdzissal és L' tetszéleges linedris tér az F test felett.
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Akkor barmely by, ..., b, az L' tér n darab vektor rendszerére létezik egy és csak is egy olyan
@: L = L linearis leképezés, hogy o(a,) = by, p(ay) = by, ..., o(a,) = by,.

Bizonyitas. Kifejezziik az L tér minden vektorat az a4, ..., a,, bazis szerint. Legyen a € L
ésa=a.a; + -+ aya, (aq, .., a, € F). Legyen ¢(a) = a;b; + -+ + a,b,. Ellendrizniink
kell még, hogy a @ megfelel-e a tétel feltételeinek. Ehhez (mint kiilon feladat) meg kell mutatni,
hogy:

1) ¢ az L halmaz leképezése az L' halmazra;

2) a ¢ leképzésre teljesiil a linearitas mindkét feltétele;

3) p(a1) = by, ..., p(an) = by;

4) @ linearis leképezés, mely kielégiti az el6z6 feltételeket.

Megjegyezziik, hogy nem megengedett a 2) bizonyitadsa az 1) ellenérzése nélkiil. A ¢
leképezés unicitdsdnak bizonyitdsa soran nem kell hasznalni a leképezések egyenldségérol
sz016 fogalmat. Két leképzés, ¢ és 1P akkor egyenldek, ha van kozos értelmezési tartomanyuk,
kozos értékkészletik és kielégitik a ¢@(x) = (x) feltételt minden x-re az értelmezési
tartoméanybol.

A linearis leképezés matrixa. Legyenek L és L' véges dimenzids linearis terek az F test
felett, dimL' = m és @: L — L' linearis leképezés. Kivalasztjuk az L térben az aq, ..., a,, az L'
térben pedig a by, ..., b, bazisokat. Kifejezziik az L tér bazisvektorainak képeit az L' tér bazisa
szerint:

@(ai) = aiby + aziby + -+ + iy b
@(az) = araby + azby + - + Apabip;

<p(an) = Qypby + Agpby + -+ A by

(a;j €EF,1 <i<m,1<j<n). Ezen kifejezések egyiitthat6ibol matrixot alkotunk:

o117 12 0 OAqp

U1 U - O
A=\ 7 .

Am1 Am2  ° Amn

Megjegyezziik, hogy az A matrix i-edik oszlopa nem mas, mint a ¢(a;) (i = 1, ...,n) vektor
koordinatai a by, ..., by, bazisban. Az A matrixot a @ linearis leképezés matrixanak nevezzik
az L és L' terek ay, ..., a, és by, ..., b, bazisaiban. Legyen x tetszéleges vektor az L-b6l és

X=x10q++x,a, (x; EF,i=1,..,n)
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az x vektor a4, ..., a, bazis szerinti kifejezése. Kifejezziik a ¢ (x) képet az L, by, ..., b,, bazisa
szerint:  @(x) =yb;+ -+ y,by, (y;€F,i=1,..,m). Legyen X az x vektor
koordinataoszlopa, Y pedig a ¢ (x) kép koordinataoszlopa. Akkor

Y = AX.
Ezt a képletet a vektor képének koordinataképletének nevezziik a ¢ linedris leképezés esetén.

A linearis leképezés matrixainak kapcsolata a bazisok behelyettesitése esetén.
Legyen L és L' terekben az a4, ..., a, és by, ..., b, bazisokbol 4j bazisok kivalasztva: ay, ..., a,
és by, ..., by, Legyen A" a ¢ leképezés matrixa ezen bazisokban. Akkor:

A’ = STAT,
ahol S atmeneti matrix a by, ..., b,,, bazisbol a by, ..., by, bazisba az L' térben, T pedig — atmeneti
matrix az ay, ..., a, bazisbdl az aj, ..., a;, bazisba az L térben.

3. gyakorlat. Legyenek L és L' linearis terek az F test felett, n = dimL, m = dimL’ és
adott egy tetszOleges m X n méretli A matrix az F test felett (m a sorok szama, n az oszlopok
szama). Epitsiik fel azt a ¢: L — L’ linearis leképezést, mely az L és L' terek elore kivélasztott
bazisaiban az A matrixot alkotja meg.

Megoldas. Legyenek az L és L' terekben kivalasztva a kdvetkez6 bazisok: ay, ..., a, az L
bazisa, by, ..., b, az L' bazisa. El6szor is adjuk meg a bazisvektorok képeit, és legyen

@(a;) = ayiby + -+ + amiby,
ahol ay;, ..., @y @z A matrix i-edik oszlopa (i = 1, ..., n). Kifejezziik az L tér vektorait a bazis
szerint. Legyen x €L és x =xa; +-+xpa, (x; €EF,i=1,..,n). Legyen o¢(x) =
x10(ay) + -+ x,0(a,) (x € L). A @ leképezés az L tér minden vektoran meg van adva.
Most mar csak azt kell megmutatni, hogy ¢ linearis leképezés L — L', és hogy a ¢ matrixa az
adott bazisokban megegyezik az A matrixszal.

4. gyakorlat. A ¢: F™* — F™ linearis leképezés az F™ és F™ terek kanonikus bazisaiban
A matrixszal bir. Keressiik meg a Kerg-t és az Img-t.

Megoldas. Img egybeesik a linearis burokkal, mely az A matrix oszlopaira van hiizva,

mig a Kerg egybeesik az A matrixos linearis homogén egyenletrendszer megoldasainak terével.
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24. Miiveletek linearis leképzésekkel

Legyenek L és L' tetszOleges linearis terek az F test felett. Az Osszes olyan linedris
leképezés halmazat, mely az L linearis teret képezi le az L' linearis térre Homg (L, L')-el jeloljiik.
Bevezetjiik ezen halmazon a leképezések Osszeadasat és a leképezések szorzdsat az F test
elemére. Legyenek ¢ és y az L tér leképezései az L' térre. A ¢ + 1 dsszeget leképezésként
hatdrozzuk meg a kovetkezd szabély szerint:

(@ +P)(x) =) +¢x)  (vx€L).
Legyen a € F. Az ag szorzatot leképezésként hatarozzuk meg, mely a kovetkezd szabaly
szerint hatarozodik meg:
(ap)(x) = ap(x) (vx € L).

1. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ¢ + 1 és a¢ linearis leképezései az L térnek az L’
térre.

Tétel a leképezések terérol. Az L tér L' térre valo dsszes linedris leképezésének
Hompg (L, L") halmaza linedris teret alkot az F test felett a linedris leképezések dsszeaddsanak
és az F test elemére valo szorzasanak miiveleteire.

A bizonyitas a linedris tér 8 axiomdjanak ellendrzésébdl all. Példaul legyenek ¢, €
Homg (L, L"). Akkor

(@ +P)(x) =) +Px) =) + o) = @ + 9)(x) (Vx € L).
Tehat @ + 1 = Y + . Megallunk a 3. és 4. axiomaknal. A Homg (L, L") null eleme nem mas,
mint egy null leképezés. A meghatarozas szerint ez a leképezés az L tér minden vektorat az L’
tér null vektorava alakitja. A ¢ € Homg(L, L") leképezés inverz leképezése (a definicid szerint)
egy olyan ¢’ leképezés, hogy ¢'(x) = —¢@(x) (x € L) (a tovabbiakban a ¢’ leképezést (- ¢)-
vel fogjuk jeldlni).

Legyen L" egy ujabb linearis leképezés az F test felett és @: L — L', Y: L' — L' a terek
leképezése. Minden x € L vektornak megfeleltetiink egy 1/)(<p(x)) vektort az L'"-bol. Ez a
megfeleltetés lesz az L tér leképezése az L'’ térre. Ezt a leképezést a 1 és ¢ leképezések
szorzatanak nevezziik és Y @-vel jeldljiik. Tehat a definicid szerint:

W@ = P(e®)  (vxel).
Tétel a linearis leképezések szorzatardl. Ha ¢:L — L', Y:L' - L' linedris terek

linearis leképezései, akkor Y: L — L' az L linedris tér linedris leképezése az L linearis térre.

68



Legyenek L és L' véges dimenzids linearis terek az F test felett és Homg(L,L')az L — L'
linearis leképezések linearis tere. Kivalasztjuk az L és L' terekben a kovetkezd bazisokat:
ai, ..., ay 8z L tér bazisa (n = dimgL), by, ..., b,, az L' tér bazisa (m = dimgL'). Minden
@:L — L' lineéris leképezés matrixat az L és L' terek kivélasztott bazisaiban A,-vel jeldljiik.
Tehat, ha ¢ és Y linearis leképezései az L térnek az L' térre, akkor:

Apryp =Ap + Ay, Agp=0al, (a€F).
Ezek az egyenlOségek hatdrozzak meg a linearis leképezések miveleteinek ¢és a
matrixmiveletek kozotti 6sszefiiggést.

Legyen L" véges dimenzidos tér az F test felett és ¢:L — L', :L — L" linearis
leképezések. Kivdlasztunk az L"-b6l egy cy,...,cx bazist (k = dimgL"). Legyen A, a ¢
leképezés matrixa az L és L' terek ay, ..., an és by, ..., by, bézisaiban, Ay, pedig a 1 leképezés
matrixa az L' és L terek by, ..., by, és cy, ..., ¢} bazisaiban. Akkor Aypp = AyAy.

2. gyakorlat. 1) Legyen M,,x,(F) az 6sszes m X n-méretli matrixok halmaza az F test
felett. Mutassuk meg, hogy M,,,..,(F) linearis teret alkot az F test felett a matrixok dsszeadasa
és a test elemére vald szorzasa szerint. 2) Legyenek L és L' linearis terek az F test felett, n =
dimpL, m = dimgL'. Mutassuk meg, hogy megallja a helyét a linearis terek

Homp(L, L") = Mpyxp(F)
homomorfizmusa. Epitsiink fel legaldbb egyet ezen homomorfizmusok koziil.

3. gyakorlat. Legyen L linearis tér az F test felett és n = dimgL. Mutassuk meg, hogy
Hom (L, F) = F™.

Megoldas. Kivalasztunk egy aq, ..., a, bazist az L térben. Minden ¢:L — F linearis
leképezésnek megfeleltetiink egy n-dimenzios (¢(a,), ..., ¢(a,)) vektort az F test felett. Ez a
megfeleltetés nem mas, mint linearis terek izomorfizmusa.

A Homg(L,F) teret az L tér adjungalt terének nevezzik és L*-gal jeloljik. Az L* tér

elemeit linedris funkciondloknak nevezzik az L térben.
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25. Linearis transzformacio

7.

crer

e(x+y) =) +9»), ¢lax) =apx) (Vx,y€L;Va€F).

fgy az L linearis tér linedris transzformacidja nem mas, mint az L tér linearis leképezése
sajat magara. A linearis terek 18. fejezetben taglalt tulajdonsagai atiiltethetok a linearis terek
linearis transzformacioira. Megjegyezziik, hogy ha ¢:L — L linearis transzformacié az L
térnek, akkor a @ linearis transzformacié Kerg nulltere és Img képtere alterei az L térnek, €s
az L /Ker¢ faktortér izomorf az Im¢ térrel.

Ha ¢,y:L - L lineéris transzformécioi az L térnek, akkor a ¢ + 1 Osszeg és az
ap (a € F), oy és Y szorzatok is linearis transzformacioi az L térnek.
alkot az F test felett a kovetkezo definicid értelmében.

A nem tiires A halmazt algebranak nevezziik az F test felett, ha meg van rajta adva a két
bindris algebrai muiivelet az 0sszeadds €s szorzas (az F test elemének az A halmaz elemére valo
szorzasanak muvelete) és teljesiilnek a kdvetkezo feltételek: 1) A gytrit alkot az 6sszeadas és
a szorzas binaris algebrai miiveletekre; 2) A linearis teret alkot az F test felett az 6sszeadas €s
a szorzas bindris algebrai miiveletekre ( az F test elemének az A halmaz elemére vald szorzas);
3) Az A elemeinek Gsszeszorzasa és az A elemeinek szorzasa az F test elemeire a kovetkezd
relaciokkal vannak 6sszefliggésben:

(aa)b = a(ab) = a(ab) (Va € F;Va,b € A).

1. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az Osszes n-edrendii M,,,(F) négyzetmatrixok

halmaza az F test felett algebrat alkot a kovetkezé miiveletekre: matrixok Osszeadasa,

Osszeszorzasa €s matrix szorzasa az F test elemére.

crer

crer

nevezzik. Jeloljik ezt a transzformdaciot Id-vel. Tehat:
Id(x) = x (Vx € L).
Legyen ¢: L — L az L tér linearis transzformacidja. Ha létezik olyan ¢': L — L linearis
transzformacid, hogy ¢’ = Id (megfeleléen ¢’ = 1d), akkor a ¢’-et a ¢ transzformacio bal

inverzének (megfelelden jobb inverzének) nevezziik.
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2. gyakorlat. Ha ¢ transzformacionak létezik bal és jobb inverze, akkor ezek az

crer

crer

3. gyakorlat. Bizonyitsuk be, hogy ha az L linearis tér @: L — L linearis transzformacioja
invertalhato, akkor csak egy inverz transzformacioja 1étezik.

Megjegyezziik, hogy a végtelen dimenzios linearis L térnek létezhetnek olyan linearis
transzformécioi, melyeknek van bal inverziik (vagy jobb inverziik), de nincs jobb inverziik (bal
inverziik).

4. gyakorlat. Legyen L = Cfg; — linedris tér a [0,1] intervallum &sszes végtelendil dif-

crer
crer

d X
0N =L2 e, aHe=[roa e
0

Mutassuk meg, hogy D és I a Cg 4 tér linedris transzformacioi.

A transzformaicio invertilhatésaganak két kritériuma. Az L linedris tér ¢:L — L
linearis transzformdcioja akkor és csak akkor invertalhato, ha teljesiil a kévetkezo két feltétel
egyike: 1) @ linedris terek izomorfizmusa; 2) Kerqp = {0} és Im¢g = L.

Linearis transzformacio matrixa egy bazisban.

Legyen L egy véges dimenzios linearis tér az F test felett és ¢ az L tér linearis
transzformacioja. Vizsgaljuk meg az L tér a4, ..., a,, bazisat és kifejezziik az a4, ..., a,, vektorok
képeit ezen bazis szerint:

p(a)) = aj1a; + az1a; + -+ apiay,

q)(an) = ApQq T A0y + -+ Appay
(a;; €F;1<40,j <n).
Az



négyzetes matrixot, mely a ¢(a,), ..., p(a,) vektorok koordinata oszlopaibdl all, a ¢ linedris
transzformdcio matrixanak nevezzik az L tér a4, ..., a, bazisaban.

Az

Y = AX
képlet az L tetszdleges x vektoranak ¢ (x) képének koordinataképlete, X az x vektor koordinata
oszlopa; Y pedig a ¢(x) vektor koordinata oszlopa (az a, ..., a, bazisban). Ha az L térben
kivalasztunk egy 4j aj, ..., a, bazist, akkor a ¢ transzformacié A" matrixat ebben a bazisban a
kovetkezo képlettel kereshetjiik meg:
A =T7AT,

ahol T atmeneti matrix az L tér a4, ..., a,, bazisabol annak az aj, ..., a;, bazisaba.
Megjegyezziik, hogy az egységmatrix az egységtranszformacidé matrixa az L tér barmely
bazisidban. Ha a ¢ transzformacid invertalhatd, akkor a ¢ és ¢~ ! transzformacié matrixai
kolesonosen inverzek (az L tér barmely bazisaban).

5. gyakorlat. Legyen L véges dimenzids linearis tér az F test felett. Bizonyitsuk be, hogy
a @: L — L linearis transzformacio akkor €s csak akkor invertalhato, ha a kdvetkezo feltételek
koziil egy teljesiil: 1) Kergp = {0}; 2) Img = L; 3) a ¢ transzformacioé matrixa nem elfajulé (a

bazis kivalasztasatol fiiggetlenil).
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26. A matrix és a linearis transzformacio karakterisztikus polinomja

Legyen
a1 QA2 0 Qi
A= o O
On1 An2  ° Opp

n-edrendii négyzetes matrix az F test felett, A egy ismeretlen az F testbol. Az

a; —4 a2 A1n
a Oyy — A o a
A—2E = 21 22 _ 2n
On1 Un2 o Apn -4

matrixot az A matrix karakterisztikus matrixanak nevezzik (E n-edrendii egységmatrix). Az
A — AE matrix |A — AE| determinansat az A matrix karakterisztikus polinomjanak nevezziik.
Ez egy n-edfoku polinom a A ismeretlent6l az F test felett:

|A—=2AE| = (D)™™ + (=) 1y A"+ oo+ (D) Ry AR 4+ oy,
Megjegyezzik, hogy y, = |A|,v1 = a11 + agy + -+ + ayy, pedig az A matrix nyoma (angolul
trace) és trA-val jeloljik. n = 2 és n = 3 esetén a karakterisztikus polinom a kdvetkezdképpen

hatarozhaté megQ:

a— A a a1 g2
=g =] =4 o /1| = 22 — (ayq + ay) ) + |0(21 a22| ,
a1 — A a12 13
|A—2E| =| az tpp — A a3 | =23+ (ay; + ayy + a33)A* —
31 a3z azz — A
_ ( 11 “12| 11 “13| |“22 “23|))1 +14].
Uz1 Ay 031 A3z a3z (33

Az n-edrendii A és B négyzetes matrixokat az F test felett hasonlo matrixoknak nevezziik,
ha létezik olyan n-edrend{i nem elfajulé T matrix az F test felett, hogy B = T~1AT.

Tétel. A hasonlo matrixok karakterisztikus polinomjai megegyeznek.

Legyen L egy véges dimenzids linearis tér az F test felett. ¢:L — L ezen tér linearis
transzformécidja €s A a ¢ transzformacidé matrixa az L tér valamely bazisaban. Az A matrix
|A — AE| karakterisztikus polinomjat a ¢ transzformdcio karakterisztikus polinomjanak
nevezzik.

1. gyakorlat. Bizonyitsuk be, hogy a ¢ transzformaci6é karakterisztikus polinomja
fliggetlen az A matrix kivalasztasatdl (pontosabban az L tér bazisanak kivalasztasatol ezen

matrix meghatarozasahoz).
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Legyen A egy n-edrendii négyzetes matrix az F test felett, ¢ egy tetszéleges L linearis tér
linearis transzformacidja egy test felett és
fA) =aprt + A1+ +a, (a;€EF)
egy polinom az F test felett. Akkor
f(A) = apAt + ;AT + -+, E
n-edrendii négyzetes matrix az F test felett,
f(@) = agp’ + a1~ + - +a,ld
pedig az L tér linearis transzformacidja. Az f (A) kifejezést az A matrix polinomjanak nevezziik
(vagy az f(A) polinom értékének az A matrixndl) az f () kifejezést pedig a ¢ transzformacio
polinomjanak (vagy az f (1) polinom értékének a ¢ transzformdciondl).
Cayley-Hamilton-Kelly-tétel (matrixra). Legyen A n-edrendii négyzetes matrix az F
test felett és f (1) a karakterisztikus polinomja. Akkor f(A) null matrix.
Cayley-Hamilton-Kelly-tétel (transzformaciéra). Legyen ¢: L — L a véges dimenzios
linearis L tér linearis transzformacioja az F test felett és f(A) a @ transzformdcio

karakterisztikus polinomja. Akkor az f(¢) az L tér null transzformacioja.
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27. Linearis transzformacio sajatvektora és sajatértéke

Legyen L linearis tér az F test felett és ¢: L — L az L tér linearis transzformacioja. Az L
tér nem nulla a vektorat a ¢ transzformacio sajdtvektordnak nevezziik, ha 1étezik olyan a eleme
az F testnek, hogy ¢ (a) = aa. Az F test a elemét a @ transzformacio sajdtértékének nevezziik,
ha 1étezik olyan nem nulla a eleme az L térnek, hogy ¢ (a) = aa. Azt fogjuk mondani, hogy a
¢ transzformdacidé a € L sajatvektora ezen transzformacid a € F sajatértékéhez tartozik, ha
p(a) = aa. Tehat, a ¢ transzformacio sajatvektorai csak az L tér nem nulla vektorai lehetnek.
A @ transzformacio sajatértéke az F test null eleme is lehet.

1. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a ¢ transzformacio sajatvektora csak egyetlen
sajatértékéhez tartozik ezen transzformacionak.

Két tétel a sajatvektorokrol és a sajatértékekrol.

1. Legyen @:L — L az L linedris tér linearis transzformdcioja az F test felett, @ a ¢
transzformacio sajatértéke (a € F) és Ly az Osszes az a sajatértékéhez tartozo sajatvektorok
halmazanak egyiitt az L tér null vektordval. Akkor L, az L tér @-invarians altere az L linearis
térnek.

2. A @:L—> L linearis transzformacio sajdtvektorainak rendszere, melyek ezen
transzformdcio paronként kiilonbozo sajatértékeihez tartoznak, linedrisan fiiggetlen rendszert
alkotnak.

2. gyakorlat. Legyenek a és f a ¢: L — L linearis transzformacio kiilonb6z6 sajatértékei.
Mutassuk meg, hogy L, + Lg = L,©DLg.

Tétel a linearis transzformacio sajatértékeirél a véges dimenzids linearis térben.
Legyen L véges dimenzios nem null linearis tér az F test felett és @:L — L ezen tér linedris
transzformdcioja. Ha az F test a eleme a ¢ transzformdcio sajatértéke, akkor a a ¢
transzformdcio karakterisztikus polinomjanak a gyoke. Es forditva, ha az F test a eleme a ¢
transzformdcio karakterisztikus polinomjanak a gydke, akkor « ezen transzformacid
sajatertéke.

3. gyakorlat. Legyen L = C[°(§),1] linearis tér a [0,1] szakasz végteleniil derivalhato

fiiggvényeinek R teste felett, és D a derivalas transzformacidja:

d

Mutassuk meg, hogy barmely valos szam sajatértéke a D transzformacidonak.
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4. gyakorlat. Legyen L = F? és a ¢:L — L linearis transzformdacié az L tér valamely

bazisaban a kovetkez6 matrixszal rendelkezik:

Mutassuk meg hogy:
1) ha F = R, akkor a ¢ transzformacionak nincs sajatértéke;

2) ha F = C, akkor a ¢ transzformacionak két sajatértéke van.

Szabaly a véges dimenzios tér sajatvektoranak meghatarozasardl. Legyen ¢: L — L
az L linearis tér linearis transzformacidja az F test felett. Megkeressiik a ¢ transzformacio
sajatvektorait. Ehhez:

Elsé lépés. Kivalasztunk az L térben egy aq,..,a, bazist és megkeressik a ¢
transzformécio A matrixat ebben a bazisban.

Masodik 1épés. Megkeressiik a ¢ transzformacio |A — AE| karakterisztikus polinomjat.

Harmadik lépés. Megkeressiik az |A — AE| polinom &sszes olyan aq, ..., g gyokét,
melyek az F test elemei.

Negyedik 1épés. Minden a=a;(1<i<s) sajatértékre linearis homogén

egyenletrendszerét allitjuk fel x4, ..., x,, ismeretlentdl és (A — aE) matrixszal:

X1 0
(A—aE)X =0, X=<5), 6=<s).
Xn 0

Megkeressiik ezen egyenletrendszer fundamentalis rendszerét. Minden (yq, ..., V) (V1) -, ¥n €
F) megoldasra a megoldasok fundamentalis rendszerébdl szerkesztiink egy b = y,a; + y,a, +
-+ ypa, vektort. Legyen by, ..., b, az L tér vektorainak rendszere, melyeket ezen szabaly
szerint a fundamentalis rendszer 6sszes megoldasabol kapunk. Akkor a ¢ transzformacio 6sszes
olyan sajatvektoranak halmaza, melyek az a = a; sajatértékhez tartoznak, megegyezik az
Osszes f1by + -+ + B.b, linedris kombinacié halmazéval, ahol S, ..., B, az F test tetszéleges
nem nulla elemei.
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28. Euklideszi tér
Az L linearis teret a valos R szamok teste felett euklideszi térnek nevezzik, ha az L térben
a vektorok feletti linearis miiveleteken kiviil még egy miivelet értelmezve van. Az 0j miivelet
minden rendezett x,y vektorparnak az L térben megfeleltet egy valos szamot, melyet (x,y)
jeloliink és az x,y skaldris szorzatanak nevezziik, valamint kielégiti a kovetkezo feltételeket
(skaléris szorzat axidomait):

1) (y) = x),

2) (x1+x2,y) = (x1,¥) + (x2, ),
3) (ax,y) = alx,y),

4) (x,x) >0(x+#0)

(Vx,xq,x5,y € L; Va € R). Példakat az euklideszi térre a kovetkez6 gyakorlatokban adunk.
1. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az R™ euklideszi teret alkot a megadott skalaris szorzat
miiveletre

(x,¥) = x1y1 + -+ X (Vx = (X, 0, %0), ¥y = V1, -, Yn) € R?).
2. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a Co 4 & [0,1] intervallumon folytonos fliggvények tere

euklideszi tér lesz a megadott skaldris szorzatra

(f,9) = J, FOg(©)dt (¥f.9 € Cio).
Megoldas. Mindkét feladatban az (x,y), (f, g) fiiggvények skalaris szorzatok. Ellendrizziik,
hogy a skaldris szorzat axiomai teljesiilnek-e, ezutan a ,skaléris szorzat” cim elnyeri
hitelességét.
Legyen L euklideszi tér, a4, ..., a, tetszéleges vektorrendszer az L-bdl és
X =x.a1+ -+ x5a5, y=y10q+ -+ Ysag
(X1) o) X5, V1) -r Vs € R).
3. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy

(x,y) = zs: Zs: x;yj (ai, a;).

i=1 j=1

Az
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(ay,a;) (ay,az) - (aq,as)
(az»'a1) (ail aj) (aZ'.as)

(as;al) (as,'az) (as;as)

matrixot Gram-féle mdtrixnak nevezzik az a4, ..., ag vektorrendszernek.
Ha a rendszer az L tér bazisa, akkor az (x,y)-ra a képlet a 3. gyakorlatban felallitja a
vektorok skalaris szorzatat koordinata formaban.

Haaz a4, ..., a5 bazis az L térben olyan, hogy

Lhai=j;
(%”%)={:Qhai¢j;

akkor azt ortonormalt bazisnak nevezziik.
Tétel. Ha ag, ..., a,, ortonormalt bazis az L euklideszi térben, x,y € L, akkor az x, y skaldris
szorzat koordindta formdja az L térben
(6, y) =x1y1 4+ XY

(X1, s Xy Y1) - » VY QZ X, Y koordinatdi az a4, ..., a, bdzisban).

Az 1. gyakorlatban leirt R" euklideszi teret n-dimenzios euklideszi térnek nevezzik.

Legyen L euklideszi tér. Az a és b vektort az L térbdl ortogondlisnak nevezzik, ha
(a,b) = 0. A paronkénti ortogonalis vektorrendszert ortogondalis rendszernek nevezzik.
Tétel az ortogonalis rendszerrdl. Nem null vektorok ortogondlis rendszere az L térben
linearisan fiiggetlen rendszert alkot.

Legyen A egy nem iires vektorhalmaz az L-ben. Megjeldljiik A*-val az dsszes olyan x €
L vektorbol 4116 halmazt, melyek ortogonalisak az A halmazbol vett dsszes vektorokkal. Az A+
halmazt az A ortogondlis komplementerének nevezziik.
4. gyakorlat. Legyen A, B nem {ires részhalmazok az L-nek. Mutassuk meg, hogy

1) az At ortogonélis komplementere az A halmaznak lineéaris altere lesz az L-nek;
2) (A+B)t=A4tnBY%

3) AnB)t =41+ B+ (ANnB + ¢);

4) {0} =1L;

5) L+ = {0}.
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Tétel az ortogonalis felbontasrol. Legyen A nem trividlis altere a véges L euklideszi térnek.
Akkor az At ortogondlis komplementere nem trividlis altere az L-nek, és az L tér direkt sszege:
L=A® AL

Legyen L euklideszi tér és x € L. Az m szdmot az x vektor normajanak vagy
hosszanak nevezziik és ||x||-el jeloljik.
Tétel (Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlotlenség). Tetszéleges x, y-raaz L térbdl igaz az aldbbi
egyenlotlenseg:

|Ge, y)I < Hlxll - Iyl
Kovetkezmény.
s + o+ Xyl < (62 + ook XDI(GE + o4 Y202

(%1, wer X0, Y1, -, Y tetszOleges valos szamok).

1 1
sjfo fz(t)dt-\/fo g*(t)dt

(f, g folytonos fiiggvények a [0,1] intervallumon).

1
f F(Og(Ddt
0

A norma tulajdonsagai:

1) llexll = fef - llxl],
2) lx+yll < llxll + 1Iyll,

3) Mlxll =iyl < llx + vl

(Va € R; Vx,y € L). Az utolsd6 két egyenlGtlenséget hdromszog egyenldtlenségeknek
nevezzik.
Tétel a paralelogramma atléirol.
llx + ylI? + llx = ylI2 = 2(llx]1 + Iy lI?).

Pitagorasz-tétel. Legyen ay, ..., as ortogondlis rendszer az L-ben. Akkor

llag + -+ all? = llaglI? + -+ + llaslI%.
Gram-Schmidt-féle ortogonalizacios eljaras. Legyen ag,..,as linearisan fliggetlen
vektorrendszer az L euklideszi térben. Uj vektorrendszert alkotunk:

b1 = al,
— _ (aZlbl)
b3 — _ (a3rb1) _ (a3,b2) b21

3 (b)) L (bpby)

_ _ (as'b1) _ (aS'bZ) e (as'bs—l)
bs = a (by,b1) by (b2,b2) by (bs—1,bs—1) 571
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5. gyakorlat. Mutassak meg, hogy
1) aby, ..., bs rendszer ortogonalis rendszert alkot;

2) linearis burkok, amelyek az a4, ..., as rendszerre és a by, ..., b rendszerre vannak
huzva egybeesnek.

A by, ..., bg rendszer felépitését Gram-Schmidt-féle ortogonalizacios eljardsnak nevezziik.
Ortonormalt bazisok felépitése. Legyen L véges euklideszi tér és aq, ..., a, az L tér bazisa.
Felhasznéljuk ehhez a bazishoz az ortogonalizacidos miveletet. Végeredménybe kapunk egy

ortogonalis bazist, b, ..., bg-t az L-bol. Megkeressiik minden vektor normajat ennek a bazisnak:

! b ! b ! b
=——b,c; =—=by,..,C, =——Db,.
Bl 7% bl byl

A ¢y, cy, ..., ¢, VeKtorrendszert ortonormdlt bazisnak nevezziik az L-ben.

C1
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29. Az euklideszi tér ortogonalis transzformacioja

Legyen L euklideszi tér. A ¢:L — L linearis transzformaci6é az L euklideszi térben
ortogondalis transzformdcionak nevezziik, ha ez a transzformacio megtartja a skalaris négyzetét
tetszOleges vektornak az L térbol, vagyis

(), 9®) = (x,x) (Vx € L).
Mivel ||x|| = m (Vx € L), az ortogonalis transzformaciot az L euklideszi térben
meglehetne jeldlni, mint olyan ¢: L — L linearis transzformaciot, amely megtartja a vektorok
normait, vagyis

leCOll = lixll (vx € L).
1. gyakorlat.(Transzformacié ortogonalitaisanak kritériuma) A ¢:L —> L linearis
transzformacioé az L euklideszi térben ortogonalis transzformacio ebben az L térben akkor, és

csak akkor, ha a ¢ transzformaci6 megtartja a vektorok skalaris szorzatat, vagyis
(P, 0() = (x,y) (Vx,y € L).

Megoldas. Bebizonyitjuk eldszor az (x,y) = %(le + 12 = llxl1?2 = lly|?) (Vx,y € L)
egyenldséget és ezutan felhasznaljuk azt.

2. gyakorlat. Legyen L euklideszi tér és ¢:L — L ortogonalis transzformacioja az L-nek.

Mutassuk meg, hogy

1) havalos a szam sajatértéke a ¢ transzformacionak, akkor « = +1,

2) a ¢ transzformacio sajatvektorai, melyek kiilonboz6é valds sajat értékeknek felelnek

meg, ortogonalis vektorok.

A kovetkezd két feladatban példakat hozunk fel az ortogonalis transzformaciokra.
3. gyakorlat. Legyen R? 2-dimenziés euklideszi tér, a pedig egy valos szam és
_ (cos a —sin a)

@ sina cosa

Bizonyitsuk be, hogy a ¢,: R? —» R? transzforméci6 ortogonalis, mely a kdvetkezd szaballyal
van megadva: ha x = (x;,x,) € R?, akkor ¢, (x) = (y4,y,), ahol
X

(ﬁ) = 4a (x;)
A ¢, transzformaciot az a szdgre vonatkozo rotacio transzformdcionak nevezziik. Mutassuk
meg, ha

a # nk (k € 7),
akkor a ¢, rotacio transzformacionak nincs sajatértéke.
Tétel (az ortogonalis transzformaciok és ortogonalis matrixok kozotti kapcsolatrol).

Ortogonadlis transzformacioja a véges dimenzios L euklideszi térnek tetszéleges ortogondalis
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bazisban ortogondlis matrixszal rendelkezik. Ellenkezéleg, ha linedris transzformdcioja az L
térnek valamely ortogondlis bazisban ortoQonadlis matrixszal rendelkezik, akkor ez a
transzformdcio ortogondlis transzformacioja az L térnek.

Tétel az ortonormalt bazis képérél. Az ortonormalt bazis képe az ortogondlis
transzformacioban a véges euklideszi L térben szintén ortonormalt bazis ebben a térben.
Ellenkezoleg, ha a linearis transzformacioja az L téernek leképez bizonyos ortonormalt bazist
szintén az L ter ortonormalt bazisaba, akkor ez a transzformacio ortogonalis transzformacio az
L-ben.

Tétel az ortogonalis transzformacio matrixanak kanonikus alakjarol. Legyen ¢:L — L
ortogonalis transzformacioja a véges dimenzios euklideszi L térnek. Akkor az L térben létezik

olyan ortonormalt bazis, melyben az A matrix @ transzformdcionak az alakja

(a0 )

A= Aa1 ,
0 -
Aq

S

ahol

) (o =k ken)

cos a; —sin a;
A, =1 .
aj sin a; cos a;
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30. Az euklideszi tér szimmetrikus transzformacioja

A @:L - L lincaris transzformaciot az L ecuklideszi térnek szimmetrikus

transzformdacionak nevezzik az L térnek, ha barmilyen x, y-ra az L-bdl teljestil a
(), ) = (x,9(»)

egyenlOség.
Tétel a szimmetrikus transzformacioé matrixarol. A ¢: L — L szimmetrikus transzformacio
a véges dimenzios L euklideszi térnek tetszéleges az L tér ortonormdlt bazisban szimmetrikus
A(AT = A) matrixszal rendelkezik. Ellenkezéleg, ha a ¢: L — L linedris transzformdacidja az L
térnek bizonyos ortonormdlt bdzisban szimmetrikus madtrixszal rendelkezik, akkor ez az
transzformdcio is szimmetrikus.
Tétel a szimmetrikus matrix karakterisztikus polinomjanak gyokeirél. 4 valos,
szimmetrikus matrix karakterisztikus polinomjanak gyokei (a C testben) valos szamok.
sajatértéke van.
Alaptétel a szimmetrikus transzformaciorol. Linedris @:L — L transzformacio véges L
euklideszi térnek szimmetrikus transzformacio akkor, és csak akkor, ha az L térben létezik olyan
ortonormalt bazis, amely a @ transzformdcio sajat vektoraibol all.
1. gyakorlat. (Kovetkezmények az alaptételbol). Legyen A valds szimmetrikus matrix.
Mutassuk meg, hogy

1) létezik olyan nem elfajuld valds Q matrix, hogy Q~*AQ diagonalis matrix;
2) létezik olyan nem elfajulé valos Q matrix, hogy QT AQ diagonalis matrix;
3) létezik olyan ortogonalis Q matrix, hogy Q*AQ diagonalis matrix;

4) 1étezik olyan ortogonalis Q matrix, hogy QT AQ diagonélis matrix.

Megoldas. Minden szimmetrikus valds n-edrendii A matrixra G1igy néziink, mint az n dimenzids
L euklideszi térnek valamilyen szimmetrikus transzformécié matrixara bizonyos ortonormalt
bazisban ennek a térnek (példaul L helyett vehetjiik az R"-t, és a bazis helyett az R™ tér
kanonikus bazisat).

Az 1. gyakorlat masodik allitdsa a valos kvadratikus alak alaptétele: tetszdleges
kvadratikus valos alak az ismeretlenek nem elfajul6 linearis atalakitasaval kanonikus alakhoz
hozhato.
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A gyakorlat negyedik allitisaaz tétele a valés kvadratikus alak fotengely-
transzformacidojarél. Megfogalmazzuk ezt a tételt.

Tetszéleges n ismeretlenes kvadratikus alakot az A matrixszal az ismeretlenek bizonyos
ortogonalis atalakitasaval kanonikus alakhoz hozhatjuk

O yf + axy; + o+ anyg.

Ennek a kifejezésnek az egyiitthatoi az A matrix karakterisztikus polinom |A — AE| gydkeiként
funkcionalnak, mindegyik annyiszor ismétlodik meg a kanonikus alakban, amennyi a
multiplicitasa a karakterisztikus polinomban.
Megjegyezziik, hogy az ismeretlenek linearis atalakitasat azok ortogonalis atalakitasanak

nevezziik, ha ennek az atalakitdsnak a matrixa ortogonalis matrix.
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31. Kvadratikus alak

Legyen F tetszOleges test és xq, ..., x,(n € N) az F test ismeretlen elemei. Legyen adva
n? elemi olyan a;; egyltthato az F testbdl, hogy a;; = a;; (1 < i,j <n).

Az

kifejezést kvadratikus alaknak nevezziik az adott n elembdl 4116 x4, ..., x,, ismeretlentdl, az a;;

F test feletti egyttthatokkal. Ha az x4, ..., x,, ismeretlenek helyébe behelyettesitjiik a y4, ..., ¥n

elemeket az F testbdl, akkor az F test elemét

n

n
[ e V) = Zz @i YiYj
i-1

j=1
a kvadratikus alak értékének nevezzik az adott ismeretlenek értékein. Az a;; (1 <1i,j <n)

egyttthatokbol az f(xy, ..., x,) kvadratikus alakra felirhatunk egy négyzetes matrixot

11 Q12 o Oy
A= : : HE R
On1 Anz o App

Az A matrixot az f (x4, ..., x,,) kvadratikus alak matrixanak nevezziik.
Ha a;; = aj; (1 < i,j < n), akkor az A martix szimmetrikus: A” = A (A" az A matrix
transzponaltja).
Legyen
X1
X = < : ) akkor XT = (x; ... x,).
xn
Tehat, az f (x4, ..., x,,) kvadratikus alakot felirhatjuk matrixok szorzataként
F(xy, oy ) = XTAX.
Ezt a felirast az f (xy, ..., x,,) kvadratikus alak mdtrixos felirasanak nevezzik. Az f (x4, ..., X,,)
kvadratikus alak rangjanak az adott alak A matrixanak rangjat nevezzik. Az (xq, ..., X;,)
ismeretlenek mellet mas ismeretlenek rendszerét is hasznalunk az F test felett.
Az (x4, ..., Xn) ismeretlenek linedris dtalakitasanak az uj (y4, ..., yn) isSmeretlenekhez az
F test felett olyan atmenetet neveziink az 10 ismeretlenekhez, amikor a régi ismeretlenek

felirhatok az 0j ismeretlenek linedris kombindcidjaként, az F test feletti egyiitthatokkal:
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X1 =T11Y1 T 1Y + o+ T

Xn =TniY1 +Th2Y2 + -+ Thndn

<T11 T2 - Tln)
™1 Th2 = Thn

matrix ennek az atalakitasnak az egylitthat6ibol van felépitve, és azt az ismeretlenek lineadris

(; eF;1<4,j <n).
A

dtalakitas matrixanak nevezziik. Az ismeretlenek linearis atalakitasat szorzatként is felirhatjuk
X = QyY,
ahol X, Y az ismeretlenek oszlopa, Q atalakitas matrixa.

Az ismeretlenek linedris atalakitasat nem elfajulo atalakitasnak nevezzik, ha ennek az
atalakitasnak a matrixa nem elfajulé matrix. Ha X = QY nem elfajuld linearis atalakitasa az X
ismeretleneknek az Y ismeretlenekhez, akkor Y = Q71X inverz linearis atalakitas lesz az Y is-
meretlenekt6l az X-hez. Ez az atalakitas lehet6séget ad arra, hogy visszatérjiink a kezdeti
ismeretlenekhez.

A linearis atalakitasok sorozatos elvégzését X = QY és X = Q,Z (Z — a zy, ..., z, iISMe-
retlenek oszlopa az F test felett) ezen atalakitasok szorzatanak nevezziik. A linearis atalakitasok
szorzata szintén linearis atalakitds €s a szorzat matrixa egyenld a szorzando atalakitasok
matrixainak szorzataval: X = (Q,Q,)Z.

1. gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a nem elfajulé linearis atalakitasok szorzata nem elfajuld
linearis atalakitas lesz.

Végezziik el az adott f(xq, ..., x,) kvadratikus alaknak az ismeretlenek atalakitasat, ez

azt jelenti, hogy helyettesitsiik be az

n n
f(xg, e, xp) = ZZ a;j X;X;

i=1j=1
kifejezésbe az x4, ..., x,, ismeretlenek helyébe azok kifejezését az 11j ismeretleneken keresztiil
kifejezve €s végezzik el a megfeleld egyszertisitést. Ezeknek az egyszertsitéseknek az
eredményére a kovetkezo tétel mutat ra.
A kvadratikus alak atalakitasanak torvénye. Ha az adott A matrixos kvadratikus alakban
elvégezziik az ismeretlenek linearis dtalakitdasait a Q matrixszal, akkor egy uj kvadratikus alakot

kapunk, melynek matrixa B = QT AQ.
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Ez a torvény bevezeti a kovetkezd relaciot a kvadratikus alakok kozott.

Az f(x4,...,x,) kvadratikus alakot az xj,...,x, ismeretlencktél az F test felett
ekvivalensnek nevezziik az f, (x4, ..., X,,) kvadratikus alakkal ugyanazoktol az ismeretlenektdl,
ha 1étezik olyan nem elfajuld linearis atalakitasa az xq, ..., x, ismeretlenektdl az y;, ..., ¥,
ismeretlenekhez, hogy

f2(1 ) = fi(xq, e, X))
2. gyakorlat. Legyenek adottak A és B n-edrendli szimmetrikus matrixok az F test felett.
Mutassuk meg, hogy az A matrix kvadratikus alakja ekvivalens a B matrix kvadratikus
alakjaval, akkor, és csak is akkor, ha 1étezik olyan nem elfajuld S matrix az F test felett, hogy
B = STAS.
A kvadratikus alakok ekvivalencia relacidja a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:

1) fOq, e xn) ~ f(xg, o X0);
2) fl(xl' "'an)NfZ(xl' ...,Xn) And fZ(xlr ""xn) ~ fl(xl' "'rxn);

3) fl(xl' "'an)NfZ(xli ---:xn):fz(xp ""xn)~f3(x11 ""xn) ==

fl(xlr ) xn)~f3(xll 'xn);

crer

A kovetkezo tétel sziikséges feltétele a kvadratikus alakok ekvivalenciajanak.
Tétel a rang invarians jellegérol. Az ekvivalens kvadratikus alakok rangja egyenlé.

Az Osszes kvadratikus alak n-ismeretlentdl vald Osszessége az F test felett feloszlik
ekvivalens kvadratikus alakok osztalyaira. Az ekvivalens kvadratikus alakok osztalya az 6sszes
olyan kvadratikus alakokbol all, melyek parosaval ekvivalensek. Az ekvivalens kvadratikus
alakok kiilonb6zd osztalyai nem metszik egymast. A kvadratikus alakok osztilyozasa azt
jelenti, hogy minden osztalybol kivalasztunk egy kvadratikus alakot, melynek legegyszeriibb
az alakja, és egyszerli kritériumokat lehet felallitani azok ekvivalencia meghatarozasara. A
legegyszeriibb kvadratikus alak az

fi(xg, e, X)) = @1 X2 + ayxs + - + a,xZ,
ahol a4, ..., a, az F test tetszbleges elemei, melyek kozott null elemek is szerepelhetnek. Az
adott alakot kanonikus alaknak nevezziik.

A kanonikus alak A matrixa diagonalis matrix
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aq 0

0 an

A kanonikus alak rangja egyenldé az A matrix nem null atlés elemeinek szamaval ¢€s
egyenlo az alak négyzeteinek szdmaval nem null egyiitthatokkal.

Alaptétel a kvadratikus alakokrél. Tetszéleges n-ismeretlenes kvadratikus alakot az F
szamtani test felett atalakithatunk kanonikus alaku kvadratikus alakuvd az ismeretlenek
valamilyen nem elfajulo linearis atalakitasaval ezen test felett.

Ez a tétel igaz marad tetszdleges F testre is, melynek karakterisztikdja eltér6 a 2-t6l.

Az alaptétel masképp is megfogalmazhato.

Tetszdleges kvadratikus alak az F test felett ekvivalens egy kanonikus alakii kvadratikus
alakkal.

A kvadratikus alakrol sz6lo alaptétel nem ad véglegesitett osztalyozast a kvadratikus
alakokrol. Tény, hogy a kvadratikus alak kiilonb6z6 kanonikus alakjai ekvivalens alakok
lehetnek. Masképp kifejezve: ugyanazt a kvadratikus alakot felirhatjuk barmennyi kanonikus
alakban az ismeretlenck nem elfajuld linearis atalakitasoknak segitségével. Megjegyezziik,
hogy az 6sszes kanonikus alakban kozos lesz a négyzetek szdma a nem null egyiitthatokkal.

A kvadratikus alakok osztalyozasanak folytatasa az F test felett fligg az F test sajatos-

sagatol.
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32. Komplex kvadratikus alakok
Kanonikus alakja a komplex (vagyis a C test felett) kvadratikus alaknak n ismeretlent6l
X1, Xn [ = @1X2 + apx2 + -+ + ayx2, ahol ay, ..., a, tetsz8leges komplex szamok. Legyen
az f alak rangja egyenld r-el (r < n) éslegyen a; # 0, ... , a, # 0. Akkor
f = a1x? + a,x% + - + a,x2.

Elvégezziik az ismeretlenek alabbi linearis atalakitasat

X1 = (\/a—l)_13’1,

Xr = (\/“_r)_lyr'

Xr41 = Yry1(har <n),

ahol ava az a komplex szambol a két gydk egyikét jelenti.

Ez az atalakitas nem elfajulo. Ezutan az f kvadratikus alak a kovetkezd alakot 6lti:
f=yi+yi+-+y

A kvadratikus alak ilyen alakjat normal alaknak nevezziik.

Alaptétel a komplex kvadratikus alakokrél. Tetszéleges, n ismeretlenes komplex kvadratikus

alak ekvivalens a C test felett valamilyen kvadratikus alak normal alakjdaval, amely dsszege r

ismeretlen négyzeteinek (r az adott alak rangja).

Tétel az osztalyozasrol. 4 komplex kvadratikus alakok az egyforma szamu ismeretlenektol

ekvivalensek akkor, és csak akkor, ha a rangjaik egybeesnek.
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33. Valos kvadratikus alakok

Kanonikus alakja a valds (vagyis az R test felett) kvadratikus alaknak n ismeretlent6l
X1y e Xpt [ = X3 + ayxs + - + ayx2, ahol ay, ..., a, tetszbleges valds szamok. Legyen az
f alak rangja egyenl6 r-el (r < n), az elsé r egyiitthatd nullatol eltéré. Akkor az f alakot
felirhatjuk, mint
f = Buxi + - +Bpxz§ - ﬁp+1x§+1 - ﬁp+qx§+qr
ahol By, ..., Bp+q pOzitiv szamok és p + q = 7.
Elvégezziik az alabbi ismeretlenek linearis atalakitasat:

X1 = (\/E)_lh,

1

Xr = Xp+q = ( /ﬁp+q> Yo+q

Xrp1 = Yrp1(har <n),

Ennek az atalakitasnak nem elfajulé és valos egyiitthat6i vannak. Akkor az f kvadratikus alak
az alabbi alakot olti:
f=yi+ 4V —Yor1— "~ Vpra

vagyis az ismeretlenek p pozitiv négyzetek és q negativ négyzetek Osszegét kapjuk
(p=0,q =0, p+q=r). A kvadratikus alak ilyen alakjat a valds kvadratikus alak normdl
alakjanak nevezziik.

Alap tétel a valos kvadratikus alakrol. Tetszoleges valos kvadratikus alak ekvivalens az R
test felett valamilyen kvadratikus alak normdl alakjaval, mely pozitiv és negativ ismeretlenek
négyzeteinek sszege.

A kovetkez6 tétel rdmutat, mi a k6zos a normal alakoknal, melyekhez az adott valos
kvadratikus alak atalakul az ismeretlenek nem elfajuld linearis 4talakitdsdnak segitségével.
Tehetetlenségi torvény. Ha az adott valos kvadratikus alak két valos, nem elfajulo linedris
dtalakitas segitségével két normal alaku kvadratikus alakhoz hozott, akkor az egyik normdl
alaku kvadratikus alak pozitiv (negativ) négyzeteinek szama egyenlo a mdsik normal alaku
kvadratikus alak pozitiv (negativ) négyzeteinek szamaval.

Legyen adva g (x4, ..., x,,) valos kvadartikus alak, melynek normal alakja

g=Yi+tY — Vo1~ Vg
Akkor az adott g (x4, ..., x,,) alak p pozitiv négyzetek szamat a tehetetlenség pozitiv indexének
nevezzikk. Az adott g(xy,...,x,) alak q negativ négyzetek szamat a tehetetlenség negativ
indexének nevezzik. A rendezett (p, q) part az adott g(x, ..., x,,) alak szignumjanak nevezzikk
(né¢ha a szignum a (p — q) kiilonbségét fejezi ki).
Osztalyozasi tétel. Két valos kvadratikus alak egyforma szamu ismeretlentol ekvivalens akkor,
és csak akkor, ha az alakok rangjai és szignumjai egybeesnek.
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34. Pozitiv definit valos kvadratikus alakok

A valo6s kvadratikus

n

fGo ) = ) aya (a € R)

n
i=1j=1
alakot pozitiv definitnek nevezzik, ha

flay, ...,ay) >0
minden (ay, ..., a,) # (0, ...,0) (ay, ..., @, € R) esetén.
A pozitiv definitség kritériuma. n ismeretlenes valos kvadratikus alak pozitiv definit akkor,
és csak is akkor, ha egybeesik a kovetkezé harom szam: n az ismeretlenek szama, az alak rangja
és a tehetetlenség pozitiv indexe.

Legyen f = XTAX egy valos kvadratikus alak a kdvetkezé matrixszal megadva:

a1 O
An1 " Opn

Az f alak sarok-aldeterminansainak az A matrix alabbi aldeterminansait nevezziik:

11 o Qg

A1= (lll,...,Ak= ""’ATl= |A|.

Ar1 Ok
Sylvester-féle kritérium a pozitiv definitségrél. A valos kvadratikus alak pozitiv definit akkor,
és csak akkor, ha az dsszes sarok-aldeterminansa pozitiv.

1. gyakorlat. Legyen f (x4, ..., x,,) olyan valos kvadratikus alak, hogy —f (x4, ..., X,,) pozitiv
definit. Milyenek lesznek az f (xy, ..., x,,) alak sarok-aldeterminansai?

2. gyakorlat. Fogalmazzuk meg a negativ definit valos kvadratikus alak kritériumat.
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