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1. Komplex szamok. Komplex szamok algebrai alakja

Példafeladatok

1. Szamitsuk ki az alabbi kifejezés értékét: (2 +i)(3 — i) + (2 + 3i)(3 + 4i)!

Megoldds. Az algebrai alakban felirt komplex szamok szorzéaséra felhasznalt tulajdonsag alapjan
QC+)B-H)=2'3-1-(-))+2-(-1)+1-3)i=7+1,
2+3)B3+4)=(2-3-3-4)+(2-4+3-3)i=-6+17i.

Tovabba, a komplex szamok Osszeaddsanak hasonlo tulajdonséagat felhasznalva azt kapjuk, hogy

+)B-D)+2+3)B+4)=((7+i)+(—-6+17i) =1+ 18i.

Megjegyezziik, hogy az algebrai alakban felirt komplex szdmokat, a komplex szdmok
Osszeadasanak és szorzdsanak miiveletének asszociativ, kommutativ, disztributiv tulajdonsagénak

felhasznalasa altal is lehet szorozni. Példaul,

Q+)B-0)=2-3+2-(=)+i-3+i-(-)=6-2i+3i+1=7+i

2. Keressiik meg az x és y valos szamokat, amelyek kielégitik az (1 + 2i)x + (3-5i)y =1 — 3i
egyenldséget!

Megoldas. Nyilvanvald, hogy az x és y valos szamok akkor és csak akkor elégitik ki a feltételezett
egyenldséget, ha kielégitik az (x + 3y) + (2x-5y)i = 1 — 3i egyenléséget. Amennyiben x,y —
valés szamok, akkor az x + 3y, és a 2x — 5y — szintén valds szamok. Akkor a komplex szdmok
egyenldségének feltételébdl megkapjuk, hogy x + 3y =1, 2x — 5y = —3. Az elsé egyenletbdl

kifejezve az x-et az y-on keresztiil (x = 1 — 3y) és a masodik egyenletbe behelyettesitve az x-re

kapott értéket azt kapjuk, hogy —11y = —5. Ebbdl kdvetkezik, hogy y = 11’ x=——

1 11°
3. Oldjuk meg az
A+dDx+A-Dy=1+1,
o =il ©
A1-Dx+AQ+iD)y=1+3i
lineéris egyenletrendszert!
Megoldds. Az (1) egyenletrendszer els6é egyenletébol kovetkezik, hogy
1+i—-1-dy Q@A+i-QA-dDy)A-i) 2+2y .
X = = = =1+1iy.

1+ A+D(1-0 2

6



Az ismeretlen x-re kapott értéket behelyettesitjiik az (1) egyenletrendszer masodik egyenletébe
A-DA+iy)+(1+iy=1+3i.
Ebbdl azt kapjuk, hogy (1-i) + 2(1 + i)y = 1 + 3i. Tovabba

__ 4 _ 20—
“20+) d+pa-p Tt

y

Mostazx =1+i-(1+1i) =i Ezekszerintx =i,y =1+1.

4. Oldjuk meg a z%- (2 + i)z — 1 + 7i = 0 egyenletet!

Megoldas. A megadott egyenlet feltételének bal oldala egy z ismeretlentél vett komplex
egyiitthatoji négyzetes polinom. Ezért az adott egyenlet megoldasat hasonloképpen fogjuk keresni,
mint a valds egylitthatdju masodfoku egyenlet esetében.

El6szor kiszamoljuk a négyzetes polinom diszkriminansat
D=2+0)?%—4-1-(=147i) =7 — 24i.
Tovéabba, megkeressiik a D diszkriminans négyzetgyokeit. Legyen x + iy — barmelyik ezen gyokok
koziil, algebrai alakban felirva. Akkor (x + iy)? = D. Ahonnan (x? — y?) + 2xyi = 7 — 24i. Tehat

x2—y?2=7,
oY 2
2xy = —24.

A (2) rendszer masodik egyenletébdl kovetkezik, hogy y # 0, ezért x = — % Behelyettesitve a

kapott értéket az x ismeretlen helyébe a kovetkezot kapjuk: % —y2 =7.Innen y* + 7y? — 144 =
0. Viéta-tétel alapjan y? = 9 vagy y? = —16. Mivel y — valés szam, ezért y? = 9, vagyis y = 3
vagy y = —3. Az y = 3 esetben azt kapjuk, hogy x = —4. Ha y = —3, akkor x = 4. Ezek szerint
VD = {4 — 3i,—4 + 3i}.

Tehat a feladatban megadott masodfoku egyenlet megoldasai a kovetkezok:

_Q@+D+¢-3)

_@+D+(—4+3)
2 r 72T 2

= -1+ 2i.

Z1

Gyakorlatok

1. Szamitsa ki a kifejezések értékeét:

(3+0)(4-30) .
1+2i !

a(4+2)+(1-D+G+203B-5); b
7



(3-i)(1—-4i) ,
2—i !

¢) (5—30)(2+1i)+ (=1 +i)(8+30); d)

(1+3)(8-0) ,
(2+i)2

e)(7—-20)(3+4i))+ B+i)(1+2i); f)

2. Szamitsa ki az i”7; i%8; i" kifejezések értékét, ahol n egy természetes szam!

3. Bizonyitsa be az alabbi egyenldségeket:

A (1+)"=2""(nez,; b) (1 + )* = (—1D)"2*" (n€Z)!

4. Keresse meg az x ¢és y valos szamokat, amelyek kielégitik a kdvetkezd egyenleteket:
aA)+iDx+(A+2))y=1-4i;

by B3+2)x+(1+3i)y=4—-9i!

5. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszereket:

a){(S—i)x+(4+2i)y=2+6i,
(4+2)x —(2+3i)y =5+ 4i;

b { R+idx+2—-Dy=6,
NG+ 20x+ (B —20)y = 8;

x —y+2iz =20,

x +iy—2z =10,
c){
ix+3iy—(1+i)z=30!

6. Legyen a € C és va — olyan komplex szam, hogy (\/E)Z = . Szamitsa Ki:
a)V2i; b)vV/—-15+8i; C) V=3 —4i; d) V=11 + 60i ;
e)V=1; fV8+6i; 9 V1—iV3; h) V2 —iviz2!

7. Oldja meg az alabbi egyenleteket:
Ax>—Q2+i)x—1+7i=0;

b) x2 — (3 —2i)x+5—5i = 0;
)2+ Dx?—(5-i)x+2—-2i=0;

d) (1—)x2 — (2 — 16i)x — 23 — 39 = 0!



8. Bizonyitsa be, hogy:
a) a z komplex szam akkor és csakis akkor lesz valos, ha Z = z ;

b) a z komplex szam akkor és csakis akkor lesz tiszta képzetes, ha z = —z !

9. Bizonyitsa be, hogy a tetszéleges x és y komplex szdmokra teljesiilnek a kdvetkezok:

Axty=x+y; bxy=xy; )=x=-%; dy =G =0
10. Keresse meg az 6sszes olyan komplex szdmot, amely sajat négyzetének konjugaltja!

11. Tintesse fel a komplex sikon azokat a pontokat, amelyek megfelelnek az alabbi szdmoknak:

5, -2, =3i, +1++/3i!

12. Keresse meg azokat a komplex szamokat, amelyek megfelelnek:

a) egy négyzet csucspontjainak, melynek kozéppontja a koordinatarendszer kezdépontja, oldalai

1 egységnyi hosszuak, és parhuzamosak a koordinatarendszer tengelyeivel;

b) egy szabdlyos haromszog csucspontjainak, melynek kozéppontja a koordinatarendszer
kezd6pontja, oldala parhuzamos az képzetes tengellyel, egyik csticspontja a negativ valos

féltengelyen helyezkedik el és a koriilirt kor sugara 1 egységgel egyenld!

13. Hogyan helyezkednek el a komplex sikon azok a pontok, amelyek megfelelnek az x, y és z

komplex szdmoknak, és melyekre teljesiilnek a kovetkezdk:

x+y+z=0, xXx=yy=2zz%+07?



2. A komplex szamok trigonometrikus alakja

Példafeladatok

1. Hatdrozzuk meg a —1 + i komplex szam trigonometrikus alakjat!

Megoldas. E16bb kiszamoljuk a —1 + i szam abszolut értékét:

|-1+i| =/(-1D%+ 12 =+2.

Tovabba, ha ¢ = arg(—1 + i), akkor cos ¢ = —\/—15 ,singp = TIE .Innen ¢ = %ﬂ + 2wk , ahol k € Z.

Tehat, V2 (cos %ﬂ + isin %) lesz a —1 + i szam trigonometrikus alakja.

-8
2. Szamitsuk ki az (1 — v3i) ~ értékét!
Megoldds. Felitjuk a z = 1 — v/3i komplex szamot trigonometrikus alakban. Hasonloan az el6z6

példdhoz megmutatjuk, hogy

=2 (eos(-D) +tsn(-3).

Tovabba, Moivre-képlete alapjan

(=30 = s () () -

=278 (coss—” + i sin8—n> = L(cosz—n + isinz—n) =——=—+—i
3 3 256 3 3
3. A cos 5x fuggvényt irjuk fel a sin x-t61 és cos x-t6l fiiggd polinom alakjaban!
Megoldds. Megvizsgaljuk a (cosx +isinx)® kifejezést. Moivre-képlete szerint (cosx +
i sinx)% = cos 5x + i sin 5x. Newton binomialis tételét felhasznalva pedig a kovetkezot kapjuk:

(cosx + isinx)® = cos®x + 5cos* x - isinx + 10 cos3 x - i? sin® x +

+10cos?x-i3sin®x +5cosx-i*sin*x +i®sin®x =
= (cos® x — 10 cos® x sin® x + 5 cos x sin* x) +

+(5 cos* x sin x — 10 cos? x sin® x + sin® x)i.

A kapott egyenléségek baloldalainak egyenldségébdl kovetkezik a jobboldalaik egyenlOsége.

Felhasznalva a komplex szdmok egyenldségének feltételeit azt kapjuk, hogy:

10



cos 5x = cos® x — 10 cos® x sin? x + 5 cos x sin* x .

ol =141
4. Szamitsuk ki ’ 1—+/3i kifejezés értékét!

Megoldds. Felhasznalva az el6z6 példak eredményeit és a trigonometrikus alakban megadott

komplex szdmok oszthatosag tulajdonsagat a kovetkezot kapjuk:

3w . . 3m
1+ \/E(COST+lsmT)

1=V3E 2(cos(-3) +isin(-3))

_\/E( (3n+n)+_ _ (3n+n))_ 1( 13n+_ _ 13n)
—zcos43 lSln43—\/§C0812 zsmlz.

Innen a gydkvonas képletébdl kovetkezik, hogy:

ol =1 +1i 1 13—n+2nk . 1§—n+2nk
NI COST-FLSIHT =

1 ( (13+4k )+' ] (13+4k ))
= %75 cos g ") tisin 5 "))

ahol k € {0, 1, ..., 8}.

5. {rjuk ki az 1-es szam Gsszes hatodik komplex gydkét (hatodik egységgyokat)! Mutassuk meg,
hogy melyek lesznek koziiliik az 1-es szam primitiv hatodik gyokei (hatodik primitiv egységgyokok)!

Megoldas. Az ¢el6z0 példa alapjan mind a hat hatodik egységgyoke a kovetkezd szamokkal
fejezodik ki:

.. T, .. m 1 +3,
& =cos0+isin0 =1, 81:COSE+151n§:E+7l,
21 , . 2T 1 V3, ..
& = cos—+isin—-=—-+—-1, & =cosm+isinm =—1,
amw ., . AT 1 V3. 5t . . 5m 1 3,
€ =COS—+1SIN—=—>——1, & =cos—+isin—=-——I.
3 3 2 2 3 3 2 2

Moivre-képletébdl kovetkezik, hogy &, = X (k = 0,1, ..., 5). Amennyiben &; — primitiv hatodik
gyoke az 1-nek, ezért, mint ismeretes az &, (k € {0,1,...,5}) akkor és csakis akkor lesz primitiv

hatodik egységgyok, ha a k és a 6 szamok relativ primek. A 0,1, ..., 5 szdmok koziil ilyenek az 1 és

az 5 . Ezek szerint, primitiv hatodik egységgyokok az &; = % + \/2—§i €s az &5 = ; —?i szamok

lesznek.
11



Gyakorlatok

1. Keresse meg az alabbi komplex szamok trigonometrikus alakjat!

aQ)—2; b1+4i; c)V3—i; dV5—V5i; e)2+V3+i;

N5,  @l-i;  M1+v3i; D1+20;  jcosg—ising.
2. Oldja meg az alabbi egyenleteket!
a)lz| +z=8+4i; b) |z| —z=8+12i.

3. Hatarozza meg azon pontok mértani helyét a komplex sikon, melyek megfelelnek azoknak a z
szamoknak, melyek kielégitik az alabbi feltételeket:

A

A1<|zl<2; b)lz—-1-il<1; c)%<Arng§;

d|z-2|<1; e)0<Reiz<1,; lz—1|+1]z—-1]=3.

4. Szamitsa ki az alabbi kifejezések értékét!

DA+ () g(1-B0" g @-vz+)”

1-i
5. Bizonyitsa be, hogy (V3 —i)" = 2" (cos™ — isin ™), ahol n € N !

6. irja fel a sin x-t81 és cos x-t61 fliggd polinom alakjéban az aldbbi figgvényeket:

a) sin4x ; b) cos 6x ; C) sin 7x !

7. Irja ki trigonometrikus alakban az alabbi kifejezések dsszes gyokeit:

a) 1°/512(1—x/§i); b) °| == !

8. Irja ki algebrai alakban az alabbi kifejezéseknek a megfelelé gyokeit:

a) Vi; b) V8vV3i—8; c) 4\/—72(1—1\/?); d)vV2—-2i;

e) ﬂ, f) 3 [8+24i | ) 3 (27— 54l h) 4| 1+1i/§ I

12



9. Oldja meg az alabbi egyenleteket:

A z+D)"—-(=-1D"=0; Dy(z+iD)"—(z—i)" =0, (neN).

10. Irja ki az 1-es szam Gsszes alabbi fokl gyokét:

a) 3; b) 4; C) 8; d) 12!

11. Irja ki az 1-es szam Gsszes alabbi fokd primitiv gyokét:

a) 3; b) 4; C) 8; d) 12!

12. Mutassa meg az 1-es szam Gsszes a) 16-0dik ; b) 24-edik gyokei koziil melyik primitiv!
13. Hatarozza meg az 1-es szam osszes n-edik gyokeinek 6sszegét!

14. Legyen ¢ az 1-es primitiv 2n-edik gydke. Szamoljakiaz 1 + & + €2 + -+ + €™~ 1 5sszeget!
15. Keresse meg az 1-es szam 0sszes n-edik gyokének k-ad fokainak dsszegét!

16. Szamitsa ki az 1-es szam Osszes a) 16-0dik ; b) 24-edik primitiv gyokeinek osszegét!

17. Legyen k és | — természetes relativ prim szamok, € — az 1-es szam k-adik gydke, és a & —
pedig az 1-es szam [-edik primitiv gyoke. Bizonyitsa be, hogy e§ — az 1-es szam kl-edik primitiv

gyoke!

18. Megjeloljiik ¢ (n)-el az 1-es szam 6sszes n-edik primitiv gyokeinek a szamat. Bizonyitsa be,

hogy a ¢ (kl) = @(k)@(l), hogyha k és [ relativ prim szamok!

19. Jelolje ¢ (n) ugyan azt, mint az el6z6 feladatban. Bizonyitsa be, hogy ha n = pf 1p§ Zee pf 5

ahol p4, py, ..., ps — kiilonbo6z0 relativ prim szamok, akkor

o =n(1-2) (1= (1-2)
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3.

Példafeladatok

Linearis egyenletrendszerek. A Gauss-eliminacio

1. Oldjuk meg Gauss-moédszerével az alabbi valos egyiitthatoja linearis egyenletrendszert:

X1+3X2 _SX4_=
X1 — 2X2 + SX3 - 4‘X4_ ==
xz - x3+X4_:_

— 7x3 + 3x3 + x4

1,
4,
3,
3!

(1)

Megoldas. E16bb elvégezziik az (1)-es rendszer azon elemi atalakitasait, hogy az 0j rendszerben

csak egy egyenlet legyen, amely nem nulla egyiitthatdt tartalmaz az x; ismeretlen el6tt. Ehhez

elegendd csupan az (1)-es rendszer masodik egyenletéhez hozzdadni az elsd egyenlet —1-szeresét.

Innen azt kapjuk, hogy:

X1 + 3x2 - BX4 = 1,
- 5x2 + 3x3 — X4 = 3,
xz - x3 + X4 = _3,

- 7x2 + SX3 + X4 = _3

(2)

Tovabba elvégezziik a (2)-es rendszer azon elemi atalakitasait, hogy az 01j rendszerben, kezdve a

masodik egyenlettdl, csupan egy egyenlet legyen, amely nem

nulla egyiitthat6t tartalmaz az x,

ismeretlen el6tt. Ehhez felcseréljiik a (2)-es rendszerben a masodik és a harmadik egyenletet:

X1 + 3x2 - 3X4 = 1,
X, — X3 + X4 = _3,
—5x, +3x3— x, = 3,

—7x, +3x3 + x4 = 3.

(3)

Ezek utan folyamatosan hozza adjuk a (3)-as rendszer harmadik és negyedik egyenletek, megfelelden

az OtszOrosét és hétszeresét, a masodik egyenletnek. Innen azt kapjuk, hogy:

X1 + 3x, —3x, =
Xy — X3 + X4 =—
—2x3 +4x, = —
—4x3 +8x4 = —

1,
3,
12,
24,

(4)

Végiil a (4)-es rendszer negyedik egyenletéhez hozzaadjuk harmadik egyenletének —2-szeresét:

X1 + 3x, —3x, =
X, — X3 + X4 =—
—2x3 +4x, = —

0=

14

1,

3,
12,

0.

(5)



Nyilvanvald, hogy az (5)-6s rendszer ekvivalens(egyenértékii) a kovetkezovel:

xl + 3x2 - 3x4 = 1,
xZ - x3 + X4_ = _3, (6)
X3 — 2x4, = 6

Mivel a (6)-0s rendszernek 1épcsézetes alakja van, ezért az egy megoldhato rendszer, melynek egynél

tobb megoldésa van.
Az utolso6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy x3 = 6 + 2x,. A kapott értéket behelyettesitjik a (6)-0s

rendszer masodik egyenletének x;-as helyébe és kifejezziik az x,-t:
Xy =—3—X4+x3=—-3—x,+6+2x, =3+ x4.
Végiil, behelyettesitve a kapott x, és x5 értékeket az elsd egyenletbe kifejezziik az x,-et:
xy=1+3x4—3x, =1+3x4,—9—3x4 = —8.

Tehatx; = —8,x, =3+ x4, x3 =6+ 2x, ésa—8,3+ ¢, 6+ 2¢,c (c € R) rendszer lesz az adott

lineéris egyenletrendszer altalanos megoldasa.

Megjegyzés. Az el6z6 példa megoldasa alapjan meggy6zddhetiink arrdl, hogy az
egyenletrendszerek megoldasainak Gauss-modszerével torténd keresése folyaman a rendszer dsszes
elemi atalakitasat célszerli elvégezni a neki megfelelé kibdvitett matrix folott. Ha A és B —
ekvivalens(egyenértékii) linearis egyenletrendszerek matrixai, akkor ezt a kovetkez6 képpen jeloljik:

A~B. Ezt szemléltetjiik a kovetkezd példafeladaton.

2. Oldjuk meg Gauss-modszerével az alabbi racionalis egyiitthatoju linearis egyenletrendszert:

21+ Xp— X3+ Xx4= 1,
3x1 — 2x5 + 2x3 —3x4 = 2,
5x1 + xp— x3+2x, =-1,
2x1— Xp+ x3—3x, = 4!

(7)

Megoldas. Felirjuk a (7)-es rendszer kibovitett matrixat, amelyben az egyszeriiség kedvéért a
szabad tagok oszlopat elvélasztjuk egy fliggdleges vonallal:
2 1 -1 1] 1
-2 2 =3| 2

3
5 1 -1 2(-1)
2 -1 1 -3 4

Az el6z6 példafeladattol eltéréen most az elsé oszlop egyetlen eleme sem osztja ezen oszlop tobbi

A=

elemét. Ezért, hogy elkeriiljiik a tort (nem egész) egyiitthatokat eldszor is elvégezziik a kovetkezd

elemi atalakitast: az A matrix elsé sordhoz hozzaadjuk a méasodik —1-szeresét. Igy azt kapjuk, hogy:
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-1 3 -3 4|-1
_ 3 -2 2 =3| 2
A~B = 5 1 -1 2|-1F
2

-1 1 -3 4

Ez utan folyamatosan hozzdadjuk a B matrix masodik, harmadik és negyedik sordhoz megfelelden

annak elsd soranak harom-, 6t- és kétszeresét. Innen azt kapjuk, hogy

1 3 — 3 4]-1
(0o 7 -7 9|]-1

B~C=1 0 16 -16 22|-6/
0 5 -5 5|2

Ezek utan hozzaadjuk a € matrix harmadik sorahoz annak negyedik soranak —3-szorosat. Ezen kiviil

még felcseréljiik a masodik és harmadik sorokat. Ebbdl kapjuk, hogy:

-1 3 =3 4|-1

_ 0o 1 -1 7|-12
C~D = 0o 7 =7 9(—-1/)

0 5 =55 2

Ezek utan folyamatosan hozzaadjuk a D matrix harmadik és negyedik sorahoz megfeleléen annak

masodik sordnak —7-szeresét €s —5-sz0rdsét. Innen azt kapjuk, hogy

-1 3 -3 41— 1

_ 0 1 -1 71—12
b~F= 0 O 0 —40| 83/

0 O 0 -30! 62

. s . . o . . 30 ,
Végil az F matrix negyedik sorahoz hozzdadjuk annak harmadik soranak — 5o “Szeresét. Innen

kapjuk, hogy:

-1 3 -3 4—1;

_[ o 1 -1 7|7
F~6={ 0 o 0 40| 8
o 0o o0 of-;

A kapott G matrix lesz a kovetkez6 egyenletrendszer kibdvitett matrixa

—x1 +3x; —3x3 +4x, = —1,
Xy — X3+ 7x, = —12,

—40x, = 83,
o1
--2

ahol az utolsé egyenlet baloldala egyenld nullaval viszont a jobboldala nem egyenld nullaval. Az

ilyen rendszernek nincs megoldasa, vagyis ellentmondo.
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Gyakorlatok

Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszereket:

5x; + 3x, + 5x3 + 12x, = 10, —9x; +10x, + 3x3 + 7x4 =7,
1.{2x; +2x, + 3x3 + 5x, = 4, 2.9=4x1+ 7x,+ x3+3x4 =05,
X1+ 7x; +9x3 + 4x, = 2. 7x1 + 5x5 —4x3 — 6x4 = 3.
(2x1— X+ X3— x3= 1, (X1 — 2%y +3x3 —4x, = 4,
3<2x1—x2 —3x, = 2, 4 ] X, — X3 + X4 =-3,

") 3x; — X3+ x4 =-3, ] xq + 3x, —3x, = 1,
\ 2x; + 2x, — 2x3 + 5x, = —6. \ —7xy +3x3+ x4 =-—3.
(X1 + 2x5 + 3x3 + 4x, = 11, (2x1 + 3x, — x3 +5x4 =0,

5<2x1+3x2+4x3+ x4 =12, 6<3x1—x2+2x3—7x4=0,

") 3xy +4x, + x3+ 2x4 =13, ")4x; + x, —3x3 +6x, =0,
\4x; + x5 + 2x3 + 3x, = 14. \ X1 — 2x; +4x3 — 7x4 = 0.
(3x1+ X —2x3+ X4 — Xx5=1, (2x1+ X+ x3— 2=0,

7<2x1—x2+7x3—3x4+5x5=2, 8<x1+3x2+ x3— 5=0,

") xq +3x,; —2x3 + 5x4 — 7x5 = 3, ") x4+ x,+5x3+ 7=0,
\3x; — 2x, + 7x3 — 5x4 + 8x5 = 3. \2x; +3x, —3x3 — 14 = 0.

(X1 —2x,+ x3+ x4— x5=0, X1+ x,—3x3+1=0,

SH2x1+ X, — X3— Xg4+ x5=0, 10 21+ x5 —2x3—1=0,

") x4+ 7x, —5x3 —5x4 +5x5 =0, ] xq+ x+ x3—3=0,

\ 3x1 — X, —2x3+ x4— x5 =0. X1 +2x, —3x3—1=0!

Vizsgalja meg az alabbi egyenletrendszerek megoldhatosagat és keresse meg azok altalanos

megoldasat a A paramétertdl fliggden:

2x1+ 5x,+ x3+3x, =2, 2%, — X3 +3x3+ 4x,= 7,
11 4x; + 6x, + 3x3 + 5x, =4, 12 4x; — 2%y +5x3+ 6x4, = 5,
") 4xy +14x, + x3 +7x4 =4, ")6x1 —3x, +7x3+ 8x, = 9,
2x1 — 3x, +3x3+Axy =7. Axq — 4x5 + 9x3 — 10x, = 11.
Ay + x4+ x3=1, A+Dx;+x,+x3= 1,
13.{ x;+Ax, + x3=1, 14.4x;+ A+ Dxy +x3= 4,
X1+ x,+Ax3 =1 X+ x, + (1 + D)xg = 22!

15. Keresse meg azokat a homogén linearis egyenletrendszereket, melyeknek az alabbi

szdmrendszerek lesznek a megoldésai:

(111101 _3’ _1)’ (1) _1IZI _1’0)1 (41 _2)6)3) _4)’ (2'4' _2141 _7)!
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4., Permutaciok. Transzpoziciok
Példafeladatok

1. Hatarozzuk meg az inverzidk szamat az aldbbi rendezésben:
1,3,5,..,2n—-1,2,4,6, ..., 2n. (D

Megoldas. Legyen
0=1{135,7..,2n—1}, E ={2,4,6,..,2n}.
Nyilvanvalo, hogy az O halmaz tetszéleges két eleme nem alkot inverziot az (1)-es rendezésben.
Hasonloan nem alkot inverziot az E halmaz két eleme sem ebben a rendezésben. Ezért az inverziok
szamanak kiszamitdsdhoz az (1)-es rendezésben elegendd megszdmolni azon inverzidk szamat,
melyeket az O halmaz Gsszes eleme az E halmaz 6sszes elemével alkot: az 1-es nem alkot inverziot
az E halmaz egyetlen elemével sem; a 3-as csak a 2 € E elemmel alkot inverziot; és igy tovabb; a
2n—1 a 2,4,6,...,2n — 2 € E elemekkel alkot inverzidt. Tehat az inverziok szama az (1)-es

rendezésben egyenld

(n—1n

0+1+2+--+(n—-1)= 5

2. Keressiik meg az alabbi permutéaciok szorzatat:

(526132) Gas136):

Megoldas.

(546132 as136)=(113560)

3. Adjuk meg paronként idegen ciklusok szorzataként az alabbi permutaciot:

7=(s1365742)

Megoldas. Amennyiben

6(3)=3,..,8(5)=5;
6(1)=8, §(8)=2, §(2)=1;
d(4)=6, §(6) =7, 6(7) =4,
akkor § = (182)(467).
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4. Keressiik meg az x permutaciot, amely kielégiti az alabbi egyenletet:

axp =y, (2)
ahol

- (L2345)

siaan 12345)’ 2(12345)_

ﬁ=(21354 43215

Megoldds. Legyen x — olyan permutacio, amely kielégiti a (2)-es egyenletet. Tudjuk, hogy az a
és B permutacioknak léteznek inverz permuticioi, megfelelden a~! és B~1. Akkor, megszorozva
baloldalrol a (2)-es egyenletet a~1-re, aztan pedig jobboldalrol B~1-re, azt kapjuk, hogy x =
a~1lyB 1. Forditva, nyilvanvald, hogy az x = a~1yB~1 egyenlet kielégiti a (2)-es egyenletet. Ezért

(54132)_(12345)_(21354)_(12345)_

12345/ \43215/ \12345/ \42513

Gyakorlatok

1. irja ki azokat a transzpozicidkat, melyek segitségével az 1,2,3, 4, 5 permutaciotol eljuthatunk

a2,5,3,4,1 permutaciohoz!

2. Bizonyitsa be, hogy barmilyen iy, i, ..., i, rendezést meg lehet kapni egy barmilyen masik

J1,J2s -, Jn réndezésbdl nem tobb, mint n — 1 transzpozicid segitségével!

3. Hatarozza meg az alabbi rendezések paritasat:
a)7,5,6,4,1,3,2; b)1,9,6,3,2,5,4,7,8;
) 2,4,6,8,...,2n,1,3,5,7,...,2n — 1!

4. Az 1,2,3,...,n szamok melyik rendezésében lesz a legnagyobb az inverziok szdma és

mennyivel lesz egyenld?

5.Azi,,i,, ... , i rendezésben az inverziok szama egyenld k-val. Mennyivel egyenld az inverziok

szdma az iy, i,_q, ---, I, i1 rendezésben?

6. Bizonyitsa be, hogy barmely k (0 < k < C2) egész szamra létezik az 1,2,3,...,n szdmok

rendezése, amelyben az inverziok szdma k-val egyenld!

7. Hatarozza meg az aldbbi permutaciok szorzatat:
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(32145 Gaszt) D(G3as) (Gisay)

8. Adja meg paronként idegen ciklusok szorzataként az alabbi permutaciokat és hatirozza meg

azok parossagat:

1234567 8. 1234567 89).
a)(81365742)’ b)(589214367)’
C)(1234...2n—1 2n ) )(123456...3n—23n—1 3n )l

2143.. 2n 2n-1/ 231564..3n—1 3n 3n-2/"

9. irja ki az 6sszes heted rendii permutaciét, amelyek az alabbi paronként idegen ciklusok

szorzataként vannak megadva:

a) (15)(234); b) (13)(25)(4 7); ¢) (7531)(246)!
10. frja fel azt a 2n-edrendii permutacioét, mely (12 3...2n — 1 2n) ciklus altal van megadva!

11. Hatarozza meg az alabbi hetedrendli permutéacidk szorzatat:

a)[(135)(2467)]-[(147)(2356)];

b) [(A1DG7)(246)]-[(135ZH(67)]!

12. Bizonyitsa be, hogy barmely & € S,, ciklusra, melynek hossza k, teljesiil a kdovetkezd

egyenléség: 6% = e (e — egységpermutacioé az S,-bol)!

13. Legyen § € S,, — k hosszusagu ciklus és [ — olyan természetes szam, hogy 6! = e. Bizonyitsa

be, hogy [ osztodik k-ra!

14. Legyen
(12345 (12345 (12345
_(54132)’ ﬁ_(21354)’ _(43215)'
Oldja meg az alabbi egyenleteket: a) affx = y; b) B = yxa, ahol x — valamilyen 6t6d rendt
permutécio!

15. Bizonyitsa be, hogy barmely n-edrendii permutacié felirhatdé az aldbbi permutaciok

szorzataként:
a) (12),(13),..,(1n); b) (12),(23),...,(n—1n)!
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5. mn—edrendi determinansok.

A determinansok tulajdonsagai
Példafeladatok

1. Szamitsuk ki az alabbi determinansokat:

1 2 3
2 3. 4 5 6
7 8 9

!
1 40

) b)

Megoldds. A determinans meghatarozésa alapjan:

a)ﬁ Z|=2-4—3-1=8—3=5;

1 2 3
by)(4 5 6/=1-5-94+2-6-74+3-4:-8—-3-5-7—-2-4-9-1-8-6=
7 8 9

=45+84+96 —-105—-72—-48=0.

2. Valasszuk ki az i és k értékeit ugy, hogy az a,;a3,a41,a,5a54 Szorzat pozitiv eldjellel keriiljon
bele egy 6todrendli determinansbal!

Megoldas. Ahhoz, hogy az adott szorzat bekeriiljon a determinansba sziikséges, hogy (i, k) =
(1,4) vagy (i, k) = (4,1). Felirjuk a szorzandok indexeibdl felépitett permutaciot az els6 és masodik

esetben:

(12530 G21s3):

Mivel az inverziok szama az elsé esetben paros, megfelelden 2 + 2 = 4, a masodik esetben pedig
paratlan, megfeleléen 2 + 5 = 7. Ebbdl kifolyolag (i, k) = (1,4) és a determinans meghatarozasa

alapjan, az a,1a3,a440,50a54 szorzat pozitiv eldjellel keriil be az 6t6d rendli determinansba.

3. A determindns meghatarozasa alapjan szdmitsuk ki az alabbi determinans értékét:

ayr Q4q2 Aq3 - Qqp
0 az azz - ap

A=1]0 0 Qzz - A3zpll (1)
0 0 0 .. ap
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Megoldas. Nyilvanvalo, hogyha az egyik tényezd a szorzatbol, amely belekertiil a A determinansba
egyenlé 0-val, akkor maga a szorzat is 0 lesz. Ebbdl kifolydlag megmutatjuk, hogy A =
11422 " Apn.

Megvizsgaljuk az 1, 2, ..., n szadmok egy tetszoleges i1, i5, ..., i, rendezését €s a neki megfeleld d =
i, Azi, *** Ay, SZOrzatot, amely a A determindnshoz tartozik, ahol a;; = 0, amikor i > j. Ha i, # n,
akkor a,; = 0ésigy d = 0. Legyen i,, = n. Tovabba, ha i,,_; # n — 1, akkor i,,_; <n — 1. Ezért
An-1i, , = 0. Tehatd = 0. Legyen i,,_; = n — 1 és igy tovabb. Ezt a folyamatot folytatva az n-dik
1épésben megkapjuk, hogy az 1, 2, ..., n rendezéstol eltérd tetszdleges iq, iy, ..., I, rendezésre teljesiil
az aq;, ay;, - A, = 0 egyenléség. Amennyibenaz 1,2, ..., n rendez€s paros, igy A = a;1dz; *** dpy.

4. Legyen A —n-ed rendi ferdén szimmetrikus méatrix, vagyis egy olyan matrix, melynek a;; elemei

kielégitik az a;; + a;; = 0 (i,j = 1,2, ...,n) feltételt. Bizonyitsuk be, hogy ha n — paratlan szam,

akkor |A] = 0.
Megoldas. Nyilvanval6, hogy az A matrix alakja a kdvetkezo:
0 A1z Qi3 - Qin
—ay2 0 azz -+ Oon
A= —aq3 —dy3 0 e Azpn |.
\ —Qin —dzn —d3n .. 0

Hogyha az A matrix minden sorat megszorozzuk —1-re, akkor eredményiil megkapjuk az A matrix
transzponalt AT matrixat. Az determinansok tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy |AT| = (—1)"|A4],
valamint, hogy |AT| = |A|. Ebbdl kifolydlag |A| = (—1)"|A|. Ezért, ha n — paratlan szdm, akkor
|A| = —|A]. Innen |A] = 0.

Gyakorlatok

1. Hatarozza meg, hogy az alabbi szorzatok koziil melyek tartoznak a megfelelé rendt
determinansokba és milyen eldjellel rendelkeznek:

8) (61023045036212054; b) az7a36051074025043062;

C) 12023034 ** An-1nAkk (1 < k < 1); d) a12a23a34 *+ Ap—1nAn1!

2. Valasszakiaz i, j, k értékeit igy, hogy az as; a6 ja35a44a6) Szorzat negativ eldjellel keriiljon
bele egy hatod rendii determinansba!

3. Keresse meg a negyed rendli determinans Osszes tagjat, amely tartalmazza az a5, elemet és
negativ eldjellel kertiil a determinansbal!

4. Keresse meg az
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5 1 2 3
x x 1 2
1 2 x 3

x 1 2 2x

determinans dsszes olyan elemét, amely tartalmazza az : a) x* és x2; b) x3 és x tényezdket!

5. A determinans meghatarozasa alapjan szamitsa Ki az alabbi determinansok értékét:

0o .. 0 0 A1n a;1 a; 13 Gug Qgs

0o .. 0 A2n-1  Q2n A1 Gy @23 Q24 043s
a)| 0 .. azpz azpo Q3nl; b)|as1 a2 0 0 0

: ) : : : g1 Qa2 0 0 0

an1 - Apn-2 Apn-1 Ann as1 ds2 0 0 0

a 3 05 2 0 b O -4 0 0

0 b 0 2| 10 2 4 1 =20 a
A1 2 ¢ 3 DIz 0 o of 9o 1 -2  a |

00 0 d 3 ¢ 4 5 0 0 1 -A+a,

6. Hogyan véltozik a determinans, ha:

a) az elsO oszlopat az utols6 helyére tessziik, az Osszes tobbit pedig balra toljuk, megorizve

kolesonods elhelyezkedésiiket;

b) a sorait forditott sorrendben irjuk fel?

7. Hogyan véltozik a determinans, ha:

a) az Osszes oszlopahoz, kezdve a masodikkal, hozzdadjuk az el6zd6t;

b) az 6sszes sordhoz, kezdve a masodiktol, hozzaadjuk az osszes el6zot?

8. Legyen A = |ajk| (ajk € (C) — n-edrendli determinans, mely elemei kielégitik a kovetkezd
feltételeket: 1) aj, € R, haj > k; 2) axj = iaj, haj = k (i — imaginarius). Az n milyen értékeinél
lesz a A determinans valos szam?

9. Hogyan véltozik a determinans, ha az &sszes a;;, elemét megszorozzuk ¢/~* -ra, ahol ¢ # 0?

10. A 20604, 53227, 25755, 20927 és 289 szamok osztodnak 17 —re. Bizonyitsa be, hogy a

2 0 6 0 4
5 3 2 2 7
2 5 7 5 5
2 0 9 2 7
0 0 2 8 9
determinans osztodik 17 —re!

11. Mennyivel egyenld az a determinans, melyben a paros szamu sorok 6sszege egyenld a paratlan
szdmu sorok dsszegével?

12. Bizonyitsa be, hogy
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b+c c+a a+b a b ¢
b1+C1 Cl +a1 a1+b1 = 2 a‘l bl Cl !
b,+c, c,+a, a,+b, a, b, c,

13. Szamitsa ki a kdovetkezd determinanst:

a; +x X X
X a, +x .. x|,
X X e Qp tXx
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6. Az aldeterminans és az elem komplementere.

Determinansok Kiszamitasa
Példafeladatok

1. Szamitsuk ki az alabbi negyedrendii determinanst

1 2 0 3
A=10o9 -3 7 g
3 -1 0 -1

Megoldas. Az adott determindnst kifejtjiik a harmadik oszlopa szerint. Mivel ezen oszlop két

eleme egyenld nullaval azt kapjuk, hogy

-1 2 3 -1 2 3
A=(=2)-(-1)**?*-[ 0 -3 5|+7- (=132 1 4
3 -1 -1 3 -1 -1
A feljebb szereplé harmadrendi determinansokat kiszamitva kapjuk, hogy
A=2-49+7-10 = 168.
2. Laplace tételének felhasznalasaval szamitsuk ki az alabbi determinanst:
12 1 4 3 5§
34050
A=1]3 4 5 2 1[I
1 5 2 4 3
4 6 0 7 0
Megoldas. Rogzitjiik a A determinans masodik és 6todik sorait. Megvizsgaljuk az
_13 4 _13 5 _14 5
M1_|4 6l M2_|4 7V Ms=lg 7

aldeterminansokat, amelyek ezekben a sorokban helyezkednek el. Az Gsszes tobbi masodrendi
aldeterminéns ezekben a sorokban egyenld nullaval, mivel nullas oszlopot tartalmaznak.

Kiszamitjuk az M;, M,, M5 aldeterminansok algebrai komplementereit:

4 3 5
(_1)SM1M{ — (_1)2+5+1+2 5 2 1| = 4_9’

2 4 3

1 4 5
(—1)SM2Mé — (_1)2+5+1+4 4 5 1| =-100,

5 2 3

2 4 5
(_1)SM3Mé — (_1)2+5+2+4' 3 5 1 — 1

1 2 3

Végiil

3
A=) M- (—1)MkM, =249 +1-(—100) + (-2) - 1 = —4.
k=1
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3. Szamitsuk ki a

1 2 3 4
-3 2 -5 13
1 -2 10 4
-2 9 -8 25

determinanst az elemi atalakitasok segitségével 1épcsdzetes alakhoz hozva!

A=

Megoldas. Hozzéadjuk a A determinéns masodik, harmadik és negyedik soraihoz annak els6 sorat
megszorozva megfelelden 3-ra, —1-re és 2-re. Akkor a determinansok tulajdonsagai szerint a A

determinans értéke nem valtozik meg. Tehat kapjuk, hogy

1 2 3 4

Aol0 8 4 25
0o -4 7 of
0 13 -2 33

Tovabba hozzaadjuk a kapott determindns masodik és negyedik sordhoz annak harmadik sorat
megfeleléen megszorozva 2-re és 3-ra. Ezutan megcseréljilk a masodik és negyedik sorokat. Akkor

kapjuk, hogy

12 3 4
A0 1 19 33
0 -4 7 0
0 0 18 25

Ezek utan hasonldéan kapjuk, hogy

1 2 3 4

1 2
_ o1 19 33(_[0 1 _
A=—=10 0 83 132|=|0o o 83 132|=30L
0 0

0 0 18 25
Gyakorlatok

Szamitsa ki az alabbi determinansok értékét:

246 427 327 1 1 1 1 (1’(1)1 1
1. (1014 543 443 2|b -1 11 . 01 1
—342 721 621 L1 1 1110
3 9 3 6 2 -5 1 2 3 -3 -5 8
A5 8 2 7 s [-3 7 -1 4, s [-3 2 4 -6,
4 -5 -3 -2 5 —9 2 7 2 -5 7 5
7 -8 —4 -5 4 -6 1 2 _4 3 5 —¢
1 2 3 4 5 3 6 5 6 4 24 11 13 17 19
2 3 7 10 13 5 9 7 8 6 51 13 32 40 46
713 5 11 16 21|t 8|6 12 13 9 7| 9 |61 11 14 50 561
2 -7 7 7 2 4 6 6 5 4 62 20 7 13 52
1 4 5 3 10 2 5 4 5 3 80 24 45 57 70
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7. A Cramer-szabaly
Példafeladatok

1. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert a Cramer-szabaly szerint:

le - 3x2 + 4‘X3 + x4 = _2,
X1+2X2+SX3—X4= 7,
6X1 + 2X2 - X3 + x4_ == 11,
X1 — Xy — x3+X4_=_2!
Megoldas. Kiszamoljuk az adott egyenletrendszer determinansat:

2 -3 4 1
2 5 -1|__
A=l 5 3 Til=-4
1 -1 -1 1

Amennyiben az egyenletrendszer determinansa nem egyenl6 nullaval, akkor a Cramer-szabaly szerint

annak egyetlen megoldasa van. Megoldjuk ezen szabaly segitségével. Ehhez kiszamitjuk az alabbi

determinansokat:

2 -3 4 1 2 -2 4 1
7 2 5 -1|__ h 7 5 -1
A=111 7 -1 1|77 =g o1 1 q= 4
2 -1 -1 -1 1 -2 -1 1
2 -3 -2 1 2 -3 4 -2
112 7 -1 112 5 7| _
As=lg 2 11 17O Ai=lg 2 -1 11|71
1 -1 -2 1 1 -1 -1 -2

Igy az
A A A A
n=5=2  xm=p=1  x=,=0  xy=—,=-3

lesz az adott egyenletrendszer megoldasa.

2. Hatarozzuk meg, hogy a A paraméter milyen értékeinél lesz az alabbi egyenletrendszer

ellentmondo:
le - X + 3X3 = 1,
3X1 - 5x2 + (A - 10)X3 = _2, (1)
4x; + Ax, + 3x3 = 1!

Megoldas. Kiszamitjuk az adott rendszer determinénsat:

2 -1 3
A=|3 -5 A1-10|=—-22%+251+93.
4 2 1

A Cramer-szabalybol adodik, hogy ahhoz hogy az (1)-es egyenletrendszer elentmondd legyen

sziikséges (de nem elegendd), hogy A = 0. A —242 + 251 + 93 masodfoku egyenletet megoldva azt
kapjuk, hogy A = 0 abban az esetben, ha1 = —3 vagy 1 = %
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El6bb megvizsgaljuk azt az esetet, amikor A = 32—1 Kiszamitjuk a kdvetkezd determindanst:

1
-2

1

A

-1 3
-5 >—10[ _ _703
1 d

2

Mivel a determinans nem egyenlé nullaval, ezért a Cramer-szabaly kovetkezményébdl adodik,

hogyha A = 32—1 akkor az egyenletrendszer ellentmondo.

Ha A = —3, akkor meg lehet mutatni, hogy mindhdrom determinans, melyeket az (1)-es

egyenletrendszer determinansdnak megfeleléen az els6, masodik és harmadik oszlopanak az

egyenletrendszer szabadtagjainak oszlopara valé cseréjével kapunk, egyenl6 nullaval. Ezért ebben az

esetben, ahhoz hogy meghatarozzuk, hogy az (1)-es egyenletrendszer megoldhato lesz-e, megoldjuk

Gauss-moddszerrel:

2 -1 31 1
(3 -5 -13 —2>~
4 -3 11 1

2 -1 3] 1 2 —1 311
7 35| 7 —

0 —> —Z|-2 N(O . 51).

0 -1 -5I-1

Innen kovetkezik, hogy a A = —3 esetben az (1)-es egyenletrendszer megoldhato.

Igy az (1)-es egyenletrendszer akkor és csak akkor lesz ellentmondé, amikor A = PY

Gyakorlatok

31

Oldja meg az alabbi egyenletrendszereket a Cramer-szabaly szerint:

(2x1 + 3x, + 11x3 + 5x, = 2,

Xy +xy +5x3+2x, =1,
2xq + x5 + 3x3 + 2x4 = =3,
\ x1 +x, +3x3 +4x, = —3!

(2x—=5y+3z+t—-5=0,
3x—7y+6z—t+1=0,
5x -9y +3z4+4t—-7=0,
\ 4x —6y +3z+t—8 =0!

(7x1 + 9%y + 4x3 + 2x4 = 2,
2X1 — 2%, + X3+ x4, =6,
5x; + 6x, + 3x3 + 2x4 = 3,
\ 2x1 +3x; +x3+ x4, =0!
( 2x—y—6z+3t+1=0,
7x —4y+2z—-15t+32 =0,
x—2y—4z+9t—-5=0,
x—y+2z—6t+8=0!

1,1,1,1

1.4

3.9

5.4

7.3

9. Ellenérizze le, hogy az

egyenletrendszernek:

2.3

4.4

6. <

( 2xq + 5x, +4x3 + x, = 20,

X1+ 3x, +2x3 + x4 = 11,
2x1 +10x, + 9x3 + 7x4 = 40,
\ 3x; +8x, +9x3 + 2x, = 37!

( 3xq +4x, +x3+2x, +3 =0,
3x; +5x, +3x3+5x, +6 =0,
6x; +8x, +x3+5x, +8=0,
\3x; + 5x, +3x3 + 7x, + 8 = 0!

(6x +5y—2z+4t+4 =0,
x—y+4z—t—-13 =0,
3x+4y+2z2—-2t—1=0,
\ 3x—-9y+2t—-11=0!

2x+y+4z+ 8t =—1,
x+3y—6z+2t=3,

3x—2y+2z—-2t =28,
2x —y+2z=4!

8.

szamrendszer megoldasa lesz-e a

29
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2x1 — 3x, +4x3 — 3x4 =0,
3x; —x, + 11x3 — 13x, = 0,
4x1 + 5x5 — 7x3 — 2x4 =0,
13x; — 25x, + x3 + 11x, = 0!

Szamitsa ki az egyenletrendszer determinansat!
10. Oldja meg az x4, x,, x3 ismeretlenektdl fiiggd alabbi egyenletrendszert:

2 —
X1+ a1x, + aix; = f4,
2 —
X1+ ayx, + asxs = By,
2 —
X1 + azx, + asxz = B,

ahol a4, a,, a; — paronként kiilonb6z6 valds szamok; S, B2, B3 € R.
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8. Matrix-miiveletek. A matrix inverze

Példafeladatok

1. Keressiik meg az A és B matrixok szorzatat, ha

a b c 1 a ¢
A=|c b , B={(1 b b
1 1 1 1 ¢ a

Megoldas:
a b c¢ 1 a ¢
AB=|c b a1 b b=
1 1 1 1 ¢ a

a+b+c a®+b?+c? b? + 2ac
=|la+b+c b® +2ac a®+b%:+c?|
3 a+b+c a+b+c

2. Szamitsuk ki az AB — BA-t, ha

1 2 1 4 1 1
A=12 1 2| B=|-4 2 0]
1 2 3 1 2 1

Megoldas:

1 2 1 4 1 1 4 1 1 1 2 1
AB—BA=|2 1 2|'|-4 2 0|—-|—-4 2 O0{(2 1 2]=
1 2 3 1 2 1 1 2 1 1 2 3

-3 7 2 7 11 9 -10 —4 -7
=l 6 8 4])—|10 -6 0]= 6 14 4 .
-1 11 4 6 6 8 -7 5 —4

3. Keressiik meg az Osszes olyan matrixot, melyek kommutalnak (felcserélhetéek a szorzas

0 1 )
5 1
1 1) matrixszal!

Megoldas. Meg kell keresniink az Osszes olyan X matrixot, melyre AX = XA. A matrixok

miiveltre) az A = (

szorzasanak meghatarozasabol az kovetkezik, hogy az X mésodrendii négyzetes matrix kell, hogy
legyen. Legyen
_ (%1 X2
x=(r )

Akkor az AX = XA a kovetkez6 alakban irjuk fel:

0 1\ (*1 X2\ _ (%1 X2 (0 1

(1 1) (xs x4) B (xs x4) (1 1)'
Innen

( X3 X4 ):(Xz x1+x2). 0

X1 + X3 Xy + Xg Xg X3 + Xg

A matrixok egyenldségének meghatdrozasabol és az (1)-bol kovetkezik, hogy
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x3 = xZ’

Xy = X1 + X,
X1t+Xx3 = Xa
X, + X4 = X3t Xy

fgy az X matrix x;,x,,x3,x, elemei egy olyan szamrendszert alkotnak, amely az alébbi lineéris

egyenletrendszer megoldasa lesz:

— X2 +Xx3 = 0,

—-x; X2 +x, = 0,
X1 tx3 —x4 T 0,
Xy T X3 = 0.

Visszafelé is igaz. Ezen rendszer minden megoldasa egy masodrend(i matrixot hatarozz meg, amely
kommutal az A matrixszal.

Megoldva ezt a linearis egyenletrendszert Gauss-modszere szerint, azt kapjuk, hogy (b —
a,a, a, b) lesz annak altalanos megoldasa (a, b € R).

Tehat minden matrix, melynek az alabbi és csakis az:

x=(." 3

alakja fog az a és b barmilyen valos értéke mellett kommutalni az A matrixszal.

4. Keressiik meg az alabbi matrix inverzét

2 2 3
A=11 -1 o)t
-1 2 1

Megoldas. E16sz0or kiszamoljuk az A matrix determindnsat:

2 2 3 5 —4 0
lAl=l1 -1 o|l=|1 -1 o|l=-1
-1 2 1 -1 2 1

fgy az A matrix nem elfajulo, tehét létezik inverz matrixa. Megkeressiik azt. Ehhez kiszamitjuk az
A matrix a;; elemeinek A;; algebrai komplementereit, melyek az i-edik sor és j-edik oszlop metszetén

talalhatoak (i,j = 1,2,3):

Ay = (DM _21 (1) = -1, App = (D) _11 (1) = -1,
Ay = (=DM _11 _21| =1, Ay = (=1 3 i =4,
Ay = (-122] 2 =5, Ay = (-127] % 2| =-s,
Az = (-1 _21 (3; =3, Azp = (-1)°*? i (3) =3,
Ags = (—1)3+3 i _21 -4

Akkor
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A Az Az 1 -4 -3
AT = A" Az Ay A =1 -5 -3|
A1z Ay Ass -1 6 4

5. Keressiik meg a kdvetkezd matrix inverzét

2 1 0 0
3 2 0 0]

A=11 1 3 4
2 -1 2 3

crer

X X X X
X = 21 22 23 24

az A matrix inverze, vagyis AX = E ¢és XA = E, ahol E — negyedrendii egységmatrix. Az elsd
egyenldségbdl kapjuk, hogy
2x1; + Xx3; = 013,
3xli + 2x2i = 621',
xll' + le' + SX3i + 4x4,l' = 631"
lei - le' + ZX3i + 3x4,l' = 64-i

(i =1234),

ahol §;; — Kronecker-szimbdlum, vagyis

s _{1, hak =
kL= 10, hak # L

fgy az X matrix i-edik oszlopa a linearis egyenletrendszer megoldasa lesz, melynek matrixa
egybeesik az A matrixszal, valamint a szabad tagok oszlopa — az E egysagmatrix i-edik oszlopaval
(i = 1,2,3,4). Ezeket a rendszereket Gauss-modszerével oldjuk meg. Amennyiben ezen rendszerek

matrixai egybeesnek, ugy egyidejiileg fogjuk dket megoldani:

2 1 0 01 0 0 0 11 3 400 1 0
32 000100\ ({21 0ot 00 0.
1 1 3 400 1 0/7{3 2 000 10 0
2 -1 23000 1/ 2 -1 2 3lo o0 o0 1
1 1 3 4100 1 00 11 3 410 0 1 0
~0—1—6—810—20~<01 6 8 -1 0 2 0])._
0 -1 -9 —-12[0 1 -3 o) \o 0 -3 —4/-1 1 -1 0
0 -3 -4 -5lo 0 -2 1/ o 0o 14 191-3 0 4 1
11 3 430 0 10 11340 0 10
[o1 68|-10 20)\_[0168-10 20 |_
00 -3 —4-11-10)\oo0o 118 -5 1 -1
00 -1 —-1l-8 5 -1 1/ N 0o 0 11-23 14 -2 3
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1 1 3 092 -56 9 -12 1 0 0 0 2 -1 0 0
[0 1 6 0183 -—-112 18 -24 01 0 0 -3 2 0 0
0 01 0/31 -19 3 -4 0 01 0/31 -19 3 -—47)f
0 0 0 11-23 14 -2 3 0 0 0 1-23 14 -2 3
Ezek szerint kapjuk, hogy:
2 -1 0 0
“1_y_| -3 2 0 0
AT =X= 31T =19 3 -4/
-23 14 -2 3

Gyakorlatok

Szamitsa ki az alabbi matrixok szorzatat:

12 2D G e 2.(¢ )-(5 )

.3 20 o (7 9 _1136)'(3 D)
1 -3 2\ /2 5 6 5 8

5.(3 —4 1)-(1 2 5)! 6.(6 9 )( 1 3)
2 -5 3/ \1 3 2 4 7

—1\° n -

(3 29! 8.5 ) (e o)

o (1 1y 0. (4 )" (110>

(o 4 G 2) 011

12. Hogyan valtozik az A és B matrixok AB szorzata, ha:

a) az A matrix i-edik és j-edik sorat megcseréljiik;

b) az A matrix i-edik sorahoz hozzaadjuk a j-edik sor a-szorosat;
C) a B matrix i-edik és j-edik oszlopat megcseréljiik;

d) a B matrix i-edik oszlopahoz hozzaadjuk j-edik oszlop a-szorosat?

13. A négyzetes matrix Spurjdnak(nyomdnak) nevezziik azon elemeinek 6sszegét melyek a matrix

rrrrrr

14. Bizonyitsa be, hogy tetszoleges n-edrendii A és B négyzetes matrixokra AB — BA # E, ahol

E — n-edrendii egységmatrix!

15. Legyenek A és B — azonos rend{i matrixok. Bizonyitsa be, hogy AB = BA akkor és csak akkor,

ha a kovetkezd egyenldségek koziil az egyik igaz:

a) (A+ B)? = A% + 2AB + B?; b) A2 —B? = (A— B)(A + B)!
_(a b . ,
16. Legyen A = (c d)' Bizonyitsa be, hogy

A%? — (a+ d)A + (ad — bc)E = 0,
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ahol E, O — megfeleléen masodrendii egység- és nullas matrixok!

17. Keresse meg az 0sszes olyan masodrendii matrixot, melyeknek négyzete nullas matrixszal

egyenld!

18. Keresse meg az Osszes olyan masodrendii matrixot, melyeknek négyzete egységmatrixszal

egyenld!
19. Keresse meg az 0sszes olyan matrixot, melyek kommutalnak az A matrixszal, ha:
310
pa=("1 2) b)A=<O 3 1)!
-1 -1
0 0 3
Keresse meg az alabbi matrixok inverzét:

2 5 7 3 -4 5
20. (6 3 4 )! 21. (2 -3 1 )!
5 -2 -3 3 -5 -1

11 1 1 1 2 3 4

11 -1 -1}, 2 3 1 2 |
201 11 -1 4111 1 =1
1 -1 -1 1 10 -2 —6

25. Oldja meg az alabbi matrixegyenletet:

2 -3 1 9 7 6 2 0 =2
4 =5 2)-X-{1 1 2]= <18 12 9 |!
5 =7 3 1 1 1 23 15 11
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9. Az n-dimenzidés szamtani vektortér. Vektorrendszerek linearis
osszefiiggosége
Példafeladatok
1. Hatarozzuk meg, hogy linearisan 6sszefliggd e az alabbi vektorrendszer:
a; = (2,-3,1), a, = (3,—1,5), az; = (1,-4,3)!
Megoldas. Legyenek y,, v,, ¥5 — tetszéleges valos szamok. Megvizsgaljuk a kovetkez6 linearis
kombindciot:
Y11 +v2a; +yv3az = (2y1 + 3y2 +v3, —3v1 — V2 — 4v3,¥1 + 5y2 + 3y3).
Ez a lineéris kombinaci6 akkor és csak akkor lesz egyenld nullds vektorral, ha igazak az alabbi
egyenldségek:
2y +3y, +y3 =0,
—3y1—v2—4y3 =0,
Y1 +5y2 +3y3 =0,
vagyis az a4, a,, as vektorrendszer akkor és csak akkor lesz linearisan 6sszefiiggd, ha megfelel6en
az aq, a,, az vektorokkal egyenld oszlopokat tartalmazo matrixszal rendelkezd homogén linedris
egyenletrendszernek nem csak nullas megoldasa van. Megoldjuk ezt az egyenletrendszert:

2 3 110 1 5 310 1 5 310
-3 -1 —4{0 ~<O -7 =5/0)~{0 -7 =5]0).
0 0 14 510 0 0 -5I0

1 5 3
Tehat a rendszernek csak nullas megoldasa van, ezért a feltételben megadott a,, a,, a; vektorrendszer

linearisan fiiggetlen.

2. Bizonyitsuk be, hogy két egyforma vektort tartalmazo vektorrendszer linearisan sszefiiggd
lesz!

Megoldds. Megvizsgaljuk a feltételnek megfeleld vektorrendszer egyik részrendszerét, amely két
egyforma a, a vektorbol all. Ez a részrendszer linearisan 6sszefliggd, mivel az 1, —1 nullatol eltérd
szamokra az a, a vektorok lineris kombinacioja nullas vektorral egyenld, vagyis 1-a + (—1) - a =
0.

Tehat a kezdeti vektorrendszer is linearisan Osszefliggd, mivel a részrendszere linearisan
Osszefiiggd vektorrendszer.

3. Keressiik meg az alabbi vektorrendszer 0sszes bazisat:

a; = (1,2,0,0), a, = (1,2,3,4), az = (3,6,0,0)!
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Megoldas. Nyilvanvald, hogy az a; vektor aranyos az a, vektorral (a; = 3a,). Hasonldan az
el6z6 példahoz bizonyithatd, hogy az a,, a,, a; vektorrendszer linearisan Gsszefiiggd. Vagyis a
rendszer rangja kisebb haromnal.

Megvizsgaljuk az a4, a, vektorokbdl allo részrendszert. Egyértelmii, hogy ezen vektorok linedris
kombinacioja

Y1a1 +¥2az = (V1 + V2, 2Y1 + 2¥2, 32, 4Y2)

akkor és csak akkor egyenld nullas vektorral, ha y; = y, = 0. Tehat, az a,, a, részrendszer linearisan
fiiggetlen. Emellett az a,, a,, az vektorok mindegyike linedrisan kifejezheté ezen részrendszer
vektorai 4ltal:

a,=1-a;+0-a,+0-as,

a,=0-a;+1-a,+0-as,

az=3'a;,+0-a,+0-as.
Ebbdl az kovetkezik, hogy az a,, a, vektorok részrendszere az a,, a,, a; rendszer bazisa lesz. Vagyis
ennek a rendszernek a rangja egyenlo kettovel.

Ezért az a, a,, a; rendszer Osszes bazisanak megkereséséhez elegendd leellendrizni, hogy az a4,
as és a,, a; részrendszerek bazisai lesznek-e a rendszernek. Az elsé nyilvanvaléan linearisan
Osszefliggd. A masodikra pedig egyszeri megmutatni, hogy bazis lesz.

Gyakorlatok

1. Keresse meg az alabbi vektorok 3a, + 5a, — as linearis kombinacidjat

a; = 4,1,3,-2), a,=(12,-32), az;=(1691,-3)!

2. Hatarozza meg az x és y vektorokat az alabbi egyenletekbdl:

a) a; + 2a, +3a; + 4x =0, b) 3(a; —y) + 2(a, +y) = 4(as — y),
ahol a; = (5,-8,—-1,2), a, = (2,—1,4,—-3), az = (—3,2,—5,4).

Hatarozza meg, hogy linearisan osszefiiggéek e az alabbi vektorrendszerek:

3.a, =(54,3),a, =(3,3,2), az = (8,1,3).

4.b; = (2,—4,1), b, = (0,5,—6), b; = (1,—2,4).

5. ¢, = (4,—5,2,6), 6. d, = (1,0,0,2,5),
¢, = (2,-2,1,3), d, = (0,1,0,3,4),
s = (6,—3,3,9), ds = (0,0,1,4,7),
¢y = (4,—1,5,6). d, = (2,-3,4,11,12).

7. Bizonyitsa be, hogy két aranyos vektort tartalmazo vektorrendszer linearisan 6sszefliggd!

8. Bizonyitsa be, hogy nullas vektort tartalmazo vektorrendszer linearisan 6sszefligg6!
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9. Bizonyitsa be, hogy ha az a,, a,, a; vektorrendszer linearisan osszefiiggd és az a; vektor az
a, a, vektorok linearis kombinacidja, akkor vagy az a, vektor lesz aranyos az a, vektorral, vagy
forditva, az a, lesz aranyos az a, vektorral!

10. Legyen a4, a,, ... ag — k-adrangi n-dimenzioés vektorrendszer. Bizonyitsa be, hogy barmelyik
linearisan fiiggetlen részrendszere, amely k vektorbdl all, bazisa lesz ennek a rendszernek!

11. Bizonyitsa be, hogy az adott vektorrendszer barmelyik linearisan fiiggetlen részrendszere
kibdvithetd ezen rendszer bazisava!

12. Milyen esetben lesz a vektorrendszernek egyetlen bazisa?

13. Ekvivalens lesz-¢ két vektorrendszer, ha egyforma ranggal rendelkeznek?

14. Legyen a; =(0,1,0,2,0), a, =(7,4,18,3), a; =(0,3,04,0), a, =(195,7,1), as =
(0,1,0,5,0). Kivalaszthato-e a y;; (i,j = 1,2,3,4,5) szam ugy, hogy a

5 5 5
b, = Z Y1kQg b, = z Y2kQk e bs = z VskQk
k=1 k=1 k=1

vektorrendszer linearisan 6sszefliggd legyen?
Keresse meg a A paraméter minden olyan értékét, amelynél a b vektor az a,, a,, az vektorok

linearis kombinéciodja lesz, ha:

15. a; = (2,3,5), 16. a; = (44,3),

a, = (3,7,8), a, = (7,2,1),

az; = (1,-6,1), as = (4,1,6),

b=(7,-2,1). b = (59,42).

17. a; = (3,2,5), 18. a; = (3,2,6),

a, = (2,4,7), a, = (7,3,9),

az = (5,6,4), as; = (5,1,3),

b = (1,3,5). b =(1,2,5).
Keresse meg az alabbi vektorrendszerek 6sszes bazisat:

19. a; = (1,2,3,4), 20. a; = (1,2,3),

a, = (2,3,4,5), a, = (2,3,4),

az = (3,4,5,6), az = (3,2,3),

a, = (4,5,6,7). a, = (4,3,4),

as = (1,1,1).

21. Hany bazisa lesz a k + 1 vektorbol allé k-adrangti rendszernek, amely a nullas vektortol eltérd

aranyos vektorokat tartalmaz?
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10. A matrix rangja

Példafeladatok
1. Hatarozzuk meg az alabbi matrix rangjat

2 —4 3 1 0
1 -2 1 -4 2
0 1 -1 31
4 -7 4 —4 5

Megoldas. A matrix bal felsé sarkdban 1évé masodrendii aldeterminans nullaval egyenld. Azonban

A=

az A matrix tartalmaz nullatol eltéré masodrendli aldeterminansokat, példaul

_|=4 3| _

6, = D 2.
A harmadrenda
2 —4 3
63 = 1 —2 1
0 1 -1

aldeterminans, amely a §, beszegési aldeterminansa, szintén nem egyenl6 nullaval (gy6zédjenek meg
arrol, hogy 83 = 1). Azonban mind a két negyedrendii aldeterminans, amelyek a &; beszegési

aldeterminénsai, egyenld nullaval:

2 -4 3 1 2 -4 3 0
, |1 -2 1 4| .11 -2 1 2|
54_0 1 -1 3_0’ 54_0 1 -1 1_0'
4 -7 4 —4 4 -7 4 5

Tehat az A matrix rangja egyenlé hdrommal.
2. Az elemi atalakitasok felhasznalasaval hatarozzuk meg az alabii matrix rangjat

1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2
A=|l-2 5 8 4 -3 1!
6 0 -1 -2 7 5
-1 1 1 1 -2 -1
Megoldas. Az A matirx sorai felett fokozatosan elvégezziik a kovetkez6 elemi atalakitasokat: a
harmadik, negyedik, 6tddik sorokhoz hozzéadjuk az els6t, megfeleléen beszorozva —4, 2 és —1-re.

Eredményiil az alabbi matrixot kapjuk:

1 2 31 1 2
2 1 1 0 2 2
A;=|-6 -3 -4 0 -7 =7
8 4 50 9 9

-2 -1 -2 0 -3 -3
Tovéabbd, hozzdadjuk az elsd, masodik, harmadik, 6tddik, hatodik oszlopokhoz a negyediket,

megfelelden beszorozva —1, —2, —3, —1 és —2-re. Ezutan felcseréljiik az elsd és negyedik
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oszlopokat. A kovetkezo 1épésben megszorozzuk a harmadik és 6todik sorokat —1-re, és attértiink az
alabbi alaku matrixhoz:

1 00 0 0 0
0112 2 2
A, =0 3 4 6 7 7
\045899
01 2 2 3 3

Az A, matrix sorai és oszlopai felett hasonlo elemi atalakitasokat végziink el, ezek utan pedig azt
kapjuk, hogy

1 0 0 0 0 O 1 0 0 0 0O
0100 0O 010 0 0O
A,~0 3 1 01 0|~1J0 0 1 0 0 O
041010 0 000 0O
011010 0 000 0O

Tehat az A matrix rangja harommal egyenld.

3. Bizonyitsuk be, hogy két matrix dsszegének rangja nem tobb rangjaik 6sszegénél!

Megoldas. Legyen A és B — tetsz6leges s X t-matrixok az R felett. Megjeloljik aq, ay, ..., a;-vel
¢s by, by, ...,b-vel megfeleléen az A ¢és B matrixok vektor-oszlopait. Akkor a kovetkezd
vektorrendszer

a, + by,a; + by, ...,a; + by, (D
nyilvanvaloan az A + B matrixdsszeg vektor-oszlopainak rendszere lesz.

Feltételezziik, hogy ¢4, ¢y, ..., ¢ — @z A matrix vektor-oszloprendszerének bazisa, d4, d,, ..., d; —
pedig a B matrix vektor-oszloprendszerének bazisa (k = rank 4, [ = rank B). Akkor

K !
a; = Zyijcj' b; = Z Simdm
j=1 m=1

valamely y;;, 8;, valos szdmokra, ahol i = 1,...,t;j =1,...,k;m =1, ..., L. Innen

k l
a; + bi = ZYUC] + z 6lmdm (l =1,.., t)
j=1 m=1

Tehat az (1) vektorrendszer a

C1,Cg, ey Ciy dq,dy, ..., d;
vektorrendszer altal linearisan kifejezhetd. Innen kifolyodlag, az (1) — es vektorrendszer rangja nem
tobb mint k + . Vagyis rank A + B < rank A + rank B.

Gyakorlatok

1. Szamitsa ki az alabbi matrixok rangjat a beszegési aldeterminansok modszerével:
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121 5 1 3 5 -1

3 4 1 11 2 -1 -3 4\

A3 3 09 9of Ol 1 -1 o)

2 2 0 6 7 7 9 1

s 4 3o s 1 -1 2 3 4

5 -3 2 3 4 2 -1 20

c) ; df-1 2 1 1 3 !

1 -3 -5 0 -7

2 & 14 1 \1 5 -8 -5 —12
3 -7 8 9 13

2. Keresse meg a A paraméter értékét, melyre az alabbi matrixnak a legkisebb a rangja:

3 1 1

A 4 10
1 7 17

2 2 4 3
3. Mivel lesz egyenld az alabbi matrixok rangja a A paraméter kiilonb6zd értékeinél:
1 1 2 3

4
L
3

1 1 -1 2 ,
al2 -1 A 5], b 1 2-4% 2 3 ?
1 10 -6 1 2 3 1 >
2 3 1 9-22
4. Szamitsa Ki az alabbi matrixok rangjat az elemi atalakitasok segitségével:
G A 47 —67 35 201 155
a) ; b) | 26 98 23 -294 86|,
75 94 54 134 16 —428 1 1284 52
25 32 20 48
75 0 116 39 0 17 —-28 45 11 39
24 =37 61 13 50
171 —-69 402 123 45
c) . |25 -7 32 —18 —11 |
301 0 87 —417 -169
114 —-46 268 82 30 311219 —43 =55
42 13 29 -55 -68

5. Bizonyitsa be, hogy ha a matrixhoz hozzacsatolnak egy sort (vagy egy oszlopot), vagy nem

valtozik a rangja, vagy megnovekedik eggyel!

6. Bizonyitsa be, hogy egy r-edrang tetsz6leges matrix felirhatd elsérangu r szamu matrixok

Osszegekeént, de nem irhat6 fel kevesebb, mint r ilyen matrix 6sszegekeént!

7. Legyen A = ||al-j|| — n > 1-edrendli matrix és r — ezen matrix rangja. Hatarozza meg az

adjungalt A* = ||4;;|| matrix rangjat, ahol A;; — az A métrix a;; elemének algebrai komplementere!
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11. Linearis egyenletrendszer. A Kronecker-Capelli tétel
Példafeladatok

1. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert:

le +x2 +4‘x3 —_ 2x4, = 1,

{le_xZ+ZX3+X4_:7,
x1—3x2—6X3+5x4=0!

Megoldas. Kiirjuk a feltételben megadott egyenletrendszer
5 —1 2 1
1 -3 -6 5

matrixat és megkeressiik a rangjat. A masodrendii M aldeterminans, amely az A matrix bal fels6

sarkaban talalhat6 (bekeretezett), nullatdl eltérd. A tovabbiakban kiszamitjuk az M aldetermindns

Osszes beszegési aldeterminansait:

5 -1 2 5 -1 1
M; = |2 1 41=0, M, =2 1 -2|=0.
1 -3 -6 1 -3 5

fgy arank A = 2. Most pedig megkeressiik a linearis egyenletrendszer bdvitett A matrixanak rangjat.
Ehhez elegendd kiszamitani az A matrix ugynevezett karakterisztikus aldetermindnsait, vagyis az M
aldeterminans harmadrendii beszegési aldeterminansait, amelyeket az A matrix nem tartalmaz.

Esetiinkben csak egy ilyen aldeterminans létezik —

5 -1 7
My=1{2 1 1|=-35=%0.
1 -3 0

Tehat, a rank A = 3. Vagyis a Kronecker-Capelli tétel szerint az adott linearis egyenletrendszer
ellentmondo.

2. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert

X1+x2_ZX3_X4,+XS = 1,
{39(1 — Xy + X3 + 4‘X4, + 3x5 = 4‘,
X1 + 5%, — 9x3 — 8x4 + x5 = 0!
Megoldds. Megmutathatd, hogy a linearis egyenletrendszer megoldhatdé, amennyiben a
matrixanak és bdvitett matrixanak rangja egyenld nullaval. Méatrixanak bal fels6 sarkaban talalhato

masodrendii
uelp

aldeterminans nullatdl eltérd. Ezért azt a rendszert fogjuk megoldani, amely a feltételben adott
rendszer elsé két x; €s x, ismeretlenektdl vett egyenletébdl tevodik Ossze. A tobbi x3, x4, X5

ismeretleneket szabad ismeretlenként kezeljiik és atvissziik ezen egyenletek jobb oldalara:
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{ X1 +x, =14 2x3 +x4 — X5,
31 — Xy =4 — x3 — 4x, — 3xs.
A Cramer-szabaly szerint megkeressiik ennek a rendszernek a megoldasat
A _| 1+ 2x3 + x4 — x5
Y714 — x3 — 4x, — 3xs
‘1 1+ 2x3 + x4 — X5
3 4—x3—4x, — 3xg
A, 501 3
X1 =M=Z+Zx3 —ZX4,—X5,
A 17 7

Xy = o __Z+Zx3 +Zx4.

Igy a feltételben megadott linearis egyenletrendszer altalanos megoldésa:

1
_1| = —5 —x3 + 3x4 + 4xs,

A2= =1—7X3—7x4;

5 1 3 17 7
(Z+Za—zﬁ—6,—Z+Za+2/3,a,ﬁ,6),
ahol a, B, § tetszdleges valds szamok.

Gyakorlatok
1. Vizsgalja meg az alabbi linearis egyenletrendszereket megoldhatosagukra és keresse meg

altalanos és egy konkrét megoldasukat:

2x1 +7x, +3x3 + x4 = 6, 2x1 — 3x5 +5x3 + 7x4 =1,
a) {Bxl + 5x, + 2x3 + 2x4 = 4, b){ 4x; —6x; + 2x3 + 3x, = 2,
9x1 + 4xy + x3 + 7x4 = 2; 2x1 — 3%, — 11x3 — 15x, = 1;
3xq; — 2x, + 5x3 + 4x, = 2, 3x; — 5xp + 2x3 + 4x, = 2,
c) {6x1 —4x, + 4x3 + 3x, = 3, d){ 7x; —4x, + x3+3x4 =5,
9x; — 6x, + 3x3 + 2x, = 4; 5x1 + 7x, —4x3 — 6x4 = 3;

(3Xx1 + 2x5 + 2x3 + 2x4 = 2,
2x1 + 3x5 + 2x3 + 5x4 = 3,
f) < 9x1 +x, +4x3 — 5x, = 1,
2x1 + 2x5 + 3x3 + 4x4 =5,
\ 7x1 + X, +6x3 — X4 =7;

(2x, + 5x, —8x3 = 8,
4x, + 3x, —9x3 =9,
2x1 + 3x, — 5x3 =7,
\x; + 8x, — 7x3 = 12;

e) «

(8x1 + 6x5 + 5x3 + 2x, = 21, 2x1 + 3x; +x3 + 2x4 =4,
3xq + 3x, + 2x3 + x4, = 10, 4x1 + 3%, + x3+x4 =5,
g)3 4x;+2x, +3x3 +x, =8, h) < 5x; + 11x; + 3x3 + 2x, = 2,
3x, + 5x, + x5 + x4, = 15, 2x1 + 5% + x3 + x4 =1,
\7x; + 4x, + 5x3 + 2x, = 18; X1 —7Xy — X3+ 2x4 = 7;
2x1 — Xy + X3 + 2x4 + 3x5 = 2, 6x1 + 3x, + 2x3 + 3x4 + 4x5 =5,

i 6x, — 3x, + 2x3 + 4x,4 + 5x5 = 3, ) 4x, + 2x5 + x5 + 2x4 + 3x5 =4,
6x, — 3x, +4x3 +8x, + 13x5 =9, 4x1 + 2x5 + 3x3 + 2x4 + x5 = 0,
4x, — 2xy + X3+ x4 + 2x5 = 1; 2x1 + x5 + 7x3 + 3x4 + 2x5 = 1!

2. Vizsgalja meg az alabbi lineéris egyenletrendszereket megoldhatosagukra és a A paraméter

értékétol fiiggden keresse meg az altalanos megoldasukat:
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(5x1_3x2+2x3+4‘x4=3, ( 3xl+2xZ+SX3+4‘X4=3,

2) 4 4x1 — 2%, + 3x3+ 7x4 =1, b) | 2x1 + 3x, + 6x3 + 8x4 =5,
8x; —6xy —x3 —5x4, =9, —X1 + 6x5 + 9x3 + 20x, = 11,
\7x1 — 3x, + 7x3 + 17x4 = 4; \ 4x; +x, +4x3 + Axy = 2;
( 2xq1 — Xy +3x3 +4x, =5, ( 2x1 +3x, +x3+2x, =3,
04 4x1 — 2x5 + 5x3 + 6x4 = 7, ) | 4x; + 6x5 + 3x3 +4x4 =5,
6x1 — 3x, +7x3 +8x4 =9, 6x1 + 9%, + S5x3 + 6x4 =7,
\Ax; — 4x, +9x3 + 10x4 = 11; \8x; + 12x, + 7x3 + Ax, = 9;
Axi +x, +x3 =1, A+Dx;+x, +x3 =1,
e) x4 + Axp, +x3 =1, L+ (1 +D)x, +x3 =4,
X, + X, + Axg = 1; X1+ x, + (1 + Dxg = 22!

3. Vizsgalja meg az alabbi linedris egyenletrendszereket megoldhatosagukra és az a, b,

paraméterek értékétdl fliggden keresse meg az altalanos megoldasaikat:

x+y+z=1, ax+y+z=1,
a)y ax+by+cz=d, b){x+by+z=1,
a’x + b%y + ¢’z = d%; x+y+cz=1!
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12. Homogén linearis egyenletrendszerek

Példafeladatok

1. Keressiikk meg az egyenletrendszer megoldasainak fundamentalis rendszerét és altalanos
megoldasat
X1+xZ_x3_X4_ZXS =0,
X, — X4 — x5 =0,
xl_xZ_X3 +x4 :0,
X1+ 2xy — x3 — 2x4 — 3x5 = 0!
Megoldas. El6szor kiszamoljuk az (1) rendszer
1 1 -1 -1 -2
0 1 0 -1 -1
1 -1 -1 1 0
1 2 -1 -2 -3
matrixanak rangjat. Az A matrix bal felsé sarkdban talalhatod

(1)

A=

M=y 3=
aldeterminans nullatol kiilonb6zd. Kiszamitjuk az A matrix M aldeterminansnak megfeleld Osszes
harmadrendii beszegési aldeterminansait. Emellett figyelembe vessziik azt is, hogy az A matrix
harmadik és negyedik oszlopa megfelelden aranyosak az elsé és masodik oszlopokkal. Ezért azok az
aldeterminansok, amelyek a harmadik és negyedik oszlopok altal képzddnek, nullaval egyenldek. Az

alabbi két aldeterminéns kiszdmitdsa marad fent:

1 1 =2 1 1 =2
M=o 1 -1|=0, My,=|0 1 -1|=0.
1 -1 0 1 2 -3

Ezek szerint rank A = 2. Szamitasba véve, hogy a rangot meghataroz6 M aldeterminans (bazis
aldeterminans) az A matrix bal fels sarkaban talalhato, az (1) rendszerben az els6 két egyenletet
hagyjuk meg, a bal oldalukon pedig — csak az els6 két ismeretlen fog szerepelni (kétott ismeretlenek).
A masik harom x3, x4, x5 ismeretlent szabadoknak nyilvanitjuk és az egyenlet jobb oldalara vissziik
at
{ X1+ Xy = X3 + x4 + 2X5,
X, = X4 + Xs.

(2)

Tablazatot szerkesztiink az x4, ..., x5 ismeretlenek szaméra, melyben elkiilonitjiik a szabad és a

kotott ismeretleneket, €s a szabad ismeretleneknek a tdblazatban feltiintetett értékeket adjuk:

X1 X2 X3 | X4 X5

1 10 0
0 |1 0
0 |0 1

]-l.._1 PR I

. 1. tablazat '
rendszert €és megtalaljuk az x;, x, kotott ismereuenek megfeleld értekeit:
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l)azels6 x3 = 1, x, = x5 = 0 készletre a (2) egyenletrendszerbdl azt kapjuk, hogy x, = 0, x; =
1—x,=1;

2) a masodik x3 = 0, x, = 1, x5 = 0 készletre a (2) egyenletrendszerbdl azt kapjuk, hogy x, =
1, x;=1—x, =0;

3) a harmadik x; = x, = 0, xg = 1 készletre a (2) egyenletrendszerbdl azt kapjuk, hogy x, = 1,
X1 =2—-x,=1.

fgy kitolthetjiik a szabad helyeket az 1. tablazatban és egy 1j tablazatot kapunk:

X1 X2 X3 | Xg X5

1 0 1 10 0
0 1 0 |1 0
1 1 0 (O 1

2. tablazat

A 2. tablazat a (2) egyenletrendszer harom a; = (1,0,1,0,0), a, = (0,1,0,1,0), a; = (1,1,0,0,1)
megoldasat adja meg és egyben az (1) homogén linedris egyenletrendszer megoldésait is.

Ezek a megoldasok az (1) egyenletrendszer fundamentalis rendszerét alkotjak. Ez abbol
kovetkezik, hogy az (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) vektorok linearisan fliggetlen vektorrendszert alkotnak.

Az (1) egyenletrendszer altalanos megoldasa a fundamentalis rendszerének tetszéleges linearis
kombinacioja

61aq + 6,a, + 63a3 = (6, + 83,0, + 83,064,085, 03),

ahol 64, 6,, 83 — tetszbleges valds szamok.

2. Az
1 -2 1 0 0
A=10 0 -1 1 0

4 0 0 -6 2
matrix sorai az alabbi egyenletrendszer fundamentalis rendszerét alkotjak-e:

X1+ X, +x3+x4+x5 =0,
3x1 +2x, +x3+x4 —3x5 =0, 3
Xy + 2x3 + 2x4 + 6x5 = 0, (3)
5x, +4x, + 3x3 + 3x4, — x5 = 07
Megoldds. Konnyli meggy6zddni arrdl, hogy az A matrix minden sora a (3) egyenletrendszer

megoldasa lesz. Tovabba rank A = 3, amennyiben a harmadrendii

1 0 0
M=|-1 1 0[=2
0 -6 2
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aldeterminans, amely az A matrix utolsé harom oszlopaban talalhatd, nem egyenl6 nullaval. Ezek
szerint a matrix sorai linearisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak.

Végiil, megkeressiik a (3) egyenletrendszer

1111 1
_[3 2 1 1 -3
B=lo 122 &
5 4 3 3 -1
matrixanak rangjat. Az
O Y
M1_|3 2|_ 1

aldeterminans, amely a B matrix bal fels6 sarkaban talalhatd, nem egyenld nullaval. Kiszamitjuk az

M; aldeterminans 0sszes beszegési aldetermindnsat:

1 1 1 1 1 1
M,=1(3 2 1[=0, M; =13 2 -=3[=0,
01 2 0 1 6
1 1 1 1 1 1
M,=1(3 2 1[=0, Ms =13 2 -=3[=0.
5 4 3 5 4 -1

Tehat, rank B = 2. Innen kovetkezik, hogy a (3) rendszer fundamentalis rendszere harom elembdl
(megoldasbol) all. Ezért az A matrix sorainak linearis fliggetlenségébdl kovetkezik, hogy a (3)
egyenletrendszer barmelyik megoldasa linearisan kifejezheté az A matrix sorain keresztiil. Vagyis a

matrix sorai a (3) egyenletrendszer fundamentalis rendszerét alkotjak.
Gyakorlatok

1. Keresse meg az egyenletrendszerek fundamentalis rendszerét és altalanos megoldasait:

([ x1+2xy +4x3 —3x, =0,
3x; + 5x, + 6x3 —4x, =0,
4x; + 5x5 — 2x3 + 3x4, =0,
\3x; + 8x, + 24x3 — 19x, = 0;

( 3%y + 2x, + x3 + 3x4 + 5x5 =0, 3x; + 5x, + 2x3 =0,
6x1 + 4x, + 3x3 + 5x4 + 7x5 = 0, d) 4x; + 7x, + 5x3 =0,
9x1 + 6x5 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = 0, X, +x; —4x; =0,
\ 3x1 + 2x, + 4x4 + 8x5 = 0; 2x1 + 9x, + 6x3 = 0;

2x1 — 4%, + 5x3 + 3x4 = 0,
b) 3x1 - 6X2 + 4‘X3 + ZX4 = 0,
4x1 - 8x2 + 17.X3 + 11X4 = 0,

a) <

( x1—x3 =0,
xZ_X4=0,
—X1+x3—x5 =0,

X1 —x3+x5=0,
xZ_X4+x6=O,

e)<—x2+x4—x6=0, f){x1 —x, + x5 — x5 =0,

—x3+x5 =0 X2 = X3+ %6 =0,

L —x 4% =0; Xy Xy x5 = 0
2. Az
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30 —24 43 -50 -5 4 2 9 =20 -3
A=19 -15 8 5 2, B=(1 —-11 2 13 4
4 2 9 -20 -3 9 -15 8 5 2
matrixok sorai fundamentalis rendszerét alkotjak-e az alabbi egyenletrendszernek

3x1 +4x, + 3x3 + x4 + 6x5 = 0,
5x1 +9x, + 7x3 +4x4 + 7x5 =0,
4x, +3x; —x3 — x4+ 11x5 = 0,
Xy + 6x, + 8x3 + 5x4 — 4xs = 07

3. Az alabbi matrix mely sorai alkotjak

6 2 3 -2 -7
5 3 7 —6 —14
8 0 -5 6 13
4 -2 -7 -5 =7

2x1 — 5x5 + 3x3 + 2x4 + x5 =0,
5x; — 8x, + 5x3 + 4x, + 3x5 =0,
X1 — 7xy +4x3 + 2x, =0,

4x, —x; +x3 +2x4,+3x5 =0

egyenletrendszer fundamentalis rendszerét?

4. Keresse meg azokat a homogén linedris egyenletrendszereket, melyek szdmara az aldbbi
vektorrendszerek a fundamentalis rendszerei lehetnének:

a) (3,4,2,1,6), (5,9,7,4,7); b) (4,3,—-1,-1,11), (1,6,8,5,—4)!

5. Bizonyitsa be, hogy ha a homogén linearis egyenletrendszer rangjanak értéke eggyel kevesebb
az ismeretlenek szdmanal, akkor a rendszer tetszéleges két megoldédsa aranyos lesz egymassal!

6. Legyen A — n ismeretlentdl vett n — 1 homogén linedris egyenletbdl all6 rendszer matrixa, M;
— az A matrix aldeterminansa, amely az A matrix i-edik sora kihuzasaval kaphat6 meg. Bizonyitsa
be, hogy a lineéris egyenletrendszer megoldasai koziil az egyik az alabbi szdmrendszer

M;, —M,, M5, —M,,...,(—1)" M,

emellett, ha ez a megoldas nem nulla, akkor barmelyik masik megoldas aranyos lesz vele!

7. Felhasznalva az el6z0 feladat eredményeit, keresse meg az alabbi egyenletrendszerek altalanos
megoldasat:

le + 3x2 + SX3 + 6X4 = 0,
b) 3x1 + 4‘x2 + 6x3 + 7x4 = 0,

){le + 3x2 + 4‘X3 = 0,
3x1+x2 +x3+4‘X4 = 0!

6x1 + 5x, + 6x3 = 0;

8. Bizonyitsa be, hogy a homogén linearis egyenletrendszer tetszéleges megoldasanak k-adik
komponense akkor és csak akkor lesz egyenlé nullaval, ha a rendszer matrixanak rangja a k-adik

oszlop kihuzésa esetén eggyel csokken!
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9. Milyen feltételek mellett lesz az inhomogén linearis egyenletrendszer tetszOleges

megoldasainak adott linedris kombinacidja ismét megoldasa ennek a rendszernek?
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13. Csoportok. Gyiirik. Testek

Példafeladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy az egész szamok Z halmaza az egész szdmok 6sszeadasara nézve csoportot
alkot, a szorzasra nézve viszont nem lesz csoport. Az adott Z halmazon hozzunk fel olyan példat binér
miuveletre, amelyre nem teljesiil az asszociativitas tulajdonsaga!

Megoldds. Nyilvanvald, hogy az egész szamok Osszeadasa binér miivelet lesz a Z halmazon,
amennyiben a meghatarozas szerint az egész szamok 0sszege szintén egész szam. Tovabba ismeretes,
hogy ez a miivelet eleget tesz az asszociativitas tulajdonsaganak, vagyis (a + b) + c = a + (b +¢)
tetszleges a, b, c € Z elemekre. Az egész szamok kozott talalhatd egy olyan 0 szam, amelyre a +
0 =0+ a = a tetszéleges a € Z elemre. Végiil tetszéleges a egész szamra létezik ellentétes —a
egész szam a kovetkez6 tulajdonsaggal: a + (—a) = (—a) + a = 0. Megjegyezhetjik, hogy az
egész szamok Osszeadasara teljesiil a kommutativitas tulajdonsaga is, igy a Z halmaz Abel-csoportot
alkot az 6sszeaddsra nézve.

Masik esetben, amikor a Z halmazon a szorzas miivelete van megadva, lathatjuk, hogy:

1) ez a miivelet binér miivelet, amennyiben ab € Z tetszéleges a, b € Z elemekre;

2) (ab)c = a(bc) tetszbleges a, b, c egész szamokra,

3) az egész szdmok kozott talalhatd egy olyan 1 szam, hogy 1-a = a- 1 = a tetszdleges a egész
szamra.

Azonban nem mindegyik a € Z elemre létezik inverz a=! € Z elem. Péld4ul a 2 egész szamra nem
létezik olyan x egész szam, amelyre 2x = 1. Igy a Z halmaz nem alkot csoportot az egész szamok
szorzasara nézve.

Végiil, megvizsgaljuk a kdvetkez6 binér miiveletet a Z halmazon:

mon=-m+(—n) (mne€q),
Ahol a + az egész szamok Osszeadasa, —a pedig az a egész szam ellentétes eleme (nyilvanvald, hogy
m on € Z tetszéleges m, n € Z elemekre). Akkor
(102)03=(-1+(-2))e3=—(-1+(-2))+(-3)=0#4=10(203).

Az utolso egyenldségbdl kovetkezik, hogy a ,,o” binér miiveletre nem teljesiil az asszociativitas
tulajdonsaga.

2. Mutassuk meg, hogy a valds elemekbdl all6 Gsszes nem elfajult n-es matrixok GL(n, R)
halmaza a szorzasra nézve csoportot alkot!

Megoldds. Nyilvanvald, hogy két tetszéleges GL(n, R)-bdl vett nem elfajult matrix szorzata a

GL(n, R) nem elfajult matrixa lesz. Ez abbdl a tulajdonsagbol kovekezik, mely szerint két n-es matrix
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szorzatanak determinansa ezen matrixok determinansainak szorzataval egyenlé. gy a matrixok
szorzasa binér mivelet lesz a GL(n, R) halmazon. Mint ismeretes, ez a miivelet eleget tesz az
asszociativitas tulajdonsaganak, valamint a GL(n, R) halmazban 1étezik olyan egységelem a szorzas
miiveletét tekintve, melynek szerepét az n-ed rendi egységmatrix tolti be. Végiil az inverz matrix
1étezésérol szolo tételbdl az kovetkezik, hogy egy tetszdleges nem elfajult A € GL(n, R) matrixra
1étezik inverz A~' € GL(n, R) matrix, mivel nem elfajult matrixtol van sz6. igy a GL(n, R) halmaz a
matrixok szorzasara nézve csoportot alkot. Ezt a csoportot feljes linearis n-edrendii csoportnak
nevezziik az R vlos szamok halmaza f616tt. Megjegyezziik, hogy a GL(1, R) — Abel-csoport lesz,
viszont a GL(n, R) (n > 1) nem alkot Abel-csoportot.

A GL(n, R) csoporton beliil megvizsgaljuk az 6sszes SL(n, R) matrixok részhalmazat, melyeknek
determinansa eggyel egyenlé: SL(n,R) = {4 € GL(n,R)||A| = 1}. Tetszbleges A, B € SL(n,R)
matrixokra

A,B € SL(n,R) és A™! € SL(n,R),
amennyiben |AB| = |A| - |B| = 1, |A71| = |A|™! = 1. Tehat az részcsoport kritériuma alapjan az
SL(n,R) halmaz a GL(n, R) csoport részcsoportja lesz. Az SL(n, R) csoportot specidlis linearis n-
edrendii csoportnak nevezzilk az R halmaz folott.

A GL(n, R) csoportban megvizsgaljuk az 6sszes GL(n, Q) matrix részhalmazat, melyeknek elemei
raciondlis szamok. (vagyis az Osszes nem elfajult n-es matrix halmaza a Q f6lott). A két matrix
szorzatarol sz6l6 meghatarozas és az inverz matrix megtalalasanak szabalya alapjan az kovetkezik,
hogy a GL(n, Q) két tetszéleges matrixanak szorzata a GL(n,Q) matrixa lesz és a GL(n, Q)
tetsz6leges matrixanak inverze szintén a GL(n, Q) matrixa lesz. Hasonléan az el6z06 esethez itt is azt
kapjuk, hogy a GL(n, Q) —a GL(n, R) csoport részcsoportja lesz.

3. Bizonyitsuk be, hogy az M halmaz sajat magara torténd Osszes bijektiv leképezésének Sy,
halmaza a leképezések szorzasat tekintve csoportot alkot!

Megoldas. Legyen f,g — az M halmaz sajat magara torténd tetszdleges bijektiv leképezései.
Elészor megmutatjuk, hogy fg — szintén az M halmaz sajat magara torténd bijektiv leképezése,
vagyis hogy az Sy, leképezéseinek szorzasa binér miivelet lesz az S, halmazon.

Legyen m;,m, — az M halmaz tetszleges kiilonb6z6 elemei. Akkor g(m,) # g(m,)
(amennyiben g — bijektiv). Innen f(g(m,)) # f(g(m,)) (amennyiben f — bijektiv). Ezért
fg(my) # fg(m,). Ez els6sorban azt jelenti, hogy az fg szorzat az M halmaz sajat magara torténd
injektiv leképezése. Tovabba legyen m — az M halmaz tetszéleges eleme. Akkor az M halmazban

1étezik egy olyan n elem, hogy f(n) = m (mivel az f bijektiv leképezés). Hasonloan az M halmazban
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létezni fog egy olyan r elem, hogy g(r) = n. Tehat, fg(r) = f(g(r)) = f(n) = m. igy sikeriilt
bebizonyosodnunk arrdl, hogy egy tetszéleges m € M elemre létezik olyan r € M elem, hogy
fg(r) = m. Vagyis az fg szorzat sziirjektiv leképezés lesz, ezért az M halmaz sajat magara torténd
bijektiv leképezése is.

Mint ismeretes, az S,, leképezéseinek szorzasara teljesiil az asszociativitas tulajdonsaga. Az
egységelem szerepét az Sy-ben az M halmaz sajat magara torténé azonos ey, leképezése tolti be
(ey(m) = m (m € M); ey, — nyilvanvaldan egy bijektiv leképezés). Azt kell még bebizonyitanunk,
hogy tetszéleges f € Sy leképezésre létezik inverz f~1 € Sy, leképezés.

Legyen f —az M halmaz sajat magéra torténd tetszoleges leképezése. Akkor egy tetszdleges m €
M elemre létezik egyetlen n € M Gskép, vagyis olyan, hogy f(n) = m. Megjel6ljiik az m elem n
6sképét f~1(m)-el. Megvizsgaljuk a g : M — M leképezést, amely a kovetkez6 szabaly szerint van
meghatirozva: g : m - f~1(m) (m € M). A g leképezés bijektiv lesz. Valdban, hisz a g leképezés
szerint tetszéleges m € M elem az f (m) elem képe lesz, amennyiben g(f(m)) = f~1(f(m)) = m.
Tovabba kiilonbozé tetszbleges mq,m, € M elemekre g(m;) # g(m,). Amennyiben ellenkezd
esetben my = f(g(my)) = f(g(my)), de ez lehetetlen. Végiil megmutatjuk, hogy a g leképezés az
f leképezés inverze lesz. Tetszéleges m € M elemre

fgm) = f(g(m)) = f(f1(m)) = m,
gfm) = g(f(m)) = f*(f(m)) = m.
Vagyis fg = gf = en.

Ebbdl kifolyolag, az S,, csoportot alkot a leképezések szorzasara nézve.

Megjegyzés. Ha M = {1,2, ...,n}, akkor az S,, csoport elemei n-ed rendii permutaciok lesznek.
Tehat az 6sszes n-ed rendli permutaciok S, halmaza a permutaciok szorzasat tekintve csoportot alkot,
amelyet n-edfoku szimmetrikus csoportnak neveziink.

4. Bizonyitsuk be, hogy az

UT(2,7) = {((1) ’f) |m € z}

csoport a matrixok szorzasat tekintve izomorf az egész szamok Z* csoportjaval az dsszeadasra nézve!
Megoldds. Megvizsgaljuk az f : UT(2,7Z) — Z* leképezést, amely a kovetkezd szabély szerint

van meghatarozva:

f:((l) T)—>m (m e Z).

Nyilvanvalo, hogy f — bijektiv leképezés. Legyen

4= DE=6 7
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—az UT (2, Z) tetszb6leges matrixai. Akkor

ABz(é mir")

Ezért f(AB) =m+n= f(A) + f(B). Igy a csoportok izomorfizmusanak definicidja szerint
UT(2,Z) = I".

5. Az egész szamok Z halmaza az Osszeadas és szorzas miiveleteit tekintve gytrt, test lesz-e?

Megoldds. Az 1. példa megoldasabol az kovetkezik, hogy az egész szamok Osszeadasa és szorzasa
binér mivelet a Z halmazon, emellett az 6sszeadasra nézve a Z halmaz Abel-csoportot alkot, az egész
szamok szorzasara pedig teljeslilnek az asszociativitas és kommutativitas tulajdonsagai. Ezen kiviil a
Z halmazban a szorzas miveletét nézve 1étezik egységelem. Ismeretes, hogy az egész szamok
Osszeadasa és szorzasa Osszefligg a disztributivitds torvényével, vagyis tetszdleges a,b,c € Z
elemekre a(b + ¢) = ab + ac. A fentebb emlitettek azt jelentik, hogy az egész szamok Z halmaza
az Osszeadasra €s a szorzasra nézve kommutativ egységelemes gytiri. Azonban a Z gyiirii nem lesz
test, mivel példaul a nullatél kiilonb6z6 2 a Z nem invertalhato eleme.

6. Az Osszes paratlan egész szamok halmaza gytriit alkot-e az egész szamok Osszeadasanak és
szorzasanak miiveletére nézve?

Megoldds. Nyilvanvalo, hogy tetszéleges paratlan egész szamok dsszege paros szam lesz. Ezért

a paratlan egész szamok Osszead4sa nem lesz binér miivelet a paratlan egész szamok halmazan. igy
ez a halmaz nem alkot gylir(it a megadott miiveletre nézve.

7. Bizonyitsuk be, hogy a valos szdmok halmazéanak Q(\/?) = {a + bV3 |a, b € Q} részhalmaza
testet alkot a valds szamok Osszeadasanak és szorzasanak miiveletére nézve!

Megoldas. A Q(\/§) halmazbeli valos szamok Osszeadasa és szorzasa binér miiveletek lesznek
ezen a halmazon, amennyiben tetszéleges a, + b1V3, a, + b,V/3 € @(\/§) elemekre

(ay + b1V3) + (az + bV3) = (ay + ay) + (by + by)V3 € Q(V3),
(ay + b1V3)(a, + byV3) = (aya, + 3b1b,) + (arb; + azby)V3 € Q(V3).
Ismeretes, hogy a valos szamok Osszeaddsa €s szorzasa, tobbek kozott a @(\/§) halmazbeli szamok

is, kielégitik az asszociativitds és a kommutativitds tulajdonsdgait. Emellett kapcsolatban allnak a

disztributiv térvénnyel is.
A Q(v3) halmaz tartalmazza a 0 és 1 szamokat (0 = 0 + 0v3, 1 = 1 + 0v/3). Ezek a szdmok
megfelelden a null és egységelem szerepét jatszak az 0sszeadas €s szorzas milveletét tekintve.

Amennyiben tetszleges a,b € Q szdmokra léteznek ellentétes —a,—b € Q szamok, akkor

tetszGleges a + b/3 € Q(\/g) szamra létezik ellentétes —(a + b\/§) =(—a) + (-b)V3 € @(@)

53



szém (nyilvanvald, hogy (a+ bv3)+ ((—a) + (—=b)V3) =0 ). Végil megmutatjuk, hogy
tetszéleges nem null a + bv/3 € Q(\/g) szamnak létezik invereze a Q(\/?)-ban. Amennyiben a és b

egyidejiileg nem egyenlék nullaval, akkor a? — 3b% # 0. Mert ellenkez6 esetben a = +b+/3, ami

, T , . o a -b
nem lehetséges egyetlen a, b raciondlis szdmra sem. Megvizsgaljuk az a2 T gz V3e Q(\/g)

szamot. Kiszamitjuk a kovetkez6 szorzatot

a —-b
(a + b\@) (az — 3b2 + a? — 3b2

a’?—-3b%*> ba-—ab
= =1.
\/§> a2—3bz+az—3b2\/§

Igy meggyézédtiink arrél, hogy ez a szam az a + bv/3 szam inverze lesz.

Ebbdl kifolyolag az kovetkezik, hogy a Q(v/3) halmaz testet alkot a Q(v3) halmazbeli valés
szamok 0sszeaddsara és szorzasara nézve.

8. Legyen K — gytri. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges a € K elemre a-0 = 0 (0 a K gyfirii null
eleme)!

Megoldas. Legyen a —a K gytiri tetszéleges eleme. Akkor

a-(0+0)=a-0,
amennyiben 0 — a K gylrG null eleme. Mas szempontb6l a disztributivitas tulajdonsagabol az
Osszeadas és szorzas miiveleteit tekintve azt kapjuk, hogy

a0+a-0=a-0.
Ehhez az egyenléséghez hozzaadva az a - 0 elem ellentétes elemét (amely 1étezik, mivel K — gyiirii)
azt kapjuk, hogy

—(a-0)+(a-0+a-0)=—-(a-0)+a-0.

Innen, felhasznalva az asszociativitds tulajdonsagat az Osszeadast tekintve és az ellentétes elem

9. Legyen K — gytrii. A K gyiri nem nulla a és b elemeit nullosztéknak nevezziik, ha ab = 0.
Bizonyitsuk be, hogy egy test sem tartalmaz nullosztokat!

Megoldas. Ezt az indirekt modszer segitségével fogjuk bizonyitani. Legyen F — test, amely
tartalmazza az a és b nullosztokat. Akkor a meghatarozas alapjan ab = 0, ahol a # 0 és b # 0.
Amennyiben a # 0, akkor az F testben az a elemnek létezik a~! inverz eleme. Megszorozzuk az
ab = 0 egyenlséget baloldalrol a~1-el és megkapjuk, hogy a=*(ab) =a~1-0. Innen 1-b = 0,
vagyis b = 0. Ezzel ellentmondast kaptunk, tehat semelyik test sem tartalmaz nullosztokat.

Megjegyzés. Léteznek olyan gylirtik, melyek tartalmazhatnak nullosztokat. Példdul az R,
gyliriiben minden valds elemii 2 X 2-es matrix esetében az 6sszeadas és szorzas miiveletét tekinteve

az
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11 1 -2
(2 2) ’ (— 1 2)
matrixok nullosztok lesznek (gy6zddjiink meg errdl 6nalldan).

Gyakorlatok

1. Az alabbi halmazok ko6ziil melyek alkotnak csoportot a megadott miiveletre nézve:

a) aracionalis szamok halmaza az 6sszeadas miiveletét tekintve;

b) aracionalis szamok halmaza az szorzas miiveletét tekintve;

C) az Gsszes pozitiv racionalis szam halmaza az szorzas miiveletét tekintve;

d) egy adott a # 0 valds szam egész kitev6jii hatvanyainak halmaza a szorzas miiveletét
tekintve;

e) az egész szamok halmaza, hogyha a miivelet a kovetkezoképpen van meghatarozva: a * b =

ab:

f) az egész szamok halmaza, hogyha a miivelet a kdvetkez6képpen van meghatarozva: a * b =
a’b?;

g) akomplex szamok halmaza adott ¢ argumentummal a szorzas miiveletét tekintve;

h) az 6sszes komplex n-edik egységgyokok halmaza a szorzas miiveletét tekintve;

i) anullatol eltérd 6sszes komplex szam halmaza, melyeknek abszolut értéke nem nagyobb egy
rogzitett r szamtol, a szorzas miveletét tekintve;

J) az Osszes n-ed rendil paros permutaciok halmaza a szorzas miveletét tekintve;

k) az O0sszes n-ed rendii paratlan permutaciok halmaza a szorzas miiveletét tekintve;

I) az R™ halmaz 6sszes n-dimenzids vektora az 6sszeadas miiveletét tekintve az R felett;

m) a sik Osszes elforgatasanak halmaza egy rogzitett pont koriil az elforgatasok folyamatos
miuveletét tekintve;

n) a sik dsszes parhuzamos eltolasanak halmaza a parhuzamos eltolasok folyamatos miiveletét
tekintve!

2. Bizonyitsa be, hogy egy tetszdleges G csoportban egyetlen egységelem és egyetlen inverz
elem 1étezik a G csoport tetszéleges elemére!

3. Legyen G — e egységelemet tartalmazd csoport a szorzas miiveletét nézve. Bizonyitsa be,
hogyha tetszéleges a € G elemre a? = e, akkor a G — Abel-csoport!

4. Legyen G, G, — megfelelden e; és e, egységelemeket tartalmazd izomorf csoportok és f :
G, — G, — olyan bijektiv leképezés, hogy tetszbleges a,b € G, elemekre f(ab) = f(a)f(b).
Bizonyitsa be, hogy tetszbleges a € G, elemre f(e;) = e, és f(a™1) = f(a)™ 1!
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5. Bizonyitsa be, hogy az egész szamok Z csoportja az 6sszeadas miiveletére nézve izomorf lesz
egy adott természetes n szam egész tobbszordseinek nZ csoportjdval az Osszeadas miveletét
tekintve!

6. Bizonyitsa be, hogy a valos szdmok csoportja az 6sszeadasra nézve izomorf lesz pozitiv egész
szamok csoportjaval a szorzas miiveletét tekintve!

7. Bizonyitsa be, hogy egy tetszdleges n-edrendii csoport izomorf lesz az n-edfoka permutaciok
S, csoportjanak valamely részcsoportjaval!

8. Keresse meg az sszes 3-adrendii csoportot (az izomorfizmus pontossagaval)!

9. Keresse meg a Z* egész szamok csoportjanak dsszes részcsoportjat az dsszeadas miiveletére
nézve!

10. irja ki a 3-adrendii permutéaciok S5 csoportjanak dsszes részcsoportjat!

11. Az alabbi halmazok ko6ziil melyek alkotnak gytiriit (testet) a megadott miiveletre nézve:

a) az Osszes paros egész szam halmaza az Gsszeadas és szorzas miiveletét tekintve;

b) egy adott természetes n szam egész tObbszordseinek halmaza az Osszeadas és szorzas
miiveletét tekintve;

C) az Gsszes racionalis szam halmaza az Osszeadas és szorzas miiveletét tekintve;

d) az Gsszes valds szamok halmaza az 6sszeadas és szorzas miiveletét tekintve;

e) az 6sszes komplex szdm halmaza az 6sszeadas és szorzas miiveletét tekintve;

f) aza+ b2 alaku valds szamok halmaza, ahol a, b — egész szamok, az Gsszeadas €s szorzas
miuveletét tekintve;

9) az a + b¥V/3 alaka valés szamok halmaza, ahol a,b — racionalis szamok, az Gsszeadas és
szorzas muveletét tekintve;

h) az a + bi alaki komplex szamok halmaza, ahol a, b — egész szamok, az Gsszeadas és szorzas
miuveletét tekintve;

1) az a+ bi alakt komplex szamok halmaza, ahol a, b — racionalis szdmok, az Osszeadas €s
szorzas muveletét tekintve;

J) az Osszes egész elemil n-es matrixok halmaza az 6sszeadas és szorzas miiveletét tekintve;

k) az Osszes valos elemi n-es matrixok halmaza az 6sszeadas és szorzas miiveletét tekintve;
; o . (a b s ; o .
I) az Osszes a, b racionalis elemii (2 b ) alaki matrix halmaza az Osszeadas és szorzas
a

miiveletét tekintve!

12. Legyen K — 1 egységelemet tartalmazo gyliri. Bizonyitsa be, hogy tetszdleges a,b € K
elemekre igazak a —(—a) = a, (—1) -a = —a, (—a)(—b) = ab egyenlGségek!

13. Bizonyitsa be, hogy a valés eleml n-es matrixok gytir(ijében csakis az elfajult martixok

lesznek nullosztok!
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14. Bizonyitsa be, hogy az 9sszes (_a 2) alakt matrixok halmaza, ahol a, b — valds szamok,

b
a matrixok 0sszeadasanak és szorzasanak miveletét tekintve testet alkot, amely izomorf a komplex

szamok testével!

a
2b

alaku elemekbdl alld szamok testével (a, b racionalis szamok)!

15. Bizonyitsa be, hogy az ( Z) alaka elemekbé] all6 matrixok teste izomorf az a + bv/2
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14. A polinomok gyiiriije
Példafeladatok

1. Hatarozzuk meg az (x3 + x? — x — 1) (x? — 2x — 1) polinomok szorzatat a valos szamok teste
felett!

Megoldas. Tetszbleges a,x™ + -+ a;x + a, polinom felirhato, mint n + 1 polinom &sszege
(ezeket egytagoknak nevezziik) a,x™,..,a,.x,a,. Figyelembe véve ezt és felhasznalva az
asszociativitas, kommutativitas, disztributivitas tulajdonsagait a polinomok Osszeaddsara ¢s
szorzasara azt kapjuk, hogy

B+x2—x-1DH*-2x—-1) =
=xS—2x*—x3+axt—2x3 —x? -3+ 2x2+x—x?+2x+1=
=x5—x*—4x3 +3x + 1.

2. Osszuk el az f(x) = x3 — 3x? — x — 1 polinomot a g(x) = 3x? — 2x + 1 -re a valds szdmok
teste felett!

Megoldas. Az f(x) polinom

fx) =q)g(x) +r(x) (1)
alakban val¢ kifejezéséhez, az a;, x*1 egytagot olyan modon adjuk meg, hogy az f; (x) = f(x) —
ay,x*1g(x) polinom fokszama kisebb legyen a g(x) fokszamatol. Ezutan kivalasztjuk az aj,x*?
egytagot ugy, hogy f,(x) = fi(x) — ax,x*2g(x) fokszama kisebb legyen, mint a g(x) fokszama és
igy tovabb. Az egyik ilyen 1épésnél az f,, (x) polinom fokszama kisebb lesz a g(x) fokszamatol, vagy
fn(x) = 0. Akkor az

F0) = (ag,x* + ag,x*2 + -+ ay,_ x¥n=1) g (x) + fu(x)
egyenlet az f(x) polinom felirasa lesz az (1)-es alakban.

A feltételben megadott polinomra a fentebb vazolt miiveleteket a kdvetkezd abran illusztraljuk:
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x3—-3x>—x—-1 |3x2—2x+1

2 7
x3 —=x*4-x =x—=
3 3 9
7 4
—-x?—-x—1
3 3
7 5 14 7
3 9 9
26 2
)

Tehat a feltételben megadott f(x) polinom g(x) polinomra valé osztasakor a hanyados és a maradék
megfeleléen az gx — g és — %6x — % polinomok lesznek.

3. Milyen feltétel mellett fog osztodni az x3 + px + q polinom az x? + mx + 1 polinomra
(p,q,m € R)?

Megoldis. Tegyiik fel, hogy az x3 + px + g polinom osztodik az x? + mx + 1 polinomra, vagyis

x3 +px +q = (x* +mx + )h(x) (2)
valamely h(x) € R[x] polinomra. A polinomok szorzasanak meghatarozasabol kovetkezik, hogy a
h(x) els6 foku polinom és a kovetkezé alakban irhato fel: h(x) = ax + b (a,b € R; a # 0). Akkor
a (2)-es egyenldségbol az alabbi egyenldséget kapjuk
x3+px+q=ax®+ (am+ b)x?> + (bm — a)x — b.

Innen a=1, am+b =0, bm—a =p, —b = q. Ezekbdl az egyenletekbdl elsd sorban az
kovetkezik, hogy az x3 + px + q és az x? + mx + 1 polinomok oszthatosaganak sziikséges feltétele
a kovetkezd egyenléségek rendszere: m = q, p = —q% — 1. Nem nehéz meggy6z8dni arrél, hogy
ezen egyenldségekbdl kovetkezik a feltételekben megadott polinomok oszthatosaga.

4, Keressik meg az f(x) =x%—2x*+x3+7x2 —12x+10 és a g(x) = 3x* —6x3 +
+5x2 + 2x — 2 polinomok legnagyobb kozds oszt6jat!

Megoldds. AZ f(x) és g(x) polinomok legnagyobb kdzos osztojat Euklideszi algoritmusa alapjan
fogjuk keresni. Mivel a polinomok legnagyobb kozds osztdja egy nem nullds szorzo(tényezd)
pontossagaval fejezédik ki, ezért, hogy elkertiljiik a tort egyiitthatokat, megengedett, hogy szorozzuk
az osztot és az osztanddt egy barmilyen nem nulla szdmra. Ez a miivelet nem csupan az osztasi
folyamat elején, de a folyamat menete soran is elvégezhetd.

1. 1épés. Osztjuk a 3f (x) polinomot a g(x)-re:
3x> — 6x* + 3x3 + 21x2 — 36x + 30 =
= x(3x* — 6x3 + 5x2 + 2x — 2) + (—2x3 + 19x? — 34x + 30).
Megkapjuk az r; (x) = —2x3 + 19x? — 34x + 30 maradékot.
2. 1épés. Osztjuk a 2g(x) polinomot a —r; (x)-re. Ezt a kovetkez6 abrat felhasznalva végezziik el:
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6x* —12x3+ 10x°+ 4x—4 | 2x3 —19x2% 4+ 34x — 30

6x* —57x3 + 102x* — 90x | 3x + 45
(szorozzuk 2-re) 45x3 — 92x% +  94x — 4
90x3 — 184x* + 188x — 8

90x3 — 855x% 4+ 1530x — 1350
671x% — 1342x + 1342
x2— 2x+2

(szorozzuk i—re)
671

Megjegyzés. Az 1,(x) = x* — 2x + 2 polinom nem lesz a 2g(x) polinom osztasanak maradéka a

—ry (x)-re val6 osztasakor, viszont a ( f(x), g(x)) = (—r(x), 1 (x)).
3. 1épés. Osztjuk a —r; (x) polinomot az r, (x)-re:
2x3 —19x? + 34x — 30 = (2x — 15)(x? — 2x + 2).

Mivel a maradék az utols6 osztas soran 0-val egyenld, a feltételekben megadott f(x) és g(x)

polinomok legnagyobb kdzos osztdja az r,(x) = x? — 2x + 2 polinom lesz.
Gyakorlatok

1. Szamitsa ki az alabbi polinomok szorzatat a komplex szamok teste felett:
a)) (x*—x3+x%2+x+1)(x?—3x+ 1);
b) (3x®+ 2x% — 1)(2x* — 5x3 + 6x2 + 4);
) (I=-Dx3+Q+3Dx2—ix+1+D((1+i)x—23);
d (ix>—4)(—x*+B—=x*+7—1)!
2. Osszael az f(x) polinomot a g(x) polinomra a komplex szamok teste felett, ha:
a) f(x)=2x*—3x3+4x?>—-5x+6, gx) =x%—-3x+1;
b) f(x) =3x5+2x% -1, g(x) =3x3—3x —2;
¢) f(x)=(-1+5i)x%—(6+11i)x*+ (3 + 5i)x + 2 — 5i,
gx) = (1+Dx =3
d f(x)=(-14+3)x*+9x3 + (=9 + 3D)x% + (7 + 6))x — (2 + 2i),
gx) =ix?+ (2 —i)x— 2+ 3i!

3. Milyen feltételek mellett fog osztodni az f(x) polinom a g(x) polinomra a valos szamok teste

felett, ha:
a) f(x)=ax3®+bx*+1, gx)=(x-1?% (a,b€NR)
b) f(x) =x*+px?+q, gx)=x*+mx+1 (p,q,m € R)?

4. Hatarozza meg a polinomok legnagyobb k6zds osztojat:

a) x*+x3—-3x2—-4x-1 és x3+x*>—x—1;
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b) x°+x*—x3—-2x—-1 és 3x* 4+ 2x3 + x%2 +2x - 2;

c) x6—7x*+8x3—-7x+7 és 3x> — 7x3 4+ 3x% - 7;
d x5+x*—x3-3x2-3x-1 és x* —2x3 —x? - 2x + 1;
e) x*—10x%+1 és  x* —42x3 + 6x% + 42x + 1;
f) x*—4x3+1 és x3—3x%+ 1!

5. Felhasznalva az Euklideszi algoritmust, hatarozza meg azokat az u(x) és v(x) polinomokat,
melyekre teljesiil, hogy u(x)f(x) + v(x)g(x) = d(x), ahol d(x) = (f(x), g(x)), hogyha:

a) f(x)=x*+2x3—x%—4x-2, gx) =x*+x3—x%—2x-2;
b) f(x)=x%+3x*+x%+x%+3x +1, gx) =x*+2x3+x+2;
c) f(x)=3x3—2x%>+x+2, gx)=x*—x+1;

d f(x)=x*—x3—4x?+4x +1, gx)=x*—x—-1!

6. A hatarozatlan egyiitthatok modszerének segitségével hatarozza meg az u(x) és v(x)
polinomokat ugy, hogy teljesiiljon: u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1, hogyha:

a) fl)=x° gx) = (x — 1%

b) f(x)=x*—4x3+1, gx) =x3—3x%+ 1!

7. Hatirozza meg azt a legkisebb fokszamu polinomot, mely az (x — 1)2-re valé osztasakor 2x
maradékot, az (x — 1)3-re valo osztasakor pedig 3x maradékot ad!

8. Legyenu(x)f(x) +v(x)g(x) = d(x),ahol d(x) — az f(x) és g(x) polinomok legnagyobb

koz0s osztdja. Mivel egyenld az u(x) és v(x) polinomok legnagyobb kdzos osztdja?
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15. A polinomok gyokei
Példafeladatok

1. Osszuk el az f(x) = x* — 2x3 + 4x% — 6x + 8 polinomot a g(x) = x — 1 polinomra!

Megoldds. Mivel a g(x) — linearis polinom 1-es féegyiitthatoval, ezért az f (x) polinomot a g(x)
polinomra Horner-elrendezéssel 0sztjuk. Szerkesztiink egy tablazatot, melynek els6 soraban az f (x)
polinom egyiitthatoi allnak kezdve a foegyiitthatotol. A masodikban pedig a hanyados és a maradék
megfeleld egyiitthatoi, amelyeket folyamatosan fogjuk kiszamitani, valamint a baloldalon

elhelyezziik a g(x) gyokét, esetiinkben az 1-est.

1 -2 4 —6 8

1] 1 1'1-2=-1 1-(-1)+4=3 1:3—-6=-3 1-(=3)+8=5

fgy az x® — x? 4+ 3x — 3 — hanyados, az 5 — pedig maradék az f(x) polinom g(x)-re valo
osztasakor.

2. Bontsuk fel az f(x) =x*+2x3 —3x? —4x+ 1 € R[x] polinomot az x+ 1 linearis
polinomok hatvanyi szerint (vagyis irjuk fel a kovetkezo6 alakban: f(x) = a,(x + )" + -+ ay(x +
+1) + ay,n € NU {0} és ay, ay, ..., an € R)!

Megoldas. Legyen f(x) =a,(x+ 1"+ -+ a;(x+1)+ay, n€ NU{0} és ag,ay,...,a, €
R. Akkor kénnyen belathatd, hogy n = 4 és a, = 0 — maradék, az
fi(x) = as(x + 1)3 + az(x + 1)% + a,(x + 1) + a, pedig hanyados az f (x) polinom x + 1-re vald
osztasanal. A kovetkezéekben hasonldan azt kapjuk, hogy a; — maradék, az f,(x) = a,(x + 1)3 +
az(x + 1) + a,— hanyados az f; (x) polinom x + 1-re val6 osztasanal;

a, — maradék, az f3(x) = a,(x + 1) + az;— hanyados az f,(x) polinom x + 1-re vald osztasanal;
végiil, a; — maradék, az f,(x) = a, — hanyados az f5(x) polinom x + 1-re val6 osztasanal. Tehat
az ay, ..., a4 egyitthatok meghatarozasahoz folyamatosan osztani kell elébb az f (x)-et majd pedig a
megfeleld hanyadosokat x + 1-re. Ezt a Horner-elrendezés algoritmusanak segitségével végezziik el,

felhasznalva az ugy nevezett ,,bovitett” Horner-elrendezést.
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A kijelolt szamok a tabldzatban megadjak a keresett ay, ..., a, egyiitthatokat. Tehat,
fO=@E+D*—2(x+1)*-3x+1*+4(x+1)+1.

3. Hatdrozzuk meg az f(x) = x> + 7x* + 16x3 + 8x% — 16x — 16 polinom —2-es gyokének
multiplicitasat!

Megoldas. Mivel az f(x) polinom —2-es gyokének multiplicitasa egyenlé a legnagyobb olyan
természetes k szammal, melyre igaz, hogy az f(x) osztodik az (x + 2)¥-ra, ezért, mint ahogy az

el6z0 példakban is, alkalmazzuk Horner-elrendezés algoritmusat ezen szam meghatarozasahoz.

1 7 16 8 —16 —16
-2 1 5 6 —4 -8 0
-2 1 3 0 —4 0
-2 1 1 -2 0
-2 1 -1 0
-2 1 -3

Tehat, f(x) = (x +2)*(x—1). Innen azt kapjuk, hogy f(x) polinom —2-es gydkének

multiplicitasa 4-el egyenld.

4. Bizonyitsuk be, barmilyen haromnal nagyobb természetes n szdmra az 1-es szam haromszoros
gyoke(3 a multiplicitasa) lesz az f(x) = x*™ — nx"*! + nx™~1 — 1 polinomnak!

Megoldas. E16bb leellendrizziik, hogy az 1-es gyoke-e az f (x) polinomnak:
f(1) =120 — 1™l 4 p1n-1— 1 =0,

Ezek utan kiszamitjuk az f(x) polinom elsé harom derivaltjat, aztan pedig megfeleléen ezen

derivaltak értékét az x = 1 ismeretlen értékénél.
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f'(x) =2nx* ! —nn+ Dx™ + (n — Dnx™2,
f'(x) = 2n—1)2nx*"2 —n?(n+ Dx" 1+ (n— 2)(n — Dnx""3,
f"(x)=2n—-2)2n—1)2nx?"3 — (n— Dn?(n + 1)x" 2 +
+(n—-3)(n—2)(n— Dnx"4;
ff=2n—-nn+1)+nm-1)n=0,
f'"fHy=0Cn-1)2n—-n*n+1)+n-2)(n—1)n =0,
f"(DH=0Cn-2)2n—1)2n—(n—Dn*(n+1) +
+n-3)(n—-2)(n—Dn=2n3-—n?=0.

Ebbdl az kdvetkezik, hogy a —1 az f(x) polinom gyokének multiplicitasa 3-mmal egyenld.

5. Keressiik meg az x™ + a;x™" 1 + -+ + a,, polinom gydkei négyzeteinek dsszegét?

Megoldas. Legyen &;,&,, ..., &, — a feltételben megadott polinom Gsszes gyoke. Akkor

GH&+-+tL =G+ o+t &)’ -
=206 &6+ &+ & &+ 8118 = (—ay)? — 2a; = a,® — 2a,.

6. Bontsuk fel az f (x) = x* + 4 polinomot irreducibilis szorzatokra a valds szamok teste felett!
Megoldas. E16bb felbontjuk az f(x) polinomot linearis szorzatokra a komplex szamok teste felett.

Ehhez megkeressiik a polinom gyokeit. Ezek nyilvanvaléan a —4 negyedfoku gyokei lesznek:

{'—1:1+i, 52:_1+l, 53:1_’:, 54_:_1_l

Akkor
x*+4=((x—-1-Dx—-14+))((x+1-Dx+14+10) =

= (x%—2x +2)(x? + 2x + 2).

Az x? — 2x + 2 és x? + 2x + 2 polinomok irreducibilisek a valos szamok teste felett, mivel nem

rendelkeznek valos gyokokkel, ezért nem bonthatoak fel valos linearis polinomok szorzataként.

Gyakorlatok

1. A Horner-elrendezés algoritmusanak segitségével szamitsa ki az f(x) polinom f(c) értékét

(amikor x = ¢), ha:
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a) f(x)=5x*—19x3—7x%+9x + 3, c=2;
b) f(x)=3x*+4x3 + 5x% + x + 33, c=-2;
¢) f(x)=x"+1+2D)x*—(1+3D)x%+7, c=-2-—il

2. Bontsa fel az f(x) polinomot az x — ¢ hatvanyai szerint, valamint keresse meg azok

derivaltjainak értékét amikor x = c, ha:

a) f(x)=x5, c=1;
b) f(x)=x*—8x3+ 24x? — 50x + 90, c=2;
) f(x)=x*+2ix3—(A+Dx*—-3x+7+1, c=—i

d f(x)=x*+@B-8i)x%>—(21+18i)x> — (33 —20i)x+7 +18i, ¢ =—i+ 2i!
3. Hatarozza meg az f (x) polinom ¢ gyokének multiplicitasat:

a) f(x)=x%—5x*+7x3—2x? +4x -8, c=2;

b) f(x) =x°—6x*+2x3 + 36x% — 27x — 54, c=3;

5

4. Az a milyen értéke mellett lesz az x> — ax? — ax + 1 polinom —1-es gyokének multiplicitasa

legalabb 2?

5. Az a és b melyik értékénél osztodik az a) ax* + bx® + 1; b) ax™ + bx™ 1 + 1 polinom az

(x —1)2?

6. Keresse meg azt a feltételt, ami mellett az x> — ax® — b polinom (a, b € R) rendelkezik nem

nulla gydkkel, melynek multiplicitasa 2!
7. Bizonyitsa be, hogy az 1 +%x +%x2 + ---+%x” polinom nem rendelkezik tobbszoros
gyokokkel!

8. Bontsa fel az f (x) polinomot irreducibilis polinomok szorzataba a komplex szamok teste felett,

ha:
a) f(x)=x3—-6x%+11x — 6; b) f(x) =x*+ 10x?% + 1;

c) f(x)=x8+27x? d f(x)=x3—6x%+1!
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9. Bontsa fel az f (x) polinomot irreducibilis polinomok szorzataba a komplex szamok teste felett,
ha:

a) f(x)=x%+27 b) f(x) =x*"—2x"+2;
) flx)=x"+x+1; d fx=x*—-ax?*+1 (-2<a<?2);
e) flx)=x°—-x3+1; ) fl)=x2+x8+x*+1!

10. Hatarozza meg a komplex szamok teste felett azt a polinomot, melynek legkisebb a fokszama

a megadott gyokok alapjan:
a) 1 — kétszeres gyok, és 2, 3, 1 + i — egyszeres gyokok;
b) i — haromszoros gyodk, és —1, —i — egyszeres gyokok!

11. Hatarozza meg a valds szamok teste felett azt a polinomot, melynek legkisebb a fokszama a

megadott (komplex) gyokok alapjan:
a) 1 — kétszeres gyok, és 2,3, 1 — i — egyszeres gyokok;
b) (2 — 3i) — haromszoros gyok, és —i — egyszeres gyok!

12. Bizonyitsa be, hogy az x3™ + x3"*1 + x3P*1 polinom osztodik az x? + x + 1 polinomra

barmilyen természetes m, n, p szamokra!

13. Milyen feltételek mellett osztodik az x3™ + x3"*1 + x3P*1 polinom az x? +x+1

polinomra?

14. &,&,,&5, ..., &, gyokei az a,x™ + a,_1x"" 1 + -+ a;x + a, polinomnak. Milyen gyokei

vannak az alabbi polinomoknak:
) apx" — a1 X"+ a,_x"% — o+ (=1 ay;
b) apx™ 4+ ax™ !+ 4 ayqx + ap;
0)  @ux™ + p_ybx" N + @y h?x" 2 + o+ qgh™ ?

15. Keresse meg az dsszefiiggést az x3 + px? + gx + r polinom egyiitthatoéi kdzott, melynek

egyik gyoke egyenld a masik két gyok dsszegével!

16. Hatarozza meg a A-t Ggy, hogy az x3 — 7x + A polinom egyik gydke egy masik gydkének

kétszerese legyen!
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17. Az 2x3 — x? — 7x + A polinom két gydke egyenld 1-el. Hatdrozza meg a A értékét!

18. Hatarozza meg az a, b, ¢ —t, hogy azok az x3 — ax? + bx — ¢ = 0 egyenlet megoldasai

legyenek!
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16. Irreducibilis polinomok.

Polinomok a racionalis szamok teste felett

Példafeladatok

1. Legyen p — tetszbleges prim szam. Bizonyitsuk be, hogy az f,,(x) = xP™* + xP2 + -+ x + 1
polinom irreducibilis lesz a racionalis szamok Q teste felett!
Megoldds. Legyen g(x) = apx™ + ap_x™ 1+ +a;x+a, — tetszbleges, Q test feletti

polinom. Tetszbleges ¢ € Q elemre g(x + c) keresztiil megjeldljiik a kovetkez6 polinomot
A - (x+)"+a,_ - (x+c)" 1+ 4a; (x+c)+a,.
Ha valamely u(x), v(x) € Q[x] polinomokra g(x) = u(x)v(x), akkor
gx+c)=u(x+c) vi(x+c) (D
tetszéleges ¢ € Q elemre. Valoban, tetszéleges y € Q elemre g(y) = u(y)v(y), és ezért
gy +o) =u(y +¢)-v(y + o).
Mivel a y tetszéleges, igy kapjuk az (1).
Nyilvéanvald, hogy (x — 1) - f,(x) = x? — 1. Innen
x fx+D)=x+1DP-1=
=xP + CPT P 4 CP AP 2 Clx 1 -1 =
= x(xP7L 4+ C0T P2+ CP 7P + o+ C).
Innen pedig kapjuk, hogy
frlx+1) =xP~t+ CE 7P 2+ CP 2P 3 4 4 G (2)
Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium alapjan a (2) egyenldség jobb oldalan szereplé polinom
irreducibilis lesz a Q test felett, amennyiben tetszbleges j € {1, ...,p — 1}-rea CI{ egyiitthato osztddik

p-re, a C; = p szabad tag pedig osztodik p®-re. Tehat az f,(x 4+ 1) polinom irreducibilis a Q test

felett. Ez elsésorban azt jelenti, hogy az f,(x) polinom irreducibilis a Q test felett.
2. Keressiik meg az f(x) = x3 — 6x2 + 15x — 14 polinom racionalis gyokeit!

Megoldas. Amennyiben az f(x) polinom féegyiitthatdja 1 és egészszamu polinom, akkor mint

ismeretes, ezen polinom Osszes racionalis gyoke egész szam lesz. Ezért ezen gyokoket a szabad tag
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osztoi kozott kell keresnlink. Ilyen osztoék a kovetkezdk: +1,+2,+7, £14. A Horner-elrendezés

algoritmusanak segitségével kiszamitjuk elébb az f(x) polinom értékét az x = +1 esetben.

1 —6 15 —14
1 1 -5 10 —4
-1 1 -7 22 -36
Tovabba a +2,+7, £14 osztok koziil kivalasztunk olyan d osztdkat, hogy az g, % szamok

egészek legyenek. Ezeknek a feltételeknek csak egy felel meg az adott osztok koziil, mégpedig a 2.

Kiszamitjuk tehat az f(x) polinom értékét az x = 2 esetben.

1 -6 15 —-14

2 1 -4 7 0

Tehat az f (x) polinom egyetlen raciondlis gydke a 2.
Gyakorlatok
1. Legyen P —az F test részteste és g(x) € P[x]. Az alabbi allitasok kozil melyek igazak:
a) ha g(x) — irreducibilis polinom a P test felett, akkor irreducibilis lesz az F test felett is;
b) ha g(x) — irreducibilis polinom a F test felett, akkor irreducibilis lesz az P test felett is;
c) ha g(x) — reducibilis polinom a P test felett, akkor reducibilis lesz az F test felett is;
d) ha g(x) — reducibilis polinom a F test felett, akkor reducibilis lesz az P test felett is?

2. Legyen F — test. Bizonyitsa be, hogy a 2-od vagy 3-ad fokszamu polinom az F felett akkor és
csak akkor lesz irreducibilis, ha 1étezik gyoke az F testben. lgaz lesz-e ez az allitas a 4-ed fokszamu

polinomok esetére is?

3. Legyen f(x) € Q[x] —irreducibilis polinom a Q felett. Bizonyitsa be, hogy az f (x) polinomnak

nincsenek tobbszorés komplex gyokei!

69



4. Eisenstein-féle irreducibilitasi kritériumot felhasznalva bizonyitsa be az alabbi polinomok

irreducibilissagat a Q felett:

a) x* —8x3 + 12x? — 6x + 2; b) x> — 12x3 + 36x — 12;

c) x* —x3+2x+1; d) x®=DP" 4 x@-2P" 44 P 4,
ahol p — természetes primszam, k € N!

5. Bizonyitsa be, hogy az egész szamt x* + ax® + bx? + cx + d polinom irreducibilis lesz a Q

cm—am?
d—-m?

test felett, ha nincsenek egész gyokei és nem osztodik egyetlen x? + x + m alaku polinomra

sem, ahol m — a d szam osztodja!

6. Az eldzo feladat segitségével bontsa fel szorzatokra a kovetkez6 polinomokat vagy bizonyitsa

irreducibilissagukat:

a) x* —3x3+2x2+3x —9; b) x* — 3x3 + 2x% + 2x — 6!

7. Bizonyitsa be, hogyha az irreducibilis (egyszertsithetetlen) s tort az egész szamu f(x) =
ap,x™ + ap_1x""1 + -+ + a, polinom gydke, akkor:

a) q az a,, szam osztdja;

b) p az a, szam osztdja;

C) p — mq az f(m) szam osztoja tetszéleges egész m szamra!

8. Keresse meg az alabbi polinomok racionalis gydkeit:

a) x* — 2x3 — 8x% + 13x — 24;

b) x> — 7x3 — 12x? + 6x + 36;

c) 6x* + 19x3 — 7x% — 26x + 12;

d) 24x* — 42x3 — 77x% + 56x + 60;

e) 10x* — 13x3 + 15x2 — 18x — 24;

f) x6 — 6x5 + 11x* — x3 — 18x% + 20x — 8.

9. Bizonyitsa be, hogy az egész szamu f (x) polinomnak nincsenek egész gyokei, ha f(0) és f(1)
— paratlan szamok!

10. Keresse meg az alabbi polinomok legnagyobb kdzos osztojat:

a) (x —1)3(x +2)%(x—3)(x+4) és (x — 1)?(x + 2)(x + 5);
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b) (x — D(x? —1)(x3 — D(x* = 1) és (x + D(x? + (x> + D (x* + 1);

C)x"—1¢ésx™—1(n,meN)!
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17. A linearis tér bazisa

Példafeladat
Bizonyitsuk be, hogy az & =(1,1,1,1), a, =(1,0,11), a3 =(1,10,1), a, = (1,11, 0) vektorrendszer
az R* vektoridlis tér bazisa lesz a valés szamok R teste folott! Keressiik meg az
X = (X1, X2s A3 Xa) € R* vektor koordinatdinak képleteit ebben a bazisban! Milyenek lesznek a
¢ =(-10,-10) vektor koordinatai az a,, a,, a;, a, bazisban?

Megoldas. Az a;, a,, a;, a, vektorrendszer a valos szamok R teste folott az R* vektoridlis

tér bazisa lesz akkor €s csakis akkor, ha az ezen vektorok elemeibdl 4ll6 A determinans nem egyenld

0-val. Kiszamoljuk ezt a determinanst.

1111 1 1 1
101 1 o -1

A= = =-1#0.
1101 [0 o0 -1
1110 0 0 0 -

Tehataz &, a,, a;, a4 vektorrendszer az R* tér bazisa.
Legyenek xy, x,, k3, k4 — az X vektor koordinatai az a;, a,, az, a4 bazisban. Vagyis

X = K181 + K8, + k33 + k48, . Akkor fenndllnak az alabbi egyenldségek:

K1+K2 +K3+K4 = X1

K1 +K3 +K4 = X2, (1)
K1t K>y tTKy = X3
K1+K2+K3 :/{4.

Ezaltal az X vektor koordinatainak meghatarozasahoz az a;, a,, a;, a, bazisban az (1)-es
linearis egyenletrendszert sziikséges megoldani a k, x5, k3, k4 iSmeretlenekre vonatkozoan. Ezért

elvégezziik az alabbi atalakitasokat a kapott rendszer kibdvitett matrixa folott.

111 1|p 1 1 1 1| p
101 1z| |0 -1 0 0rn-n
110 1|y| |0 0 -1 0|lyz-n
11 10|z (00 0 -1ly-n



0 0 O|xot+tast+txs—2n

0-1 0 0  z-n
%
0 0 -1 0 X3—1n
O O 0 -1 }(4—/’{1

Ebbdl kovetkezik, hogy w1 =-2x1+xo+x3+x4, Ko=X1— X2, K3=)1— X3
Kqg=)1—Xa- A c=(-10,-10) vektor szamara a kdvetkezd koordinata értékeket kapjuk ebben a
bazisban: x; =1, x, =-1, k3 =0, xk, =-1,vagyis c=1-a¢ —1-a, +0-a; —-1-a,.
Gyakorlatok

Bizonyitsa be, hogy az a;, a,, a3, a, vektorrendszer az R* vektorialis tér bazisa lesz a valos szamok
R teste folott! Keresse meg az X = (x1, 2, ¥3, x4) € R* vektor koordinatdinak képleteit ebben a
bazisban! Milyenek lesznek a ¢ e R* vektor koordinatéi az a;, a,, as, 84 bazisban?

1. a,=(2113), a, =(3,31,4), a3 =(1,4,2,4), a5, =(4,1,2,2), c=(14,6,9,12).
2.8,=(2122),a,=(2112), a3=(2,2,1,1), a, =(1,110), c=(1,-11-1).

3.3 =01111), a,=(1-114-1), a,=(2,111), a, =(3,411), c=(3,-3,0,12).
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18. Atmeneti matrix egyik bazisbél a masikba

Példafeladat
Bizonyitsuk be, hogy az & =(11), a,=(2,11), az=(3,2,3) és a b =(0,1,0), b, =(112),
by = (1,2,1) vektorrendszerek az R® vektorialis tér bazisai! Keressiik meg az dtmeneti matrixot és a
koordinatak atalakitasanak képleteit az egyik bazisbol vald atmenet sordn a masikba! Ezutdn
hatarozzuk meg a ¢=(1,2,3) vektor koordinatait mindkét bazisban, és ellendrizziik le a kapott
eredményt a koordinatak atalakitasi képleteinek segitségével!

Megoldas. Hasonldan, mint az el6z0 fejezetben tettiik, kiszdmoljuk a determindnst, amelyet

megfeleléen az a;, a,, az ésa by, by, by vektorok komponensei alkotnak.

1 2 3 0 1
1 1 2=-1, 1 1 2=1.
1 1 3 0 2

Amennyiben egyik determinans sem egyenlé 0-val, akkor az a;, a,, ag és a by, by, b;

vektorrendszerek az R® tér bazisai lesznek.
Megkeressiik az 4tmeneti matrixot az elsd bazisbol a masodikba. Ehhez az sziikséges, hogy a

masodik bazis vektorait felirjuk az elsd bazis vektorai altal. Legyen 7qj, 75, 735 — a b; vektor

koordinatai az a;, a,, ag bazisban, ahol (] =1,2,3), akkor

by = 7118 + 7918, + 73183,
b, =17158; + 758, + 73,33, (1)

b3 = 2'138.1 + Tzsaz + T33a3.

Az (1)-es vektorok egyenldségeitdl attérve a megfeleld komponensek egyenldségeihez harom linearis

egyenletrendszert kapunk

711+ 2T21 + 31'3]_ = O, T1o + 2T22 + 3'[32 =1 T13 + 2T23 + 3T33 =1
Tll + T21 + 2T31 = 1, le + T22 + 2T32 = 1, T13 + T23 + 2T33 = 2,
711 + To1 + 3T31 = O, 712 + Too + 3T32 = 2, 713 + To3 + 3733 =1.
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Mint ahogy ezen egyenletrendszerek matrixai paronként egyenldk, igy ezeket a rendszereket

egyidejiileg oldjuk meg elvégezve az alabbi atalakitasokat a matrix felett, amely a;, a,, a; és a by

, by, by vektorok elemeibdl all.

12 3011 1 2 3|{0 11
112/112|—->0 -1 -1{1 0 1|->
113021 0 -1 0|0 10
1 2 3| 01 1 1 0 1| 2 1 3
-0 -1 -1f 1 0 1|—»|0 -1 -1 1 0 1|—>
0O 0 1|-1 1 -1 0O 0 1|-1 1 -1
1 0 1] 2 1 3 100 3 0 4
-0 -1 0/ 01 O|—>|0 1 0| 0 -1 O
0O 0 1|/-11 -1 00 1/-1 1 -1
Tehat,
Tu T T3 3 0
F=|7y 7, 75|=| 0 -1 0

Ty Ty Tag -1 1 -1
— az atmeneti matrix az a;, a,, ag bazisbol a by, b,, b; bazisba. Legyen xy, ko, k3 és k', k'5,

k'3 —az x € R3 vektor koordinatai megfeleléen az ay, a,, a; ésa by, by, by bazisokban, vagyis

X= Klal +K2a2 +K3a3 = Kll bl +KI2 b2 +Kl3 b3

Akkor
K1 3 0 4 K'Il
Ky |= 0 -1 0 Klz .
K3 -1 1 -1 K'I3

Leellendrizziik ezt az egyenldséget a ¢ = (1, 2,3) vektor esetében. EI6bb megkeressiik a ¢

vektor koordinatait az a;, a,, a; bazisban, azutan pedig a by, b,, b; bazisban.

2 3|1 1 2 3|1 1 2 3|1
1 22/-/0 -1 -1 |1|-»>|0 -1 -1|1|—>
1 3|3 0 -1 0|2 0 0 1|1

L
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1 0 1|3 1 0 13 1 00 2
-0 -1 -1|{1|—>|0 -1 0|2|—=|0 1 0| -2].
0O 0 1|1 0 0 1|1 0 01 1

Tehat K']_:Z, Ky :—2, K3 =1.

0111 1122 11 2|2
112|2|-/011(1—-(01 1|1|—>
0 2 1|3 0 21 00 -1|1
10 1|1 10 1 1 00 2
-0 1 1{1|->|0 1 O -0 1 0 2.
0 0 -1|1 0 0 -1 0 01|-1

2 (3 0 4)\( 2

1) (-1 1 -1){-1
Gyakorlatok
Bizonyitsa be, hogy az a;, a,, az és a by, by, by vektorrendszerek az R* vektoridlis tér bazisai!

Keresse meg az dtmeneti matrixot ¢és a koordinatdk atalakitdsanak képleteit az egyik bazisbol valo

atmenet soran a masikba. Ezutan hatarozza meg a ¢ = (1, 2,3) vektor koordinatait mindkét bazisban,

és ellendrizze le a kapott eredményt a koordinatak atalakitasi képleteinek segitségével!

1. a=0-11), a, =(2,-1,-1), ag = (3,-2,1);
by = (-1,1,0), b, =(2,-11), by = (1,0,0).

2. 3 =033-2), a, =(1,-13),a; = (11,6,2);
by = (-2,1,4), b, =(3,-2), by = (-11,7,2).

3. a=0-1)), a, = (-1,2,0), a; =(0,1,2);
b =(@1-11), b, =(2,-1,0), by = (3,-2,0).
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19. Miveletek linearis alterekkel
Példafeladat

crer

L, az RS tér linedris alterei és L, az alabbi egyenletrendszer megoldasainak a tere:

Xl_ X2 +2X3+3X4+ X5 =0,
X1 +2Xy + X3 +3x5 =0,
1)

2%y +2Xy +3X3 — X4 +5X5 =0,
3Xy + Xy +5X3 +2X4 +6X5 =0;

L, =(a,a,) —az a=(7,2 -4,11, a,=(10, -1, 0, -2, —6) vektorrendszerbsl eldallitott

linearis burok!

Megoldds. Meghatarozzuk az adott feltételnek megfeleld linedris homogén egyenletrendszer

megoldasainak fundamentalis rendszerét

1 -1 2 31
1 -1 2 31
1 2 1 0 3
-0 3 -1 -3 2|—>
2 3 -1 5
0 4 -1 -7 3
3 5 2 6
1 -1 2 31 1 -1 2 3 1 100 17 O
>0 3 -1 -3 2|—-/0 1 0 -4 1|-/0 1 0 -4 1.
0 1 0 -4 1 O 0 -1 9 -1 0 01 -9 1

Tehat b =(-17, 4, 9,1, 0) és b, =(0, -1, -1, 0, 1) — a megoldasok fundamentalis rendszere, s

egyben az L; altér bazisa.

crcr

kez6 matrix rangjat

10 -1 0 -2 -6

amelynek sorai megfelelden egybeesnek a by, b, és a;, a, vektorokkal. Amennyiben
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7 2
=-27+#0,
10 —

akkor 2 <r(A) < 4. Kiszamitjuk az alabbi aldeterminanst:

0 -1 -1 [0 0 -
7 2 —4=|7 6 —4=(-D)"3-) ‘10 JJ=67;«'&0- )
10 -1 0 10 -1 0

Tehat 3<r(A)<4. Tovabba kiszamitjuk a negyedrendi aldeterminansokat (beszegési

aldeterminansok), amelyek tartalmazzak a (2)-es aldeterminanst.

17 4 9 17 4 9
0 -1 -1 0 | 0 -1 -10
7 2 -4 | 24 —2 -13 0o

10 -1 0 -2 |-24 7 18 0

0o -1 - 0o 0 -
= (¥4 24 -2 -13=- 24 11 -13=0;
24 7 18 |-24 -11 18

17 4 9 0 |-17 4 9 0
0 -1 -1 0 -1 -1
7 2 -4 7 3 -3 0
10 -1 0 -6 |10 -7 -6 0

17 4 9 |-17 4 9
=(-D**% 7 3 -3=-10 7 6=0.
10 -7 -6 | 10 -7 -6

Tehat r(A) =3. Ezért az L; + L, altér dimenzidja 3, és a by, by, a; vektorok rendszere ezen altér
bazisa.
Legyen c e L; nL,, akkor egyik oldalrol 1éteznek olyan a4, a, valds szdmok, hogy
C=may +ara, = (Ta; +10a,, 200 — oy, —day, a1 — 205,00 —605),
a masik oldalrol pedig a ¢ vektor komponensei kielégitik az (1)-es rendszert. Behelyettesitve a ¢

vektor komponenseit ezen rendszer minden egyenletébe, megkapjuk az alabbi egyenletrendszert:

a1 — a2:0,

10@1 —1Oa2 = 0,
10¢y —10a, =0,
1l —1la, =0,
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Innen az kovetkezik, hogy o = a5, vagyis c=ay(a; +a,). Ezérta ¢y =g, +a, =

=(17,1,—4,-1,-5) vektor az L, N L, metszet bazisa, ahol L; és L, az R® tér linearis alterei.

Gyakorlatok

crer

L; N L, metszetét, ahol L; — az alabb megadott egyenletrendszer megoldésainak tere, L, = <a1, a2>

—az a;, a, vektorrendszerbdl eldallitott linearis burok!

X+ 66X, +3 X3+ X4 — X5 =0, a; =(4,31,2,-1),
1 - 5%, + X3+ X4+ X5 =0, a, =(1,7,-2,-1,-10).
6X;+ 6Xy + X3+ X4 =0,
Xq +12X5 +2X3 +4X, +3X5 =0;
4%y +TXy +3X3 +5x5 =0, a; =(3,4,-7,-3,-3),
) Xg +2Xy + 2X3 - X5 =0, a, =(-4,8,-8,-5-4).
2%y +3Xy +4X3 + X4 +3X5 =0,
2%y +3Xy +5X3 +2X, — X5 =0;
X +2Xy + X3 — X4 +3X5 =0, a; =(7,-4121),
3 Xg + Xo +3X3 +2X%y =0, a, =(10,0,-6,-1,—-2).
2%y +3Xy +5X3+2X4 — X5 =0,
3% +5Xy +6X3+ X4 +2X5 =0;
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20. Linearis transzformacio
Példafeladat
A ¢:R®> > R3® leképezés minden X = (y;,x7,x3) Vektort o(X)=(x;+ 22+ x3. 201 — X3
3y, — x,) vektorba alakit at (képez). Bizonyitsuk be, hogy a ¢ lineéris transzformacio lesz! Keressiik
meg a vektor képének koordinatdinak képletét az R3 tér e;, e,, e; kanonikus bazisiban; az
a=(L11) és e, e,, e3 vektorok képét és a ¢ transzformacioé matrixat ugyan ebben a bazisban!
Megoldds. Legyen x = (1, ¥2,73) Y= (r1,72,73) —az R3 tér tetszéleges vektorai. Akkor
p(X+Y)=ol(n+ru.x2+72: 23 +73)]=
=(n+rn+x2+r2+x3+73.200+71)—(x3+73).3(x2 +72) — (1 +71)) =
= +x2+x3.201—x3.3%2— 1)+ (1 + 72 +73.271 = 73,372 —71) = (X) + @(y) ,
P(AX) = ol(Ax1, Axa Axa)l = (A + Axa + Axs, 2(An) = Ax3,3(Ax2) = An) =
= A+ 22+ 232201 — X3.3%2 — x1) = A9(X),

ahol 1 € R. Tehat ¢ — linearis transzformacio.

Legyen o(X)=y1e1+x'2€,+ x'3€3, ahol X1,%2.X3€R. Amennyiben
o(X)=(x1+ 12+ 13201 — x3.3%2 — x1) ¢s a tetszOleges vektor koordinatai az e, e,, e; ka-
nonikus bazisban megegyeznek a ¢(X) elemeivel, akkor megkapjuk a vektor képének koordinatainak

képleteit az e, €,, €3 bazisban

X1= at X2+t 13

X2=2xn — X3
X'3=—x1+3%2,
vagy matrix alakban
X1 11 L) n
X2|=| 2 0 -1{| »2
x3) (=1 3 0)\x3

Egyértelmi lesz, hogy
p(@)=(312), o(e;) =(12,-1), o(e;) = (10,3), ¢(e3) = (1. -10).

Amennyiben

gO(el):].‘el'FZ'ez —l‘e3, (0(62)2161 +0-92 +3'e3, (0(63):1-81—1-82 +O'e3,
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akkor az alabbi matrix

1 1
A, = 0 -1
-1 3 0

a ¢ linearis transzformacié matrixa lesz az e;, €,, €3 bazisban.

Gyakorlatok

A @:R3 > R3 leképezés minden X = (1, x5, x3) Vektort ¢(x) € R? vektorba alakit at (képez). Bi-
zonyitsa be, hogy a ¢ linearis transzformacio lesz! Keresse meg a vektor képének koordinatainak
képletét az R3 tér e;, €,, e; kanonikus bazisiban; az a=(L,11) és e;, e,, e; vektorok képét és a ¢

transzformécié matrixat ugyan ebben a bazisban!

1 o(X)=Cr1—x2:1+t2x2— X3 X3~ X2)-
2. o) =Cur— 22— X3 1= 222+ X3 0+ X2 —2x3) -
3. oX)=(n—x2—X3—X1+t X2 —X3—X1— X2+ X3) -
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21. Linearis transzformacio matrixa egy bazisban

Példafeladat

a, =(1,0,0), a3=(2,2,1) bazis vektorokat megfeleléen ezen tér b, =(0,0,0), b, =(10,0),
by =(1,1,0) vektoraiba alakitja at! Keressilk meg a ¢ transzformacié matrixat az a;, a,, ag
bazisban!

Megoldds. Legyen a=od; +a,a, +aza; — az R3 vektortér tetszbleges vektora.
Megvizsgaljuk a @:R® - R3® leképezést, amely minden a =3 +@,a, +@3a3 Vektornak
megfeleltet egy ¢(a) = aqby + asb, + a3bs vektort. Bebizonyitjuk a leképezés linearissagat. Legyen
b= pa; + B2, + Bsa3 — Ggyszintén az R3 vektortér tetszbleges vektora. Akkor

p(a+b) =pl(ay + Bi)ag + (o + Br)ay +(az + f3)az] =
= (a1 + B1)by + (az + B2)0; + (a3 + B3)b3 =
= (auby + by +agbs) + (Biby + B0, + B3bs) = ¢(a) + ¢(b)
p(1a) = p[(Aar)ay + (Aap)a, + (Aaz)ag] = (Aay)by + (Aap)by + (Aaz)bs =
= A(oyby + asb, + a3bs) = Ap(a) (1 € R).
Tehat ¢ — linearis transzformacio. Nyilvanvalo, hogy ¢(a;) =by, ¢(a,) =b,, ¢(az) =b;.

Megkeressiik a ¢ transzformacioé matrixataz a;, a,, az bazisban. Ehhez kiszdmitjuk a bazis-

vektorok képeinek koordinatait ebben a bazisban. Legyen
p(ar) =by =718) + 7518, + 7383,
9(ay) =by = 71581 + 7,8, + 73,83, 1)
@(83) = by = 71381 + 7238, +73383.
Az &, a,, az, by, by, by vektorok komponenseibdl felépitve egy matrixot, és ezen matrix sorai
folott elvégezve az elemi atalakitasokat megkapjuk a 7;j (i, j =1, 2, 3) koordinatak értékeit, amelyek

kielégitik az (1)-es egyenléségeket.

112011 1 1 2|0 1 1
10200 1|0 -1 0|0 -1 O|—>
10 1[0 0O 0O -1 -1/0 -1 -1
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1 0 2|0 0 1 1 000 0 -1
-0 -1 0{0 -1 0O0|—=|/0 1 O|0 1 o0
0O 0 -1({0 0 -1 0 01|00 1
Tehat
0 0 -1
A(p:OlO
00

—a ¢ transzformdci6 matrixa az @, a,, a3 bazisban.

Gyakorlatok

crer

vektorokat megfeleléen ezen tér by, b,, by vektoraiba alakitja at! Keresse meg a ¢ transzformacio

matrixat az a;, a,, az bazisban!

1. a=03-2),a,=(4-21), ag = (-4,-11);
by = (-4,-1,1), b, = (7,-1,0), by = (0,-1,0).
2. a; =(1,-11), a; =(1,0,), ag =(2,-11);
b =(@111), b, = (1L,11), by = (1,1,0).
3. a=@1-11), a, =(2,1,-1),a3 = (3,0,1);
b =(-111), b, = (0,-1,2), by =(-1,0,2).
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22. Miveletek linearis transzformaciokkal

Példafeladat

Legyen ¢ linearis transzformécidja az R3 vektortérnek, amely az X = (yy, ¥, x3) Vektort a

o(X) = (x1— X2, X2 — X3, X3 — ¥1) Vvektorba alakitja t,

A=

w N -
= W N
N W

—a y linearis transzformacidé matrixa ugyan ezen tér a; = (1,-11), a, =(2,-11), a3 =(3,-2,3)
bazisaban. Keressiik meg az R3 tér kanonikus bazisidban a ¢, v, o +w, ¢ —yw , ov, wo linearis

transzformacidok matrixait!

Megoldas. Amennyiben

p(e3)=(0,-11) = 0-¢;-1-e, +1-¢e3,

akkor
1 -1 O
A(/,:O 1 -1
-1 0 1

—a ¢ transzformacid matrixa a kanonikus bazisban.
Megkeressiik az atmeneti matrixot az &, a,, a3 bazisbol az €, €,, &3 kanonikus bazisha.

Vilagos, hogy

1 2 3
T1-|-1 -1 -2
1 1 3

— az atmeneti matrix az €;, €,, €3 bazisbol az a;, a,, az bazisba. Kiszamitjuk a T matrixot, amely

a T ! matrix inverze.
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1 2 3|1 00 1 2 3 1 00
-1 -1 -2|0 1 0|—=|0 1 1 110>
1 1 3|0 01 0O -1 0|-10 1
1 01|-1 -2 0 1 00|-1 -3 -1
->/011|] 1 1 0(—->/010| 12 0 -1
0 01| 0 11 001 0 1 1
Innen
-1 -3 -1
T=| 1 0 -1
O 1 1

Ay transzformacio A, matrixa a kanonikus bazisban egyenld lesz

3 -31 -14
A,/,:T_lAT: 2 19 8.
—4 -26 -10

Ezutan megkeressik a o +y, ¢ -y, oy ,y¢ transzformacioknak megfeleld A, , A,_,

» Ay Ay, matrixokat az €, €, e3bazisban

-2 -32 -14 4 30 14
Apy =P, +A, = 2 20 7| A, =A,-A,=|-2 -18 -9|,
-5 -26 -9 3 26 11
-5 -50 -22 11 -28 17
Ay, =AA, =| 6 45 18|, A, =AA,=|-6 17 -11|.
-1 5 4 6 -22 16

Gyakorlatok

Legyen ¢ lineéris transzformécidja az R® vektortérnek, amely az X = (1, ¥2, x3) Vektort a ¢(x)

vektorba alakitja at,

>

Il
w N R
P ow N
N oW
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— a y linearis transzformdci6 matrixa ugyan ezen tér a;, a,, as bazisaban. Keresse meg az R tér
kanonikus bazisabana ¢, v, o +yw, ¢ —yv , oy, we linearis transzformaciok matrixait!
1 p(X)=Qx2=3x3: 1+ 2%2+323, 43— 11)
a=012),a=01L1), a3=(1-L2).
2. o)== x2.222— X3 Ja+ X2+ 13);
=111, a,=(2,11), a3 =(3,2,3).
3. o) =(n+r2+r32n-233%-1);
a=0-11), a, =(-1,2,0), a3=(0,1,2).
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23. Linearis transzformacio nulltere és képtere

Példafeladat
Legyen
1 2 3 4
-2 1 -1 -3
A=
10 1 2
2 1 3 5

crer

az Img ¢és a Kerg alterek bazisat és dimenzidjat! Gyd6zddjiink meg arrdl, hogy dimIme +
dim Ker¢g = dim R*!

crer

meg. Ehhez kiszdmitjuk az A matrix rangjat.

1 2
5 =5%#0 = 2<r(A)<4,
3 1 0 O 1 2 4 1 0 O
5 5 5 5
-2 1 -1=|-2 5 5= =0,-2 1 -3=-2 5 5= =0,
-2 =2 -2 -2
1 -2 -2 10 2 1 -2 -2
2 3 1 0 O 1 2 4 1 0 O
5 5 5 5
-2 1 -1=-2 5 f§j= =0,-2 1 -3=|-2 5 f§= =0.
-3 -3 -3 -3
3 2 -3 -3 2 1 5 2 -3 -3

Tehat r(A) = 2. Ezért dimImg = 2 és a ¢(c;), ¢(C,) vektorrendszer az Im¢ képtér bazisa.
Most a Kerg nulltér bazisat keressilk meg. Legyen X = yC; + ¥oCo + ¥3C3+ ¥4Cs —a @
lineéris transzformacio Kerg magjanak tetszdleges eleme. Akkor ezen vektor yq, x», X3, Xa

koordinataira igaz az alabbi egyenldség

12 3 4\(gy) (0
—2 1 -1 =3z | |0
= 1)

Megoldjuk az (1)-es linearis homogén egyenletrendszert a yy, ¥», ¥3, ¥4 valtozokra. Amennyiben

1 2
-2
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— az A maximalis rendli matrixanak aldetermindnsa nem egyenld nulldval (rangot meghatarozo

aldeterminans), akkor az (1)-es egyenletrendszer ekvivalens a kovetkezd egyenletrendszerrel:
X1+2x2==-3x3—4%4,
{— 201+ X2= x3+3xs
Innen
X1==X3~2%4
{Z 2= X3~ Xa
Tehat a Kerg bazisataz u; = —C; —C, +C3, U, =—2C; —C, +C4 elemek alkotjak. Ezért dim Kerg =
2 és az Uq, U, vektorrendszer a Kerg nullltér bazisa.
Gyakorlatok
Hatarozza meg az Img ¢és a Kerg alterek bazisat és dimenzidjat! Gy6zd6djon meg arrol, hogy

dim Img + dim Ker¢g = dim R*!

-2 -6 -2 4 111
-1 -1 10 -1 31
4 -2 -4 3 2 1 4
1 -1 -11 3 56
1 1 1

0 -1 2 1

3 A=
1 0 3
-1 -1 -1 -2
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24. Linearis transzformacio sajatvektora és sajatértéke

Példafeladat
Legyen
1 1 1 1
1 1 -1 -1
A=
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

—az R* vektortér ¢ linearis transzformaci6é matrixa a kanonikus bazisban. Keressiik meg a goz : goS :

(/)4 linearis transzformaciok matrixait ebben a bazisban és gy6z6djiink meg arrol, hogy f(¢) =0,
ahol f —a ¢ transzformacio karakterisztikus polinomja! Hatarozzuk meg a ¢ transzformaciod 6sszes
sajatértékét és Osszes sajatvektorat!

Megoldds. Legyenek Aq)z , A¢3, A¢4 — megfelelen a (02, (03, (04 transzforméaciok matrixai

a kanonikus bazisban. Akkor

1 000 1 1 1 1
) 0100 1 1 -1 -1
A2:A :4 ,A3:A2A:4 '

4 0 010 ¢ ¢ 1 -1 1 -1
0 0 01 1 -1 -1 1

1 000

0100

A4:A3A:16
¢ ¢ 0010
0 0 01

Megkeressiik a ¢ transzformacidé f (A1) karakterisztikus polinomjat

1-2 11 0 2-1 2-1 1-(1-2)
11-2 -1 -1 o 2-2 0 -2+
1 -11-2 -4 1o 0 2-42 -2+4
1 -1 -11-2 |1 -1 -1 1-4
11 24
=—2-2)%1 0 -1=(1-23(1+2).
01 -

Kiszamoljuk f(A) -t
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-1 1 1 1 -1 1 1 1
3 1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1
(A-2E)° = =16 ;

1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 1 -1 -1 -1

3 1 1 1

1 3 -1 -1

(A+2E) = X

1 -1 3 -1

1 -1 -1 3

f(A)=(A-2E)3(A+2E)=0.
Innen, valamint a transzformaciok folotti és azok matrixai folotti miiveletek kozotti kapcsolatabol
kovetkezik, hogy f(¢)=0.
Nyilvanvalé hogy, 4 =2, 1, =-2 — a ¢ transzformacio sajatértékei. Megkeressiik a
sajatvektorokat, amelyek ezekhez a sajatértékekhez tartoznak. El6bb a 4 =2 esetet vizsgaljuk.

Megoldjuk az alabbi egyenletrendszert:

(1-2)x + Xo + X3 + X4 =0,
X+ (1-2)x, — X3 — X4 =0, 1)
Xy — Xo +(1-2)%3 — X4 =0,
Xy — Xo — X3 +(1-2)x, =0,

Konnyen észrevehetd, hogy az (1)-es rendszer ekvivalens a kovetkezd egyenlettel:

— Xy +Xp + X3+ X4 =0.

Ezért az u; =(1,1,0,0), u, =(1,0,1,0), u3 =(,0,0,1) vektorok az (1)-es rendszer megoldasainak
fundamentalis rendszerét alkotjak. Tehat, ezen rendszer barmely nem nulla x megoldasat fel lehet
irni a kdvetkezdképpen:

X = y1Uy + 72Uy + 73U, )
ahol 7, 7,, 73 — valamilyen valés szamok, amelyek egyszerre nem egyenlék nullaval. Igy a ¢
transzformacioé sajatvektorai, amelyek a 4y =2 sajatértékhez tartoznak, a (2)-es alakban megadott
vektorral fejezédnek ki.

Most megkeressiik a ¢ transzformacio sajatvektorait, amelyek a A, =—2 sajatértéknek

tartoznak meg. Ehhez megoldjuk a kovetkezo egyenletrendszert:
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3% + Xo + X3+ X4 =0,
Xg +3Xy — X3 — X4 =0, 3)

Xl_ X2 +3X3 - X4 :O,
Xl_ X2— X3 +3X4 =0.

Elvégezziik a kdvetkez6 atalakitasokat (3)-as rendszer matrixanak sorain

3 1 1 1 0 4 4 -8
1 3 -1 -1 0 4 0 -4
%

1 -1 3 -1 0O 0 4 -4
1 -1 -1 3 1 -1 -1 3

1 -1 -1 3
100 1
o 1 1 -2
-0 1 0 -1].
0O 0 -1 1
00 -1
0O 0 1 -1

Innen az kovetkezik, hogy v = (-1,1,1,1) —a (3)-as rendszer megoldasainak fundamentalis rendszere.
fgy a (3)-as rendszer barmilyen nem nulla megoldasa felirhaté a kovetkezSképpen:

x=y7(-1111) (y € Ry # 0).
Gyakorlatok

Legyen A —az R* vektortér ¢ linearis transzforméacié matrixa a kanonikus bazisban. Keresse meg

a (02, (/)3, g04 linearis transzformécidok matrixait ebben a bazisban és gy6z6djon meg arrdl, hogy

f(p)=0, ahol f— a ¢ transzformacido karakterisztikus polinomja! Hatarozza meg a ¢
transzformaciod Osszes sajatértékét és dsszes sajatvektorat!
30 -1 0O 3 1 1 -1
35 0 -3 0 -2 -3 0
1 A= . 2. A= .
10 1 O 0 3 4 0
4 3 -1 -1 1 2 1 1
-1 3 1
0 -2 0 -3
3 A=
-3 15 1
0 3 0 4

91



25. Linearis transzformacio sajatvektoraibdl allé bazisok

Példafeladat
Legyenek
-2 -1 2 0 -1 1 1 2 -1
A=|-4 1 2|, A=-1 0 1], A=(0 3 -1
-9 -3 7 -3 -3 4 1 5 -2

—megfeleléen a ¢;, @,, @5 linearis transzformaciok matrixai az R? vektortér kanonikus bazisaban.

Bizonyitsuk be, hogy az R® térnek van két bazisa, melyek mindegyike a ¢, és ¢,

transzformacioknak megfeleld sajatvektorokbol allnak! Keressiik meg ezeket a bazisokat és a
transzformacioknak megfeleld matrixokat ezekben a bazisokban! Bizonyitsuk be, hogy az R3 térben

nincs olyan bazis, amely a @3 transzformacio sajatvektoraibol all!

Megoldas. Megkeressiik a ¢ transzformacid karakterisztikus polinomjat

—2-1 -1 2 0 -1 0
—4 1-21 2=1124+1-6 1-1 4-2)|=
—9 -3 7= | -34314 -3 1-4

-2) (A + -2(1-2 +3 -2
_* ;‘(ﬁ _i; _(é _1; - (/1—2)(/1—1)‘/1 X _]1 _
=(1-2)(A-D(-1+3).
Innen megkapjuk a ¢; transzformacio sajatértékeit:
A4 =1 Ay =2, A3 =3.
Megkeressiik a ¢; transzformacio sajatvektorait, amelyek a A; =1 sajatértékhez tartoznak.

Ehhez megoldjuk az alabbi egyenletrendszert:

—3)(1— X2+2X3 :0,
—4X1 +2X3 :O,
—9X1—3X2 +6X3 =0.

Elvégezziik az elemi atalakitasokat ezen rendszer matrixanak sorain

-3 -1 2
-3 -1 2 -1 10
-4 0 2|— - )
-4 0 2 -2 0 1
-9 -3 6
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Tehat, a ¢, transzformacio tetszéleges sajatvektora, amely a 4; sajatértékhez tartozik, a kovetkezd
alaku: of;, ahol f{ =(112), aeR, a#0.

Hasonloan meglehet mutatni, hogy of, és of; a ¢, transzformacio sajatvektorai, amelyek
megfeleléen a A, =2 ésa A3 =3 sajatértékekhez tartoznak, ahol f, =(1,2,3), f3=(1,1,3), aeR
,a+0.

A ¢, transzformaci6 karakterisztikus polinomja a — (4 —1)2(2 —2) polinom lesz, a 4; =1,
Ay = 2 sajatértékeknek megfeleléen. Hasonloan az el6z6 esetekhez kiszamitjuk a ¢, transzformacio
sajatvektorait. Eredményként azt kapjuk, hogy h; =(-1,1,0), h, =(1,0,1) — a ¢, transzformacio
sajatvektorai, amelyek a A; sajatértékhez taroznak; hy =(1,1,3) — sajatvektor, amely a A, sa-

jatértékhez tartozik.

Az fy, f,, f; vektorrendszer az R® tér bazisa, amennyiben olyan linearis transzformaci
sajatvektoraibol all, amelyek kiilonb6z6 sajatértékekhez tartoznak. A hy, h,, hy vektorok rendszere
Ugyszintén az R3 tér bazisa, mivel h;, h, sajatvektorok és h; sajatvektor kiilonbdzd sajatértékekhez
tartoznak és a hy, h, sajatvektorok rendszere linedrisan fuggetlen.

Tovéabb, amennyiben

¢1(f1): 1. f1+0' f2 +0- f3, (Dz(hl):].'hl +0'h2 +0'h3,
@1(f2):0' f1+2' f2 +0- f3, (02(h2)20'h1 +1'h2 +0'h3,
(01(f3):O' fl +0- f2 +3- f3, (02(h3)=0'h1+0'h2 +2'h3,

akkor

1 00 100
A, =10 2 0], A,=/010

0 0 3 0 0 2
—megfeleléenaz fj, fy, f3 bazis ¢, transzformacionak ésa hy, h,, hy bazis ¢, transzformacionak
matrixai.

A @5 transzformaci6 karakterisztikus polinomja a — A(4 —1)2 polinom lesz. Ezért 4, =0,
Ay =1 — a @3 transzformacid sajatértékei. A ¢z transzformaciod Osszes sajatvektora, amelyek a
A =0 sajatértékhez tartoznak a kdvetkez6képpen néznek ki:

k1,1 3) («=0). (@8]

A sajatvektorok, amelyek a 4, =1 sajatértékhez tartoznak, a kovetkezo alakot veszik fel:
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x@1,4,2) (x=0). (2
Az (1)-es vagy (2)-es alaknak megfeleld barmilyen harom vektor linearisan 0sszefiiggd rendszert
alkot, mivel ebben a rendszerben mindig lehet taldlni két ardnyos vektort. Tehat, az R3 térben nem

létezik olyan bazis, amely a @5 transzforméacio sajatvektoraibol allna.

Gyakorlatok

Legyenek A, Ay, A; —megfeleldena ¢, ¢,, @5 linedris transzformaciok matrixai az R3 vektortér
kanonikus bazisaban. Bizonyitsa be, hogy az R® térnek van két bazisa, melyek mindegyike a ¢; és
@, transzformacioknak megfeleld sajatvektorokbol allnak! Keresse meg ezeket a bazisokat és a

transzformacidoknak megfeleld matrixokat ezekben a bazisokban! Bizonyitsa be, hogy az R3 térben

nincs olyan bazis, amely a ¢4 transzformacio sajatvektoraibol all!

-6 5 -5 -3 2 -2 4 2 1
1. A=l-1 4 -1], A=-2 1 -2 A=| 1 3 2]
9 -5 8 2 -2 1 6 -6 -4
—2 -2 1 010 1 -2 1
2. A=| 1 -1 1, Ay=|-2 3 0], Ag=|1 -2 1|
0 -6 5 -3 3 1 1 -5 3
2 11 40 -1 -3 01
3 A=l-5 4 1|, A=|3 1 -1|, Ag=|-2 -1 1.
-9 3 4 6 0 -1 -5 -1 2
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26. Linearis altér ortogonalis komplementere

Példafeladat

Az R* euklideszi tér L altere az

X +2Xy; — X3+ X4 =0,
2X1+3X2 +4X3— X4:0, (1)
X+ Xp +5%3—2X4 =0,

egyenletrendszer megoldasainak a tere. Keressilk meg az L altér Lt ortogonalis komplementerét az
R* térben és a c=(-24,20,5,—1) vektor vetiiletét az L altérre és az & Lt ortogonalis
komplementerére!

Megoldas. Az L homogén egyenletrendszer megoldéasainak terének Lt ortogonalis
komplementere megegyezik azzal a burokkal, amely ezen rendszer matrixanak soraira van felépitve.

El6bb megtalaljuk az (1)-es rendszer matrixanak rangjat

12 -1 1
A=|2 3 4 -1|.
11 5 -2
Amennyiben
L 2 1 2 - 1 2
‘2 3‘:—1, 2 3 4=0, 2 3 -1=0,
1 1 5 1 1 -2

akkor r(A)=2 ésaz a; =(1,2,-11), a, =(2,3,4,-1) vektorrendszer az L1 tér bazisa.
Legyen by, b, az L tér bazisa, vagyis az (1)-es rendszer megoldasainak fundamentalis
rendszere. Akkor a;, a,, by, b, —az R* tér bazisa és
C =y + a8y + iy + by )
ahol a1, ay, B, B» € R.
Legyen c', ¢c" —a C vektor vetiiletei megfelelden az L, L altereken. Akkor ¢ =c'+c" és
C'= fib + foby, C'=aay + aya,. EI6bb kiszamitjuk az aq, a, egyiitthatokat. Ehhez skalarisan
megszorozzuk a (2)-es egyenletet az a;, a, vektorokra. Megkapjuk a kovetkezé egyenletrendszert
{(al,c) = (ay,3y) + (8, 8,), N {10:7a1+ 3a,,
(as,C) = (ay, ) + ay(ay,ay); 33 =3¢ +300,.
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Innen oy =a, =1. Tehat c'=a; +a, =(3,5,3,0) és c'=c—c'=(-27,15,2,-1).

Gyakorlatok
Az R* euklideszi tér L altere az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak a tere. Keresse meg

az L altér L ortogonalis komplementerét az R* térben és a C vektor vetiiletét az L altérre és az 6

Lt ortogonalis komplementerére!
Xg+2Xy — X3+ X4 =0, c=(-54,6,-1). [3X+ X + X4 =0,¢c=(2,0,4,-1).
2.95%X +2Xy +3X3 — X4 =0,

1.92% +3Xy, +4X3— X4 =0,
2% + Xo +3X3 —2X4 =0;

X+ X +5X3—2X4 =0;

Xq +3%3 +3X4 =0, ¢ =(5,1,-4,0).
3. 3X1+ XZ + X4 :O,
SX1 +2Xy —=3%3 — X4 =0;
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27. Gram-Schmidt-féle ortonormalizacios eljaras

Példafeladatok
1. Az R* euklideszi térben ortonormalizaljuk az alabbi vektorrendszert:
a =(12734), a, =(0,5,0,5), az =(8,10,-8,14)!
Megoldas. Mint ismeretes, az ortogonalizaci6 eljards csak a linedrisan fiiggetlen

vektorrendszereknél hasznalhatd. Ezért elobb kiszamoljuk az alabbi matrix rangjat:

1 2 3 4
A=0 5 0 5|
8 10 -8 14

Konnyen kiszamithato, hogy az r(A) =3 és az a;, a,, a3 vektorok linearisan fliggetlen rendszert

alkotnak.

A keresett ortogonalis vektorrendszer elsé ¢; vektoranak értékéiil az a; vektort vessziik
c=94=01234).
Ezutan a C, vektort keressiik a ¢, és a, vektorok linearis kombinacidjaként
Cy = ﬂ{z)cl +a,.
Ahhoz, hogy a ¢, vektor ortogonalis legyen a ¢; vektorhoz, teljesiilnie kell az alabbi feltételnek:
(c1,¢p) = (Cl,ﬂf)cl +ay)= %2) (¢1,¢1) +(cp,a,) =0.
Innen

_(cpap) _ 1.0+2-5+3-0+4-5_ 30 _
(c1.¢p) 12 422 +32 4. 42 30

A2 = 1.

Tehat, ¢, =— ¢ +a, =(-1,3,-31).
A c; vektort keressiik a ¢;, C, €s az az vektorok linedris kombinacidjaként
C3 = /1{3)01 + /1(23)c2 +ag.
Ahhoz, hogy a ¢, vektor ortogonalis legyen a C,, C, vektorokhoz, teljesiilniiik kell az alabbi

feltételeknek:

(c1,¢3) = (e, A%y + APc, +ag) = A2 (cy,¢1) + A (e, ¢5) + (¢, 85) =0,

(cy.¢3) = (C2131£3)C1 + 1(23)(32 +a3) = %3) (cp.Cp) + /1(23) (Cp,Cy) +(cp,a3) =0.

97



Innen

®) (c1,a3) 1-8+2-10+3-(-8)+4-14 60
A7 == - 2 52 a2 42 =20 =2
(¢1,¢1) 1°+2°+3°+4 30
/1(3)__(c2,a3)__—1~8+3-10+(—3)-(—8)+1-14__@_
2 (Cacp) (-2 +32 4 (-3)2 112 20

fgy
C3 =—-2¢; —3c, +a3 =(9,-3,-5,3).

Felépitettiink egy 01j parosaval ortogonalis nem nulla vektorokbol all6 rendszert

¢, =(1234),
¢, =(-1,3,-3,1),
c3=(9,-3,-5,3).

Ahhoz, hogy a kapott rendszerbdl ortonormalizalt rendszert kapjunk, a c,, c,, ¢, vektorokat
elosztjuk sajat norméjukra.
el = V(er &) =+/30, le2]l =25, 3] = 2V31.
Akkor

bl—i—(l 2 3 4}
el (V303030 430 )"
Co _

b:___G 1 3 3 1j
> o] U 245245 245245’

b—C3—(9 3 5 3)
*es] 24317 231" 2431 2431
— a keresett ortonormalizalt vektorrendszer.

2. A C[ZOJ] euklideszi térben, mely az Gsszes olyan fliggvény tere, melyek négyzete integralhato,

ortogonalizaljuk a p; =1, p, =X, p3 = x2, Pg = x> polinomok rendszerét!
Megoldas. Ahogy az el6z0 példaban is, feltessziik, hogy
b =p =1, by = APby + p,.
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1 2 1
jxdx >
Megkeressiik a 2&2) =— ((Elz ’:11)) =— g = 0 _ _%_
’ jldx
0

Ezért b, = —% +X. A by vektort a kovetkez6 alakban fogjuk keresni:

b3 = ﬂ.:(Lg)bl + l(zg)bz + p3.

Hasonl6an az el6z6 példahoz a /lf’) , 1(23) egylitthatokat a kovetkezdképpen szamitjuk ki:

1 1 1

Ixzdx 51l J'xz(— =+ xjdx 1
ﬂﬂ(L3)=_(I03,bl)=_o _oxp 1 /1(23)=_(I03,b2)=_o 2 12,

(by, by) 1 3, 3 (b2, by) 1Y 1

I——+x dx 12

2
0
Tehat
b3_—1+1—x+x2:——x+x2
3 2

A by =2 + 240, + 20y + py vektor Y, A ALY egyiitthatoit az alabbi képletek

segitségével szamitjuk ki:

1 1 1
Jx3dx A J'xg(— + xjdx 3
/154):_(p4,b1):_0 _ X Y e _(Paby) o 2 __40__9
(b by) 1 4l 47 b)) b1 Y 1~ 10’
0 J(—+xj dx 12
2
0
1
jx3(1—x+x2de 1
%4):_(p4,b3):_o 6 __120_ 2
Gob) eV O
6 180
0
fgy
b4——i+§x—§x2+x3
20 5 2
Gyakorlatok

1. Az R* euklideszi térben ortonormalizalja az a;, a,, ag, a, vektorrendszert!

11 a1 = (1,1,1,1) y a2 = (1,—1,1,—1), a3 = (0,1,1,1) y a4 = (0,0,1,1)
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12. a=@1-11-1), a,=(10,-10), a3 =(0,1,1,1), a, =(0,0,1,-1).

13. a; =(-1-111), a, = (L0,-10), ag = (1,1,1,0), a, = (1L0,0,—1).

2. A C[Za’ p) euklideszi térben, mely az dsszes olyan fliggvény tere, melyek négyzete integralhato,

ortogonalizaljaa p; =1, p, =X, p3 = X2, Pg = X polinomok rendszerét (a C[Zal 5] térkét tetszdleges

B
f és g fuggvényének skalaris szorzata a kovetkez6 mddon hatarozhato meg: (f,g) = I f (x)g(x)dx

a

)!
2.1 a=0, p=1 2.2. a=-1, £=0
23. a=1, p=2
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28. Kvadratikus alak normalalakja

Példafeladat
Keressik meg a valos szamok teste felett az f (X, Xp,X3) = X2 +2X5 — X3 + 2X;Xp —4X, X3

kvadratikus alak normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformacioit, amelyek ehhez az alakhoz

vezetik az f alakot!

crer

transzformaciohoz:
Y1 =X +Xp,
Yo =Xp,
Y3 = X3,
vagyis az alabbi transzformaciot:
X1 =Y1— Y2,
X2 =Y2,
X3 = Y3,
az alabbi matrixszal:
1 -1 0
A= 10
0 O

Ami utan azt kapjuk, hogy

f =yl —2y1yo + Y5 +2Y5 — Y5 +2y1Y;, —2y5 —4Y,Y5 = YT + Y5 — Y5 — 4y, ;.
Feltéve, hogy

1 = Y1,
2y =Yy —2Y3,
i3 = Y3,

vagyis elvégezve az ismeretlenek linearis transzformacioit az alabbi matrixszal:

1 00
B=|0 1 2
0 01

az f kvadratikus alakot a kovetkez6 alakhoz hozzuk:
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f= 212 +z§ +42223+4z§ —z§ —475124 —82§ = 212 +z§ —5232.

Végiil, elvégezziik az alabbi transzformaciot:

Z]_:Ul,
Zy =Uy,
23 ==
3 \/g 3
az alabbi matrixszal:
10 O
C=/01 O
00 =
J5
Eredményiill megkapjuk az f kvadratikus alak kanonikus alakjat
f=u12+u§—u§.
A
1 -1 0)(1 0 0)|1 0 O
Q=ABC=|0 1 0|01 2|01 0 |=
1
0O 0 1){0 0 1)|0 0 —
V5
1
1 -1 -2—
J5
1
=0 1 2—
J5
1
0 O —
J5

matrix az ismeretlenek linearis transzformacionak matrixa, ami az f kvadratikus alakot kanonikus

alakba vezeti at.

Gyakorlatok

Keresse meg megfeleléen a valds és komplex szamok teste felett az f(Xq, X5, X3) kvadratikus alak
normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformacioit, amelyek ehhez az alakhoz vezetik az f
alakot!

1. f= xf + 2x§ — x§ + 2% X9 — 4 Xy X3
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f= —xl2 + 3x§ + x§ —4X1 X9 +6X%X3.

f= x12 - x% +3x§ —4X1 X9 4+ 2Xy X3
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29. Pozitiv és negativ definit kvadratikus alakok

Példafeladat

A 9(X1,X2,X3,Xs,X5) kvadratikus alak, amely az alabbi matrixszal van megadva:

3 -2 1 0 O

-2 3 -2 1 O
A= 1 -2 3 -2 1],

o 1 -2 2 -1

o 0 1 -1 1

pozitiv definit, negativ definit vagy indefinit?

Megoldas. Kiszamitjuk a  g(X{,Xp,X3,X4,X5) kvadratikus alak matrixanak sarok
aldetermindnsait:
A =[3=3>0 A=| 2 =550
= =9 > , = =9 > s
12 3
3 -2 0O 0 8
Ab=1-2 3 -2=0 -1 2=8>0,
1 -2 3 |1 -2 3
3 -2 1 ©0
3 -2
-2 3 -2
A, = =-3 4 -1=4>0,
1 -2 3 -2
4 -5 2
0o 1 -2 2
3 -2 1 0 O
3 -2 1 0
-2 3 -2 1 0 3 =2
-2 3 -2
A=l 1 -2 3 -2 1= =-2 2 =1>0.
1 -2 2 -
o 1 -2 2 -1 1 -1
o 1 -1
o 0 1 -1 1

Amennyiben a g(Xq, X, X3, X4, X5) Kvadratikus alak 6sszes sarok aldeterminansa pozitiv, gy az egy

pozitiv definit kvadratikus alak.

Gyakorlatok

A g(Xq, Xp, X3, Xg,X5) = XTAX kvadratikus alak, amely az A matrixszal van megadva, pozitiv

definit, negativ definit vagy indefinit?
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0 -2 -1

1
0

-1 -1

1

3. A=
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