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1. Komplex szamok. Komplex szamok algebrai alakja

1. Szamitsa ki a kifejezések értékét:

a4 +3)+(1—-4)+GB+7)B=50); b (2+?$i_3i) :

d) (7—i;(_5i—4i) :

c)(1-3DR2+i)+(-3+i)(B+3i);

(3+3i)(6-1) I
(2+i0)2

e) (7-50)B+ 7))+ B+ 2)(1+2i); f)

2. Szamitsa ki az i*>; i112; i" kifejezések értékét, ahol n egy természetes szam!

3. Bizonyitsa be az alabbi egyenléségeket:
Q) (1+)"=2""(nez); b) (1+ i) =(-1D)"2*"" (neZ)!

4. Keresse meg az x és y valds szamokat, amelyek kielégitik a kovetkezd egyenleteket:

AR2+iDx+A+2)y=1—-4i;

by B3+20)x+(1+3i))y=4—-9i!

5. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszereket:

2) B=Dx+ @4 +2))y=2+6i,
(4+2i)x—(2+3i))y=5+4i;

(2+Dx+R2-iDy=6,

PING + 20)x + (3 - 20)y = 8;

x +iy—2z =10,
c) x—y+2iz =20,
ix+3iy—(1+i)z = 30!

6. Legyen a € C és vVa — olyan komplex szam, hogy (\/E)Z = a. Szamitsa Ki:
a)V2i; b)vV—15+8i; ) V=3 —4i; d) V=11 + 60i ;
e)V=1; HV8+6i; 9 V1—iV3; h) V2 —iviz2!

7. Oldja meg az alabbi egyenleteket:

A)x2—Q2+x—1+7i=0;



b) x2 — (3 —2i)x + 5 —5i = 0;
)2+ Dx*—(GB-i)x+2—-2i=0;

d) (1 —-i)x?—(2—-16i)x — 23 —39i = 0!

8. Bizonyitsa be, hogy:
a) a z komplex szam akkor és csakis akkor lesz valos, ha zZ = z ;

b) a z komplex szam akkor és csakis akkor lesz tiszta képzetes, ha z = —z |

9. Bizonyitsa be, hogy a tetszdleges x és y komplex szamokra teljesiilnek a kovetkezok:

Axty=i+y; DT y=iy; Tx=-%; dyT=G" =0
10. Keresse meg az 0sszes olyan komplex szdmot, amely sajat négyzetének konjugaltja!

11. Tintesse fel a komplex sikon azokat a pontokat, amelyek megfelelnek az aldbbi

szamoknak:

5, -2, =3i, +1++/3i!

12. Keresse meg azokat a komplex szdmokat, amelyek megfelelnek:

a) egy négyzet csucspontjainak, melynek kdzéppontja a koordinatarendszer kezddpontja,

oldalai 1 egységnyi hosszuak, és parhuzamosak a koordinatarendszer tengelyeivel;

b) egy szabalyos haromszog csticspontjainak, melynek kdzéppontja a koordindtarendszer
kezd6pontja, oldala parhuzamos az képzetes tengellyel, egyik cstcspontja a negativ valds

féltengelyen helyezkedik el és a koriilirt kor sugara 1 egységgel egyenld!

13. Hogyan helyezkednek el a komplex sikon azok a pontok, amelyek megfelelnek az x, y

¢és z komplex szamoknak, és melyekre teljesiilnek a kovetkezdk:

x+y+z=0, xX=yy=2zz+07



2. A komplex szamok trigonometrikus alakja

1. Keresse meg az alabbi komplex szdmok trigonometrikus alakjat!
Q—-3; b1-i; )V3—i; dV5—v5i; e)2+V3+i;

V3

f) 5i; 91—i: hy1++v3i; i)2+i; j)cos@ +ising .
2. Oldja meg az alabbi egyenleteket!
a) |z| +z=8+4i; b) |z| —z=8+12i.

3. Hatarozza meg azon pontok mértani helyét a komplex sikon, melyek megfelelnek azoknak

a z szamoknak, melyek kielégitik az alabbi feltételeket:
Al<|zl<2; b)lz—1-il<1; c)z<Argz<<;

d|z-2|<1; e)0 <Reiz<1; lz—1]+1z—-1|=3.
4. Szamitsa Ki az alabbi kifejezések értékét!

a) (1+0)°; b (‘F“) . o(1- L) LD (2-V2+i)”
5. Bizonyitsa be, hogy (v3 — i)" = 2" (cos%n — isin %”) aholn € N'!

6. Irja fel a sin x-Sl és cos x-t6] fiiggd polinom alakjaban az aldbbi fiiggvényeket:

a) sin4x ; b) cos 6x ; C) sin 7x !

7. Irja ki trigonometrikus alakban az alabbi kifejezések 6sszes gyokeit:

a) *[512(1 - V3i) ; b) *| ==

8. Irja ki algebrai alakban az alabbi kifejezéseknek a megfelelé gyokeit:

a) Vi; b) V8V3i—8; c) 4\/—72(1—1‘\/5); d) V2 —2i;



a— . 3 [8+24i 3 /27—541’ _ o[ 18
V-4 0 55 9 Ny~ G

9. Oldja meg az alabbi egyenleteket:

Az+1D)"—-(z—-1D"=0; by(z+i)"—(z—-i)" =0, (neN).

10. frja ki az 1-es szam Gsszes alabbi foka gyokét:

a) 3; b) 4; C) 8; d) 12!

11. irja ki az 1-es szam Gsszes alabbi foka primitiv gyokét:

a) 3; b) 4; C) 8; d) 12!
12. Mutassa meg az 1-es szam 0sszes a) 16-0dik ; b) 24-edik gyokei koziil melyik primitiv!
13. Hatarozza meg az 1-es szam 6sszes n-edik gyokeinek dsszegét!

14. Legyen & az 1-es primitiv 2n-edik gydke. Szamolja ki az 1+ &+ &2 + .-+ &1

Osszeget!
15. Keresse meg az 1-es szam Osszes n-edik gyokének k-ad fokainak dsszegét!
16. Szamitsa ki az 1-es szam Osszes a) 16-0dik ; b) 24-edik primitiv gyokeinek dsszegét!

17. Legyen k és | — természetes relativ prim szdmok, € — az 1-es szdm k-adik gyoke, és a
& — pedig az 1-es szam [-edik primitiv gyoke. Bizonyitsa be, hogy e§ — az 1-es szam kl-edik

primitiv gyoke!

18. Megjeloljik ¢ (n)-el az 1-es szam dsszes n-edik primitiv gyokeinek a szamat. Bizonyitsa

be, hogy a @ (kl) = @(k)@(l), hogyha k és [ relativ prim szamok!

19. Jeldlje ¢(n) ugyan azt, mint az ¢l6z6 feladatban. Bizonyitsa be, hogy ha n =

pflpgz pfs, ahol py, p2, ..., ps — kiilonboz6 relativ prim szamok, akkor

go(n)=n(1—i)(1—i)---(1—pis)!



Linearis egyenletrendszerek. A Gauss-eliminacio

5x1 + 3x2 + 5x3 + 12x4 = 10,
1. le + 2x2 + BX3 + SX4 = 4,
X1 + 7x2 + 9X3 + 4‘X4 = 2.

(21— X+ x3— x,= 1,
3 ) 2x1 - xZ - 3x4 = 2,
' 3x1 — X3 + Xg4 = _3,

\ 2x1 + 2x2 - 2x3 + 5x4 = _6

(X1 + 2x5 + 3x3 + 4x, = 11,
2x1 + 3x, +4x3 + x4, =12,
3x1 +4x, + x3 +2x, =13,
\4x, + x, + 2x3 + 3x, = 14.

5. 4

2x1 — Xy + 7x3 —3x,4 + 5x5 =

[ X1+ 3x, —2x3 + 5x4 — x5 =

2X1+ X;— X3— Xg+ X5 =

9< x1+7x2—SX3—5x4+5x5=

Vizsgalja meg az alabbi egyenletrendszerek megoldhatosagat és keresse meg azok altalanos

megoldasat a A paramétertdl fiiggden:

2x1 + 5x,+ x3+3x, =2,
4x; + 6x5 + 3x3 + 5x4 =4,
4x, + 14x, + x3+7x4 =4,
2x1 — 3x, +3x3+Ax, = 7.

11.

Ay + x,+ x3=1,
13 X1 + AxZ + X3 = 1,
X1+ x,+Ax; =1

(3x1+ X3 —2x3+ x4— x5=1,

\3x; — 2x, + 7x3 — 5x4 + 8x5 = 3.

(X1 —2x,+ X3+ Xx4— x5=0,

k3x1— x2—2X3+ x4_ x5=0.

Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszereket:

_9x1 + 10x2 + 3x3 + 7x4 = 7,
2. —4x1 + 7x2 + x3+ BX4 =5,
7x1 + SXZ - 4‘X3 - 6x4 = 3

x1 - sz + 3X3 - 4‘x4_ = 4,

4. Xy — X3 + Xq = _3,
' X1 + 3x2 - BX4 = 1,
\ - 7x2 + SX3 + X4, = _3

(2x1 +3x, — x3+5x4 =0,
3x1 — Xy +2x3 —7x4 =0,
4x, + x, —3x3+6x, =0,
X1 — 2xy +4x3 — 7x, = 0.

(2x1+ x,+ x3— 2=0,
Xy +3x,+ x3— 5=0,
Xy + x,+5x3+ 7=0,
2x1 +3x, —3x3 — 14 = 0.

X1+ x;—3x3+1=0,
2x1+ x5 —2x3—1=0,
X1+ X+ x3—3=0,
X1 +2x, —3x3—1=0!

10.

2x1 — X, +3x3+ 4x,= 7,
4x; — 2x5 + 5x3 + 6x4 = 5,
6x; —3x, +7x3+ 8x, = 9,
Axy — 4x5 + 9x3 — 10x, = 11.

12.

A+Dx;+x,+x3= 1,
1U4.3x+A+Dx, +x3= A,
x1+x2+(1+l)x3:/‘12!

15. Keresse meg azokat a homogén linearis egyenletrendszereket, melyeknek az alabbi

szamrendszerek lesznek a megoldasai:

(1,1,0,—3,-1), (1,—1,2,—1,0), (4,—2,6,3, —4), (2,4, —2,4, —=7)!
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4. Permutaciok. Transzpoziciok

1. irja ki azokat a transzpoziciokat, melyek segitségével az 1,2,3,4,5 permutaciotol

eljuthatunk a 2, 5, 3, 4, 1 permutaciéhoz!

2. Bizonyitsa be, hogy barmilyen iy, i, ..., I,, rendezést meg lehet kapni egy barmilyen masik
J1,J2» - Jn rendezésbdl nem tobb, mint n — 1 transzpozicio segitségével!

3. Hatarozza meg az alabbi rendezések paritasat:

a)7,5,6,4,1,3,2; b)1,9,6,3,2,5,4,7,8;

) 2,4,6,8,...,2n,1,3,5,7,...,2n — 1!

4. Az 1,2,3,...,n szamok melyik rendezésében lesz a legnagyobb az inverziok szama és

mennyivel lesz egyenld?

5. Az iy, i,, ... ,i, rendezésben az inverziok szama egyenlé k-val. Mennyivel egyenld az

inverziok szama az i, i,,_1, ..., iz, i; rendezésben?

6. Bizonyitsa be, hogy barmely k (0 < k < C2) egész szamra létezik az 1,2,3, ..., n szamok

rendezése, amelyben az inverziok szdma k-val egyenld!

7. Hatarozza meg az alabbi permutaciok szorzatat:

D (32145 Gaszr) D(G3as) (Gisay)

8. Adja meg paronként idegen ciklusok szorzataként az alabbi permutaciokat és hatarozza

meg azok parossagat:

12345678). 123456789)\.
a)(81365742)’ b)(589214367)’
C)(1234...2n—1 2n ) d)(123456...3n—23n—1 3n ),

2143... 2n 2n-1/ 231564..3n—1 3n 3n-2/°

9. frja ki az 6sszes heted rendii permutaciot, amelyek az alabbi paronként idegen ciklusok

szorzataként vannak megadva:

a) (15)(2 3 4); b) (13)(25)(47); ¢) (753 1)(246)!
11



10. irja fel azt a 2n-edrendii permutaciot, mely (123..2n—1 2n) ciklus altal van

megadva!

11. Hatarozza meg az alabbi hetedrendii permutédciok szorzatat:

a)[(135)(2467)]-[(147)(2356)];

b) [(13)(57)(246)]-[(135)(24(67)]!

12. Bizonyitsa be, hogy barmely § € S,, ciklusra, melynek hossza k, teljesiil a kovetkezo

egyenléség: 6% = e (e — egységpermutacié az S,-bol)!

13. Legyen & € S, — k hossziisagu ciklus és [ — olyan természetes szam, hogy &' = e.

Bizonyitsa be, hogy [ osztodik k-ra!

14. Legyen
(12345 (12345 (12345
“_(54132)’ ﬁ_(21354)’ V_(43215)'
Oldja meg az alabbi egyenleteket: a) afx = y; b) B = yxa, ahol x — valamilyen 6tod

rendii permutacio!

15. Bizonyitsa be, hogy barmely n-edrendli permutacié felirhat6 az alabbi permutéaciok

szorzataként:

a) (12),(13), ..., (1 n); b) (12),(23), ..., (n—17n)!

12



5. n—edrendi determinansok.

A determinansok tulajdonsagai

1. Hatarozza meg, hogy az alabbi szorzatok koziil melyek tartoznak a megfelelé rendi
determinénsokba és milyen eldjellel rendelkeznek:

a) A610230450360120s54; b) az7036051074025043063;

C) @12G23A34 *** An_12ak (1 < k < n); d) a12023a34 *+ Ap_17Any!

2. Valassza ki az i, j, k értékeit gy, hogy az as;a;6a,a35a44a6x Szorzat negativ eldjellel
keriiljon bele egy hatod rendli determinansba!

3. Keresse meg a negyed rendii determinans Osszes tagjat, amely tartalmazza az a3, elemet
¢és negativ eldjellel keriil a determinansba!

4. Keresse meg az

5 1 2 3
x x 1 2
1 2 x 3

x 1 2 2x

determinans dsszes olyan elemét, amely tartalmazza az : a) x* és x?2; b) x3 és x tényezoket!

5. A determinans meghatarozasa alapjan szamitsa ki az alabbi determinansok értékét:

0 0 0 aln a11 a12 a13 a14- a15

0o .. 0 Ayn-1 Q2n Ayq Gy Q23 Q24 dps
a0 .. azn2 azp2 Asn|; b)y|az1 asz2 0 0 0|

: : : : : ay1 Qg2 0 0 0

n1 = Ann-2 App_q Apn as1 4dsz 0 0 0

a 305 2.0 b 0 A0 0

0 b 0 2| 1 0 2 a. 1 -2 0 a |,
91 2 ¢ 3| Dlg 0o o o N0 1 -2 a |

0 0 0 d 3 ¢ 4 5 0 0 1 —A1+4+a,

6. Hogyan valtozik a determinans, ha:

a) az els6 oszlopat az utolsé helyére tessziik, az 6sszes tobbit pedig balra toljuk, megdrizve

kolesonos elhelyezkedésiiket;

b) a sorait forditott sorrendben irjuk fel?
7. Hogyan valtozik a determinans, ha:
a) az Osszes oszlopdhoz, kezdve a mésodikkal, hozz4adjuk az el6z6t;

b) az dsszes sordhoz, kezdve a masodiktdl, hozzaadjuk az dsszes el6z6t?
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8. Legyen A = |ajk| (a]-k € (C) —n-edrendii determinans, mely elemei kielégitik a kdvetkezd
feltételeket: 1) aj, € R, ha j > k; 2) ay; = iaj, ha j = k (i — imaginarius). Az n milyen
értékeinél lesz a A determindns valds szam?

9. Hogyan valtozik a determinans, ha az 0sszes a;;, elemét megszorozzuk c/7* -ra, ahol ¢ #
0?

10. A 20604, 53227, 25755, 20927 és 289 szamok osztodnak 17 —re. Bizonyitsa be, hogy

S NDNUTDN
S O uU1tw O
N O NN O
ONUIN O
o & N

determinans osztodik 17 —re!
11. Mennyivel egyenld az a determinans, melyben a paros szamu sorok sszege egyenld a
paratlan szdmu sorok 0sszegével?

12. Bizonyitsa be, hogy

b+c c+a a+b a b ¢
b1+C1 C1+a1 a1+b1 :2 al b1 C]_!
b,+c, c,+a, a,+b, a, b, c,

13. Szamitsa ki a kovetkez6 determinanst:

a; +x X X
X a, +x .. x|,
X X v Aptx
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01 11
1 110
3 -3 -5
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ami

15

r

r
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!

7I

=21
-5

Determinansok Kisz
2
-3
—4

Az aldetermin

8
-5

246 427 327
-8

1014 543 443
—342 721 621

4

Szamitsa ki az alabbi determindnsok értékét:
7
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7. A Cramer-szabaly

Oldja meg az alabbi egyenletrendszereket a Cramer-szabaly szerint:

(2xq + 3x, + 11x3 + 5x4, = 2,
Xy + Xy +5x3 +2x, =1,

2%y + x5 + 3x3 + 2x4 = =3,

\ X1 +x, +3x3 +4x, = —3!

(2x—5y+3z+t—-5=0,
3x—7y+6z—t+1=0,
5x =9y +3z+4t—-7=0,

\ 4x — 6y +3z+t—8=0!

(7x1 +9x, +4x3 + 2x4 = 2,

2X1 — 2Xx5 + X3 + x4 = 6,
5x; + 6x, + 3x3 + 2x, = 3,
\ 2x; +3x; +x3 +x, =0!

( 2x—y—6z+3t+1=0,
<7x—4y+22—15t+32=0,

x—2y—4z+9t-5=0,
\ x—y+2z—6t+8=0!

1.4

5.

A

2.4

( 2xq + 5x, + 4x3 + x4, = 20,
xq + 3x; +2x3 + x4 = 11,

2xq + 10x, + 9x3 + 7x4 = 40,
\ 3x; + 8x, +9x3 + 2x, = 37!

( 3x1 +4x, +x3+2x,+3 =0,
3x; +5x, +3x3 +5x, +6 =0,
6x, +8x, +x3 +5x, +8 =0,
\3x; + 5x, + 3x3 + 7x4, + 8 = 0!
(6x +5y —2z+4t+4=0,
9 —y+4z—-t—13=0,
3x+4y+2z—-2t—-1=0,

\ 3x—-9y+2t-11=0!

2x+y+4z+ 8t =-1,
x+3y—6z+2t=3,
3x —2y+2z—-2t =38,

2x —y+ 2z = 4!

8.

9. Ellendrizze le, hogy az 1,1,1,1 szamrendszer megoldasa lesz-e a kovetkezd
egyenletrendszernek:

2xq1 — 3x, +4x3 —3x4 =0,
3x1 —x, + 11x3 — 13x, = 0,
4x1 + 5%, — 7x3 — 2x4 = 0,
13x; — 25x, + x3 + 11x, = 0!

Szamitsa ki az egyenletrendszer determinansat!
10. Oldja meg az x;, x,, x5 ismeretlenektdl fliggd alabbi egyenletrendszert:

2., _

X1+ a1x, + aixs = f4,
2. _

X1 + ayx, +asxz = By,
2. _

X1 + azx, + asx; = PBs,

ahol a4, a,, a3 — paronként kiilonb6z6 valos szamok; £, B2, B3 € R.
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8. Matrix-miveletek. A matrix inverze

Szamitsa ki az alabbi matrixok szorzatat:
3 =2\.(3 4,
1z 29 G 9

(s 2o (s )

N
/N /N
a Q

N B

DG 5)

)-(5 _136) (2 0

&

1 -3 2\ /2 5 6 5 8
5.(3 —4 1)-(1 2 5)! 6.(6 9 )( 1 3)
2 -5 3/ \1 3 2 4 7
— 5 —_
(5 29! e.( ) (Gee cslsnaa)!
o (1 1) 0.(4 )" <110>
o 4 o ) 011

12. Hogyan valtozik az A és B matrixok AB szorzata, ha:

a) az A matrix i-edik és j-edik sorat megcseréljik;

b) az A matrix i-edik sorahoz hozzaadjuk a j-edik sor a-szorosat;

C) a B matrix i-edik és j-edik oszlopat megcseréljiik;

d) a B matrix i-edik oszlopahoz hozzaadjuk j-edik oszlop a-szorosat?

13. A négyzetes matrix spurjanak(nyomdanak) nevezziik azon elemeinek 0sszegét, melyek a
matrix féatlojan helyezkednek el. Bizonyitsa be, hogy az AB szorzat spurja egyenlé a BA
szorzat spurjaval!

14. Bizonyitsa be, hogy tetszéleges n-edrendli A €s B négyzetes matrixokra AB — BA + E,
ahol E — n-edrendti egységmatrix!

15. Legyenek A és B — azonos rendli matrixok. Bizonyitsa be, hogy AB = BA akkor és csak
akkor, ha a kovetkezd egyenldségek koziil az egyik igaz:

a) (A + B)? = A®> + 24AB + B?; b) A> — B2 = (A— B)(A + B)!
_(a b . .
16. Legyen A = (C d)' Bizonyitsa be, hogy

A% — (a+ d)A + (ad — bc)E = 0,
ahol E, O — megfeleléen masodrendl egység- €s nullas matrixok!
17. Keresse meg az Osszes olyan madasodrendli matrixot, melyeknek négyzete nullds
matrixszal egyenld!
18. Keresse meg az 0Osszes olyan masodrendli matrixot, melyeknek négyzete

egységmatrixszal egyenld!
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19. Keresse meg az 0sszes olyan matrixot, melyek kommutalnak az A matrixszal, ha:

310
aa=(" %) Aa=(0 3 1|
-1 -1
0 0 3
Keresse meg az alabbi matrixok inverzét:

2 5 7 3 =4 5 1 2 2
20.{6 3 4 | 21.{2 -3 1 /! 2.{2 1 =2
5 -2 -3 3 =5 -1 2 -2 1

11 1 1 1 2 3 4
11 -1 -1), 2 3 1 2 |

207 2101 -1 4111 1 =1
1 -1 -1 1 10 -2 -6

25. Oldja meg az alabbi matrixegyenletet:

2 -3 1 9 7 6 2 0 -2
4 -5 2)]-X-({1 1 2)=(18 12 9 [!
5 =7 3 1 1 1 23 15 11
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9. Az n-dimenziés szamtani vektortér. Vektorrendszerek
linearis osszefiiggosége
1. Keresse meg az alabbi vektorok 3a; + 5a, — as linearis kombinacidjat
a; = (413,-2), a,=(12-32), as;= (1691 —3)!
2. Hatarozza meg az x és y vektorokat az alabbi egyenletekbdl:
a) a; + 2a, + 3az; +4x =0, b) 3(a; —y) + 2(a, + y) = 4(az — y),

ahol a, = (5,-8,—1,2), a, = (2,—1,4,—3), as = (=3,2,—5,4).

Hatarozza meg, hogy linearisan 6sszefliggéek e az alabbi vektorrendszerek:

3.a, = (54,3), a, = (3,3,2), as = (8,1,3).

4.b; = (2,—4,1), b, = (0,5,—6), b3 = (1,—2,4).

5. ¢; = (4,-5,2,6), 6. d; = (1,0,0,2,5),
c, = (2,-2,1,3), d, = (0,1,0,3,4),
c; = (6,—3,3,9), d; = (0,0,1,4,7),
¢, = (4,-15,6). d, = (2,-3,4,11,12).

7. Bizonyitsa be, hogy két aranyos vektort tartalmazo vektorrendszer linearisan sszefliggo!

8. Bizonyitsa be, hogy nullas vektort tartalmazé vektorrendszer linearisan 6sszefiiggd!

9. Bizonyitsa be, hogy ha az a;, a,, a; vektorrendszer linearisan 6sszefliggd és az a; vektor
az a,, a, vektorok linearis kombinacidja, akkor vagy az a, vektor lesz aranyos az a, vektorral,
vagy forditva, az a, lesz aranyos az a, vektorral!

10. Legyen a4, a,,...as — k-adrangi n-dimenziés vektorrendszer. Bizonyitsa be, hogy
barmelyik linearisan figgetlen részrendszere, amely k vektorbol all, bazisa lesz ennek a
rendszernek!

11. Bizonyitsa be, hogy az adott vektorrendszer barmelyik linearisan fiiggetlen részrendszere
kibdvithetd ezen rendszer bazisava!

12. Milyen esetben lesz a vektorrendszernek egyetlen bazisa?

13. Ekvivalens lesz-¢ két vektorrendszer, ha egyforma ranggal rendelkeznek?

14. Legyen a; = (0,1,0,2,0), a, = (7,4,1,8,3), a3 = (0,3,0,4,0), a, = (1,9,5,7,1), a5 =
(0,1,0,5,0). Kivalaszthato-e a y;; (i,j = 1,2,3,4,5) szam ugy, hogy a

5 5 5
b, = Z Y1kQk » b, = Z Y2kQg ey bs = Z Vsk Qg

vektorrendszer linedrisan Osszefliggd legyen?

Keresse meg a A paraméter minden olyan értékét, amelynél a b vektor az a4, a,, a; vektorok
linedris kombindacidja lesz, ha:

15. a; = (2,3,5), 16. a, = (44,3),
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a, = (3,7,8), a, = (7,2,1),

az = (1,-6,1), az = (4,1,6),

b= (7,-2,2). b = (59,2).

17. a; = (3,2,5), 18. a, = (3,2,6),

a, = (2,4,7), a, =(7,39),

az = (5,6,1), az = (5,1,3),

b = (1,3,5). b =(4,2,5).
Keresse meg az alabbi vektorrendszerek dsszes bazisat:

19. a; =(1,2,3,4), 20. a, =(1,2,3),

a, = (2,3,4,5), a, = (2,3,4),

as; = (3,4,5,6), az = (3,2,3),

a, = (4,5,6,7). a, = (4,3,4),

as = (1,1,1).

21. Hany bazisa lesz a k + 1 vektorbdl all6 k-adrangt rendszernek, amely a nullas vektortol

eltérd aranyos vektorokat tartalmaz?
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10. A matrix rangja

1. Szamitsa Ki az alabbi matrixok rangjat a beszegési aldeterminansok modszerével:
1 2 1 5 1 3 5 -1

3 4 1 11 2 -1 -3 4\
A3 3 9 of O\s 1 -1 o)
2 2 0 6 7 7 9 1
s 4 39 s 1 -1 2 3 4
A A 2 1 -1 2 0
0) ; -1 2 1 1 3|
1 =3 =50 =7 1 5 -8 -5 —12
7 -5 1 4 1

3 -7 8 9 13
2. Keresse meg a A paraméter értékét, melyre az alabbi matrixnak a legkisebb a rangja:

31 1 4
1

A 4 10 1),
1 7 17 3/

2 2 4 3
3. Mivel lesz egyenld az alabbi matrixok rangja a A paraméter kiilonboz6 értékeinél:
N NN FRPROIE
a2 -1 A 5 Db
1 10 -6 1 2 3 1 >
2 3 1 9-22

4. Szamitsa Ki az alabbi matrixok rangjat az elemi atalakitasok segitségével:
25 31 17 43

47 —67 35 201 155
a)( 7> 94 53 132} b)(26 98 23 —294 86,
75 94 54 134 16 —428 1 1284 52
25 32 20 48
s o 116 39 . 17 -28 45 11 39
24 -37 61 13 50
301 0 87 —417 -169 ) '

31 12 19 —-43 =55
42 13 29 -55 -68

5. Bizonyitsa be, hogy ha a matrixhoz hozzacsatolnak egy sort (vagy egy oszlopot), vagy

114 —46 268 82 30

nem valtozik a rangja, vagy megnovekedik eggyel!

6. Bizonyitsa be, hogy egy r-edrangu tetszéleges matrix felirhatd elsérangi r szamu
matrixok 0sszegeként, de nem irhat6 fel kevesebb, mint r ilyen matrix 6sszegeként!

7. Legyen A = ||ai J|| —n > 1-edrendi matrix és r — ezen matrix rangja. Hatarozza meg az
adjungilt A* = ||Al-j|| matrix rangjat, ahol A;; — az A matrix a;; elemének algebrai
komplementere!
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11. Linearis egyenletrendszer. A Kronecker-Capelli tétel

1. Vizsgalja meg az alabbi linearis egyenletrendszereket megoldhatosagukra és keresse meg

altalanos és egy konkrét megoldasukat:

le + 7x2 + BX3 + X4 = 6, le - 3x2 + 5x3 + 7x4 = 1,
a) 9 3x1 + 5x2 + ZX3 + ZX4 = 4‘, b) { 4x1 - 6x2 + ZX3 + 3x4 = 2,
Ox1 +4x, +x3 + 7x4 = 2; 2x1 — 3x, — 11x3 — 15x, = 1;
C)‘6x1_4x2+4x3+3X4:3, 7x1_4xZ+X3+3X4_:5,
9x1 - 6x2 + 3X3 + ZX4 = 4‘, 5x1 + 7x2 - 4‘X3 - 6X4 = 3,
{le + 2x2 + ZX3 + ZX4 = 2,
le + 3x2 + ZX3 + 5x4 = 3,

3x1 - 2x2 + SX3 + 4‘X4 = 2, 3x1 - 5x2 + ZX3 + 4‘X4 = 2,
d){

(le + 5X2 - SX3 = 8,

|
4x, + 3x, —9x3 =9,
e)<2xl+3x2—5xg:7 f)49951+xz+4x3—5x4=1,
x 1+8x 2—7x 3_12: l2x1+2x2+3x3+4x4:5,
\ X1 2 3= ’ 7x1+x2+6x3—x4:7;

f8x1 + 6x2 + 5x3 + 2x4 = 21, { le + SXZ + X3 + 2x4_ = 4‘,
3x1+3x2+2x3+x4:10, I 4x1+3x2+x3+x4=5,
g) ] 4x1 + 2x2 + SX3 + x4 = 8, h) 4 5x1 + 11x2 + SX3 + ZX4 = 2,

3x1+5x2+x3+x4=15, 2x1+5x2+x3+x4=1,
\7x1 + 4x2 + SX3 + ZX4_ = 18, X1 — 7x2 — X3 + 2x4 = 7’

2X1 — Xy + X3 + 2x4 + 3x5 = 2, 6x1 + 3x, + 2x3 + 3x4 + 4x5 =5,
6x1 — 3x, + 2x3 + 4x4 + 5x5 = 3, 4x, + 2x, + x3 + 2x4 + 3x5 = 4,
6, — 3, + 423 + 8, + 1325 = 9, 1)) 4y + 20, + 33 + 225 + %0 = 0,
4x, — 2xy + X3+ x4 + 2x5 = 1; 2% + x5 + 7x3 + 3x4 + 2x5 = 1!

i)

2. Vizsgalja meg az alabbi linearis egyenletrendszereket megoldhatésagukra és a A

paraméter értékétdl fliggden keresse meg az altalanos megoldasukat:

( 5xq — 3x, + 2x3 +4x, = 3, ( 3xq + 2x, + 5x3 + 4x, = 3,
)| 4x1 — 2x5 + 3x3 + 7x4 = 1, b) 4 2x1 + 3%, + 6x3 + 8x4 =5,
8x; —6x, —x3 —5x, =9, —x1 + 6x, + 9x3 + 20x, = 11,
\7x1 — 3%, + 7x3 + 17x, = 4; \ 4x; +x, +4x3 + Axy = 2;
( 2xqy —x, +3x3 +4x, =5, ( 2x1 +3x, +x3+2x4 =3,
04 4x; — 2x, + 5x3 + 6x, = 7, d) 4 4x, + 6x5 + 3x3 + 4x, =5,
6x1 —3x, +7x3 +8x4, =09, 6x1 +9x, + 5x3 + 6x, =7,
\Ax; — 4x, + 9x3 + 10x, = 11; \8x; + 12x, + 7x3 + Ax, = 9;
Ax1+x, +x3 =1, A+Dx;+x,+x3=1,
e){x1 +Ax, +x3 =1, ) x+(1+D)x, +x3 =4,
X1+ x, + Axg = 1; X1+ x5 + (14 Dxz = 42!

3. Vizsgalja meg az alabbi linedris egyenletrendszereket megoldhatdsagukra és az a, b, ¢, d

paraméterek értékétdl fiiggden keresse meg az altalanos megoldasaikat:
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x+y+z=1, ax+y+z=1,
a) ax+by+cz=d, bYix+by+2z=1,
a’x + b%y + ¢’z = d?; x+y+cz=1!
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12.

1. Keresse meg az egyenletrendszerek fundamentalis rendszerét és altalanos megoldasait:

( x1+2x2 +4x3_3x4:0,

Homogén linearis egyenletrendszerek

3x1+5x2+6x3—4x4:0, 2x1_4‘xZ+SX3+3X4_:0,
a.)< b) 3x1_6xZ+4‘X3+2x4:0,
oy ¥ 5% — 223+ 3%, =0, 4x; — 8xy + 17x3 + 112, = 0;
\3x; + 8x, + 24x; — 19x, = 0; 1 2 3 e
( 3x1+2x2+X3+3x4+5x5=0, 3x1+5x2+ZX3=0,
C)<6x1+4x2+3X3+5x4+7x5=0, d) 4x1+7x2+5x3:0,
9x1+6X2+5X3+7X4+9X5=0, x1+xZ_4‘X3:0,
\ 3x1+2x2+4‘X4+8xS:0; ZX1+9XZ+6X3=O,
( X = %3 =0, ( X — X3+ x5 =0,
xZ_X4:O, I —
Xy — X4 +%x5 =0,
—X1 +x3—x5 =0,
e) « _ f)dx; —x, +x5—x6 =0,
—X; + x4 —%x =0,
XZ—X3+x6=0,
—X3 + x5 =0, X1 — X4 + x5 = 0!
\ _x4+x6=0; 1 4 57
2. Az

—24 43 =50 2 9 =20
—-11 2 13

30 -5 4 -3
A=19 -15 8 5 2 B=|(1 4
4 2 9 =20 -3 9 —-15 8 5 2
matrixok sorai fundamentalis rendszerét alkotjak-e az alabbi egyenletrendszernek

3xq +4x, + 3x3 + x4 + 6x5 = 0,
5x1 +9x, + 7x3 + 4x4 + 7x5 = 0,
4x, + 3%y —x3 — x4 + 11x5 =0,
X1 + 6x5 + 8x3 + 5x4 — 4xs = 07

3. Az alabbi matrix mely sorai alkotjak

6 2 3 -2 =7
5 3 7 —6 -—-14
8 0 -5 6 13
4 -2 -7 -5 =7

2x1 — 5x5 + 3x3 + 2x4 + x5 =0,
5x; —8x, + 5x3 + 4x4 + 3x5 = 0,
X1 —7x, +4x3 +2x, =0,

4x, —x; +x3+2x4 +3x5 =0

egyenletrendszer fundamentalis rendszerét?
4. Keresse meg azokat a homogén lineéris egyenletrendszereket, melyek szdmara az alabbi
vektorrendszerek a fundamentalis rendszerei lehetnének:

a) (3,4,2,1,6), (5,9,7,4,7); b) (4,3,—1,-1,11), (1,6,8,5, —4)!
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5. Bizonyitsa be, hogy ha a homogén lineéris egyenletrendszer rangjanak értéke eggyel
kevesebb az ismeretlenek szaménal, akkor a rendszer tetszéleges két megoldasa aranyos lesz
egymassal!

6. Legyen A — n ismeretlentdl vett n — 1 homogén linearis egyenletbdl all6 rendszer matrixa,
M; — az A matrix aldeterminansa, amely az A matrix i-edik sora kihtuzasaval kaphato meg.
Bizonyitsa be, hogy a linedris egyenletrendszer megoldédsai koziil az egyik az aldbbi
szamrendszer

M;, —M,, M3, —M,,...,(—1)"" 1M,
emellett, ha ez a megoldas nem nulla, akkor barmelyik masik megoldas aranyos lesz vele!

7. Felhasznalva az el6z6 feladat eredményeit, keresse meg az alabbi egyenletrendszerek

altalanos megoldasat:

le + 3x2 + SX3 + 6X4 = 0,
b) 3x1 + 4x2 + 6X3 + 7x4, = 0,

){le + 3x2 + 4‘X3 = O,
3x1+x2 +X3 +4‘x4 = 0'

6x1 + 5x2 + 6x3 = 0,

8. Bizonyitsa be, hogy a homogén lineéris egyenletrendszer tetszéleges megoldasanak k-
adik komponense akkor és csak akkor lesz egyenld nullaval, ha a rendszer méatrixanak rangja a
k-adik oszlop kihtzésa esetén eggyel csokken!

9. Milyen feltételek mellett lesz az inhomogén linedris egyenletrendszer tetszdleges

megoldésainak adott line4ris kombinécidja ismét megoldasa ennek a rendszernek?
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13. Csoportok. Gyiiriik. Testek

1. Az alabbi halmazok koziil melyek alkotnak csoportot a megadott miiveletre nézve:

a) aracionalis szamok halmaza az 6sszeadas miveletét tekintve;

b) aracionalis szamok halmaza az szorzas miiveletét tekintve;

C) az Osszes pozitiv racionalis szam halmaza az szorzas miiveletét tekintve;

d) egy adott a # 0 valds szam egész kitevjii hatvanyainak halmaza a szorzas miiveletét
tekintve;

e) azegész szamok halmaza, hogyha a miivelet a kovetkezOképpen van meghatarozva: a *
b=a";

f) azegész szamok halmaza, hogyha a miivelet a kdvetkezoképpen van meghatarozva: a *
b = a®b?;

g) akomplex szamok halmaza adott ¢ argumentummal a szorzas miiveletét tekintve;

h) az 6sszes komplex n-edik egységgyokok halmaza a szorzas miiveletét tekintve;

1) a nullatol eltéré Osszes komplex szam halmaza, melyeknek abszolut értéke nem
nagyobb egy rogzitett r szamtol, a szorzas miiveletét tekintve;

J) az 6sszes n-ed rendii paros permutaciok halmaza a szorzas miiveletét tekintve;

K) az Osszes n-ed rendii paratlan permutaciok halmaza a szorzas miiveletét tekintve;

I) az R™ halmaz 6sszes n-dimenzids vektora az 6sszeadas miiveletét tekintve az R felett;

m) a sik Osszes elforgatasanak halmaza egy rogzitett pont koriil az elforgatasok folyamatos
muveletét tekintve;

n) a sik Osszes parhuzamos eltolasanak halmaza a parhuzamos eltolasok folyamatos
miiveletét tekintve!

2. Bizonyitsa be, hogy egy tetszleges G csoportban egyetlen egységelem ¢€s egyetlen
inverz elem létezik a G csoport tetszéleges elemére!

3. Legyen G — e egységelemet tartalmazo csoport a szorzas miiveletét nézve. Bizonyitsa
be, hogyha tetszbleges a € G elemre a? = e, akkor a G — Abel-csoport!

4. Legyen G;, G, — megfelelden e, és e, egységelemeket tartalmazo izomorf csoportok és
f :G; = G, — olyan bijektiv leképezés, hogy tetszOleges a,b € G; elemekre f(ab) =
f(a)f(b). Bizonyitsa be, hogy tetszéleges a € G, elemre f(e;) = e, és f(a™!) = f(a)™!!

5. Bizonyitsa be, hogy az egész szdmok Z csoportja az Osszeadds miiveletére nézve
1izomorf lesz egy adott természetes n szam egész tobbszordseinek nZ csoportjaval az §sszeadas

muveletét tekintve!
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6. Bizonyitsa be, hogy a valds szamok csoportja az dsszeadasra nézve izomorf lesz pozitiv
egész szamok csoportjaval a szorzas miiveletét tekintve!

7. Bizonyitsa be, hogy egy tetszéleges n-edrendii csoport izomorf lesz az n-edfoka
permutaciok S,, csoportjanak valamely részcsoportjaval!

8. Keresse meg az 6sszes 3-adrendil csoportot (az izomorfizmus pontossagaval)!

9. Keresse meg a Z* egész szamok csoportjanak Osszes részcsoportjat az Osszeadas
miveletére nézve!

10. Irja ki a 3-adrendii permutéaciok S5 csoportjanak Gsszes részcsoportjat!

11. Az alabbi halmazok koziil melyek alkotnak gytiriit (testet) a megadott miiveletre nézve:

a) az Osszes paros egész szam halmaza az Gsszeadas €s szorzas muveletét tekintve;

b) egy adott természetes n szam egész tobbszoroseinek halmaza az Gsszeadas €s szorzas
muveletét tekintve;

C) az Osszes racionalis szam halmaza az Osszeadas és szorzas miiveletét tekintve;

d) az Osszes valos szamok halmaza az 0sszeadas és szorzas miiveletét tekintve;

e) az 0sszes komplex szam halmaza az 6sszeadas és szorzas miiveletét tekintve;

f) aza+ bv2 alakt valds szamok halmaza, ahol a, b — egész szamok, az Osszeadas ¢és
szorzas muveletét tekintve;

g) az a + b3 alakii valés szamok halmaza, ahol a, b — racionalis szamok, az osszeadas
és szorzas miiveletét tekintve;

h) az a + bi alaki komplex szamok halmaza, ahol a, b — egész szamok, az Gsszeadas és
szorzas muveletét tekintve;

i) az a + bi alaku komplex szamok halmaza, ahol a, b — racionalis szamok, az dsszeadas
és szorzas muveletét tekintve;

J) az Osszes egész elemili n-es matrixok halmaza az Osszeadas és szorzas miiveletét
tekintve;

K) az Osszes valos elemii n-es matrixok halmaza az Osszeadas és szorzas miiveletét

tekintve;

i . .(a b . . . ,
I) az Osszes a, b racionalis elemii ( ) alak( matrix halmaza az 6sszeadas és szorzas

2b
muveletét tekintve!

12. Legyen K — 1 egységelemet tartalmazo gytrd. Bizonyitsa be, hogy tetszdleges a, b € K
elemekre igazak a —(—a) = a, (—1) -a = —a, (—a)(—b) = ab egyenldségek!
13. Bizonyitsa be, hogy a valds elemii n-es matrixok gytiriijében csakis az elfajult martixok

lesznek nullosztok!
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14. Bizonyitsa be, hogy az Osszes (_Z

szamok, a matrixok Osszeadasanak és szorzasanak miiveletét tekintve testet alkot, amely

Z) alaka matrixok halmaza, ahol a,b — valos

izomorf a komplex szamok testével!

a
2b

b2 alaki elemekbdl allo szamok testével (a, b racionalis szamok)!

15. Bizonyitsa be, hogy az ( Z) alaku elemekbdl allo matrixok teste izomorf az a +
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14. A polinomok gyiuriije
1. Szamitsa ki az alabbi polinomok szorzatat a komplex szamok teste felett:
Q) x*—x*+x*+x+1)(x*-3x+1);
b) (3x® +2x% — 1)(2x* — 5x3 + 6x% + 4);
o) (A=Dx*+@2+30)x*—ix+1+)((1+D)x—3);
d (ix®—4)(—x*+@B—=-i)x*+7—1i)!
2. Osszael az f(x) polinomot a g(x) polinomra a komplex szamok teste felett, ha:
a) f(x)=2x*—3x3+4x%—5x+ 6, g(x) =x% —3x + 1;
b) f(x) =3x5%+2x2 -1, g(x) =3x3 —3x — 2;
c) f(x)=(-1+5i)x3—(6+11i)x?+ (3+5i)x + 2 — 5i,
g(x) =1+ Dx -3,
d f(x)=(-1+3)x*+9x3+ (-9 + 3D)x? + (7 + 61)x — (2 + 2i),
gx) =ix?+ (2 —i)x—2+ 3i!
3. Milyen feltételek mellett fog osztoédni az f(x) polinom a g(x) polinomra a valds
szamok teste felett, ha:
a) f(x)=ax®+bx*+1, gx) = (x — 1)? (a,b € R);

b) f(x) =x*+px? +q, gx)=x*+mx+1 (p,q,m € R)?
4. Hatarozza meg a polinomok legnagyobb kozos 0sztojat:

a) x*+x3-3x2—-4x-1 és x3+x?2—x—-1,

b) x5 +x*—x3—-2x—1 és 3x* + 2x3 + x2 + 2x — 2;
c) x°—7x*+8x3-7x+7 és 3x% — 7x3 +3x% - 7,

d x>+x*—x3-3x2-3x-1 és x* —2x3 —x?>—=2x+1;

e) x*—10x2+1 és  x* —4V2x3 + 6x% + 4V2x + 1;

f) x*—4x3+1 és x3 —3x% + 1!

5. Felhasznalva az Euklideszi algoritmust, hatarozza meg azokat az u(x) és v(x)
polinomokat, melyekre teljesiil, hogy u(x)f(x) + v(x)g(x) = d(x), ahol d(x) = (f(x),
g(x)), hogyha:

a) f(x)=x*+2x3—x%—4x -2, gix) =x*+x3 —x%2-2x-2;
b) f(x) =x%+3x* +x%+x? +3x +1, gx) =x*+2x3 +x + 2;
c) f(x)=3x3-2x2+x+2, gx)=x%>—-x+1,;

d f(x)=x*—x3—4x? +4x + 1, gx) =x*—x—1!
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6. A hatarozatlan egylitthatok mddszerének segitségével hatdrozza meg az u(x) és v(x)
polinomokat ugy, hogy teljesiiljon: u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1, hogyha:

a) f(x)=x° g(x) = (x — 1%

b) f(x)=x*—4x3+1, gx) =x3—3x%+ 1!

7. Hatirozza meg azt a legkisebb fokszamu polinomot, mely az (x — 1)2-re vald
osztasakor 2x maradékot, az (x — 1)3-re val6 osztasakor pedig 3x maradékot ad!

8. Legyen u(x)f(x) + v(x)g(x) = d(x), ahol d(x) — az f(x) és g(x) polinomok
legnagyobb ko6zds osztdja. Mivel egyenlé az u(x) és v(x) polinomok legnagyobb kozds

osztoja?
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15. A polinomok gyokei

1. A Horner-elrendezés algoritmusanak segitségével szamitsa ki az f(x) polinom f(c)

értékét (amikor x = ¢), ha:

a) f(x)=5x*—19x3 —7x%+9x + 3, c=2;
b) f(x)=3x*+4x3 + 5x2 + x + 33, c=-2;
¢) f(x)=x+1+2D)x*—(1+3D)x%+7, c=-2—1i

2. Bontsa fel az f(x) polinomot az x — ¢ hatvanyai Szerint, valamint keresse meg azok

derivaltjainak értékét amikor x = c, ha:
a) f(x)=x5, c=1;
b) f(x)=x*—8x3+ 24x? — 50x + 90, c=2;
) f(x)=x*+2ix3—A+)x*>—-3x+7+1, c=-—i
d f(x)=x*+B-8i)x>—(21+18)x? — (33 —-200)x+7+18i, c=—i+ 2i!
3. Hatarozza meg az f (x) polinom ¢ gyokének multiplicitasat:
a) f(x)=x>—5x*+7x%—2x%+4x -8, c=2:
b) f(x) = x5 —6x* + 2x3 + 36x2% — 27x — 54, c=3;

4. Az a milyen értéke mellett lesz az x°> —ax? — ax + 1 polinom —1-es gydkének

multiplicitasa legalabb 27

5. Az a és b melyik értékénél osztodik az a) ax* + bx3 + 1; b) ax™ + bx™"1 + 1 polinom

az (x — 1)??

6. Keresse meg azt a feltételt, ami mellett az x> — ax® — b polinom (a, b € R) rendelkezik

nem nulla gyokkel, melynek multiplicitasa 2!

7. Bizonyitsa be, hogy az 1 + Lx 42X 4o T polinom nem rendelkezik tobbszoros
1! 2! n!

gyokokkel!
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8. Bontsa fel az f (x) polinomot irreducibilis polinomok szorzataba a komplex szamok teste

felett, ha:
a) f(x)=x%—-6x*+11x—6; b) f(x)=x*+10x? + 1;
c) f(x)=x®+27x% d f(x) =x3—6x%+1!

9. Bontsa fel az f (x) polinomot irreducibilis polinomok szorzataba a komplex szamok teste

felett, ha:
a) f(x)=xb+27; b)  f(x) = x2" — 2x™ + 2;
Q) flx)=x¥+x+1; d f)=x*—ax?+1 (-2<a<2);
e) f(x)=x°%—x3+1; f)  flx)=x12+x8+x*+ 1!

10. Hatarozza meg a komplex szamok teste felett azt a polinomot, melynek legkisebb a

fokszama a megadott gyokok alapjan:
a) 1 — kétszeres gyok, és 2, 3, 1 + i — egyszeres gyokok;
b) i — haromszoros gyok, és —1, —i — egyszeres gyokok!

11. Hatarozza meg a valds szamok teste felett azt a polinomot, melynek legkisebb a

fokszama a megadott (komplex) gyokok alapjan:
a) 1 — kétszeres gyok, és 2, 3, 1 — i — egyszeres gyokok;
b) (2 — 3i) — haromszoros gyok, és —i — egyszeres gyok!

12. Bizonyitsa be, hogy az x3™ + x3"*1 + x3P*1 polinom osztodik az x? +x + 1

polinomra barmilyen természetes m, n, p szamokra!

13. Milyen feltételek mellett osztodik az x3™ + x3"*+1 4+ x3P*1 polinom az x2 + x + 1

polinomra?

14. &,,&,,&5,...,&, gydkei az a,x™ + ap_1x"" '+ -+ a;x + ay polinomnak. Milyen

gyokei vannak az alabbi polinomoknak:
a) ApX" — A XM+ ay_x™ % — o+ (—1)ay;

b) apx™+ a;x" 1+ -+ a,_1x + ay;
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C) apx™+ ap_1hbx™ 1+ a,_,b2x""2 + -+ agh™ ?

15. Keresse meg az Osszefiiggést az x> + px? + qx +r polinom egyiitthatéi kozott,

melynek egyik gyoke egyenld a masik két gyok osszegével!

16. Hatarozza meg a A-t ugy, hogy az x3 — 7x + A polinom egyik gydke egy masik

gyokének kétszerese legyen!
17. Az 2x3 — x? — 7x + A polinom két gydke egyenld 1-el. Hatarozza meg a A értékét!

18. Hat4rozza meg az a, b, ¢ —t, hogy azok az x3 — ax? + bx — ¢ = 0 egyenlet megoldasai

legyenek!
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16. Irreducibilis polinomok.

Polinomok a racionalis szamok teste felett

1. Legyen P —az F test részteste és g(x) € P[x]. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak:
a) ha g(x) — irreducibilis polinom a P test felett, akkor irreducibilis lesz az F test felett is;
b) ha g(x) — irreducibilis polinom a F test felett, akkor irreducibilis lesz az P test felett is;
c) ha g(x) — reducibilis polinom a P test felett, akkor reducibilis lesz az F test felett is;
d) ha g(x) — reducibilis polinom a F test felett, akkor reducibilis lesz az P test felett is?

2. Legyen F —test. Bizonyitsa be, hogy a 2-od vagy 3-ad fokszamu polinom az F felett akkor
és csak akkor lesz irreducibilis, ha 1étezik gyoke az F testben. Igaz lesz-e ez az allitas a 4-ed

fokszamu polinomok esetére is?

3. Legyen f(x) € Q[x] — irreducibilis polinom a Q felett. Bizonyitsa be, hogy az f(x)

polinomnak nincsenek tobbszords komplex gyokei!

4. Eisenstein-féle irreducibilitasi kritériumot felhasznalva bizonyitsa be az alabbi polinomok

irreducibilissagat a Q felett:
a) x* — 8x3 + 12x? — 6x + 2; b) x5 — 12x3 + 36x — 12;
c) x* —x3 + 2x + 1; d) x®P=DP" 4 x(P-2P* 4 xP"
ahol p — természetes primszam, k € N!
5. Bizonyitsa be, hogy az egész szamu x* + ax® + bx? + cx + d polinom irreducibilis lesz

2

cm—am ,
x + m alaka

d-m?

a Q test felett, ha nincsenek egész gyokei és nem osztodik egyetlen x? +

polinomra sem, ahol m — a d szam osztdja!

6. Az el6zd feladat segitségével bontsa fel szorzatokra a kovetkezd polinomokat vagy

bizonyitsa irreducibilissagukat:

a) x* —3x3+2x%+3x—9; b) x* — 3x3 + 2x% + 2x — 6!

7. Bizonyitsa be, hogyha az irreducibilis (egyszertisithetetlen) s tort az egész szamu f(x) =
apx™ + a,_1x" 1 + -+ + a4 polinom gydke, akkor:

a) q az a,, szam osztdja;
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b) p az ay szam osztoja;

C) p — mq az f (m) szam osztoja tetszéleges egész m szamra!

8. Keresse meg az alabbi polinomok racionalis gyokeit:

a) x* — 2x3 — 8x% + 13x — 24;

b) x> — 7x3 — 12x? + 6x + 36;

C) 6x* + 19x3 — 7x? — 26x + 12;

d) 24x* — 42x3 — 77x? + 56x + 60;

e) 10x* — 13x3 + 15x2 — 18x — 24;

f) x6 — 6x° + 11x* — x3 — 18x% + 20x — 8.

9. Bizonyitsa be, hogy az egész szamu f (x) polinomnak nincsenek egész gyokei, ha f(0)
¢és f (1) — pératlan szamok!

10. Keresse meg az alabbi polinomok legnagyobb kdzos osztdjat:

a)(x—1)3(x+2)%(x—3)(x+4)és (x —1?*(x +2)(x+5);

b) (x — D(x? —1)(x3 - D(x*—1) és (x + D(x? + (x> + D (x* + 1);

C)x"—1¢ésx™—1(n,meN)!
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17. A linearis tér bazisa

Bizonyitsa be, hogy az a;, a,, a;, a, vektorrendszer az R* vektoridlis tér bazisa lesz a valos
szamok R teste olott! Keresse meg az X = (yy1, ¥2. ¥3.x4) € R* vektor koordinatdinak
képleteit ebben a bazisban! Milyenek lesznek a ¢ e R* vektor koordinatai az a;, a,, a, a4

bazisban?

1.3 =(-1221)), a, =(0,3,21), a3 =(1,1,4,2), a, =(1,-2,1,3), c =(2,—4,5,6).

N

.a=3,-113), a,=(2,0,6,1), a3 =(1-111), a, =(2,411), c=(2,4,3,-1).
3. a,=(-2503, a, =(1,3,2,6), a3 =(1,11,0), a, =(2,2,2,2), c=(3,6,9,— 2).
4.8 =(4,-132), a, =(2,315), a3 =(2,-311), a, =(2,3,21), c=(2,—-4,3,7).
5 a=(2131, a, =(5,2,2,5), a3 =(3,1,6,0), a, =(0,6,0,7), c = (0,-6,-5,-11) .
6. a; =(4,321), a, =(-1,3,33), a3 =(2,1,2,1), a, =(1,5,0,1), c =(-1,-1,2,2).

7.a,=(0,513), a, =(2,4,0,1), a5 = (1,3,1,5), a; =(3,6,0,1), ¢ = (3,8,— 2,~10).
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18. Atmeneti matrix egyik bazisbol a masikba
Bizonyitsa be, hogy az a;, a,, a; és a by, b,, bs vektorrendszerek az R* vektorialis tér

bazisai! Keresse meg az atmeneti matrixot és a koordinatak atalakitasanak képleteit az egyik

bazisbol valo atmenet soran a masikba. Ezutan hatarozza meg a ¢ = (1, 2,3) vektor koordinatait

mindkét bazisban, és ellendrizze le a kapott eredményt a koordinatak atalakitasi képleteinek

segitségével!

L a; =(1-1-1), a, = (~1,2,0), a3 =(0,1,0);
b, = (1,0,9), b, =(1,-12), by = (2,-1,4).

2, a,=(012), a, =(1,-2,-1), a;=(1-12);
b, = (-1,1,0), b, =(2,-11), bs = (1,0,2).

3. a =(21)), a, =(1,1,3), a3 =(3,2,5);
b = @11, b, =(2,1,0), by = (3,1,3).

4, a=01-12), a, =(2,1,1), az =(3,0,2);
b = (@11, b, =(-2,-11), by =(1,0,3).

5. a; =(6,4,-1), a, =(,-22), a; =(9,31);
by =(-3,7,8), b, =(2,1,3), by = (0,—2,-3).

6.  a =(432), a, =(11,3), a; =(2,2,5);
by = (5,4,3), b, =(2,2,1), by = (1,6,-1).

7. a=(81-1), a, =(3,2,-3), az = (4,-1,2);
b =(12,-1), b, = (4,4,-1), by = (3,0,2).
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19. Miiveletek linearis alterekkel

Keresse meg az L, + L, 6sszeg dimenzi6jat és bazisat, valamint az R® tér L; és L, linearis

altereinek L; L, metszetét, ahol L; — az alabb megadott egyenletrendszer megoldéasainak

tere, L, =(ay,a,) —az aj, a, vektorrendszerbél eldallitott linearis burok!

Xg+ Xo+ Xg+ Xg4+ X5=0,
2%y +3Xy +2X3 — X4 +2X5 =0,
L Xq + 2% +2X,— X5 =0,
3% +5Xy +2X3+ X4+ X5=0;
X +3X, - X4 — X5 =0,
Xg+ Xo +2X3 —3X4 +3X5 =0,
2 2% +3Xy +2X3 — X4 +2X%5 =0,
3% +6Xy +2X3 —2X4 + X5 =0;
Xy +2X5 +2X3 +3X4 +2X5 =0,
Xg — Xo +3X4 + X5 =0,
3 3% +3Xy +2X3+ X4 + X5=0,
2%+ Xy +2X3+6X4 + 3X5 =0;
X +2X, +3X3+ X4+ X5 =0,
X +3Xy +4X3 +3X4 +2X5 =0,
4 X+ Xo+2X3— X4 =0,
Xg +3Xy +3X3 +5X4 +5X5 =0;
X+ 2Xy + X3 +3X4 + X5 =0,
SX1 4+ 3Xy + X3 +3X4 +5%5 =0,
> — X + Xp + Xg+2Xy =0,
3X1 +3Xy + X3 +4X4 + 2X5 =0;
Xg+2Xy — X3+ Xg+ X5=0,
Xy +3%X3 —2X4 + X5 =0,
o — X+ Xp+ Xg + X5 =0,
4 Xy +3X3— X4 +3X5=0;
X +4Xy + X3 + 2X4 +3X5 =0,
Xy +2X, + 5X4 +2X%5 =0,
k -% +2%3 + 4X4 + X5 =0,
X +6X5 +3X3 +11X, +6X5 =0;

a =(-5,4,1,2,3),
a, =(L1,1,11).

a =(1,1,1,1,0),
a, =(2,1,-111).

a, =(11,1,11),
a, =(0,2,3,4,-6).

a, = (L1111),
a, =(0,-7,6,2,2).

a =(1L1111),
a, =(3,-6,1,7,3).
a, =(1,0,1,0,1),

a, = (1,3,7,9,-10).

al - (1, 0,1, O,l),
a, = (-11,6,—6,1,—3).

39



20. Linearis transzformacio

A ¢:R®> > R3? leképezés minden X=(y,xs,x3) Vektort ¢(x) € R® vektorba alakit 4t

(képez). Bizonyitsa be, hogy a ¢ linearis transzformacio lesz! Keresse meg a vektor képének

koordinatainak képletét az R® tér €;, €,, €5 kanonikus bazisaban; az a = (1,1,1) és e, e,, €3

vektorok képét és a ¢ transzformacié matrixat ugyan ebben a bazisban!

1.

> w

o

e(X)=(1—x2. X2 = X3:. 21— X3) -
P(X)=(x2+3x3.22%2 = X3: X2 + X3) -

o(X) = (21— ¥3.2%2 = X3: )1~ X3) -
e(X)=(n—x2+2x3. 21— X2. 71+ 222) .-

() =(n+2x2—x3.2201— 22+ X3 1+ 22— X3) -
e(X)=(x2+4x3. 01+ 22— 2x3.222 —213) -

() =@y +x2+2x3. 00— X3: X2+ X3) -
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21. Linearis transzformacio matrixa egy bazisban

crer

vektorokat megfelelden ezen tér by, b,, b3 vektoraiba alakitja at! Keresse meg a ¢

transzformaci6 matrixat az @;, a,, az bazisban!

1. a-=0-11), a, = (2,-1,0), ag = (3,-2,0);
by =(-10,), b, =(0,0,0), by =(0,1,1).
2. a =(1-1-1), a, =(-1,2,0), a3 =(0,1,0);
b =(@L-11), b, = (1,0,-1), by = (2,-1,0).
3. a =002, a, =(1L,-12), ag = (2-14);
by = (0,-1,1), b, = (1,1,0), by = (1,0,1).
4. a; =(111), a, =(0,-1,2), a3 =(1,0,2);
b =(@1-21), b, = (-1,2,-1), by = (1,0,1).
5. a =(235), a, =(0,1,2), ag = (1,0,0);
b = @11, b, =(1L1,-1), by =(2.1,2).
6. a =(20,3), a, = (4,1,5), az =(312);
b =(12-1), b, = (4,5,-2), by = (1,-11).
7. a; =(111), a, =(1,1,-1), a3 =(2,1,2);
b = @11, b, = (L11), by = (1,1,0).
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22. Miiveletek linearis transzformaciokkal
Legyen ¢ linearis transzformacioja az R® vektortérnek, amely az X = (3, 7,, x3) Vektort a

o(x) vektorba alakitja at,

 w N
N W

— a y linearis transzformacié matrixa ugyan ezen tér a;, a,, a3 bazisaban. Keresse meg az
R3 tér kanonikus bazisdban a ¢, v, o+w, ¢—w, oy, wo lineiris transzformaciok
matrixait!
1. P(X)=Qui—x2— X1+ X3 0+ X2 —213);
al = (1,1,—1) f a2 = (—1,2,0), a.3 - (0,1, 0) .
2. () =(n—x2+2x3. 00— X2, 1+t2%2) 5
al = (1,—1,1) f az = (2,—1,—1) ' a3 - (3,— 2,1) .
3. o) =(n—X2—X3—X1+t X2~ X3—X1— X2+ X3) s
=211, a,=(113), a3=(3,2,3).
4. o) =(n— X+t X2+ X3 0+2%2—X3)
al = (—1,1,—1) y a2 = (l, O, 2) y a3 = (0,1, 2) .
5. P(X)=(x2+2x3.273— 11,31~ X2)
=021, a,=(011), az=(1,11).
6. P(X)=(+8x2+ 23201 -3%3. 22— 371)
=311, a,=(12,-1), a3 =(2,0,1).
7. P(X)=2x2—2x3.21 =223~ x2 — 1)
3=01-1), a,=(12-1), ag=(11-1).
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23. Linearis transzformacié nulltere és képtere

crer

Hatarozza meg az Img ¢és a Kerg alterek bazisat és dimenzidjat! Gy6zodjon meg arrdl, hogy

dim Img + dim Kerg = dim R*!

~1 -1 -1 -1 1 -2 -2 -2
2 3 1 2 1 4 3 4
1 A= . 2. A= .
1 2 0 1 0 2 1 2
0 1 -1 0 -1 0 -1 o0
13 46 1 12
0112 11
3 A= 4 A=
12 3 4 -1 0 -
112 2 11
-3 1 1 3 3 2 -3 -3
5 -2 -1 -5 -1 1 1
S A= : 6. A=
-1 -2 5 1 -1 -1
-1 -1 3 1 21 2 2
-1 -1 3 1
4 -1 -2 -4
7 A= .
4 -3 2 -4
5 -2 -1 -5
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24. Linearis transzformacio sajatvektora és sajatértéke

Legyen A —az R* vektortér ¢ linearis transzformécié matrixa a kanonikus bazisban. Keresse
meg a goz , (p3 , (p4 linedris transzformaciok matrixait ebben a bazisban és gy6z6djon meg arrol,
hogy f(@)=0, ahol f—a ¢ transzformacid karakterisztikus polinomja! Hatarozza meg a ¢

transzformécio 0sszes sajatértékét és sszes sajatvektorat!

4 0 3 O 51 12
13 1 -2 02 -10
1 A= : 2. A= :
-3 0 -2 O 0 0
-1 2 1 1 -2 1 11
4 01 O 5 00 2
17 1 -4 1 -1 4 1
-1 02 O 1 -4 7 1
14 1 -1 -2 001
100 O 2 -1 1 -
110 1 0 1 -
5 A= 6 A=
-2 0 0 - 1 -1 2 -
101 0 01 0
2 0 0 1
01 -1 -1
7 A=
00 0 -1
-10 1 0

44



25. Linearis transzformacio sajatvektoraibdl allo bazisok

Legyenek A, Ay, Ay — megfeleléen a ¢;, @,, @5 linedris transzformaciok matrixai az R3

vektortér kanonikus bazisaban. Bizonyitsa be, hogy az R® térnek van két bazisa, melyek min-
degyike a ¢, és ¢, transzformacioknak megfeleld sajatvektorokbol allnak! Keresse meg
ezeket a bazisokat és a transzformacidknak megfeleld matrixokat ezekben a bazisokban!

Bizonyitsa be, hogy az R® térben nincs olyan bazis, amely a @5 transzformacid sajatvektoraibol

all!

2 2 -1 31 -1 301
1. A=[-15 -1|, Ay=|1 3 -1/, As=|-3 0 1
06 -1 33 -1 -5 11
6 -1 -1 3 -10 -3 -1 2
2 A=l5 0 -1|, A=[2 0 0], As=|-5 -1 3
9 -3 0 3 -3 2 ~9 -3 6

6 1 -2 -1 01 1 -1 0
3 A=|4 3 -2, A=-3 2 1], A;=|1 -3 1|
9 3 -3 -6 0 4 3 -3 0

|
=
|
w
Il
=
(Ga]
|
N

-1 -1 2 -1 -2 0
2 2 -2|, Ag=| 2 2 -1
-1 1 -1 ~1 -1 2 0 -1 0

-2 -2 -1



)

0
-2 10

0

2
-8
0

2
2
-1
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26. Linearis altér ortogonalis komplementere

Az R* euklideszi tér L altere az alabb megadott egyenletrendszer megoldasainak a tere.
Keresse meg az L altér Lt ortogonalis komplementerét az R* térben és a C vektor vetiiletét

az L altérre ésaz 6 L* ortogonalis komplementerére!

X|+Xp +2X3— X4 =0, c=(1,-2,-4,5).
1.43% + Xy — X3 +2%,4 =0,
X —Xo =5X3 +4X%, =0;

Xg +2Xy +3X3+ X4 =0, ¢=(-14,-3,5,0). |2X% +6X, +3X3+2X, =0,¢c=(2,8,6,4).

2.4 X +4X, +X4 =0, 3.4 X +2%Xy +3X3+ X4 =0,
- X —6X3 — X4 =0; 3%; +8Xy +6X%3 +3%4 =0;

Xp+2X,— X3+X%X4 =0, ¢=(6,2,3,0). (2% —X,+ 4%3 +3%, =0, ¢=(-5-113,5).
4.3 X+ X +2%X3—X4 =0, 5.9 X1 —Xo— 2X3 + X4 =0,
3% +4X, +3%3 — X4 =0; Xp + X +14X3 + 3%, =0;

Xq + 3%y —4%3 + 2%, =0, ¢ = (~15,29,3,-5). 2X1 +3%y + Xg— X4 =0,

6. 4X1+ X2 - X4 :O, 7 —2X1 +3X3+ X4 :0,
—10%; +3Xy —8X3 + 7%, =0; 6%; +3Xy —5X3 —3X4 =0;
c=(14,-51-5).
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27. Gram-Schmidt-féle ortonormalizacios eljaras

1. Az R* euklideszi térben ortonormalizalja az a;, a,, as, a, vektorrendszert!

11 a=@0L-1-1), a,=(1010), a3 =(1,10,1), a; = (1,1,0,0).
12. a =@111-1), a,=(10,01), a3 =(1,110), a, =(0,1,11).

13. a =(-1111), a, =(110,0), a3 =(0,1,0,1), a4 = (0,0,1,1).

14. a =211, a,=(2-11-1), a; =(112,0), a, = (L10,0).
15. a =(0,01-1), a,=(01-11), az =(L1,-11), a; = LLL1).
16. a =(-1001), a, =(0,111), as = (1,1,-1,-1), a, = (1,0,-1,0).
17. a,=(0111), a, =(1,-1,2,0), a3 =(0,0,1,1), a, =(1L111).

2. A C[zai p) cuklideszi terben, mely az Gsszes olyan fuggvény tere, melyek négyzete integ-

ralhato, ortogonalizaljaa p; =1, p, =X, p3= X2, pg= X3 polinomok rendszerét (a C[%x, 5] tér

két tetszdleges f és g fliggvényének skalaris szorzata a kovetkez6 modon hatdrozhaté meg:

B
(f.9)=[f()g(x)dx )!

2.1. a=-2, p=-1.

2.2. a=2, L=3. 2.3. a=-3, B=-2.
24. a=-1, p=1 25. a=-2, p=2.
26. a=-2, B =0. 27. a=-1, p=2.
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28. Kvadratikus alak normalalakja

Keresse meg megfelelden a valds és komplex szamok teste felett az f (Xq, X5, X3) kvadratikus

alak normalalakjat valamint az ismeretlenek transzformacidit, amelyek ehhez az alakhoz

vezetik az f alakot!

1. f= x12 + 2x§ —3x§ —6X X9 —4X5X3.
2. f= —xlz + 4x§ - x% 48Xy X3 — 4% X3.
2 2 2
3. f =—X{ +3X5 —3X5 +6X Xy + 2Xy X3 —4X(X3.
_ 2 2
4. f =X +2X5 —8X Xy +4XyX3 + 2% X3
_ 92 2
S. f =-2x{ —2x5 —8X Xy —4XoX3.
_ay2 2
6. f =3x{ +3X5 —2XXy +6XyX3 —2X; X3 .
_2y2 2 2
7. f =3x{ +3X5 —9X35 + 2% Xy + 6Xy X3 + 2% X3.
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tiv definit kvadratikus alakok

r

iv és nega

29. Pozit

X T AX kvadratikus alak, amely az A matrixszal van megadva, pozitiv

A g(X1,X2,X3,X4,Xs5)

definit, negativ definit vagy indefinit?

-11.

10

-2

0 -1 1 -1

0

-1 -1

1

3 -1 -2].

-1
-2

0
-2

-1

1
0

-1

1

2. A=

4. A=

-1].

10

0 -1 1 -1

0

6. A=

11111

12 2 2 2

1 2 3 4 4

1 2 3 45

5 A=|1 2 3 3 3|.

-2 -2 -1

-1
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