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Bevezeto

Ez ajegyzeta Valosziniiségszamitdas targy eldadasaihoz készilt segédanyag, amely
az informatika szakos hallgatok szamara irodott. A tananyag szorosan épit a Va-
loszintiségszamitas I. keretében elsajatitott alapfogalmakra, mintegy annak ter-
mészetes folytatasaként mélyiti el a valoszinliségszamitas elméleti hatterét.

Mig az elsd részben a véletlen kisérletekkel, az eseményalgebraval és a klasszikus
valdszintiségi modellekkel ismerkedtiink meg, ez a masodik rész a valdsziniisé-
gi valtozok — mind a diszkrét, mind a folytonos — részletes vizsgalatara fokuszal.
Kilonos hangsulyt fektetiink a legfontosabb, a gyakorlatban is stirtin el6fordulé
eloszlasok (mint a binomidlis, a Poisson-, a normalis vagy az exponencialis elosz-
14s) tulajdonsagainak megértésére.

Informatikus szemmel nézve a valdszintiségszamitas nem csupan egy absztrakt
matematikai diszciplina, hanem elengedhetetlen eszk6z a komplex rendszerek
modellezésében. A jegyzetben targyalt hatareloszlas-tételek, kiilonosen a nagy
szamok torvényei és a kozponti hatareloszlas-tétel, alapvet6 fontossaguak a gépi
tanulds, az adatelemzés, a halozatkutatds és a szimuldcids eljarasok megértésé-
hez. Ezen elméleti alapok biztositjak azt a matematikai precizitast, amelyre a
modern informatikai algoritmusok éptuilnek.

A jegyzet felépitése koveti az eldadasok tematikajat, minden fejezet végén onel-
len6rz6 kérdésekkel segitve a tananyag elsajatitasat és a vizsgara valo felkészu-
lést.



1 Diszkrét valdsziniiségi valtozok

Diszkrét valosziniiségi valtozo: Egy ¢ : 0 — Rfluggvényt diszkrét valoszinliségi
valtozonak neveziink, ha értékkészlete megszamlalhato (véges vagy végtelen), és
minden z értékre teljesil, hogy az {w : {(w) = x} halmaz esemény.

Eloszlas: A diszkrét valdszinliségi valtozo eloszlasat a lehetséges értékek és a
hozzajuk tartozo valdszinliségek adjak meg. Ha ¢ lehetséges értékei x4, o, .. .,
akkor az eloszlast a p; = P(¢ = ;) valoszintiségek alkotjak, ahol " p; = 1.

1.1 A varhato érték

A varhato értéket a szakirodalom gyakran M (¢)-vel (Expected value), a Slyusar-
chuk forras pedig M/¢-vel jeldli.

Definicio: A diszkrét ¢ valdszinliségi valtozo varhato értéke a lehetséges értékek
valdszintiségekkel sulyozott 6sszege:

M= " wpy
k
feltéve, hogy a sor abszolut konvergens.

1.2 A varhato érték tulajdonsagai és bizonyitasaik

(A bizonyitasok forrdsa: PV. Slyusarchuk: Valgszinliségszamitas és matematikai
statisztika, 4.1.2. és 4.1.3. fejezetek). A forras a varhato érték (a szoveghen 1/¢)
tulajdonsagait részben a definiciobol, részben az elemi eseményekre valo 6sszeg-
zés tulajdonsagaibol vezeti le.

1. Konstans varhato értéke: Ha C konstans, akkor MC = C.

Bizonyitas: A konstans tekinthet6 olyan diszkrét valoszinliségi valtozénak,
amely egyetlen értéket vesz fel 1 valoszintiséggel. Ha P(¢ = C') = 1, akkor a
definicio alapjan:

MC=C-1=C

2. Konstans kiemelése: V/(C¢) = C - M¢&, ahol C konstans.
Bizonyitas: A definicidébdl kozvetleniil adodik. Ha ¢ értékei z; és a hozzajuk
tartozo valoszinuiségek p;, akkor:

M(C€) =D (Cri)pi = clepz C- M¢

3. Osszeg varhato6 értéke (Additivitas): M (¢ + ) = M¢ + Mn.

Bizonyitas: A forras az els6 tulajdonsagot (az elemi események terén vett
0sszegzést) hasznalja fel a bizonyitashoz. Tudjuk, hogy a varhato érték fel-
irhato az elemi eseményekre (w) vett 0sszegeként: M¢ =5 ., {(w)P(w). Ezt



alkalmazva az 0sszegre:
M(E+m) =) (Ew) +n(w))Pw)
weN
Az 0sszegzés tulajdonsagait hasznalva a tagok szétbonthatok:

=) Ew)PW)+ Y nw)Pw)

we weN

A definicid értelmében az els6 tag M ¢, a masodik tag M, tehat:

= ME+ Mn

. Fiiggetlen valtozok szorzata: Ha ¢ és n fuggetlen diszkrét valoszintiségi
valtozok, és létezik véges varhato értékuk, akkor a szorzatuk varhato értéke
is 1étezik, és megegyezik a varhato értékek szorzataval: M (&n) = ME - M.

Bizonyitas: A bizonyitas 1épései a varhato érték definicidjara és a fligget-
lenség tulajdonsagara épulnek. Tekintsuk a ¢ és n valoszinliségi valtozokat,
melyek értékkészlete rendre {z;} és {y;}. A¢nszorzat varhato értéke a lehet-

séges értékek szorzatanak és azok egytttes bekovetkezési valoszinliségének
0sszege:

M(&n) = Z Zwkyzp(f = Tk, 1 = Y1)

Mivel ¢ és n fliggetlenek, az egylittes eloszlas a peremeloszlasok szorzataval
egyenlé: P(§ = xp,n = y) = P = ) - P(n = y,). Helyettesitsik be a
szorzatot az 6sszegbe:

M(En) =)z P& = 2x)P(n = 1)

k

Mivel az 0sszeg abszolut konvergens, az 6sszegzés sorrendje felcserélhetd,
és a tagok csoportosithatok. Emeljik ki az x,-t6l fligg6 tényezoket a belsd (I
szerinti) 0sszegzés elé:

M(gn) = |wP(E =) > uP(n =)

Vegyuk észre, hogy a bels6 0sszeg éppen n varhato értéke, a kiils6 0sszeg
pedig ¢ varhato értéke:

S uPn=uy)=Mn, Y xP({=uxy)=M¢
l k
Ebbdl kovetkezik a tétel allitasa:

M(gn) = <Z 1P = m) - Mn = Mé¢- My



5. Cauchy-Bunyakovszkij egyenlétlenség: (1/(¢n))? < M(&2) - M(n?).

Bizonyitas: Tekintsik a M ((t€ + n)?) > 0 kifejezést, amely minden valds
t-re igaz (mivel egy négyzet varhato értéke nem lehet negativ). Kifejtve a
négyzetet és haszndlva a varhato érték linearitasat:

t2M(€%) + 2t M (&n) + M(1°) > 0

Ez egy masodfoku egyenl6tlenség ¢-ben. Ahhoz, hogy ez minden ¢-re nem-
negativ legyen, a diszkrimindnsanak nem pozitivnak kell lennie (D < 0):

(2M (&n))* —AM (€)M (n*) < 0
4(M(&n))* < AM(£)M(n?)
(M(&n))? < M(E2)M(n?)

1.3 A szoras

A szoOras azt mutatja meg, hogy a valoszinliségi valtozo értékei mennyire inga-
doznak a varhato érték korul. A definicio szerint a szoras (jelolje D¢) a varhato
értéktol (1¢) vald eltérés négyzetének a varhato értéke:

D¢ = M[(€ — M¢)?]

Ez a mennyiség a valoszinliségi valtozo értékeinek a varhato értéktdl valo atlagos
négyzetes eltérését fejezi ki.

Steiner-formula: Ha a ¢ valdsziniiségi valtozonak létezik véges szdrasa, akkor
a szorasnégyzete (D?*¢) kiszamithat6 a masodik momentum (M (£?)) és a varhato
érték négyzetének ((£¢)?) kilonbségeként:

D* = M(€?) — (M¢)?
Bizonyitas: A bizonyitds a szorasnégyzet definicidjabdl indul ki, és a varhaté

érték linearitasat hasznalja fel. Legyen m = F¢ a valdszinliségi valtozd varhato
értéke. A szorasnégyzet definicidja szerint:

D*¢ = E((¢ —m)?)
Végezzik el a négyzetre emelést a zarojelben:
(& —=m)* =& —2me +m?
Alkalmazzuk az F operatort a kifejezés minden tagjara:
M(E — 2mé +m?) = M(€%) — 2m - M(€) + m”
Mivel m = FE¢, helyettesitsiik ezt vissza a kozépso tagha:
—2m - M(§) = —2(M¢&)(E€) = —2(E¢)?

gy az egyenlet:
= M (&%) — 2(E¢)* + (EB€)* = M(§%) — (EE)?
Ez az dsszefuiggés jelentdsen megkonnyiti a szoras szamolasat.
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1.4 A szoras tulajdonsagai

A szoras legfontosabb tulajdonsagai a kovetkezok:

1. Nemnegativitas: A szoras mindig nemnegativ (D¢ > 0). A szdras ponto-
san akkor 0, ha a valdsziniiségi valtozo 1 valoszintiséggel egyetlen konstans
értéket vesz fel.

2. Konstans szdorasa: Egy konstans (C) szorasa nulla: D(C) = 0.

3. Lineadris transzformacio: Ha a valosziniiségi valtozot egy o konstanssal
szorozzuk és hozzaadunk egy b konstanst:

D(a& +b) = a>D¢
A konstanssal valo eltolas nem befolyasolja a szordst, a szorzo négyzete pe-
dig kiemelhet®.

4. Fuggetlen valtozok osszege: Ha ¢ és n fliggetlen valoszinliségi valtozok,
akkor az 0sszeguk szorasa megegyezik a szorasaik osszegével:

D(§+mn) = D§+ Dy

1.5 Csebisev-egyenlotlenség

A szoras segitségével fels6 becslést adhatunk arra, hogy a valdszintiségi valtozo
értékei milyen valdszinliséggel térnek el a varhato értékt6l egy adott mértéknél
jobban. Ha D¢ véges, akkor tetszOleges > 0 esetén:

D¢

e2

Pl —M¢| =€) <

Ez az egyenl6tlenség azt fejezi ki, hogy kis szords esetén kicsi a valdszinlisége a
varhato értéktdl valo nagy eltérésnek.

Onellenorzo kérdések

Valaszoljon az alabbi kérdésekre a fejezet anyaga alapjan:

1. Hogyan definialjuk a diszkrét valoszinlségi valtozé varhaté értékeét (1/¢),
és mi a feltétele a 1étezésének?

2. Hogyan szamithatd ki két fuiggetlen valdszinliségi valtozo szorzatanak var-
hato értéke?

3. Ismertesse a Cauchy-Bunyakovszkij egyenldtlenséget a varhato értékekre
vonatkozdan!

4. Mi a Steiner-formula, és hogyan konnyiti meg a szoras kiszamitasat?

5. Mit fejez ki a Csebisev-egyenlOtlenség a valoszinlségi valtozé varhato ér-
téktol valo eltérésérol?



2 Folytonos valosziniiségi valtozok

2.1 Folytonos valdsziniiségi valtozo és eloszlasfuggvénye

A valoésziniiségi valtozo definicidja: Legyen (2, A, P) egy valoszinliségi mezd.
A ¢ Q — R fuggvényt valosziniliségi valtozonak nevezzik, ha minden 2z € R
esetén a {w : {(w) < =} halmaz esemény (azaz eleme az A s-algebranak).

Az eloszlasfiiggvény definicidja: A ¢ valosziniliségi valtozo eloszlasfiiggvényé-
nek az F; : R — R fuggvényt nevezzik, melyet az aldbbi médon definidlunk:

Fe(z) = P(§ < )
(Egyes forrasok F'(z)-ként jelolik).

Abszolut folytonos valosziniiségi valtozo: A ¢ valésziniiségi valtozot abszolut
folytonosnak nevezzik, ha létezik olyan f : R — R nemnegativ, Borel-mérhet6
figgvény (stiriségfiiggvény), amelyre teljesil, hogy:

H@:/mﬂwﬁ

minden x € R esetén. Az ilyen valtozok eloszlasfiiggvénye mindenhol folytonos.

2.2 Az eloszlasfuggvény tulajdonsagai és bizonyitasaik

Az eloszlasfuggvényekre (legyen az diszkrét vagy folytonos valtozoé) az alabbi
négy {6 tulajdonsag jellemz6. A bizonyitasok a valosziniliség axiomain és folyto-
nossagan alapulnak.

1. tulajdonsag: Monoton novekedés

Allitas: Az F(x) fiiggvény monoton nemcsdkkend, azaz ha a < b, akkor F(a) <
F(b).

Bizonyitas: Legyen o« < b. Ekkor a {{ < a} esemény részhalmaza a {{ < b}
esemeénynek (ha ¢ értéke kisebb mint a, akkor biztosan kisebb mint b is):

{{ <a} C{{< b}
A valoszinliség monotonitasa miatt (ha A C B, akkor P(A) < P(B)):
P <a) < P(E<b)

A definici6 alapjan ez éppen azt jelenti, hogy F'(a) < F(b).

2. tulajdonsag: Hatarértékek a végtelenben

Allitas:
lim F(z)=0 és lim F(z)=1

T—r—00 r—r—+00

Bizonyitas:



- A +oo eset: Tekintsiink egy monoton novekvoé z,, sorozatot, amely a +oo-be
tart (z, o). Jeldlje A, = {¢ < z,}. Ekkor A; C A, C ..., és az esemé-
nyek unioja a biztos esemény (2), mivel ¢ biztosan felvesz valamilyen véges
értéket. A valdszinlség folytonossdga miatt:

lim F(z,) = lim P(A, <UA)

- A —oco eset: Tekintsiink egy monoton csokken6 y,, sorozatot, amely a —oo-be
tart (y, N\, —o0). Jeldlje B, = {¢ < y,}. EKkor B; D By O ..., és az események
metszete a lehetetlen esemény (), mivel ¢ értéke nem lehet minden valos
szamnal kisebb. A valdszinliség folytonossaga miatt:

lim F(y,) = lim P(B (ﬂ B ) P@) =0

3. tulajdonsag: Balrol folytonossag
Allitas: Az eloszlasfiiggvény balrdl folytonos, azaz tetszéleges x esetén:

lim F(y) = F(z)

Yy—x—
(Megjegyzés: Ez a tulajdonsag a P(¢ < z) definiciobdl kovetkezik. Ha a definicio
P(¢ < z) lenne, akkor a fliggvény jobbrol lenne folytonos).

Bizonyitas: Legyen z,, egy monoton novekv6 sorozat, amely z-hez tart (z,, * x).
Ekkor az A, = {¢ < x,} események sorozata is novekvd (4; C A, C ...), és
az unidjuk éppen az A = {{ < x} esemény (mivel az egyenl6tlenség szigoru, a
hatarérték » nem Kkertl bele az unidba a "kisebb” relacidé miatt). A valdszinliség
folytonossaga alapjan:

lim F(z,) = lim P(A <U ) = P(¢ <z) = F(z)

Ez igazolja a balrol folytonossagot.

4. tulajdonsag: Intervallumba esés valosziniisége

Allitas: Annak valdsziniisége, hogy a ¢ valoszintiségi véltozo egy [a, b) félig zart
intervallumba esik:
Pla <& <b)=F(b) — F(a)

Bizonyitas: A {{ < b} esemény felbonthatd két egymast kizaro esemeény ossze-
gére:

{¢ <t ={{<apufa<E <}
Mivel az események diszjunktak (egy szam nem lehet egyszerre Kisebb a-ndl és
nagyobb vagy egyenl6 a-val), a valoszinliség additivitasa miatt:

P <b) =P <a)+ Pla<&<b)
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F(b)=F(a)+Pla<&<D)

Atrendezve:
Pla<¢<b) = F(b) - F(a)

Osszefoglalas: Egy F : R — R fiiggvény akkor és csak akkor eloszlasfiiggvénye
valamely valosziniiségi valtozdonak, ha:

1. Monoton nemcsokkeno.
2. Balrol folytonos.

3. lim, ,_. F(z) = 0 és lim, .. F(z) = 1.

2.3 Siruségfuggvény

Definicio: A ¢ valdszintiségi valtozot (és eloszlasat) abszolut folytonosnak nevez-
zuk, ha létezik olyan f : R — R nemnegativ, Borel-mérhet6 fiiggvény, amelyre az
eloszlasfuggvény eldall az alabbi integral alakjaban:

Flz) = /_ "yt

Ekkor az f fliggvényt a ¢ slirliségfliggvényének nevezzuk.

Tulajdonsagok és bizonyitasaik:

1. Normalas (Az integral értéke 1)
Allitas: 2 f(x)de =1.

Bizonyitas: Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagaibol tudjuk, hogy lim,, ., F(z) = 1.
A definici6t felhasznalva:

t—o00 t—o00

/OO (@) dz = lim /t (@) do = lim F(f) = 1

2. Valosziniiség kiszamitasa intervallumon

Allitas: Annak valdsziniisége, hogy ¢ egy [a, b) intervallumba esik: P(a < £ < b) =

Bizonyitas: Az eloszlasfiggvény tulajdonsagaibdl P(a < £ < b) = F(b) — F(a).
Behelyettesitve a stirtiségfiiggvény integraljat:

F(b) — Fla) = /_io (@) do — /_OO F(a) do = /abf@) iz

10



3. Kapcsolat az eloszlasfuggvénnyel (Derivalas)

Allitas: A sr(ségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivéltja (ahol f folytonos):
F(z) = f(x).

Bizonyitas: Ez az analizis alaptételének kozvetlen kovetkezménye, mivel F(z)
az f fuggvény integralfuggvénye.

2.4 Varhato érték

Definici6: Legyen ¢ sliriségfiiggvénye f(z). Ha az [~ _|z|f(z)dz integrél véges,
akkor a varhato érték:

ME = / zf(z)dx
Tulajdonsagok és bizonyitasaik:

1. Linearitas

Allitas: Ha ¢ konstans, akkor M (c€) = e¢M¢, és M (¢ +n) = M+ Mn (feltéve, hogy
a varhato értékek 1éteznek).

Bizonyitas (Konstans kiemelése): A varhato érték definicidjat és az integral
tulajdonsagait hasznalva:

M(ct) = /_Z(cx)f(x) dx = C/fo(:zz) dx = cM¢

Bizonyitas (Osszeg): Két folytonos valtozo esetén az egyiittes siirtiségfiiggvény
(h(x,y)) segitségével bizonyithato:

M(&+n) ://(m—i—y)h(m,y)dxdy://xh(x,y)dacdy—i—//yh(x,y)da:dy:M£+M77

2. Transzformalt valtozé varhato értéke

Allitas: Ha g Borel-mérhetd fiiggvény, akkor M (g(¢)) = 7 g9(x) f(z) da.
Bizonyitas: A bizonyitas mértékelméleti eszkozoket igényel, de specialis esetek-
ben visszavezethet6 a definiciora.

3. Fuggetlen valtozok szorzata

Allitas: Ha ¢ és ) fliggetlenek, akkor M (£n) = ME - Mn.

Bizonyitas: Ha létezik egylttes slirtiségfuggvény h(z,y), és a valtozok fluggetle-

nek, akkor h(z,y) = fe(x) - f,(y). EKKor:

Men = [ [ st dvdy
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Az integralok szétvalaszthatok:

_ (/_fodx) dx) ~ (/Z nan dy) — Mg My

2.5 Szoras és Szorasnégyzet

Definicio: A szérasnégyzet (variancia) a varhato értéktél valo eltérés négyzeté-
nek varhato értéke:
D¢ = M((§ — M¢)?)

A szoras ennek pozitiv négyzetgyoke: D¢ = / D?¢.

Tulajdonsagok és bizonyitasaik:

1. Steiner-formula (Kiszamitasi mod)

Allitas: D¢ = M(€2) — (M¢)2.

Bizonyitas: Jelolje m = M¢. A varhato érték linearitasat hasznalva:
D*¢ = M((§ —m)*) = M(€* — 2m& +m”)

= M(&*) —2mME +m?* = M(€%) — 2m?* + m? = M(£%) — m?

2. Linearis transzformacio
Allitas: D?(a& +b) = a>D%.
Bizonyitas: Tudjuk, hogy M (a§ + b) = aM& + b. Jeldlje m = ME.
D*(a& +b) = M((a& + b — (am +b))*) = M((a(§ —m))?)
= M(a*(§ —m)*) = a®M((§ —m)*) = a*D*¢

3. Fuggetlen valtozok osszege

Allitas: Ha ¢ és ) fiiggetlenek (vagy legalabb korreldlatlanok), akkor D?(¢ + 7)) =
D2 + D?.
Bizonyitas:
D*(&+n) = M((€+n)*) — (M(&+n))
= M(& + 260 +n*) — (M€)* + 2MEMn + (Mn)?)
= [M(€?) — (ME)*] + [M(n?) — (Mn)*] + 2[M (&n) — MEM)
A fuggetlenség miatt M(¢n) = MEMn, igy a harmadik tag 0. A maradék tagok
pedig a szorasnégyzetek definicioi:

= D* + D*p
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Onellenorzo kérdések

Valaszoljon az alabbi kérdésekre a fejezet anyaga alapjan:

1. Hogyan definidljuk a stiriségfiiggvényt abszolut folytonos valoszintiségi val-
tozo esetén?

2. Milyen 0Osszefliggés van a slriiségfiiggvény integralja és a teljes esemény
valoszinilsége kozott?

3. Hogyan szamoljuk ki stiriségfliggvénnyel annak valoszintiségét, hogy a val-
tozo az [a, b) intervallumba esik?

4. Mi a kapcsolat az eloszlasfiggvény derivaltja és a slrliségfuggvény kozott?

5. Hogyan szamithato ki a folytonos valdszinliségi valtozo szérasnégyzete a
Steiner-formula segitségével?

13



3 Nevezetes diszkrét eloszlasok. Hipergeometri-
kus eloszlas.

3.1 A hipergeometrikus eloszlas definicidja

A hipergeometrikus eloszlas a visszatevés nélkiili mintavételt irja le.

Kisérlet: Legyen adott N darab termék (vagy golyo), amelyek kozott M darab
»Selejtes” (vagy specidlis tulajdonsagu, pl. piros), a maradék N — M pedig hibat-
lan (vagy fehér). Az N termék kozil valasszunk ki véletlenszerien, visszatevés
neélkil » darabot.

Valodsziniiségi valtozo (¢): Jelentse ¢ a kivalasztott n termék kozott talalhato se-
lejtesek (specialisak) szamat. Ekkor ¢ hipergeometrikus eloszlasu valoszinliségi
valtozo.

A ¢ diszkrét valoszintiségi valtozot hipergeometrikus eloszlasunak nevezzik, ha
eloszlasa felirhato:
M\ (N-M
() Cu)

()
A k lehetséges értékei azok az egész szamok, amelyekre a binomidlis egyutthatok
értelmezve vannak: max(0,n — (N — M)) < k < min(n, M).

P =k) =

3.2 A varhato érték és bizonyitasa

Allitas: A hipergeometrikus eloszlas varhato értéke:
M

M(ﬁ):nﬁ

Ez az eredmény intuitivan azt jelenti, hogy a mintdban a selejtesek aranya atla-
gosan megegyezik a teljes sokasagban 1évé selejtesek aranyaval (M /N).

Bizonyitas: A bizonyitashoz felhaszndljuk a varhatd érték definicigjat és a kom-
binatorikai azonossagokat.

1. Definicio felirasa:

M(Q:Zk‘P(f:k):Zk%

n

(Az 0sszegzés a lehetséges k értékekre fut, de k£ = 0 esetén a tag 0, igy kezd-
hetjuk k = 1-t6]).

2. Azonossag alkalmazasa: Haszndljuk a k(%) = M (") azonossagot:
1 M—-1\(N-M
ME) =S M
0= 2o
3. Konstans kiemelése: Emeljuk ki az 0sszeg elé az M tényez0t:

vio=m > (5 ) (L 4)

n k
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4. Vandermonde-azonossag (vagy a "szamlalo 6sszegzése”): Vegyik ész-
re, hogy az 0sszegzésben szerepld tagok egy olyan "képzeletbeli” hipergeo-
metrikus eloszlas szamlaloi, ahol a paraméterek N — 1, M —1ésn — 1. Az
osszes lehetséges kivalasztas szama N — 1 elembdl n — 1 elem kivalasztasa,
azaz (). Tehat:

S ()
Behelyettesitve: k
M(€) = (N - 1)

() \n—1

5. Egyszeriisités: Bontsuk ki a binomialis egytutthatokat:

M- Gty (N =D el
n!(]ifvin)! - (n—1)! N! N
M
M(£) = n—
(&) =nw

3.3 A szOras és bizonyitasa

Allitas: A hipergeometrikus eloszlas szérdsnégyzete:

M M\ N —n
o =ny (1-%) ¥4

A szOras ennek a négyzetgyoke.

Bizonyitas: A levezetéshez a D?(&) = M (&%) — (M(€))? Osszefiiggést hasznaljuk.
Mivel M (¢)-t mar ismerjuk, az M (£?) kiszamitdsa a cél. Ehhez célszeri a masodik
faktoridlis momentumot, azaz M (£( — 1))-et kiszamolni.

1. M(&(€ — 1)) kiszamitasa:

() (i)
()

Haszndljuk a k(k — 1) (%) = M(M —1)(}'~}) azonossagot:

-2 ()0

n k

M(EE—1) =D k(k—1)

Az 6sszegzés (hasonléan a varhato értékhez) kiadja az (V) értéket (ez N —2
elembdl n — 2 kivalasztasa):

 M(M-1)(N-2

() \n-2
Egyszertsitve a faktorialisokkal:

B yn(n-1)

= M(M 1)—N(N—1)
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2. M(&*) kifejezése: Mivel M (&%) = M(E(€ — 1)) + M(€), ezért:

M(&%) =

nin—1)M(M —1) M
N(N —1) N

3. A szorasnégyzet osszeallitasa:

P05 o] ()

Jeléljik p = ¥-et. Ekkor M = Np. A kifejezés atrendezése (algebrai atalaki-
tasok utan) a kovetkezd format adja:

D*(&) = np(1 — p)

Behelyettesitve p = M /N-et:

9 =nyy (1- 3 ) N

N -1

Megjegyzés: A kapott képlet nagyon hasonlit a binomidlis eloszlas szérdasara
(np(1—p)), de megjelenik benne egy korrekciés tényez6 (¥=2), amely a visszatevés
nélkuli mintavétel miatt a véges sokasag hatasat fejezi ki. Ha N tart a végtelen-
hez, ez a tényezd 1-hez tart, és az eloszlas binomidlis eloszlashoz kozelit.

Onellenorzo kérdések

Valaszoljon az alabbi kérdésekre a fejezet anyaga alapjan:
1. Mi a hipergeometrikus eloszlas definicigja és milyen mintavételt ir le?

2. Hogyan jeloljuk és szamitjuk ki a hipergeometrikus eloszlas varhato6 érte-
két?

3. Milyen azonossagot hasznalunk fel a varhato érték bizonyitasahoz?
4. Hogyan szamithato ki a hipergeometrikus eloszlas szorasnégyzete?

5. Hogyan viszonyul a hipergeometrikus eloszlas a binomidlis eloszlashoz, ha
N tart a végtelenhez?
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4 Nevezetes diszkrét eloszlasok. Binomialis elosz-
1as.
A 13. Nevezetes diszkrét eloszlasok kozil a binomialis eloszlas, annak eloszlasa,

valamint a varhato értékének és szordsanak bizonyitadsa az alabbiakban olvas-
hato a megadott forrasok alapjan.

4.1 A binomialis eloszlas definicigja és eloszlasa

Abinomidlis eloszlas a visszatevéses mintavételt, vagy altaldnosabban a Bernoulli-
féle kisérletsorozatot irja le.

Kisérlet: Tekintsiink egy kisérletet, amelyben egy A esemény (,,siker”) p valoszi-
niiséggel kovetkezik be (0 < p < 1). Ismételjik meg a kisérletet n-szer egymastol
fuggetlenul. (A ,kudarc” valdszinlisége ¢ = 1 — p).

Valésziniiségi valtozo (¢): Jelolje ¢ az A esemény bekovetkezéseinek szamat az
n kisérlet soran. Ekkor ¢ n-edrendd, p paraméterti binomidlis eloszlasu valdszi-
niiségi valtozo.

A ¢ diszkrét valdszinliségi valtozot binomidlis eloszlasunak nevezzik, ha elosz-
lasa felirhato:

P(E=k)= (Z)p'“(l —p)*
ahol % lehetséges értékei: 0,1,2,...,n.

4.2 A varhato érték és bizonyitasa
Allitas: A binomialis eloszlas varhaté értéke:

M(§) =np

Ez az eredmény azt mutatja, hogy ha egy esemény valdszintisége p, akkor n ki-
sérletbdl atlagosan np-szer fog bekovetkezni.

Bizonyitas (Bernoulli-valtozdok dsszegére visszavezetve): A leggyorsabb bi-
zonyitas a varhato érték linearitasat (additivitasat) hasznalja fel, ahogy azt Faze-
kas és Slyusarchuk targyalja.

1. Felbontas indikator valtozodkra: Jelolje & az i-edik kisérlet eredményét
(indikator valtozo):

- & =1, ha az i-edik kisérletben az A esemény bekovetkezett (siker).
- & =0, ha nem kovetkezett be.

Ekkor a sikerek szama ezek 0sszege:

E=G+Gt+E,

2. Egy tag varhato értéke: A ¢ Bernoulli-eloszlasu. Varhato értéke:

M(&)=1-P&=1)+0-P(=0)=1-p+0-(1-p)=p
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3. Az dsszeg varhato értéke: A varhato érték linearitasa miatt az sszeg var-
hato értéke a varhato értékek 6sszege:

M) =M (Z@) = ZM(@) = Zp = np

(Megjegyzés: A tétel kozvetlen szdmoldssal, a 3 k(})p"q"* 6sszeg kiszdmitdsdval
is bizonyithato, ahogy azt Tomacs és Slyusarchuk részletezi a kombinatorikus
azonossagok felhasznalasaval.)

4.3 A szoras és bizonyitasa

Allitas: A binomidlis eloszlas szérasnégyzete:

D*(&) = np(1 —p)
A szoras ennek négyzetgyoke: /np(1 — p).

Bizonyitas (A fiiggetlenség felhasznalasaval): Mivel a kisérletek fuiggetlenek,
a & valdszinliségi valtozok is fliggetlenek. Fluiggetlen valtozok esetén az 0sszeg
szorasnégyzete megegyezik a szorasnégyzetek osszegével.

1. Egy tag szorasnégyzete: Szamitsuk ki egyetlen ¢; indikatorvaltozo szoras-
négyzetét a D?(&;) = M(£2) — (M(&;))? képlettel.

- Mivel ¢ csak 0 vagy 1 lehet, ezért 2 = ¢,.
- Igy M(&2) = M(&) = p.
- M(&) = p.
Behelyettesitve:
D*&)=p—p"=p(1 —p)

2. Az dsszeg szorasnégyzete: Mivel ¢ = > " ¢, és a tagok fuiggetlenek, a sz6-
rasnégyzetek 6sszeadhatok:

D*(¢) = ZDQ(&) = Zp(l —p)=n-p(1-p)

(Megjegyzés: Aszorasnégyzet szintén levezethetd kozvetlen szamolassal a Steiner-
formula (M (£%) — (M€)?) és a faktoridlis momentumok segitségével, ahogy azt a
Tomacs-féle jegyzet bemutatja.)

Onellenorzo kérdések

Valaszoljon az alabbi kérdésekre a fejezet anyaga alapjan:

1. Hogyan definialjuk a binomialis eloszlast és milyen kisérletet ir le?
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ATl S

Mi a binomialis eloszlas valoszinlség-eloszlas figgvénye?
Mennyi a binomialis eloszlas varhato értéke?
Hogyan bizonyithat6 a varhato érték indikator valtozok segitségével?

Mennyi a binomialis eloszlas szorasnégyzete és hogyan vezetheto le fliigget-
len valtozok esetén?
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5 Nevezetes diszkrét eloszlasok. Geometriai és ne-
gativ binomialis eloszlas

A 13. Nevezetes diszkrét eloszlasok kozil a geometriai eloszlast és a negativ bi-
nomidlis eloszlast, azok varhato értékeét (1/¢) és szorasat, valamint ezek bizonyi-
tasait az alabbiakban foglalom 6ssze a megadott forrdsok alapjan (els6sorban
Fazekas Istvan jegyzetére tamaszkodva).

5.1 Geometriai eloszlas

Tekintsiink egy kisérletet, amelyben egy A esemény (,,siker”) p valdszinliséggel
kovetkezik be (0 < p < 1). Ismételjik a kisérletet figgetlen mdédon addig, amig
az A esemény el6sz0r be nem kovetkezik. Jeldlje ¢ azt a véletlen valtozot, amely
megadja, hogy hanyadik kisérletre kovetkezett be el6szor az A esemény. Ekkor &
p paraméterd geometriai eloszlasu.

A ¢ diszkrét valdszintiségi valtozot geometriai eloszlasunak nevezzik, ha elosz-
lasa felirhato:

P(&=k)=p(l—p)*"
aholk=1,2,....

Varhato érték és bizonyitasa
Allitas: .
M¢ =~
p

Bizonyitas: A bizonyitdshoz a hatvanysorok derivalasat hasznaljuk fel. A var-
hato érték definicioja szerint:

ME=>"k-p(l—p)H!
k=1

Emeljik ki a p tényez6t. Vegyiik észre, hogy a k(1 — p)*~! kifejezés a (1 — p)* fligg-
vény (1—p) szerinti derivaltjara emlékeztet (pontosabban negativ elgjellel). Tud-
juk, hogy a mértani sor dsszege (ha |z| < 1):

1
Zxk:l—x

k

00
=0

Derivaljuk mindkét oldalt z szerint:

> 1
kxF1 =
2 =

Helyettesitsik be az + = 1 — p értéket (ami a konvergenciatartomanyban van,
hiszen 0 < p < 1):

Sha-pprio L

I—(-p)p P
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Ezt visszahelyettesitve a varhato érték képletébe:

1 1
p D

Szoras és bizonyitasa
Allitas:
l—p

p2
(A szoras ennek négyzetgyoke). Bizonyitas: A szorast a D?¢ = M(£%) — (M¢)?
Osszefuiggés (Steiner-formula) segitségével szamoljuk. M¢ = 1/p mar ismert, igy
M (&?)-t kell meghatdrozni. Ehhez célszer(i a masodik faktoridlis momentumot,
M (£(¢ — 1))-et kiszamolni, majd felhasznalni, hogy M (£2) = M(£(€ — 1)) + ME.

1. M(£(¢ — 1)) kiszamitasa:

D*¢ =

D k= Dp(1L—p)* = p(1 = p) 3 k(k = 1)(1—p)*

k=1 k=2

M(E(E—1))

A mértani sor dsszegképletét kétszer derivalva x szerint:

LS, d o1 2
preD DRt v wn Rl cpn

A bal oldal derivaltja: >, k(k — 1)z*~2. Helyettesitsink z = 1 — p-t:

= 2 2
kk—1)(1-p)f?= ——— ==
D e ()
Ezt beirva az eredeti egyenletbe:
2 2(1—p)
M(E(€-1)) Zp(l—p%E -

2. A szorasnégyzet osszeallitasa:

D¢ = M(£(§ — 1)) + M& — (M¢)*

1
P
Ko6z0s nevezére hozva (p?):

2—=2p+p—-1 1-p

21



5.2 Negativ binomialis eloszlas

Tekintsiik ugyanazt a kisérletsorozatot, mint a geometriai eloszlasnal. Jelolje ¢
azt a véletlen valtozot, amely megadja, hogy hanyadik kisérletre kovetkezett be
az A esemény r-edszerre (r rogzitett egész szam). Ekkor ¢ r-edrend(, p paramé-
terd negativ binomidlis eloszlasu valoszinliségi valtozo.

A ¢ diszkrét valoszinliségi valtozot negativ binomidlis eloszlasunak nevezzik, ha

eloszlasa felirhato: 1

r—1

P(¢=Fk) :( )pr(l—p)“

aholk=rr+1,....

Lehetséges értékei: r,r + 1, + 2,... Az eloszlas (annak valoszinlisége, hogy a
k-adik kisérlet a dont6, azaz az r-edik siker, ami azt jelenti, hogy az els0 £ — 1
kisérletben pontosan r — 1 siker volt):

aholk=r,r+1,....

Fontos osszefiiggés: A negativ binomidlis eloszlasu valtozd felirhat6 » darab
fliggetlen, p paraméterd geometriai eloszlasu valdszintiségi valtozo 0sszegeként:

E=&G+&+ 14
ahol & az els6 sikerig tarto ido, & az elsd utdn a masodik sikerig tarto ido, és igy
tovabb.
Varhato érték és bizonyitasa
Allitas:

Bizonyitas: A bizonyitashoz a fiiggetlen geometriai valtozok dsszegére vonatko-
20 0sszefliggést és a varhato érték linearitasat hasznaljuk.

- Irjuk fel ¢-t fiiggetlen geometriai valtozok dsszegeként:

E=> &
=1

ahol minden ¢; p paraméterd geometriai eloszlasu.

- Tudjuk, hogy egy geometriai valtozo varhaté értéke M¢ = 1/p (lasd fen-
tebb).

- A varhato érték additivitasa (linearitasa) miatt:

M5=M<;§i>=;M§i:Z%:ré:£

i=1

22



Szoras és bizonyitasa
Allitas:
r(1—p)
p2
Bizonyitas: A bizonyitashoz ismét az 6sszegre bontast hasznaljuk fel, valamint
a szoras tulajdonsagait fuggetlen valtozok esetén.

D*¢ =

- Legyen & =37, &, ahol -k fuggetlen geometriai eloszlasuak.

- Tudjuk, hogy egy geometriai valtozé szérasnégyzete D3¢, = 1p‘—2p (lasd fen-
tebb).

- Fuggetlen valdszintiségi valtozok dsszegének szorasnégyzete a szorasnégy-
zetek 0sszege (Biemaymeé-azonossag):

D*¢ = D* (Z&) = D¥%i=), 1],_2]) = 1_2p
i=1 1=1

i=1 p

Onellenorzo kérdések

Valaszoljon az alabbi kérdésekre a fejezet anyaga alapjan:
1. Hogyan definialjuk a geometriai eloszlast?
2. Mennyi a geometriai eloszlas varhato értéke és szorasa?

3. Mi a kapcsolat a geometriai sor 0sszege és a geometriai eloszlas varhato
értéke kozott a bizonyitasban?

4. Hogyan definidljuk a negativ binomialis eloszlast?

5. Hogyan vezethetd vissza a negativ binomidlis eloszlas geometriai eloszla-
sok 0sszegére?

sectionNevezetes diszkrét eloszlasok. Poisson eloszlas

23



6 A Poisson-eloszlas

A Poisson-eloszlas gyakran 1ép fel ritka események leirasakor (példaul atomi bom-
1as, telefonhivasok érkezése, sajtohibak szama egy oldalon).

Definicié: A ¢ valdszinliségi valtozdt A paraméterd Poisson-eloszlasunak nevez-
zuk (A > 0), ha lehetséges értékei a nemnegativ egész szamok (k = 0,1,2,...), és

az eloszlasa:
)\k
Y

oo A

A valésziniiségek dsszege 1, mivel a ¢* Taylor-sorfejtése alapjan >3 ) A7 = ¢, igy
=X oA i
e et =1.

6.1 A varhato érték (//) és bizonyitasa
Allitas: A )\ paraméterti Poisson-eloszlas varhato értéke:

Me = )\

Bizonyitas: A varhato érték definicidja szerint (M& = >k - pi):

Egyszerusitsik a tortet k-val, felhasznalva, hogy k! =k - (k — 1)

o0

A A
V= G

k=1

Emeljunk ki egy A\-t az 6sszegbdl, hogy a hatvanykitevd megegyezzen a faktoria-
lisban 1év6 szammal (£ — 1):

& )\k—l

ME=2e™ k —1)!
k=1

Vezessik be a j = k& — 1 ) indexet. Ha % 1-t6l tart végtelenig, akkor ; 0-tol tart
végtelenig:
EIEWEDY Wk
ME=Xe ) i
§=0
N——
eX
Mivel a szumma értéke e*:
ME=Xe ™ e =)\
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6.2 A szlras és bizonyitasa

Allitas: A ) paraméter(i Poisson-eloszlas szorasnégyzete (varianciaja):
D% = A
Ennek megfeleléen a szorasa: o = v\

Bizonyitas: A szorasnégyzetet a D*¢ = M(£2) — (M¢)? (Steiner-formula) segitsé-
gével szamitjuk ki. Tudjuk, hogy M¢ = ) igy (M¢&)? = N2 A feladat az M(£?)
meghatarozasa. Célszerd a k? kifejezést k(k — 1) + k alakban felirni.

1. A masodik momentum () (¢?)) felirasa:

[e’e] )\k - (e%e] )\k -
M(€2) = Zkzﬁe = (k(k—1) + k)ore A
k=0 ’ k=0 '

Bontsuk két részre az dsszeget:
2 /\k A - )‘k A
M(g—“):Zk(k—l)He —i—ZkHe
k=0 k=0
A masodik tag éppen a varhato érték (M ¢ = )), amit mar bizonyitottunk.

2. Az elso tag kiszamitasa: A k(k — 1) szorzotényezd miatta k = 0ésk =1
tagok nullak, igy az 0sszegzés k = 2-t6l indulhat. Egyszertsitsink k(k — 1)-
gyel, tudva, hogy k! = k(k — 1)(k — 2):

0o )\k -
2 k—2)° '

k=2

Emeljink ki A\2-t:

2
A2
]

Vezessiik be az m = k — 2 indexet. Az 0sszeg igy e*-t ad:

o0
2 A" 2 A 2
Ne — = Me =\
m!
m=0

e

3. Osszesités:
M(E*) =X+ A

D¢ = M() — (Mg)* = (N + A) = A = A

6.3 Kapcsolat a binomidlis és a Poisson-eloszlas kozott

A Poisson-eloszlas a binomidlis eloszlas hatareloszlasa. Ezt az 6sszefiiggést Poisson-
tételnek (vagy a ritka események torvényének) nevezik.
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Tétel: Tekintsink egy n-edrendd, p, paraméter(i binomialis eloszlas-sorozatot.
Ha a kisérletek szama minden hataron tul né (n — o), és a valdszinliség tart
a nullahoz (p, — 0) ugy, hogy a varhato érték konstans marad (vagy tart egy
konstanshoz), azaz n - p, — X\ > 0, akkor a binomidlis eloszlas valdszintiségei a A
paramétert Poisson-eloszlas valdszinliségeihez tartanak:

k
lim (n)pﬁ(l — )" = A

nsoe \ ke e

minden rogzitett £-ra.

Bizonyitas

A bizonyitas a binomidlis eloszlas valoszinliségének hatarérték-szamitasan ala-
pul. A binomialis eloszlas képlete szerint annak valdszinlisége, hogy az esemény
pontosan k-szor kovetkezik be:

n

P& =) = ()

A feltétel szerint np, — A, ezért irhatjuk, hogy p, ~ 2 (illetve a hatarértéknél ezt
a helyettesitést alkalmazzuk). Helyettesitsiik be a p, = 2 kifejezést:

P(& = k) = (Z) (%)k (1 ) %)k

Bontsuk ki a binomidlis egytuitthatot:

<Z> :n(n—1)(n—2]2!...(n—k+1)

frjuk vissza ezt az egyenletbe:

P(ﬁn—k)_”("—1)~--(n—k+1).A_k.(1_§>n_k

k! nk n

Csoportositsuk at a tényezoOket, hogy a hatarértéket konnyebben vizsgalhassuk.
A \F/k! részt emeljik ki, az n* nevez6t pedig osszuk szét a szamlalé k darab té-
nyezdje ala:

n —k
P(ﬁnzk):&.ﬁ.“—l.”—2,””—“1.(1_&) .<1_i>

kKl n n n n n

J/

k darab tényezd
Vizsgaljuk meg az egyes tényezok hatarértékét kulon-kulon:
- Az els6 csoport: Mivel k rogzitett, a tortes tényezdk mindegyike 1-hez tart:

1 1 k41
e s N
n n n

Tehat ezek szorzata is 1-hez tart.
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- A hatvany: A nevezetes hatarérték alapjan:

lim (1 — é) =e
n—oo n

- A maradék tag: Mivel i rogzitett, és \/n — 0:

n—oo n

lim (1—5)_k: (1-0)*=1

A részeredményeket egyesitve megkapjuk a tételt:

Ezzel a tételt bizonyitottuk.

Gyakorlati kovetkezmény: Ez az eredmény teszi lehet6vé, hogy a binomidlis
eloszlast Poisson-eloszlassal kozelitsiik olyan esetekben, amikor a kisérletek sza-
ma (n) nagy, és a valdszinlség (p) kicsi (pl. n > 50 ésp < 0.1 vagy np < 10). Illyenkor
a A = np valasztassal a szamolas jelent6sen egyszertisodik.

Onellenorzo kérdések

Valaszoljon az alabbi kérdésekre a fejezet anyaga alapjan:
1. Mi a Poisson-eloszlas definicidja és milyen valosziniiségi valtozdt ir le?
2. Mennyi a A paramétert Poisson-eloszlas varhato értéke?
3. Hogyan vezethetd le a Poisson-eloszlas varhato értéke?
4

. Mennyi a Poisson-eloszlas szordsa és milyen kapcsolatban van a varhaté
értékkel?

5. Milyen feltételek mellett kozelithet6 a binomidlis eloszlas Poisson-eloszlassal?
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7 Nevezetes folytonos eloszlasok. Egyenletes elosz-
las
7.1 Az egyenletes eloszlas definicidja

Egy folytonos ¢ valoszinliségi valtozot az [a, b] intervallumon (a < b) egyenletes el-
oszlasunak neveziink, ha értékei az adott intervallumba esnek, és annak barmely
részintervallumaba esés valdszintisége aranyos a részintervallum hosszaval.

Suriségfiiggvénye: Mivel a valoszinliség az [a, b] intervallumon belil egyenle-
tes, a stirtiségfiiggvény itt konstans, azon kivil pedig nulla:

L haa<z<b
— b—a’ — — 1
/@) {0, egyébként .

Ez a figgvény teljesiti a stirlisegfiiggvényekre vonatkozo feltételt, mivel a gorbe
alatti tertiilet az [a, b] intervallumon éppen 1 (a téglalap teriilete: (b —a) - ;= = 1).

b—a

Eloszlasfiiggvénye: Az eloszlasfliggvény (F(z) = [ f(t)dt) integrélassal ado-

dik:
0, haz <a
F(r)=<%2, haa<z<b (2)
1, haz >b

Az [a,b] szakaszon az eloszlasfliiggvény linearisan novekszik 0-t6l 1-ig.

7.2 A varhato érték (/) és bizonyitasa

Allitas: Az [, b] intervallumon egyenletes eloszlasu ¢ valésziniiségi valtozo var-
hato értéke az intervallum kozéppontja:
a+b

M¢ = 5 (3)

Bizonyitas: A folytonosvaldsziniliségi valtozo varhato értékének definicidja: M¢ =
f_*o‘f z- f(z) dz. Helyettesitsuk be az egyenletes eloszlas stiriségfuiggvényét (amely
csak [a, b]-n nem nulla):

1. Az integral felirasa:

b 1
Mé“:/ x-b_ada:

2. Konstans kiemelése és integralas:
1 227"
Vg — {x_}

3. A hatarok behelyettesitése:

1 v ooa®\ 1 9 9
Mé_b—a(i_g)_%b—a)(b - )
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4. Egyszerisités: A szamlalot tényezdékre bontjuk (b2 — a? = (b — a)(b + a)):
(b—a)(b+a) a+b

Mé¢ = —
§ 2(b—a) 2
Ezzel az allitast igazoltuk.
7.3 A szOras és bizonyitasa
Allitas: A szérasnégyzet (variancia):
b—a)?
p2e - | 4
¢ 12 @

s s Jae . o b—a
A szOras (standard eltéreés): D¢ = s

Bizonyitas: A levezetéshez a D*¢ = M (&%) — (M¢)? (Steiner-formula) 6sszefliggést
hasznaljuk. Az M¢-t mar ismerjik, igy el6szor a masodik momentumot (M (£2))
kell kiszamitanunk.

1. A masodik momentum () (£?)) kiszamitasa:

M(fQ):/Jroox?f(x)dx:/be-b1 dx

0o —a

1 [2%] 1 (b —ad
M(§2>:b—a {?LZb—a( 3 )

A kobok kiillonbségének szorzatta alakitasa (b* — a® = (b — a)(b* + ab + a?)):
b—a)(b®+ab+a*) b +ab+a®
3(b—a) B 3

Integralas:

w(e) = ¢

2. A szorasnégyzet felirasa: Alkalmazzuk a Steiner-formulat:

b? + ab + a? B <a+b>2

D3¢ =
¢ 3 2

3. Kozos nevezore hozas és osszevonas:
4(b* + ab+a®)  3(a* + 2ab+ V?)

D*¢ =
¢ 12 12
D% — 4b* + 4ab + 4a* — 3a* — 6ab — 3b*
12
D% — b — 2ab + a®
12

4. Teljes négyzet kialakitasa: A szamlalé éppen (b — a)?, igy:
(b—a)®

D*¢ =
; 12

Ezzel az allitast igazoltuk.
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Onellenorzo kérdések

Valaszoljon az alabbi kérdésekre a fejezet anyaga alapjan:

1.

Mi a feltétele annak, hogy egy ¢ valoszinliségi valtozo egyenletes eloszlasu
legyen az [a, b] intervallumon?

Hogyan irhato fel az egyenletes eloszlas stirtiségfliiggvénye, és mennyi az
értéke az [a, b] intervallumon kivil?

Mit jelent geometriailag, hogy az egyenletes eloszlas slirtiségfiiggvénye alatt
a terulet 1?

. Vezesse le az egyenletes eloszlas varhato értékét! (Milyen értéket kapunk

eredményul?)

frja fel az egyenletes eloszlas szorasnégyzetének (variancidjanak) képletét!
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8 Nevezetes folytonos eloszlasok. Exponencialis el-
oszlas

8.1 Az exponencialis eloszlas definicidja

Az exponencidlis eloszlas gyakran haszndlatos élettartamok, varakozasi idok és
ritka események kozotti id6kozok modellezésére (pl. radioaktiv bomlas, kiszol-
galas ideje).

Definicio: A ¢ valdszintiségi valtozot A paramétert (A > 0) exponencidlis elosz-
lasunak nevezzik, ha stirtiségfiggvénye:

Ae ™™ haxz >0
pu ’ 5
f@) {o, haa <0 ®)
Eloszlasfiiggvénye: Az eloszlasfiiggvény az F(x) = [*__ f(t) dt 6sszefliggés alap-
jan:
- Ha = <0, akkor F(z) = 0.
- Ha = > 0, akkor:
x ef)\t &
F(z) = / e Mdt =\ [—} = —(eM—e)=1—¢M
0 —A 0
Tehat:

F(z) =

{1—6_/\96, haz>0 ©)

0, haz <0

Tulajdonsag (Orokifju tulajdonsag): Az exponencidlis eloszlas rendelkezik az
ugynevezett ,,0rokifju” (vagy emlékezetnélkiili) tulajdonsaggal:
Pl<t+s|E>t)=PE<s) (t,s>0) (7)

Ez azt jelenti, hogy ha az esemény egy ¢ ideig nem kovetkezett be, annak valdszi-
nisége, hogy a kovetkezd s iddintervallumban bekovetkezik, ugyanannyi, mint-
ha a folyamat az elejérdl indult volna.

8.2 A varhato érték (/) és bizonyitasa

Allitas: A )\ paraméter(i exponencialis eloszlas varhato értéke:

MéE == (8)

Bizonyitas: A varhato érték definicidja szerint: M¢ = [7° xf(x) dz. Mivel f(z) =
0, ha x <0, az integralast elég 0-tdl végezni.

1. Az integral felirasa:
M¢E :/ T e Mdx
0
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2. Parcialis integralas: Legyen u = x és v’ = \e™**. EKKor o/ = 1 és v = —e 2,
o0 s o
/ zhe M dr = [—xeik‘”}o —/ —e M dg
0 0

3. A hatarértékek és a masodik integral kiszamitasa:

- Az els6 tag: lim, . (—ze *?) — (—0-€%) = 0 — 0 = 0 (a L'Hospital-szabdly
miatt az exponencialis tag gyorsabban tart nulldhoz, mint ahogy » a
végtelenhez).

- Amasodik tag: [~ e dx = [63]? =0-(5) =

>

4. Osszegzés:

1 1
ME=0+< =<
$=0H3 =3
8.3 A szOras és bizonyitasa
Allitas: A szérasnégyzet (variancia):
1
D% = ¥ 9)

A szérés: D¢ = ;.
Bizonyitas: A bizonyitashoz a D*¢ = M (£?)—(M¢€)? 6sszefliggést (Steiner-formula)
hasznaljuk. Mivel M¢ = 1/), a feladat a masodik momentum, M (£?) kiszamitasa.

1. A masodik momentum (//¢2) felirasa:
M(€£%) = / 22N do
0

2. Parcialis integralas: Legyen u = 22 és v/ = \e . Ekkor v/ = 2z és v =
-z
—€ .

M(€£%) = [—x2e_”\ﬂ;° - /000 2x(—e ) da

A hatarok behelyettesitésével az els6 tag 0 (L’Hospital-szabaly miatt). A ki-
fejezés igy egyszertisodik:

M(£%) =2 /OOO re N dr

3. Visszavezetés az els6 momentumra: Vegyuk észre, hogy az integrandus-
ban szerepl§ [ ze~** dz kifejezés majdnem megegyezik a varhat6 érték ki-
szamitasandal haszndlt integrallal, csak hidnyzik egy \ szorzé. Irjuk at az

egyenletet:

M(£%) = ;/0 e N dx

~—_—
Mg
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Mivel M¢ =1/
12
A2
(Megjegyzeés: A Fazekas-konyv altalanos rekurzios formulat ad a momentu-
mokra: M¢F = £M ¢k~ Ebb6l k = 2 esetén M¢? = 2 - £ szintén adédik).

M(E) =

4. A szorasnégyzet kiszamitasa:

2 /1\* 2 1 1
D=y - 1 = 5~ (3) = w5 =@

Onellenorzo kérdések

Valaszoljon az alabbi kérdésekre a fejezet anyaga alapjan:

1. Hogyan definidljuk a A\ paraméterid exponencialis eloszlas strlségfiiggvé-
nyeét?

2. Irja fel az exponencidlis eloszlas eloszlasfiiggvényét pozitiv = esetén!

3. Mit jelent az exponencialis eloszlas ,,0rokifju” (emlékezetnélkiili) tulajdon-
saga?

4. Mennyi a )\ parameéterll exponencialis eloszlas varhato értéke?

5. Hogyan szamithato ki az exponencialis eloszlas szdrdsa a A paraméter se-
gitségével?

9 Nevezetes folytonos eloszlasok. Normalis és stan-
dard normalis eloszlas
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9.1 A standard normalis eloszlas

1. Definicio A ¢ valdszinliségi valtozat standard normalis eloszlasunak nevez-
zuk, ha normalis eloszlasu m = 0 varhato értékkel és o = 1 szdrassal. JelOlése
gyakran: £ ~ N(0,1).

2. Suriiségfuggvény (f(x) vagy ¢(x)) Képlete: A standard normalis eloszlas si-
riségfuggvénye:

N

flx) = \/1276_12, reR

Ezt a fuggvényt gyakran Gauss-gorbének vagy haranggorbének is nevezik.

Tulajdonsagai:

Szimmetria: A fuggvény paros, azaz f(—x) = f(z), igy a gorbe szimmetrikus
az y tengelyre (az x = 0 egyenesre).

Alak: Harang alaku gorbe, amelynek maximuma az x = 0 helyen van, értéke

i 1
1tt Ton

Inflexids pontok: A gorbe inflexios pontjai az x = —1 és « = 1 helyeken
vannak (altalanos esetben m + o).

Hatarérték: lim, .., f(z) = 0, azaz az = tengely az aszimptotaja.

3. Eloszlasfiuggvény (¢ (z)) A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényét ki-
16n jeloléssel, ®(x)-szel (vagy ®-vel) szokas illetni. Definicio:

1 * t2
q)(ﬂﬁ) = E/ e 2 dt

Ennek a fuggvénynek nincs zart alakja (elemi fiiggvényekkel nem fejezhet6 ki),
ezért értékeit tablazatokban foglaljak 6ssze vagy numerikus modszerekkel koze-
litik.

Tulajdonsagai:

- Szimmetria: A sUriségfiggvény szimmetriaja miatt az eloszlasfuggvényre
igaz, hogy:
O(—x)=1—P(x)

Ez a tulajdonsag lehet6vé teszi, hogy a tablazatok csak a pozitiv x értékekre
adjak meg a valoszinlségeket.

- Ertékek: ®(0) = 0,5, mivel a haranggorbe alatti teriilet fele a negativ tarto-
manyra esik.

4. Varhato érték és Szoras Varhato érték (M¢ vagy F¢): A standard normalis
eloszlas varhato értéke 0.

EE=0
Bizonyités: A varhat6 érték definiciéja szerint F¢ = [7_xzf(z)dz. Mivel az z pé-
ratlan fiiggvény, az f(z) = \/%e*‘ﬁ/? pedig paros, szorzatuk paratlan. Szimmet-

rikus tartomanyon integralva egy paratlan figgvényt (feltéve, hogy az integral
l1étezik), az eredmeény O.

34



Szorasnégyzet (D?¢) és Széras (DE): A standard normalis eloszlas szérasnégyzete
és szorasa is 1.
D* =1, D¢é=1

Bizonyitds: A szordsnégyzet definicidja D¢ = M (&%) — (E€)?. Mivel E¢ = 0, igy
a masodik momentumot kell kiszdmitani: M(¢?) = [° x%%e*ﬁ/?dx. Parcialis

integralassal belathato, hogy ez az integral 1-gyel egyenlé.

Magasabb momentumok: A paratlan rendli momentumok értéke 0. A paros ren-
dd momentumok (k = 2r) esetén:

M(E) = (2r — 1)l =1-3---- (2r — 1)

Példaul a negyedik momentum M (¢%) = 3

9.2 Az altalanos normalis eloszlas

A normalis eloszlas (mdas néven Gauss-eloszlas) a valdszinliségszamitas egyik leg-
fontosabb eloszldsa. Az alabbiakban 6sszefoglalom a slirtiségfiggvényét, elosz-
lasfuggvényét, valamint a varhato értékét és annak bizonyitasat a megadott for-
rasok alapjan.

1. Definicio és Siiriiségfiiggvény (f(z)) A ¢ valdszinliségi valtozot m varhato
értékill és o szorasu (m € R,o > 0) normalis eloszlasunak nevezzuk, ha stirtiség-
figgvénye:
1 _(acfm)2
fx) = e 22, x€R
2no

Jel6lése: &€ ~ N(m,o?).

Tulajdonsagai:
- A figgvény grafikonja a hires haranggorbe (Gauss-gorbe).
- A gorbe szimmetrikus az = = m egyenesre.

.o 7 . . 7 7 1
- A figgvénynek maximuma van az = = m helyen, a maximum értéke oret

- Inflexios pontjai az x = m — o és x = m + o helyeken vannak.

Standard normalis eloszlas: Ha m = 0 és ¢ = 1, akkor standard normalis elosz-
lasrdl beszélunk. Ennek stirtiségfiiggvényét gyakran o(z)-szel jelolik:

—_
»

x

e 2

2. Eloszlasfiiggvény (F'(z)) Mivel a normalis eloszlas abszolut folytonos, elosz-
lasfuggvénye a slirtiségfiiggvény integraljaként all el6:

_( m)2
/ S dt
27ra
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Ennek az integralnak nincs zart alakja (elemi fiiggvényekkel nem fejezhet6 ki),
ezért értékeit tablazatokban foglaljak 6ssze vagy numerikus modszerekkel koze-
litik. A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényét &(x)-szel jelolik:

1 z t2
(I)(l’) = \/_2_77/ e 2 dt

Szimmetridja miatt érvényes ra a &(—z) = 1 — ®(z) 0sszefiiggés.

3. Varhato érték és bizonyitasa Allitas: Az m és o paraméter(i normalis eloszlés
varhato értéke:
M(&) =m

Bizonyitas: A bizonyitast két 1épésben végezzuk: el6szor a standard normalis
eloszlasra, majd az dltalanos esetre a linedris transzformacio segitségével.

1. Standard normalis eloszlas (n ~ N (0, 1)) varhato értéke: A varhato érték defi-

nicioja szerint:
M(n) = /_Oox~go(a:)d:c = /_Oox\/;_wex;da:
Vegyuk észre, hogy az integrandus (az integralando fiiggvény) paratlan fuggvény,
mivel:
(—x) - p(—z) = —x- Le’# =— (a: ! 622>
’ Vor Vor

Mivel az integralas szimmetrikus tartomanyon (—oo-t0l +oco-ig) torténik, és az in-
tegral konvergens (1étezik a varhato érték), ezért az értéke sziikségképpen 0.

M(n) =0

2. Altalanos eset (¢ ~ N(m,0?)): Barmely normalis eloszlasu ¢ valészin(iségi val-
tozo elddllithat6 a standard normalis n linearis transzformacidjaként:

E=on+m
A varhato érték linearitasat (homogenitasat és additivitasat) kihasznalva:
M(&) = M(on+m)=0c-M(n)+m
Mivel az el6z0 pontban belattuk, hogy M (n) = 0:
ME) =0-0+m=m

Ezzel az allitast igazoltuk.

9.3 Kapcsolat a két eloszlas kozott (Standardizalas)

A standard normalis eloszlas és az altalanos normalis eloszlas kozotti kapcesolat
egy linearis transzformadcion alapul. A standard normalis eloszlas a normalis
eloszlas azon specidlis esete, ahol a paraméterek értéke m = 0 és o = 1. A két
eloszlas kozotti kapcsolatot a kovetkez6 tételek irjak le a megadott forrasok alap-
jan:
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1. Altalanos normalis eloszlas eldallitasa standard normalisbdél Ha 1 egy
standard normalis eloszlasu valoszintiségi valtozo (azaz n ~ N(0, 1)), akkor tet-
szbleges m € R és o > ( esetén a

E=on+m

linearis transzformacioval kapott valoszinliségi valtozo m és o paraméteri nor-
malis eloszlasu lesz (jelolése & ~ N(m,c?)).

2. Standardizalas (Visszavezetés standard normalisra) A fenti §sszefiiggés
megforditasa is igaz. Ha £ egy m és o paraméter(i normalis eloszlasu valdszini-
ségi valtozd, akkor a

E—m

’]’]:
o

transzformacioval kapott valosziniliségi valtozo standard normalis eloszlasu lesz.
Ezt az eljarast, amellyel egy tetszOleges eloszlasu valtozot 0 varhato értékiire és
1 szérasura transzformalunk, standardizalasnak nevezzik.

Bizonyitas és az eloszlasfiiggvények kapcsolata A kapcsolat az eloszlasfigg-
vények tulajdonsagaival igazolhatd. Ha 7 standard normalis eloszlasu, és ®(x)
jeloli az eloszlasfiggvényét, akkor a & = on + m valtozo eloszlasfiiggvénye:

g

Fs(x)=P(§<a:):P(gn+m<x):P(n<x—am> :¢<$—m)

Ez az 6sszefuiggés lehetdvé teszi, hogy barmely normalis eloszlas valdsziniiségeit
a standard normalis eloszlas tablazata segitségével szamoljuk ki.

Paraméterek jelentése A transzformadacioban szerepld paraméterek a valdszi-
niségi valtozo momentumai:

- m a varhato érték (E¢ = m).

- 0% a szérasnégyzet (D*¢ = o?), illetve o a szOras.

Onellenorzo kérdések

Valaszoljon az alabbi kérdésekre a fejezet anyaga alapjan:
1. Hogyan definialjuk a standard normalis eloszlas slirtiségfiiggvényét?

2. Mi a kapcsolat a standard normalis eloszlasfiggvénye (®(z)) x és —z helyen
felvett értékei kozott?

3. Mennyi a standard normalis eloszlas varhato értéke és szorasa?

4. Hogyan irhato fel az altalanos (m, o) paraméteri normalis eloszlas stirtiség-
fuggvénye?

5. Mi a standardizalas, és milyen képlettel szamolhat6 ki egy N(m, %) eloszla-
su valtozo esetén?
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10 Bevezetés a valosziniiségszamitas hatareloszlas-
tételeibe

A valoszinlségszamitas soran gyakran nem ismerjik egy valoszinliségi valtozo
pontos eloszlasat, csak annak bizonyos paramétereit (mint példaul a varhato ér-
téket vagy a szorast). Ilyen esetekben egyenl6tlenségek segitségével tudunk becs-
léseket adni arra vonatkozoéan, hogy a valdsziniiségi valtozo milyen eséllyel vesz
fel bizonyos értékeket. Ezen becslések képezik az alapjat a nagy szamok torve-
nyeinek is, amelyek a tapasztalati megfigyelések és az elméleti paraméterek ko-
z0tti kapcsolatot irjak le nagy mintaelemszam esetén. Az alabbiakban attekint-
juk a legfontosabb egyenl6tlenségeket és konvergencia-tipusokat, majd ezeket
felhasznalva bemutatjuk a nagy szamok gyenge és erds torvényeit.

Markov-egyenlotlenség

Ha a ¢ egy véges varhato értékkel rendelkez6 nemnegativ valoszintiségi valtozo,
és ¢ > 0 (vagy 0 > 0) egy tetszbleges konstans, akkor a varhato érték és a valdszi-
nlség kozott az alabbi kapcsolat all fenn:

E(©)

PEze)< =

Diszkrét esetre:

Tegytk fel, hogy ¢ diszkrét valoszintiségi valtozo, melynek lehetséges értékei 0 <
T < x9 < ..., esfelvett valosziniliségeik p, = P({ = ;). A varhato érték definicio-
ja alapjan az 6sszegzés minden tagja nemnegativ, igy ha az 6sszegh6l elhagyjuk
azokat a tagokat, ahol z; < ¢, az 0sszeg biztosan nem nd:

E(§) = szpz > Z TiPi

i xi>cC

Ezen a szikitett 6sszegen belil minden z; > ¢. Ha tehat minden z; helyére a
kisebb (vagy egyenl6) ¢ értéket irjuk be, azzal tovabb kicsinyitjuk (vagy valtozat-
lanul hagyjuk) az 6sszeget:

Z Tipi > Z cp; = ¢ sz‘

it T;>C it T;>C it T;>C

Mivel >, . ..p; pontosan annak a valoszintisége, hogy ¢ > ¢, adddik a bizonyi-
tando allitas: E(¢) > c¢- P(§ > ¢).

Abszolut folytonos esetre:

Ha ¢ abszolut folytonos, legyen a sirliségfiiggvénye f(z). Mivel ¢ nemnegativ, z <
0 esetén f(x) = 0 (egy nullmértékd halmaztol eltekintve). A varhato érték ekkor
integrallal fejezhet6 ki, és a tartomanyt a diszkrét esethez hasonloan meghontva
becstlhetjuk:

E(f):/:xf(x)dx:/ooxf(x)dxz/Ooxf(a:)da:

0 c
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Mivel ezen az integralasi tartomanyon = > ¢, az z-et c-vel helyettesitve tovabb
csokkentjik az integral értékét:

Zéﬁ@mxzlwﬁwwaQAwﬂ@“:”"H§Z@

Az egyenlitlenséget leosztva megkapjuk a tételt.

Csebisev-egyenlotlenség

Ha a ¢ egy véges szorassal rendelkez6 valoszintiségi valtozo, akkor a varhato érté-
kétol (melyet jeldljunk E(&)-vel) valo eltérésre minden £ > 0 rogzitett szam esetén
fennall:

D*(¢)

g2

P - E()| z¢) <

A bizonyitas igen elegans, ugyanis kozvetlentl visszavezethet6 a Markov-egyenl6tlenségre.
Vezessliink be egy 4j valdszinliségi valtozét: n := (¢ — E(£))?, valamint egy kons-

tanst: ¢ := 2. Mivel 5 egy valds kifejezés négyzete, garantdltan nemnegativ va-
16szin(iségi valtozd, a c pedig pozitiv szam. Igy -ra és c-re maradéktalanul telje-

silnek a Markov-egyenlotlenség feltételei:

E(n)

Cc

P(nzc) <

Most helyettesitsiik vissza az eredeti valtozokat az egyenldtlenség mindkét olda-
lan:
- Abal oldal: P(n > ¢) = P((¢ — E(£))* > £2). Mivel mindkét oldal nemne-

gativ, négyzetgyokot vonhatunk, ami ekvivalenssé teszi a P(|¢ — E(§)| > ¢)
kifejezéssel.

- Ajobb oldal: Az E(n) nem més, mint E(({ — E(€))?), ami pontosan a szoras-
négyzet, azaz a D*(¢) definicidja. A c helyére pedig £* keril.

Ezeket visszairva a felirt Markov-egyenl6tlenségbe, rogton meg is kapjuk a Csebisev-
egyenlOtlenséget:
D*(¢)

g2

P -E()| z¢e) <

Sztochasztikus konvergencia

Azt mondjuk, hogy egy n1,m.,... (Vagy &, &, ...) valoszinliségi valtozokbadl allé
sorozat sztochasztikusan konvergdl az » (vagy &) valdszinliségi valtozohoz, ha
tetszOlegesen valasztott ¢ > 0 esetén igaz, hogy:

lim P(|n, —n| >¢) =0
n—o0

(vagy > e relacioval megadva). Ennek a konvergenciatipusnak a jelolésére szo-
kas a P —lim,, ., 1, = n formulat hasznalni. A szakirodalom gyakran hivatkozik
ra valoszintiségben vald (vagy mértékben valg) konvergenciaként is.
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Majdnem biztos konvergencia

Azt mondjuk, hogy az n;,n,, ... valdszinliségi valtozd sorozat majdnem biztosan
konvergal az n valdszinliségi valtozohoz, ha:

lim 7,(w) = n(w), hawe Q\ N, ahol P(N) =0

n—oo
Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy a sorozat — egy nulla valészinliségii N halmaz
kivételével — pontonként konvergdl az n-hoz. Ennek a konvergencianak a mas
elnevezése az 1 valoszinlséggel valo konvergencia, illetve (mértékelméleti nyel-
ven) a majdnem mindenttti konvergencia.

A nagy szamok gyenge torvénye (Csebisev-alak)

A nagy szamok gyenge torvénye azt mondja ki, hogy a megfigyelések atlaga szto-
chasztikusan konvergal az elméleti atlaghoz.

Legyen az (12, A, P) valészinliségi mez6ben &;, &,, . .. szorassal rendelkez0, azonos
eloszlasu és paronként fuggetlen valdszinliségi valtozok sorozata. Legyen m :=
E(&) éso:= D(&) mindeni € Z* esetén, valamint a részletosszeg S, = &+ - - +&,.
Ekkor minden tetszéleges £ > 0 valds szam esetén:

p(|%

0.2
n - ) ~ ne?

melybél kovetkezik, hogy az 2= atlag sztochasztikusan konvergal az m vérhat6

értékhez.

Az azonos eloszlas miatt az m és o definicidja korrekt. Az S,/n valoszinlségi
valtozodra alkalmazzuk a Csebisev-egyenldtlenséget:

P15 p (5|5 0) < 20
(52 C)l=)

n n g2
A varhato érték és a szoras tulajdonsagai alapjan a kovetkez6ket kapjuk:
E & —lE znjf ZE&“ —nm m
n - n p— 7 - 7
Sh - 1 o
2 (%) =50 <Z§Z> = L D) =t =

(Megjegyzés: A szorasnégyzetek 0sszegzése a paronkénti fiiggetlenség miatt te-
hetd meg.)

Behelyettesitve ezeket az értékeket a Csebisev-egyenl6tlenséghe, adodik a tétel-
ben szerepld egyenldtlenség:

(

Mivel lim,,_, 5—; = 0, ebb0l kovetkezik a sztochasztikus konvergencia.

Sh, o?
oml>e) < —
n ne2
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A nagy szamok Bernoulli-féle torvénye

Ez atorvény a nagy szamok gyenge torvényének egy specialis esete (amikor m = p
és o = pq), és arra ad valaszt, hogy a relativ gyakorisag hogyan kozeliti a valo-
szinlséget.

Legyen adott egy Bernoulli-féle valdszinliségi mez0 2 = {wy,w;} esemeényterrel,
p = P({wi}) és ¢ := 1 — p. Ha a kisérletet n-szer fuggetlentl elvégezve az w,
esemény p,-szer kovetkezik be, akkor a g, /n relativ gyakorisdgra minden ¢ > 0
esetén teljesul:

P

Legyen ¢ > 0 adott. A Csebisev-egyenldtlenség feltételeit az ne és a o, teljesi-
tik. Mivel a o, binomialis eloszlasu, tudjuk, hogy E(p,) = np és a szorasnégyzete
D?*(0,) = npq. Ezt behelyettesitve a Csebisev-egyenl6tlenségbe:

&—p‘ fo) <0
n ne2

OSP(|Qn—np|Zn5):P<

On npq pq
En ol > 5) < —
n PI=°)= (ne)?  ne?

Alim, . 24 = 0 hatarérték miatt a relativ gyakorisag sztochasztikusan konver-
gal a valdszinlséghez. Fontos hangsulyozni, hogy ez sztochasztikus konvergen-
ciat jelent, tehat a két szam tavolsaga egy tetszoOleges pozitiv értéknél nagyobbat
nulldhoz konvergalo valoszinlséggel vehet fel.

A nagy szamok eros torvényei

Mig a gyenge torvények “csak” sztochasztikus konvergenciat mondanak ki, az
er0s torvények az 1 valoszintiséggel valo (vagy majdnem biztos) konvergenciat
allitjak, ami azt jelenti, hogy a sorozat — egy nulla valoszinliségii halmaz kivéte-
lével — pontonként konvergal.

Kolmogorov-féle erds torvény: Legyenek &;,¢&,,... (teljesen) fuiggetlen, azo-
nos eloszlasu valoszinliségi valtozok, és tegyuk fel, hogy az abszolut értékik var-
hato értéke véges (E|¢| < oo). Ekkor az atlag majdnem biztosan konvergal a
varhato értékhez:

.S, : :
lim — =m majdnem biztosan.

n—oo M

Etemadi tétele: KésObb kiderult, hogy nem szuikséges a teljes figgetlenség meg-
kovetelése. Ha a &;, &, ... valoszinliségi valtozok csak paronként fiiggetlenek, de
azonos eloszlasuak és F|¢;| < oo, az atlaguk akkor is majdnem biztosan tart az m
varhato értékhez.
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Onellenorzo kérdések

Valaszoljon az alabbi kérdésekre a fejezet anyaga alapjan:

1.

Mi a szerepe a Markov- és Csebisev-egyenlotlenségeknek a valdszintiségsza-
mitdsban, ha nem ismerjuk egy valosziniiségi valtozd pontos eloszlasat?

Hogyan szdl a Markov-egyenl6tlenség, és milyen feltételeknek kell teljestl-
nie a valosziniiségi valtozora a hasznalatahoz?

Mit mond ki a Csebisev-egyenlétlenség, és milyen extra informadciot igényel
a Markov-egyenl6tlenséghez képest?

Magyarazza el sajat szavaival a sztochasztikus konvergencia jelentését!

5. Mi a kullonbség a sztochasztikus konvergencia és a majdnem biztos konver-

10.

gencia kozott?

Hogyan definidljuk egy valdszinliségi valtoz6 sorozat majdnem biztos kon-
vergenciajat?

. Allapitsa meg a nagy szamok gyenge térvényét (Csebisev-alak) és a hozza

tartozo feltételeket!

Milyen matematikai egyenl6tlenséget hasznalunk a nagy szamok gyenge
torvényének bizonyitasahoz, és hogyan alkalmazzuk azt a részletosszegek
atlagara?

Melyik korabban tanult eloszlasra épiil a nagy szamok Bernoulli-féle torveé-
nye, és hogyan értelmezhetd az eredménye a relativ gyakorisag és a valo-
szinliség kapcsolataban?

Mi Etemadi tételének jelentdsége a Kolmogorov-féle erds torvényhez képest
a fuggetlenség szempontjabol?
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11 A kozponti hatareloszlas-tétel

A centralis (vagy kozponti) hatareloszlas-tétel a kovetkez6képpen szol: Ha az
(Q, A, P) valoszinliségi mezdben &;, &, ... nemnulla szorassal rendelkez6, azonos
eloszlasu és fluggetlen valoszinliségi valtozok, melyeknek varhat6 értéke m =
E(&) és szorasa o = D(&) > 0, akkor az S, = & + & + - -+ + &, részletosszegek
standardizaltjara igaz, hogy az eloszlasfiiggvénye a standard normalis eloszlas-
figgvényhez tart:

_ z 42
lim P (S_m - ) _ / L S
n—00 no S \/ﬁ

minden valds x esetén. Specidlis esetként — Bernoulli-féle valdszinliségi mez6n
alkalmazva — ebbdl a tételb6l kapjuk meg a Moivre-Laplace-tételt is.

A tétel bizonyitasat itt mell6zziik, mivel az a karakterisztikus figgvények elmé-
letére tdmaszkodik, ami tulmutat a jelen kurzus és jegyzet keretein.

A kozponti hatareloszlas-tétel gyakorlati és elméleti haszna

AtétellegfGbb jelent8sége, hogy ravilagit a normalis eloszlas (Gauss-gorbe) kitlin-
tetett és kozponti szerepére a valoszinliségszamitasban. Segitségével megmagya-
razhato, hogy miért lehet bizonyos feltételek mellett (amikor sok fiiggetlen hatas
0sszegzddik) egy teljesen ismeretlen eloszlast normalis eloszlassal megkozelite-
ni.

Ez az eredmény alapozza meg a matematikai statisztikat, ugyanis a statisztikai
modszerek jelent6s része eleve arra a feltevésre épiil, hogy a megfigyelt mennyi-
segek normalis eloszlasuak. A tétel elméletileg is alatamasztja azt a rengetegszer
tapasztalt tényt, hogy a gyakorlatban vizsgalt véletlen mennyiségek (pl. mérési
hibdk, bioldgiai jellemzd6k) igen gyakran megkozelitdleg normalis eloszlast ko-
vetnek. Szintén ezen a tételen alapul a Moivre-Laplace-tétel is, amely lehetdvé
teszi, hogy nagy esetszam esetén a binomidlis eloszlast egyszerliien és pontosan
kozelitsik normalis eloszlassal.

Szemléltetés szamitogépes szimulacioval

Atétel miikodése kivaloan szemléltethetd a szimmetrikus véletlen bolyongas mo-
dellezésével.

Képzeljunk el egy kisérletet, ahol egy részecske lépked egy vonalon. Minden
egyes lépésnél azonos, 0,5 valdszinliséggel 1ép egy egységet elbre (+1), vagy egy
egységet hatra (—1). Ennek a lépésnek a varhato értéke 0, a szorasnégyzete pedig
1. Han szamu 1épést tesz meg, az eddigi 1épések 0sszege adja meg a végpozicidjat.
A kozponti hatareloszlas-tétel azt allitja, hogy ha az n 1épésszam elég nagy, akkor
ez a pozicid (megfelelen normalva) kozelit6leg standard normalis eloszlast fog
kovetni.

Kisérletileg ezt ugy lathatjuk, ha az abrazolast szamitogéppel szimulaljuk:
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- Engedjik a részecskét mondjuk n = 100 1épésig bolyongani, majd jegyezziik
fel, hol “csapodik be” egy 100 1épésnél felhuzott képzeletbeli fliggbleges fal-
ba.

- Ezt a 100 1épéses kisérletet ismételjik meg nagyon sokszor (példaul 300-
SZOr).

Ha megnézziik a falon 1évo becsapodasi pontok stirtiségét, azt fogjuk tapasztalni,
hogy a sok hosszu bolyongas végpontjainak gyakorisagat jelzd oszlopok vizuali-
san is tokéletesen kidomboritjak a normalis eloszlasra jellemz6 haranggorbét. A
becsapddasok a 0 pozicio koril a legstirtibbek, és onnan tavolodva egyre ritkab-
bak lesznek.

Onellen6rzo kérdések

Valaszoljon az alabbi kérdésekre a fejezet anyaga alapjan:

1. Mit mond ki a kdzponti hatareloszlas-tétel, és miért van kiemelked0 szerepe
a valdszintliségszamitasban, illetve a matematikai statisztikdban?

2. Milyen feltételeknek kell teljesiilnie a valoszintiségi valtozokra ahhoz, hogy
alkalmazhato legyen rajuk a kozponti hatareloszlas-tétel?

3. Mi a kapcsolat a kdzponti hatareloszlas-tétel és a Moivre-Laplace-tétel ko-
Z0tt?

4. Hogyan szemléltethet6 a kozponti hatareloszlas-tétel miikodése a véletlen
bolyongdas szamitogépes szimulaciojaval?
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