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BCTYII

Metoan4Hi BKa3iBKM CTBOPEHO AJIS MIATPUMKHM MPAKTUYHUX 3aHATH Ta CaMOCTIHHOI
pOOOTH CTYJEHTIB 3 AUCHUILTIHN «MaTemMaTnyHuit anani3». Hacammepen BOHU po3paxoBaHi Ha
cryaenTiB Il xypcy, siki HaBYarOThCA 3a crienianbHicTI0O «A4 MaremaTrka, MpoTe BOAHOYAC
MOXXYTh OYyTH KOPHUCHHMH JUIsl BCIX CTY/AEHTIB, AKi 0a)KaloTh MOTTUOUTH CBOE MaTeMaTHUYHE
MUCJICHHS, HABUUKH PO3B’A3yBaHHA 3aJa4 Ta KyJbTypY JOBEJCHHS.

Merta BKa3iBOK — CIIyTyBaTW NPAKTUYHUM JIOBIIHUKOM JUIS YCIIIIHOTO 3aCBOEHHS
JTUCHUIUTIHM. JIOKyMEHT MICTUTh THIIOBI TPUKJIAIW, TPEHYBajJbHI BIpPaBU Ta 3aBJIaHHS,
PEKOMEH/I0BaH1 JUIsl CaMOCTIHHOT poOOTH, SIKI JOIIOMararoTh y 3aCTOCYBaHHI MaTeMaTUYHHUX
HOHATH 1 TEOpeM IiJ dYac po3B’s3yBaHHSA 3ajgad. Bka3iBKM CHpHSIOTH MNPAKTUYHOMY
OTIPAIlOBAHHIO, 3ACTOCYBAHHIO Ta TTUOLIOMY PO3YMIHHIO TEOPETUYHOT'O MaTepiaily JEKIIii.

3aBaHHs MPAKTUYHHUX 3aHATH IMOJSTAE Y PO3BUTKY B CTYJEHTIB HAaBUYOK CBiZOMOTO
pO3B’SI3aHHS MMPOOJIEeM, MaTeMaTHYHOTO apryMeHTyBaHHS Ta JoBeaeHHs. Ilim wac
pO3B’s3yBaHHS 3a7a4 CTYJCHTH TMOBUHHI PO3IMI3HATH THI MPOOJeMHU, BUOpATH BiIANOBIIHE
BU3HAYEHHS, TeopeMy a00 METOJ AOCIHIKEHHS, IIEPEBIPUTH YMOBH iX 3aCTOCYBaHHS, a MOTIM
TOYHO C(hOPMYJIFOBATH BUCHOBOK. ¥ MIJITOTOBII BYUTENIB OCOOIMBO BAXKIUBO, 1100 MalOyTHI
BUYMTENl MaTeMaTUKH HE JIMIIEe OTPUMYBAJIM NPAaBUIBHUN PE3yJbTaT, aje W MOTIJIM JIOTIYHO,
3pO3yMLIO Ta TOYHOIO MaTEMaTHYHOIO MOBOIO MTOJIATH Xi/1 PO3B’A3aHHS.

CTpyKTypa BKa3iBOK HaJa€ MPaKTUKO-OPI€HTOBAHY MiITPUMKY B OTpAIFOBAaHHI OKPEMHUX
TeM. PO3B’s3aH1 TUINOBI NMPUKIAAM JEMOHCTPYIOTh HalyacTillle BUKOPHCTOBYBaHI METOIHU
pO3B’sSI3yBaHHS, a 3aBJaHHS PI3HOTO PIBHSA CKIATHOCTI JIal0OTh MOKJIMBICTh IS
nudepeniiiioBaHoro TpeHyBaHHS. KopoTki BKa3iBKM 10 pPO3B’A3aHHSA Ta KOHTPOJIbHI
3alUTaHHsl CIPUSIOTH CaMONEpEeBIpIli, a TaKoX CBIJOMOMY 3aCTOCYBAaHHIO METOMIB

pO3B’sI3yBaHHs 3a/1a4.

Pexomengamii mo10 BUKOPUCTAHHS BKa3iBOK

[lepen mpakTUYHUM 3aHATTAM PEKOMEHIYETHCS TEPETISTHYTH TEOPETUYHHN MaTtepial,
OIlpallbOBaHUM Ha JIEKIii, MpUrajaTy MOB’sA3aHl 3 TEMOK BU3HAYEHHS Ta TEOPEMH, a TAKOX
O3HaHOMMTHUCS 3 yMOBaMH iX 3actocyBaHHA. Ilig uac 3aHATTA CTYIEHTH 3a JOIOMOTOKO
PO3B’S3aHUX THUIIOBUX MPHUKIAIB Ta MPU3HAYCHUX 3aBJaHb MOXYTh IMONPAKTHKYBATUCS Y
BUOOPI Ta 3aCTOCYBaHHI B1IOBITHUX METO/IB PO3B’A3yBaHH:.

3aBaHHS MOXKYTb OIIPAIbOBYBATUCS B paMKax 1HIUBIAyalbHOI poOOTH, pOOOTH B Mapax
a6o B manux rpynax. [lin1 yac cniibHOro oOroBOpPEeHHsI IOIUIBHO MOPIBHATH PI3HI BapiaHTU
PO3B’s3aHHA, BUSBUTU MPUYMHU TUIIOBUX MOMUIOK Ta C(OPMYIIOBATH KPUTEPIi, 3a SKUMHU

MOXXHa BI/I6paTI/I TOW YM 1HIIUI METO. [Ticns MMPaKTUYIHOT'O 3aHATTSA pOSB’HBy'BaHHH 3aBJaHb,
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PEKOMEHJIOBAaHUX [IJII CAMOCTIMHOI pOOOTH, JOMOMarae MOTIMOUTH 3100yTI 3HAHHS Ta
PO3BUHYTH 00UYMCIIIOBAIbHI HABUUKH.

[TpoTsirom cemecTpy BKa3iBKM MOXKHa BHMKOPHCTOBYBaTH fK 30ipHHMK 3ajad Ta SK
JOBITHUK JUIS CaMOCTiIHHOI MiAroTOBKU. Po3B’s3yroum 3aBHaHHS, CTYACHTH MOXYTb
MIArOTYBATUCA /10 IPAKTUYHUX MEPEBIPOK 3HAHb, MOJAYJIbHUX KOHTPOJIBHUX POOIT Ta ICHUTY,

BOJHOYAC PO3BHBAOYU CBOIO MATEMATUIHY KOMYHiKaHiIO Ta S,HaTHiCTB a0 caMonepeBipKH.

3B’A30K 3 TEOPETUYHUM MaTepiaaom

MetoanuHi BKa3iBKU TICHO TIOB’SI3aH1 3 TEOPETUYHHUM MAaTepiajioM, 10 BHBYAETHCS Ha
JEKIIAX 3 AUCUUILTIHYU. [IpakTUyH1 3aBJaHHS Aal0Th MOMJIUBICTh 3aCTOCOBYBATH BU3HAUCHHS,
TEOpeMHU Ta KpUTepii B KOHKPETHHX TpoOieMax, TMepeBipATH iX YMOBHM, a TaKOX
IHTEpPIIPETYBAaTH OTPUMAaHI pPe3yIbTATH.

[Tix gac BUKOpUCTAaHHS BKa31BOK OCOOJMBY yBary Ciijl 3BEpHYTH Ha Te, 00 CTyACHTH HE
JUIEe MEXaHIYHO 3aCTOCOBYBalM (POPMYJIH Ta MPOLEAYPH, ale ¥ pOo3yMinM MaTeMaTHUYHE
miarpyHTst obpaHoro wmeroxay. lle cmpusie BCTaHOBJICHHIO 3B’SI3KY MK TEOPETHYHHMHU
3HAHHSMH Ta IPAKTHYHUM PO3B’I3yBaHHAM 3aJ1a4, @ TAKOK PO3BUTKY TOYHOTO i TIOCITIIOBHOTO

MaTEeMaTUYHOTO MHUCJICHHS, HEOOX1THOTO /IS MOAAIBIIOT BUKIIAIaIlbKO1 pOOOTH.



BEVEZETES

A modszertani Utmutatd a ,Matematikai analizis” cimii tantargy gyakorlati
foglalkozasainak és a hallgatok 6nalldé munkajanak tdmogatdsara késziilt. Elsésorban a II.
évfolyamos matematikatanar szakos hallgatoknak szol, ugyanakkor hasznos lehet minden olyan
hallgatd szamara, aki szeretné¢ elmélyiteni matematikai gondolkodasat, feladatmegoldo
készségét és bizonyitasi kulturdjat.

Az Utmutatd célja, hogy gyakorlati segédletként szolgédljon a tantdrgy eredményes
elsajatitasahoz. A dokumentum olyan mintapéldékat, gyakorlofeladatokat és 6nalldé munkara
javasolt feladatokat tartalmaz, amelyek segitik a matematikai fogalmak é&s tételek
feladatmegoldasban torténd alkalmazasat. Az Utmutatd az eldadasok elméleti anyaganak
gyakorlati feldolgozasat, alkalmazasat és mélyebb megértését tamogatja.

A gyakorlati foglalkozdsok feladata, hogy fejlesszék a hallgatok tudatos
problémamegoldasat, matematikai érvelését és bizonyitasi készségét. A feladatok megoldasa
soran a hallgatoknak fel kell ismerniiik a probléma tipusat, ki kell valasztaniuk a megfeleld
definiciot, tételt vagy vizsgalati modszert, ellendrizniiik kell annak alkalmazasi feltételeit, majd
pontosan meg kell fogalmazniuk a kovetkeztetést. A tanarképzésben kiilondsen fontos, hogy a
leendé matematikatandrok ne csupan helyes eredményre jussanak, hanem a megoldas
gondolatmenetét is logikusan, érthetden és szabatos matematikai nyelven tudjak bemutatni.

Az Utmutatd felépitése gyakorlatorientdlt tdmogatist nyujt az egyes témakorok
feldolgozasahoz. A kidolgozott mintapélddk bemutatjdk a leggyakrabban alkalmazott
megoldasi eljarasokat, a kiillonb6z0 nehézségi szintli feladatok pedig lehetdséget adnak a
differencialt gyakorlasra. A rovid megoldasi utmutatok és az ellendrzd kérdések segitik az

Onellendrzést, valamint a feladatmegoldasi modszerek tudatos alkalmazasat.

A jegyzet hasznalatanak javasolt mddja

A gyakorlati foglalkozas eldtt ajanlott attekinteni az el6adason feldolgozott elméleti
anyagot, feleleveniteni a téméahoz kapcsolodo definicidkat és tételeket, valamint megismerni
azok alkalmazasi feltételeit. A foglalkozas soran a hallgatok a kidolgozott mintapéldak és a
kijelolt feladatok segitségével gyakorolhatjdk a megfeleld megolddsi modszerek kivalasztasat
¢s alkalmazasat.

A feladatok egyéni, paros vagy kiscsoportos munka keretében is feldolgozhatok. A kdzos
megbeszélés sordn célszerli 9sszehasonlitani a kiillonb6zé megoldasi lehetdségeket, feltarni a
tipikus hibdk okait, ¢s megfogalmazni azokat a szempontokat, amelyek alapjan az adott
modszer kivalaszthato. A gyakorlati foglalkozéds utan az 6néll6 munkara javasolt feladatok

megoldasa segiti a megszerzett ismeretek elmélyitését és a szamitasi készség fejlesztését.



A jegyzet a félév sordn feladatgylijteményként ¢és az oOnallo felkésziilést segitd
utmutatoként is hasznalhat6. A hallgatok a feladatok megoldasaval felkésziilhetnek a gyakorlati
szamonkérésekre, a modulzard dolgozatokra és a vizsgara, mikdzben fejlédik matematikai

kommunikéciojuk és onellendrzési képességiik.

Kapcsolodas az elméleti anyaghoz

A modszertani itmutatd szorosan kapcsolodik a tantargy eléadasain feldolgozott elméleti
anyaghoz. A gyakorlati feladatok lehetdséget biztositanak a definiciok, tételek és kritériumok
konkrét problémakban torténd alkalmazasara, feltételeik ellendrzésére, valamint a kapott
eredmények értelmezésére.

Az utmutatd hasznalata soran kiilonds figyelmet kell forditani arra, hogy a hallgatok ne
csupan mechanikusan alkalmazzak a képleteket és eljarasokat, hanem értsék is a valasztott
modszer matematikai alapjat. Ez hozzajarul az elméleti ismeretek ¢és a gyakorlati
feladatmegoldas kozotti kapcsolat kialakitasahoz, valamint a késdbbi tanari munkahoz

sziikséges pontos €s kovetkezetes matematikai gondolkodas fejlodéséhez.
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1. TANTARGYI ATTEKINTES ES ALAPINFORMACIOK / OT'JISI] AMCLUILITHA
TA 3ATAJIBHA IHOOPMAILIS

1.1. A tantargy helye a képzési programban / Micue gucuunJ/iiHa B ocBiTHiii nporpami

A Matematikai analizis az A4.04 Kozépfoku oktatas (Matematika) alapképzési program
kotelezd képzési komponense. A tantargy a klasszikus analizis fogalomrendszerére épiil, és
elméleti, valamint gyakorlati alapot biztosit a késdbbi matematikai, modellezési és mddszertani
targyakhoz. A 3. félévi tananyagrész a szamsorok, a fliggvény- €s hatvanysorok, valamint a
tobbvaltozos fiiggvények differencidlszamitasanak témakoreit foglalja 6ssze.

A targy tanulésa feltételezi az egyvaltozos fliggvények, a hatarérték, a folytonossag és a
differencidlszdmitas alapjainak ismeretét. A gyakorlati foglalkozdsok az elméleti eldadasokkal
parhuzamosan haladnak, ¢és a fogalmak alkalmazasat, a szamitasi eljardsok tudatos

kivalasztasat, valamint a bizonyitasi gondolatmenetek felépitését tamogatjak.

«MaremMaTUYHUN aHai3» € 000B’SI3KOBUM OCBITHIM KOMIIOHEHTOM OCBITHBOI ITPOTpaMHU
OakanmaBpaty A4.04 Cepenns ocBita (Marematuka). JlucuuroiiHa TPYHTYEThCS Ha
MOHATIHHOMY amapaTi KJIACHYHOTO aHaJli3y Ta 3a0e3leuye TCOPETHUHY 1 TPaKTUIHY 0a3y 1Is
NOJANbIINX MAaTEMAaTUYHHUX, MOJEIIOBAIBHUX 1 METOAMYHUX JUCHHIUTIH. HauambHUil
martepian 3-ro ceMecTpy OXOIUTIOE€ TEMH YWCIIOBUX PsiliB, (PYHKIIOHAIBHUX 1 CTETIEHEBHX
pAIB, a TaKOXK NU(EepPEHIIAIbHOTO YUCICHHS (PYHKIIH 6ararbox 3MiHHHX.

BuBueHHs nucnurutiag niepeadadae 3HaHHS OCHOB (YHKIM OAHIET 3MIHHOI, TPaHUIIL,
HEMepepBHOCTI Ta Ju(EpeHIIaTbHOr0 4YHCIeHHsS. [IpakTW4yHI 3aHATTS MPOBOISTHCS
napaieiabHO 3 TEOPETUYHHUMH JICKIISIMH 1 CIPHUAIOTH 3aCTOCYBAaHHIO IOHATH, CBIJOMOMY

BUOOPY METO/IIB OOYMCIICHHS, @ TAKOXK IMOOY/I0B1 JIOTIKH JTOBEICHHS.

Elotanulmanyi kovetelmények / Bumoru 10 nonepeanboro Hap4aHHas (IpepeKBi3UTH)

A tantargy felvételéhez sziikséges a korabbi félév ,,Matematika analizis” tantargyanak
teljesitése. Az ott elsajatitott ismeretek, az egyvaltozds fiiggvények, a hatarérték, a
folytonossag, a differencial- és integralszamitas alapjai biztositjak azt az elméleti és gyakorlati
alapot, amelyre a jelen félév tananyaga épiil.

Jlnst BUBUEHHS MUCHUIUIIHM HEOOXITHO YCIIIIHO 3aBEPIIUTH BUBYCHHS JHUCHIUIUTIHUA
«MaTemMaTH4HU# aHali3» y MOMEepPeIHhOMY CEMECTpi. 3aCBOEHI TaM 3HAHHS, OCHOBH (DYHKIIIN
OJIHIET 3MIHHOI, TPaHUIl, HENEPEPBHOCTI, AUPEPEHIIATHHOIO Ta IHTErPAIbHOIO YHUCICHHS
3a0e31euyloTh Ty TEOPETUYHY 1 IPAKTUYHY 0a3y, Ha K IPYHTY€ThCsS HaBUAIbHUN MaTepial

HIOTOYHOTO CEMECTPY.
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1.2. Alapadatok és oraelosztas / OcHoBHI AaHi Ta po3noaiJI rOAMH
Ez a szakasz attekintést nytjt a tantargy formalis adatair6l és az 6rak, valamint az 6nallo
munka ardnyardl, amely segiti a hallgatokat a tanuldsi folyamat megtervezésében és a

rendelkezésre all6 id6 optimalis kihasznalasaban.

Ileir po3min Hamae orisa (GOpMaTbHHUX JaHUX PO JUCIMIUIIHY Ta CITIBBIIHOIICHHS
ayJIMTOPHUX TOAMH 1 CAMOCTIHHOT pOOOTH, 0 AOMIOMArae CTyJIeHTaM y TUTaHyBaHHI MPoLecy

HaBYaHHS Ta OIITUMAJIbBHOMY BHKOpI/ICTaHHi HasBHOI'O 4acy.

XapakTepucTUKa HABYAIBHOT TUCIIUTUTIHY /
A tantargy jellemzdi
JieHHa popma 3a0uHa popma
HaBYaHHS / HaBYaHHs/
nappali tagozat levelezd tagozat
O60B’s3x0Ba / Kotelezd
Kypc / Evfolyam:
11
Cewmectp / Félev
3
Jlexuii / Eléadasok
24ron/246ra | 10rox/10 ora
Kinbkicts kpenuTiB / [Tpaktnuni, ceminapcoki/ Gyakorlati,
Kreditszam — 5 szemindriumi
26 ron/ 26 Ora ‘ 6 rox/ 6 ora
Jlabopatopni / Laboratdriumi
0 rox/ 0 6ra ‘ 0 ron/ 0 6ra
Camocriitna po6ota / Onalld munka
100 ron/ 100 6ra ‘ 100 roxn/ 100 6ra
Bun kontpomto: / Az ellenérzés formaja:
Icnut/Vizsga

HaiimeHnyBaHHS NOKa3HUKIB /
A jellemzdék megnevezése

1.3. Tantargy célja és feladatai / Mera Ta 3aB1aHHS HABYAJbHOI IMCUMILTIHN

A tantargy célja

Az ,,Matematika analizis” tantargy célja, hogy rendszerezett ismereteket nyujtson a
hallgatoknak az egy- és tobbvaltozos fliggvények klasszikus analizisének alapjair6l, valamint
fejlessze elméleti és gyakorlati feladatmegoldo készségliket. A kurzus arra torekszik, hogy a
hallgatok képesek legyenek a matematikai analizis fogalmait, tételeit és modszereit tudatosan
alkalmazni kiilonb6z6 problémak megoldasa sordn, tovabba megszerezzék a késobbi

matematikai tanulmanyaikhoz és szakmai tevékenységiikhoz sziikséges biztos alapokat.
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Mera Kypcy: HaJlaHHS CUCTEMAaTHYHUX 3HaHb CTYJCHTaM 3 OCHOB KJIACUYHOTO aHAJi3y
s QYHKIIA OAHIET 1 JMEKUIbKOX 3MIHHHMX, OBOJIOJIHHS CTYJIGHTaMH HEOOXITHHUMH
TEOPETUYHUMU 1 IPAKTHYHUMU 3HAHHSIMU JaHOTO KypCy, SKuil € QyHAaMEHTOM MpU BUBYEHHI
HaBYAIBHUX JIUCIHILUIIH, IO MOTPeOYyIOTh 3HAHHS TUCHMILIIHE «Mamemamuunuil anHaniz», 3

METOIO0 BUCOKOTPO(ECIMHOT MiATOTOBKU CIEIIaTICTIB.

A tantargy feladatai
A tantargy feladatai a hallgatok elméleti tudasanak elmélyitésére és gyakorlati

készségeinek fejlesztésére iranyulnak az alabbi teriileteken:

* A sorozat és a fliggvény fogalma, a hatarértékszamitas, a tobbvaltozos fiiggvények
differencidl- ¢€s integralszamitasa, valamint a sorok belsé fejlodési logikédjanak
bemutatasa.

* A matematikai analizis fogalmainak ¢és tételeinek konkrét feladatok megoldasaban

torténo alkalmazasa.

3aBaaHHA JUCIUILIIHHA
3aBnaHHs JUCHHIUTIHU CHPSIMOBaHI Ha TOTVIMOJICHHS TEOPETUYHUX 3HAHH Ta PO3BUTOK

NPAKTUYHUX HABUYOK CTYIEHTIB Y TaKux cepax:

*  MPOCTEXHUTHU BHYTPILIHIO JIOTIKY PO3BUTKY MOHSTTSA HOCIIIOBHOCTI, (QyHKIIi, Teopii
TpaHUIlb, TEOpii TUPEPEHINIaATLHOTO0 Ta IHTETPATLHOTO YUCICHHS (YHKIIH OaraThbox
3MIHHHX, T€OPIi pAIIB;

* [IOKa3aTH 3aCTOCYBaHHS IMOHATh Ta (PaKTiB MAaTEMAaTUYHOIO aHaJi3y IO pO3B’s3aHHS

KOHKPCTHHUX 3aJia4

1.4. Altalanos és szakmai kompetenciak (AK, SZK) / 3ara;ibHi Ta ¢paxoBi KOMIIETeHTHOCTI

3K, ®K)

Altalanos kompetenciak (AK) / 3araabni komnerentnocti (3K):
e Képes az absztrakt gondolkodasra, elemzésre €s szintetizaldsra, valamint a tudas
gyakorlati helyzetekben torténd alkalmazasara.
3MaTHICTh 10 aOCTPAKTHOTO MHCIICHHS, aHAI3y Ta CUHTE3Y, /10 3aCTOCYBaHHS 3HAHb Y
NPaKTHYHHUX CUTYaIlisX.
o Képes az dllamnyelven vald szdbeli és irasbeli kommunikdéciora, tovabba idegen nyelvii

szakmai kommunikéaciora.
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31aTHICTh CTILJIKYBATHUCS JI€P>KaBHOIO MOBOIO SIK YCHO, TaK 1 TUCBMOBO, 10 KOMYHIKaIlii

1HO3EMHOI0 MOBOIO 32 IIPEJIMETOM CITCI1aJIbHOCTI.

A szakteriilethez tartozé szakmai kompetenciak (SZK) / ®axoBi komnerenTHocTi (PK):

Képesség a tudomanyos ismeretrendszer atiiltetésére a szakmai tevékenységbe ¢és a
tantargyi sikra.

31aTHICTh NEPEHECCHHS CHCTEMH HAyKOBHUX 3HaHb y MpogeciiiHy IisIbHICTh Ta B
IUTOIIMHY HAaBYAJIBHOTO TPEAMETY.

Képes a problémak matematikai és szimbolikus formaban torténé megfogalmazasara,
elemzésiik és megoldasuk egyszertisitése érdekében.

3naTHICTh (GOPMYIIIOBATH MPOOIEMU MaTEMATUYHO Ta B CUMBOJIUHIN (popMi 3 METOIO
CHPOIIECHHS iIXHBOI'O aHaNI3y i PO3B’sI3aHHS.

Képesség kovetkeztetések levondsara €s gondolatmenetek elkiilonitésére a matematikai
bizonyitasokban az axiomatikus megkdzelités alapjan, valamint azok logikai sorrendbe
allitasara, beleértve az alapvetd elméletek megkiilonboztetését a részletektdl és a
technikai levezetésekt6l; képes formalis bizonyitasok felépitésére axidomakbol és
posztulatumokbol, tovabba a valoszintisithetd érvek megkiilonboztetésére a formalisan
hibatlanoktol.

31aTHICTh 3A1MCHIOBATH MIPKYBaHHS Ta BHOKPEMIIIOBATH JIAHIIO)KKH MIPKYBaHb Yy
MaTeMaTUYHUX JIOBEICHHX Ha 0a31 aKCIOMaTHYHOTO MiIXO/Y, @ TAKOXK PO3TAIIOBYBATH
iX y JIOTIYHY MOCJIZOBHICTh, Yy TOMY YHCJI BIAPI3HATA OCHOBHI inei Bia meranei i
TE€XHIYHUX BHKIJIAJIOK; 3[aTHICTb KOHCTPYIOBAaTH (hOpMajbHI JIOBEIECHHS 3 aKCiOM Ta
MOCTYJIATIB 1 BIAPI3HATH MPaABONOII0HI apryMeHTH BiJl hopMaabHO O0e3/10raHHUX.
Képesség a matematikai struktarak elemzésére, beleértve az alkalmazott matematikai
megkozelitések megalapozottsdganak és hatékonysaganak értékelését.

3naTHICTP A0 aHali3y MAaTEeMAaTWUYHUX CTPYKTYp, Y TOMY WYHCIi 10 OLIHIOBaHHS
0OTpyHTOBAHOCTI 1 €(PEKTUBHOCTI BUKOPUCTOBYBAHNX MAaTEMAaTUYHUX T1AXO/IB.
Képesség az dltalanos- és kozépiskolai matematika tananyaghoz kapcsolddo, kiilonb6zo
nehézségi szintii feladatok megoldasara, és azok megoldasanak elmagyarazasara a
tanuloknak.

3naTHICTH pO3B’SI3yBaTH 33/a4i MIKUIBHOTO Kypcy MaTeMaTuKd 0a30BOi 1 cepemHboi
LIKOJIK PI3HOTO PiBHS CKJIAJHOCTI 1 MOSICHIOBATH iX PO3B’SI3aHHS YUHSIM.

Képesség a tanulok oktatdsanak megszervezésére az oktatdsi intézmény nyelvi

kornyezetének sajatossagait figyelembe véve.
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3naTHICTh 3a0e3neuyBaTu 3700yTTS YUYHSIMHU OCBITH 3 ypaxyBaHHSM OCOOJIMBOCTEH

MOBHOT'O C€PEIOBHIIA B 3aKJIal OCBITH.

1.5. Tervezett tanulasi eredmények (TTE) / [Iporpamui pe3yiabTatu HaBuanns (ITPH)

Képes a tanuldkat allamnyelven oktatni, valamint a tantargyi és az integralt oktatas
eszkozeivel fejleszteni nyelvi-kommunikacios ismereteiket és készségeiket.
JleMOHCTpy€ BMiHHSI HABUATH YYHIB JIEPKABHOIO MOBOKO; ()OPMYBATH Ta PO3BHBATH iX
MOBHO-KOMYHIKaTHBHI YMIHHS 1 HaBHYKH 3aco0aMH HaBYAJIBHOTO TPEAMETY Ta
IHTErpOBaHOI0 HABYAHHS.

Megnevezi €s elemzi a kompetenciaalapti megkozelitésre épiild oktatasi és nevelési
folyamat célkitizési, tervezési €s szervezési modszereit, figyelembe véve a tanulok
oktatasi sziikségleteit; osztilyozza a tantargy oktatasdnak formait, modszereit és
eszkozeit az altalanos kdzépfokl oktatasi intézményekben.

Ha3zuBae 1 aHanizye MeToAM LIIETIOKIAJaHHS, IUIAHYBAaHHS Ta MPOEKTYBaHHS MPOLECIB
HaBYaHHS 1 BUXOBAHHS YYHIB HAa OCHOBI KOMIIETEHTHICHOTO MiAXOy 3 ypaXyBaHHIM iX
OCBITHIX 1TOTpe0; Kiacudikye hopmMu, METOAM 1 3acO0M HaBYAHHS MPEIMETY B 3aKJIa/1ax
3arajpbHOI CEPEIHbOI OCBITH.

Kivalasztja és alkalmazza a tanuldk tantargyi kompetencidinak kialakitasat szolgalo
korszerli oktatdsi technologidkat és modszereket; kritikusan értékeli a tanulési
eredményeket €s a tandra hatékonysagat.

3nmiiicHIOE  1001p 1 3aCTOCOBYE CydYacHI OCBITHI TEXHOJOTIl Ta METOIUKH JIs
(hopMyBaHHS MTPEIMETHUX KOMIIETEHTHOCTEH yUHIB; KPUTUYHO OILIHIOE PE3YJIbTATH iX
HaBYaHHS Ta €(DEKTUBHICTH YPOKY.

Ismeri a szakteriiletnek megfeleld alap- és alkalmazott tudomanyok alapjait, valamint
megfelelden hasznélja a szakteriilet alapvetd kategoriait és fogalmait.

JleMOHCTpy€ 3HAaHHS OCHOB (pyHIAaMEHTaJbHMX 1 MPUKIAJAHUX HAyK (BIAMOBIIHO N0
MPEAMETHOI  CIEUIAIbHOCTI), oOmnepye ©Oa30BUMH KaTEropisiMH Ta TOHATTIMHU
MPEAMETHOT 00JIaCTi CIeiaIbHOCTI.

Megalapozott szakmai véleményt fogalmaz meg a szakemberek és a szélesebb
nyilvanossag szamara allamnyelven és idegen nyelven egyarant.

I'enepye oOrpyHTOBaHI TyMKH B Taity3i npodeciiiHux 3HaHb SK 7151 axiBLiB, TaK 1 s
IIMPOKOTO 3araiy Jep>KaBHOIO Ta iIHO3EMHOI0 MOBAMH.

Elemzi sajat pedagogiai tevékenységét €s annak eredményeit, tovabba objektiv

onértékelést végez, €s sziikség esetén korrigalja szakmai tevékenységét.

15



AHani3ye BIacHy NEeAaroriyHy MIsJbHICTh Ta ii pe3yJsibTaT, 3[A1MCHIOE 00’ €KTUBHY
CaMOOIIIHKY 1 CAMOKOPEKIIII0 CBOIX MPOodeciitHuX SIKOCTEH.

Ismerteti a matematikai ismeretek €s paradigmak torténeti fejlodésének fobb szakaszait,
valamint bemutatja a matematika korszer(i iranyzatait.

[TosicHIO€ OCHOBHI €Tanu iCTOPUYHOTO PO3BUTKY MAaTEMATUYHHUX 3HAHB 1 Mapajurm,
OTHICY€ CyYacHI TCHJICHIIT B MAaTEMATHII].

Elméleti szinten ismeri a fundamentalis matematika alapjait, és alkalmazza az algebra,
a matematikai analizis, az analitikus ¢és differencidlgeometria, a topologia, a
funkciondlanalizis, a differencidlegyenletek, a valdszintiségszamitas és a matematikai
statisztika, valamint a komplex fliggvénytan moédszereit a képzési program tovabbi
tanulasi eredményeinek elérése érdekében.

JlemMoHCTpy€e 3HaHHS (pyHIaMEHTaIbHOI MAaTEMATUKHA HA PiBHI TEOPETHUYHUX OCHOB i
3aCTOCOBYE  METONM  anreOpu, MaTeMaTUYHOTO  aHami3y, AaHaJITHYHOI  Ta
nudepeHiiaabHoi  reoMeTpii, Tomomorii, (YHKI[IOHANBHOTO aHamizy i Teopil
mudepeHniagbHuX PiBHIHB, TEOpii KMOBIPHOCTEH 1 MaTEMaTUYHOI CTATHCTUKH, TEOPii
(GyHKIIH KOMIUIEKCHOI 3MIHHOi JJIsi JOCATHEHHS I1HIIMX pe3yJbTaTiB OCBITHHOI
porpamu.

Ismeri a modus ponens — a logikai allitasok kovetkeztetési szabalya — €s a modus tollens
—az indirekt bizonyitas — elvét, tovabba megfelelden alkalmazza a matematikai allitasok
feltételeit, megfogalmazasait, kovetkeztetéseit, bizonyitasait és kovetkezményeit.
Ha3zuBae npunimnu modus ponens (IIpaBUiIO0 BUBEIEHHS JIOTITYHUX BUCIIOBIIIOBAHb) Ta
modus tollens (oBeeHHS BiJl CyIPOTUBHOTO) 1 BAKOPUCTOBYE YMOBH, (POPMYITIOBAHHS,
BHCHOBKH, JOBE/ICHHS Ta HACIIIKA MaTeMAaTHYHUX TBEP/KCHb.

Képes a formalizalt formaban megadott konkrét matematikai feladatok megoldasara;
alapvetd atalakitdsokat végez kiilonb6z0 sajatos helyzetekben, valamint alkalmazza az
informaciokezelés és a szamitdgépes statisztikai adatelemzés eszkozeit.

JleMOHCTpy€e HaBUYKM pO3B’SI3yBaTH KOHKPETHI MaTeMaTH4YHI 3ajadl, Kl
chopmysboBaHO Yy (GOpMali30BaHOMY BUIJISIII; BUKOHYE 0a30Bi NMEPETBOPEHHS IS
cneun(iYHUX CHUTYyalliif, 3acTOCOBYy€ HAaBUYKM YIpaBJiHHA iHpopMalieo 1
KOMIT'IOTEPHUX 3aC00IB CTATUCTHYHOTO aHaJi3y JaHHX.

Megnevezi €és ismerteti a természeti €s/vagy tarsadalmi folyamatok matematikai
modellezésére szolgald6 modszerek 1ényegét.

HasuBae 1 onucye cyTh METO/IB MAaTEMaTUYHOTO MOJICTIOBAHHS MPUPOJTHUYUX Ta/abo

COIlIAJIbHUX TTPOIIECIB.

16



Képes a matematikai analizis, az algebra, a differencial- és integralegyenletek, valamint
az optimalizalas tipikus feladatainak numerikus modszerekkel torténé megoldasara.
JIeMOHCTpy€e HaBUYKH PO3B’sA3yBaTH THIIOBI 3a/1adi MaTEMaTUYHOTO aHAIi3y, anreOpH,
nudepeHiiaTbHIX Ta IHTErPAIbHUX PIBHSIHB, ONTUMI3AI] 32 JTOMOMOTOI0 YUCEIBHUX
METO/IB.

Megnevezi, osztalyozza €s elemzi az iskolai matematika kiilonb6zé nehézségi szintii
feladatait, és képes azok megoldasara.

HasuBae, xnacugikye i aHamizye 3a1adi MKUTFHOTO KYpCy MaTeMaTHKH Pi3HUX PiBHIB
CKJIQJTHOCTI, IEMOHCTPYE 3/IaTHICTD iX PO3B’S3yBaTH.

Megkeresi a sziikséges tudomanyos és muszaki informaciokat a szakirodalomban, a
modszertani kiadvanyokban, az adatbazisokban és mas informaciéforrasokban, idegen
nyelvii forrasokat is felhaszndlva.

3HaxoQUTh MOTPIOHY HAYKOBO-TEXHIUHY iH(OpMAIilo y cremianbHii HayKOBid i1
METOAMYHIN JiTepaTypi, 0a3ax MaHMX Ta IHIIUX DKepenax iHdopmarli, 30KkpeMa
1HO3EMHOIO MOBOIO.

Kivalasztja a feladatok megolddsdhoz megfelel6 matematikai modszereket, figyelembe
veszi a matematikai 4llitasok alkalmazasi feltételeit, helyesen terjeszti ki a feltételeket
¢s allitdsokat 1) objektumosztalyokra, valamint elemzi és rendszerezi a kitlizott feladat
¢s az ismert modellek kozotti kapcsolatokat.

Bubupae marematuuHi METOIM pPO3B’A3yBaHHS 331ad, BPAXOBYE YMOBH BHKOHAHHS
MaTeMaTU4YHUX TBEPKEHb, KOPEKTHO IMPOEKTYE YMOBHU Ta TBEP/HKEHHS HA HOBI KJacu
00’€KTiB, aHaNi3y€ 1 YMNOPAJKOBYE BIAMOBIAHOCTI MK IIOCTAaBICHOIO 3ajaucio i
BIIOMHUMH MOJEIISIMH.

Kialakitja a tanulokban a matematikai modellezés alapjainak megértését és a modellezés
feladatmegoldasban torténd alkalmazisara vald készséget, ezaltal eldsegitve
matematikai kompetenciaik fejlodését.

I'erepye B y4HIB pO3yMiHHS OCHOB MaTEMATHYHOTO MO/ICITIOBAHHS, TOTOBHICTH JI0
3aCTOCYBAaHHS MOJICTIOBAHHS JUIsl pO3B’I3yBaHHS 3a7a4, GOpMYyBaHHS MAaTeMAaTUYHUX
KOMITETEHTHOCTEH YUHIB.
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2. SZAMSOROK / YA CJIOBI PSIIU

A fejezet a szdmsorok vizsgalatdhoz sziikséges legfontosabb fogalmakat és konvergencia-
kritériumokat dolgozza fel. Az elméleti rész minden téméban csak a gyakorlati feladatok
megoldasahoz nélkiilozhetetlen definiciokat, tételeket és képleteket tartalmazza.

Po3minn 0XOmIro€e OCHOBHI IOHATTSA Ta O3HAKH 301KHOCTI, HEOOXIMHI IS JOCIIIKEHHS
YHCIIOBUX psiB. TeopeTHvHa 4YacTHHA KOXKHOT TEMHU MICTUTh JIUIIIE Ti O3HAYCHHS, TEOPEMH Ta

dbopMynu, sKi TOTPIOHI 11 BAKOHAHHS MPAKTUYHUX 3aBIaHb.

2.1. Szamsorok, részletosszegek és a Cauchy-kritérium / UncJsioBi psiam, 4acTUHHHI CyMHU
Ta kpurepiit Komi
Rovid elméleti 6sszefoglalo / Koporkuii TeopeTH4HuMil OrJIsig

Szamsor / Qucnosuii pad. Ha (a,,) valos vagy komplex szamok sorozata, akkor az

o)

Zan=a1+a2+-~-+an+~-

n=1
kifejezést szamsornak nevezziik. Az a,, a sor n-edik vagy altalanos tagja; n a futdindex.
Sxmo (a,) — MTOCTIAOBHICTh MIWCHUX a00 KOMIUIEKCHHX YHCEN, TO HaBEICHHH BHpa3
Ha3WBAIOTh YUCIIOBUM psifoM. Yucno a, € n-m, abo 3arajJbHUM, WICHOM psIy; N — IHACKC
MiJICYMOBYBaHHSI.

Részletosszeg / Hacmunna cyma. A sor elsé N tagjanak 6sszege:
N

SN =Zan.

n=1
Az (Sy) sorozatot a részletdosszegek sorozatanak nevezziik.

[MocimoBHicTh (Sy) Ha3MBAIOTH MOCTIIOBHICTIO YACTHHHUX CYM.

Konvergencia és divergencia / 36iscnicms i po3oixncuicms. A Y.a, sor konvergens, ha létezik
veéges

N—oo

Ekkor S a sor Osszege, és Yn—1a, =S. Ha a részletosszegek sorozatanak nincs véges
hatarértéke, a sor divergens.

Psan Y.a, 30iraerbcs, SKIIO iCHye HaBeAEHA BUIE CKIHYEHHA rpaHuusd. Yucio S Ha3UBarOTh
CYMOIO psily. SIKIIO CKiHUEHHOI TpaHHULll HeMae, psiji po30iraeThes.

Maradéktag / 3anumoxk psaoy. Konvergens sor esetén az N-edik részletdsszeg hibdja:

oo

RN:S_SN: Z an.

n=N+1
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A konvergencia sziikséges feltétele / Heooxiona ymosa 36ixncnocmi. Ha Y a, konvergens,
akkor

lima, = 0.

n—-oo

A megforditas nem igaz: a, = 0 dnmagaban nem biztositja a sor konvergenciajat.

OObepHeHe TBepKEHHSI HenpaBuibHE: yMoBa @, — 0 cama mo co0i He rapaHtye 301KHOCTI

pany.
Cauchy-kritérium / Kpumepiin Kowi. A ) a, sor akkor ¢s csak akkor konvergens, ha minden

€ > 0 szdmhoz létezik olyan N € N, hogy minden n > m > N esetén

n

ag < &

k=m+1

2

Vagyis a sor elegendden tavoli, tetszéleges véges ,,darabjanak” Osszege abszolut értékben
tetszélegesen kicsivé teheto.

To0Oto MOmyIh CyMH OYyIb-SKOTO CKIHYEHHOTO BiJIpi3Ka JOCTATHHO BIIJAJICHUX UYJICHIB PSITY
MO>KHA 3pOOUTH SIK 3aBTOJTHO MaJTUM.

Geometriai sor / I'eomempuunuii pso. Az

[0e]

Z a q,n—l

n=1
sor pontosan akkor konvergens, ha |q| < 1. Ekkor

1—qg" a

S =
N al—q

Itt a az els6 tag, g a hanyados.

Tyt a — nepumii 4ieH, ¢ — 3HaMEHHUK T€OMETPHUYHOI ITPpoTpecii.

Kidolgozott mintapéldak / Po3B’si3aHi 3pa3ku

1. mintapélda / 3pazok 1

n-—1
Vizsgaljuk meg a Y- 3 (%) sort, és hatarozzuk meg az Osszegét. / Jlocmiautu psa

ZOO 3 l n-—1 . .
n=1 2 Ta 3HAUTHU UOIr0 CyMy.

Megoldas / Po3eé’azanns.

Irjuk ki az elsé néhany tagot: / 3anuieMo Kulbka NEPUIMX YICHIB:
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Minden tagot az el6z6bdl E-del valo szorzassal kapunk, tehat a hanyados q = e Ez geometriai
sor, elsd tagja a = 3. / KoxxHuil HACTyTHUI YJIeH OACPKYEMO MHOXKCHHSM IONIEPEAHBOTO Ha
1 1 . .

~» TOMY 3HAMEHHHK TpOrpecii q = . Omxe, e reOMeTPHIHHM PSJI i3 IEPIIMM YIeHOM a = 3.

A részletosszeg felirdsa / 3anuc yactunHOi cymu. Az elsé N tag Osszege / Cyma nepmux N
YJICHIB

1-(1/2)"

Sn=3T97

=6(1—27M).

N N
Mivel |q| = % < 1, ezért G) = 27N 5 0. Ockinsku |q| = % < 1, maemo G) =2"N>0.
gy / Tomy
— i — G _9-Ny —
S = 1\1]1_{13051\1 61\111_{210(1 27V) =6.
A sor konvergens, €s az 0sszege S = 6./ Psan 30iraeThces, a HOro cyma JOpiBHIOE S = 6.

2. mintapélda / 3pazox 2

Hatarozzuk meg a )07 n(n% sor Osszegét. / BHAUTH CyMy PAAY Y1

) nn+1)’

Megoldas / Po3é’azanns.
Parcialis tortekre bontas / Po3knan va nmpocti 1podu. Az elemi tortek alakjanak felirdsa / 3ammc
poskiiany Ha npocti apoou. Keressiik azokat az A és B egylitthatokat, amelyekre / 3naiinemo

koedimienTn A 1 B, muist sikux
1 A B
—=—+—
nn+1) n n+1
Ko6z06s nevezore hozva a jobb oldalt: / 3Boaumo nipaBy 4acTUHY 70 CHUJILHOTO 3HAMEHHUKA:

A B _Am+1+Bn_ (A+B)n+A

n+n+1_ nn+1) nn+1)

Az egylitthatok meghatdrozasa / Busnauenns koeginienris. A szamlalok minden n esetén csak
akkor egyenldk, ha az n egyiitthatdja 0, a konstans tag pedig 1. Ezért / UncenbHUKH piBHI 1715

KOXKHOTO M JIMIIE TO1, KOJIH KoedillieHT pu n aopiBHIoe 0, a BitbHUM wieH — 1. OTxke,

G

fgy valoban / Takum umHOM,

= A=1, B=-1.

111
nn+1) n n+1

A részletosszeg felirasa / 3anuc wactuaHOI cyMu. A kapott felbontast az elsé N tag dsszegében

alkalmazzuk: / 3acTocoByeMo oTpuMaHuii po3KJIaj 10 CyMH nepmux N 4iIeHiB:
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A kifejtésben

S —(1 1)+<1 1)+ -+ ! L
N 2 2 3 (N N+1)'

N N | 1 ’

1Y)

yCi IPOMIXKHI JTOMAHKH B3aEMHO CKOPOYYIOThCSI.

L, 0, ezért / OcKiabKH L
(N+1) (N+1)

Hatarérték képzése / O6uncnenns rpanuii. Mivel - 0, T0

1 1
;m 1\111_r)rc}OSN = lgrc}o(l_N_-l—l> =1.
A sor teleszkopikus, konvergens, és az 6sszege S = 1./ Psa € TeneckomiuHuM 1 301KHUM, HOTO
cyma popisHioe S = 1. (Kirdly B., Analizis. Gyakorlat tamogato jegyzet, 2011, 87-88. o.
alapjan atdolgozva / anantoBaHo)

3. mintapélda / 3pa301< 3

Vizsgaljuk meg a ), n— 155 Sor konvergenciajat. / Jlocmiguta 301KHICTb PSILY Yipeq n:l-l

Megoldas / Po3é’azanns.
Ha egy szamsor konvergens, akkor altalanos tagjanak nullahoz kell tartania. Ezért kiszamitjuk:
/ SIKII0 YMCIIOBH psif 30ira€Thesi, HOro 3arajbHU YWieH NOBUHEH NpsAMYBaTH A0 HyJs. Tomy

004YHCITFOEMO:

lim " 1+#0.

n-oon + 1

A kapott hatarérték 1, nem pedig 0. / Orpumana rpanuiis gopisaioe 1, a e 0.

A konvergencia sziikséges feltétele nem teljesiil, ezért a sor divergens. / HeoOxigHa ymoBa
301’KHOCT1 HE BUKOHYETBCS, TOMY PsiJ] p0o30iraerhcesl.

4. mintapélda / 3pazox 4

Mutassuk meg a Cauchy-kritériummal, hogy a harmonikus sor divergens. / 3a gomomMorozo
kputepito Kot 1oBecTH, 1m0 TapMOHIYHUHN PsiT po30iraeThes.

Megoldas / Po3é’azanns.

A Cauchy-kritérium céfolatahoz sziikséges részdsszeg kivalasztasa / Bubip Binpizka psmgy s
3arepeueHHs yMoBu Komri. Legyen m = N ésn = 2N. Ekkor az N + 1-edikt6l a 2N-edik tagig
terjed6 OGsszegben pontosan N darab tag van. / Hexaiim = N,n = 2N. Toxi cyma Big (N + 1)-

ro 10 2N-ro 4iieHa MiCTUTh piBHO N JIOJaHKIB.
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Alsé6 becslés / Ouinka 3au3y. Minden N < k < 2N esetén% > ezért / [lnst koxknoro N <

1
2Ny’

1
k < 2N maemo - > OTXKE
k (2NY’

1
2N

wlr—x

A Cauchy-feltétel vizsgalata / IlepeBipka ymoBu Komri. Valasszuk € = % értéket. A fenti 0sszeg
minden N mellett legalabb %, tehat nem lehet e-ndl kisebb. / Bizsbmemo € = é Jia koxHoro N

1
OTpHMaHa CyMa HE MCHIIIA 3a E’ TOMY BOHaA HC MOXKEC 6YTI/I MCHIIOKO 3a E&.

A Cauchy-kritérium nem teljesiil, ezért a harmonikus sor divergens. / Kputepiit Komri He

BUKOHY€ETHCS, TOMY TapMOHIYHUI psiJ po30iraeThcs.

Gyakorlofeladatok / TpenyBa/ibHi 3aB1aHHs

Al. frjuk fel a ¥, 3171 sor elsé négy tagjat €s S, részletdsszegét. / 3anmucaTu nepi 4oTUpU

2.
WICHU DALY Yine1 on 1 BHAHTH S,

Valasz / Bionosiow: 3 + E + 1 + i; Sy = g.

A2. Dontstik el a sziikséges feltétel alapjan, hogy konvergens lehet-e a Y., 1 sor / 3a

4n+1
HEOOX1/THOI0 YMOBOIO BU3HAYUTH, UM MOXKE 301raTUCS DA Y1 e

Valasz / Bionosiob: Nem / Hi, mert / ockiuibku a, — 2 # 0; a sor divergens / psf

po30iraeTbes.

. 1\" sl s w . e
A3. Hatarozzuk meg a Y'7—, (— 5) sor konvergencidjat €s 0sszegét. / Buznauntu 301KHICTD

i cymy pany S50 (— 1)

Valasz / Bionosios.: Konvergens / 301kHH; S = i = %.

A4. Adjuk meg a Z;‘{’zlm sor N-edik részletosszegét és Osszegét. / 3nalitu N-Ty

© 1
YaCTUHHY CYMY Ta CyMY DSy Yine1q TDm

Valasz / Bionogiowb: Sy = - L; s=1
2 N+2 2
, o 2 , . . o
B1. Hatarozzuk meg a Y5, ey SOT Osszegét. / B3HAUTH CYMY PAILY Yomet et
Valasz / Bionosiow: =1_ L; s=2
nmn +2) n  n+2 2

3n+2

B2. Vizsgaljuk meg a Y- 1

5n

Valasz / Bionogiow: Divergens, mert / Po301>kKHUI OCKITBKY a,, — E # 0.
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-1
B3. Hatarozzuk meg, hany tagot kell 6sszeadni a Y\ G)n geometriai sorbol ahhoz, hogy

a maradéktag abszolut értéke kisebb legyen 107*-nél. / BusHauuTh, CKiIBKH YICHIB

n—1
TEOMETPUYHOTO PSIY Y1 G) Tpeba B3sTH, 1100 MOIYJIb 3AJIHIIKY OyB MEeHIIM 33 1074,

Vilasz / Bionogiob: Ry = % 47N < 107*; a legkisebb / naiimenmie N = 7.

B4. Dontsiik el a részletosszegek alapjan a Y ,(—1)""! sor viselkedését. / 3a
HOCIIiIOBHICTIO YACTHHHHUX CYM JOCIIIUTH P Y1 (— 1)1,

Valasz / Bionogios: Sy, = 0, Sy, = 1; a sor divergens / psij po30iraerscsi.

C1. Bizonyitsuk be, hogy véges szamu tag megvaltoztatdsa nem valtoztatja meg egy sor
konvergens vagy divergens jellegét. / loBectu, 1110 3MiHa CKIHUEHHOI KUTBKOCT1 YWICHIB Py
HE BIUIMBAE Ha HOro 301KHICTh a00 pO301KHICTS.

Valasz / Bionosios: Egy rogzitett indextdl kezdve a két sor megfeleld részletdsszegei csak
egy allandoban kiilonboznek; ezért vagy mindkettonek van véges hatarértéke, vagy egyiknek
sincs. / IlounHaroum 3 HEAKOTO 1HACKCY, BIATIOBIAHI YacCTHUHHI CyMH JBOX PSOIB
BIPI3HAIOTBCS JIMIIE HA CTaly, TOMY OOWIBa psAaM OAHOYACHO 30iraroTbes abo
po30iraroThes.

C2. A Cauchy-kritérium segitségével bizonyitsuk be, hogy a Y-, q™ sor |q| < 1 esetén

konvergens. / 3a kpurepiem Ko 1oBecTu 301KHICTb PSAAY Yin-q G 3@ YMOBH |q| < 1.

|q|m+1

Vilasz / Bionogiov: |Yj—ms1 q*| < ey~ 0 ha/ smo m — o,

Ellen6rzo kérdések / IlepeBipTe nuTaHHs

1. Mi a kiilonbség az (a,) sorozat és a Y.a, sor kozott? / V domy pi3HHIS Mix
nocigosuictio (a,) i psgom Y.a,?

2. Mit fejez ki a részletdsszegek sorozata? / I1lo Bupaskae mociifoBHICTh YaCTHHHUX CyM?

3. Miért csak sziikséges, de nem elégséges feltétel az a,, — 0 Osszefliggés? / Homy ymoBa
a, — 0 € HeOOX1THOO, ajie HE TOCTaTHHOIO?

4. Fogalmazzuk meg sajat szavainkkal a Cauchy-kritériumot. / Chopmyitoiite kpurepiit
Kot BracHUMHU cli0BaMH.

5. Milyen szerkezeti jel alapjan ismerhetd fel egy teleszkopikus sor? / 3a skoro
CTPYKTYPHOIO 03HAKOI0 MOXHA PO3II3HATH TEIECKOMIYHUHN psia?

6. Mi a geometriai sor konvergencidjanak feltétele, €s hogyan szdmitjuk ki az 6sszegét? /

Slka ymoBa 301KHOCTI TEOMETPHUYHOTO PSIY 1 TK OOUHUCITIOIOTH HOTO Cymy?

2.2. Pozitiv tagu sorok: dsszehasonlitas és integralkritérium / Psaam 3 nogatHumu

YjIeHAMH: 03HAKH NMOPIiBHSIHHSA Ta iHTerpajbHa 03HAKAa
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A hallgatok minden vizsgélat el6tt ellendrizzEék a tagok pozitivitasat. Racionalis kifejezéseknél
a szamlalo és a nevezd legmagasabb foku tagjai jelzik a természetes dsszehasonlitd p-sort. Az
integralkritérium alkalmazéasakor a pozitivitds mellett a folytonossagot €s a monoton
csokkenést is rogziteni kell.

[lepen 3acTocyBaHHSM O3HAKW CJiJ TEPEBIPUTH JOJATHICTh wWieHiB. s pamioHaTbHUX
BUpA3iB CTapII CTETEHI YHCEIbHUKA 1 3HAMEHHUWKA ITJIKa3ylOTh BIINOBIIHUNA pP-PSI.
3aCcTOCOBYIOYM  IHTETpajbHY O3HAKYy, HEOOXITHO OKpEeMO 3a3HAYUTH JOJIATHICTb,

HETEePEPBHICTh 1 MOHOTOHHE CriafiaHHs (QyHKIIII.

Rovid elméleti 6sszefoglalo / Koporkuii TeopeTH4HuMil OrJIsig
Pozitiv tagi sor / Psix 3 nonataumu wienamu. Olyan sor, amelyre a,, = 0 minden elegendéen
nagy n esetén. A véges szdmu kezdeti tag nem befolyasolja a konvergenciat. / Psna, nist sikoro
a, = 0 mpu BCiX AOCTaTHHO BeTUKUX N. CKiHUEHHA KITBKICTh TOYATKOBUX WICHIB HE BITTUBAE
Ha 301KHICTb.
p-sor / p-psia.

i 1 {konvergens/ 30iraetecst, p > 1,

nP ldivergens / pos6iraetses, p < 1.
n=1

Kozvetlen osszehasonlitas / Ilpsima o3naka nmopiBHsinHs. Tegyiik fel, hogy 0 < a,, < b,
minden elegendden nagy n-re.
*  Ha )b, konvergens, akkor }.a,, is konvergens. / SIkmio Y.b,, 30iraethcs, T0 Y.a,, TAKOXK
30iraerbces.
* HaO0 < b, < a, és )b, divergens, akkor ).a,, is divergens. / ko 0 < b, < a,, 1 )b,
PO30IraeThes, TO ).a, TaKOXK pPO30IracThCsl.

Hatarértékes osszehasonlitas / 'pannuna o3naka nopisusinus. Ha a,, > 0, b, > 0 és

. aTL
lim — =, 0<c< oo,
TI,—)OObn

akkor Y.a, €és Y.b, egyszerre konvergens vagy egyszerre divergens. / Toxi psanu Y.a, 1 Y.b,
OJIHOYACHO 30iraroThCsl a00 OHOYACHO PO30iraroThCsl.
Cauchy-féle integralkritérium / Interpanbna o3naka Komi. Legyen f pozitiv, folytonos és

monoton csokkend az : [N, o) intervallumon, tovabba a,, = f(n). Ekkor

o

a, sor ¢és f f (x)dx
N

n=N
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improprius integral egyszerre konvergens vagy egyszerre divergens. / fkmo f nmomarHa,
HelepepBHa, MOHOTOHHO criagHa i a, = f(n), To psa Ta BiAMOBIAHUI HEBIACHUI IHTErPa
30iraroTbcst 200 po30iraroThCsi OJTHOYACHO.

A maradék becslésére csokkend f esetén hasznalhato:

f (x)dx <Ry < f f (x) dx.

N+1

JUist OLIHKYM 3aJIMIIKY TIPU CHaIHiN f MOKHAa BUKOPUCTATH HABEJCHI HEPIBHOCTI.

Kidolgozott mintapéldak / Po3B’si3ani 3pazku

1. mintapélda / 3pazox 1

Vizsgaljuk meg a Y'n— 17555 sort. / Jlocmiautu psn Yt —
Megoldas / Po3é’azanns.

Osszehasonlito sor valasztasa / Bubip psay ams nopiBHsHHA. A nevezdben n? a meghatirozé

; 1 ;
tag, ezért a konvergens ) = p-sorral hasonlitunk. / Y 3HaMeHHHKY BU3HAYalbHHUM € 4lIeH N2,

. 1 o .
TOMY TTOPIBHIOEMO 3 P-PSIIOM ). —5» AKHH 30iraeTncs.

A megfelelé egyenlbtlenség felirasa / 3anuc BiamoBigHoi HepiBHOCTI. Minden n > 1 esetén /

Jnst kosxkHoron = 1

0< ! < !
n2+3 n%
oq . . 1, w1
A kritérium alkalmazasa / 3actocyBanns o3naku. Mivel 0 < a,, < —-¢sa nagyobb tagu ) =
sor konvergens, a kozvetlen dsszehasonlitas szerint az eredeti sor is konvergens. / OcKiIbKH

1 S 1 . .
0 < a, < =a paa 13 OIIBIKMH YJIEHAMH ), — 30ira€ThCs, 3a NPSAMOIO O3HAKOIO NOPIBHAHHSA
n n

TaHWH s TaKOXK 301raeThesl.
A sor konvergens. / Psi 36iraetscst. (OpenStax, Calculus Volume 2, 5.4 alapjan atdolgozva /
aJlanTOBaHO. )

2. mintapélda / 3pa30K 2

3n+1
n3+2’

Vizsgaljuk meg a }.n— 1 > L sort. / JIOCTiANTH PII Xy

n3+2
Megoldas / Po3eé’azanna.

Ay . . , S 1 .
A szamlal6 foka 1, a nevez6é 3, ezért a,, nagysagrendje —. Valasszuk b,, = —-et. / Cteninp
n n

. 1
YHCeNIbHUKA JOPIBHIOE 1, a 3HAMCHHHKA — 3, TOMY @, Ma€ MOPSI0K = Bubepemo b,, = =

s L ret a r ST . a
Kiszamitjuk az b—” hanyados hatarértékét: / OGuncaoeMo rpaHULIIO BiTHOIIEHHS b—n:
n n
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3n+1 33 5 3+1

3 n°+n oy
limm=1im—=lim n_g3
n—-oo 1 n—oo n3-|—2 n—-oo 2

2 1+

Az utolsé alakot gy kaptuk, hogy a szamlalot és a nevezét n3-tel osztottuk. Igy jol lathato,
hogy a kisebb rendli tagok eltlinnek a hatarértékben. / Octanniit BUpa3 oaepKaHO JUICHHIM
yKMCENbHUKA i 3HaMeHHuKa Ha n°. Temep BUAHO, IO YIEHH HIKYOTO MOPSIKY HE BIUIMBAIOTH
Ha IPaHUIIIO.

A kapott hatarérték 3, tehat pozitiv és véges. Emiatt Y. a, €és ).b,, egyszerre konvergens vagy
. . 1 . .
divergens. Mivel ), — konvergens, az eredeti sor is konvergens. / OTpumana rpanuIis J0piBHIOE
n
3, TOOTO € OAAaTHOIO 1 CKiHUYEHHOI0. Tomy psinu Y.a, 1 D.b, MaloTb OJHAKOBUN XapakTep
. . . 1 . . .
361HOCTI. OCKINIBKY ), — 30ira€Thes, JaHUH P TAKOXK 30iraeThes.
n

A vizsgalt sor konvergens. / JlocmimpkyBaHuid st 30ira€Tbesl.
3. mintapélda / 3pazok 3

Vizsgaljuk meg integralkritériummal a kdvetkezd sor konvergencidjat: / lociinnty 301KHICTb

) ; o 1
! 34 JOIIOMOT OO IHTCIPpaJIbHO1 O3HAKH: . ——
psaxy 3a 1 |Y Zn—z nvinn

Megoldas / Po3é’azanns.
1

Legyen f(x) = T Ez a figgvény x > 2 esetén pozitiv és folytonos. A monotonitast
s T . 1 . .
derivalassal ellenérizziik: / Hexait f(x) = T I[lpuy x =2 us ¢yHKUOis goxatHa U
HerepepBHa. MOHOTOHHICTh IIEPEBIPUMO 32 JOTIOMOT'OI0 TIOX1/THOT:
2Inx + 1

Fr0 = — (x > 2).

—<0
2x2,/(Inx)3
Tehat f monoton csokkend, igy az integralkritérium minden feltétele teljesiil. / Otxe, f

MOHOTOHHO CTaJIa€, TOMY BC1 YMOBH 1HTErpajbHOI 03HAKU BUKOHAHO.

A megfeleld improprius integral kiszamitdsa / OOuucieHHS BiJNOBITHOIO HEBJIACHOTO

. v e . ” , . dx ‘s

interpana. Eldszor véges felsd hatdrral szamolunk. A u = Inx, du = ~ helyettesitéssel /

Crovatky 0OUMCIIOEMO 1HTETpal 31 CKIHYEHHOI0 BEPXHBOIO Mexero. [1icis mijgcTaHoBKYu U =
dx

Inx, du = — OZIEPIKYEMO

© dx 4 dx 4 dinx A
f = limf = lim = lim2vVinx|_. =
2 xVlnx A>®J; xVlnx A-*J; yInx A-® 2

= 2lim (VInd —VInZ) = oo

A—oco
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vagy Al—>nr;10 fllr?zA u~Y2 du. Az integral primitiv fiiggvénye 2+/u, igy / IlepsicHoto (yHKIi€IO €

2+/u, Tomy Aim 2(VInA — VIn2) = oo.

Az integral értéke végtelenhez tart, tehat az improprius integral divergens. / 3HaueHHs
1HTerpasia mpsiMye 10 HECKIHYEHHOCT1, OT>Ke HEBJIACHHM 1HTErpai po30iraeThesl.

A megfelelé improprius integral divergens, ezért az integralkritérium alapjan a szamsor is
divergens. / BiamoBiiHui HEBIIACHUH THTETpaJI PO30IraeThCs, TOMY 32 IHTETPATEHOIO 03HAKOIO
YUCJIOBHH PsiT TaK0XK po3diraetses. (Cmaniwescokuti C. O., Mopoosyes C. M., Axynin A. B.,
bucmposa JI. O., Cumnuxoea B. C. Paou ma ix 3acmocysanns. Xapkie: XHAMI', 2009. C. 14,
atdolgozva / aoanmosano.)

4. mintapélda / 3pazox 4

Vizsgaljuk meg a Z;’f’zzm sort, és becsiiljik meg az Ry maradékot. / Jocmigutu psix

»e L _1a OLIIHUTH 3aJHIIOK R
=2 4 (Inn)? N-

Megoldas / Po3é’azanns.

1

Az integralkritérium feltételei / YMoBu inTerpampuoi o3uHaku. Az f(x) = )

fliggvény

X = 2 esetén pozitiv és folytonos. Derivaltja / @yuxist f(x) = ﬁ pu X = 2 € T0JaTHOIO

(Inx
it HemepepBHOI0. Ii moxinHa

Inx + 2
*2(Inx)?

ezért f monoton csokkend. / ToMmy f MOHOTOHHO CHIaJIae.

fro = - (x = 2),

d (o . d
Au=Inx,du= %helyettesnest alkalmazva / 3acrocyBaBmm mijictaHoBKy U = Inx, du = %,

MaeEMO

Joo—dx = lim [—i ' = lim (—i+i) =i< 00

, x(Inx)?  T-w| Inxl, 7-e\ InT In2/ In2

Az integral véges, ezért a sor konvergens. / [HTerpan Mae CKiHYEHHE 3HAYEHHS, TOMY PsII
30iraeTbes.

A maradék becslése / Ouinka 3amumky. Legyen Ry =S — Sy = Xn_y+1 @n. Csokkend f
esetén az integralkritérium maradékbecslése szerint / Hexait Ry = S — Sy = Ypen+1 An. Ji1st

cnasHo1l QYHKIIT [ 32 OIIHKOIO 3aJIMIIKY B iHTETrpasibHINA O3HAIIl

— < <—
In(N+1) — Ry < InN
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A sor konvergens, és az N-edik részletdsszeg hibaja a fenti két érték kozé esik. / Psin 36iraerbes,
a moxubka HaOIMKEeHHS WOTo cyMH N-F0 YaCTUHHOKI CYMOIO MICTHUTHCS MK HaBEIECHUMU

JABOMaA 3HAYCHHAMMU.

Gyakorléfeladatok / TPEHyBaJIbHi 3aBIaHHSA

Al. Vizsgaljuk mega Y., 05m57 Sort kozvetlen 6sszehasonlitassal. / locmigutu psia Yoo ——— ]

NPSMUAM TIOPIBHSHHSIM. (Tauiﬁ P. M., Tpycesuu O. Psou, 2024, c. 20, atdolgozva /

aJIarToBaHo. )

Valasz / Bionosion: Konvergens / 30ixkHMA, mert / ocKUTbKH 0 < —— és / a Z—

2M4+1 zn’

konvergens geometriai sor / 301KHHI T€OMETPUYHUIH P
. yqe 1 . 1
A2. Vizsgaljuk meg a Yo", 7 sort. / JIOCHIAUTH PSIIT Y1 N

Valasz / Bionogiow: Divergens p-sor / Po30ixHuil p-psn, p = % <1.

5
nie2’

A3. Vizsgaljuk meg a Yo", —5 Sort. / JNOCHIAUTH PSIIT Y e 1

5

Valasz / Bionogios: Konvergens / 361xkHuif; 0 < a,, < =

A4. Vizsgaljuk meg a Y., — sort. / JOCTIIATH P Yy ——

nlnn’

Valasz / Bionogios.: Divergens / Po30ixuuii az integralkritérium szerint / 3a iHTerpaabHOIO

O3HAaKOH0.

2n%+1
n*+3n

B1. Vizsgaljuk meg a >, sort hatarértékes Osszehasonlitassal. / Jocmigutu psiq

iy e

n4 Tan FpaHI/I‘-IHI/IM HOplBH?[HHHM

Valasz / Bionogiow: b, o — — 2; konvergens / 301HUI.

B2. Vizsgéljuk meg a Yo, :2—+_11 sort. / JlocmiauTH psm Y oreo :2—+_11

1 . . 1 . ’ , . .
Valasz / Bionosiob: a, = —; harmonikus tipust, divergens / rapMoHIYHOTO THILY,
n-1

PO301KHHU.

1
n(lnn)3

B3. Vizsgaljuk meg a Y5 (1 ——— sort. / Jlocmiautu psag Y -3

n)3

Valasz / Bionosiob: Konvergens, mert / 301kHUIA, OCKLUIbKI f3 " (ln)jc)3 = m < oo

n%+2n
n3+3n2+1°

n%+2n
n3+3n2+1

B4. Vizsgaljuk meg a Yo, sort. / Jlocmiauta psig Yoge-q (OpenStax,
Calculus Volume 2, 5.6, Example 5.25 alapjan atdolgozva / amanroBano.)

Valasz / Bionogiob: 4 — 1; divergens / po301>KHUI.

Tl
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Cl. Legyen a € R. Vizsgaljuk meg a Y,_,——— sort. / Hexaii a € R. Jocmigutu psy

1
n(lnn)®

A
n=2 y(Inn)®’

Valasz / Bionosiow: Pontosan akkor konvergens, ha / 36iraetbcst Toi # miie Toai, KOy a >
1.

C2. Bizonyitsuk be a kozvetlen Osszehasonlitasi kritérium konvergens esetét a
részletosszegek segitségével. / JloBecTn 301kHY YacTUHY MPSMOI O3HAKH MOPIBHSHHS 3a

A0MMOMOI'OK0 YaCTUHHUX CYM.

Valasz / Bionosiob: 0 < S ,E,a) < S,E,b) < Ybn; az (S ,E,a)) sorozat monoton novekvo és feliilrol
korlatos / mocninoBHICTH (S ,E,a)) MOHOTOHHO 3pOCTa€ i 0OMEKEeHa 3BEPXY.

C3.AY n_12 sor esetén adjunk olyan N-et, amely biztositja, hogy Ry < 0,01. / ns psny
Y1 n_12 3HaiTH Take N, mo rapanrye Ry < 0,01.

Valasz / Bionogiob: Ry < f;o x 2dx = %; elegend6 / noctatibo N = 101 (mar / y:)xe N >

100).

Ellen6rzo kérdések / IlepeBipTe nuTaHHs

1. Milyen esetben célszerli kozvetlen, €s mikor hatarértékes 6sszehasonlitast alkalmazni?
/ Konu 1oIiJIbHO 3aCTOCOBYBATH MPSIMY, a KOJIM TPaHUYHY O3HAKY TOPIBHSIHHS?

2. Hogyan valasztunk Osszehasonlitod sort racionalis kifejezés esetén? / Ik Bubpatu psin
JUISl IOPIBHSIHHA y BUINAAKY PalliOHAJIHLHOTO BUpazy?

3. Mely feltételeket kell ellendrizni az integralkritérium alkalmazésa el6tt? / SIki ymoBu
Tpeba mepeBipUTH Mepe;] 3aCTOCYBaHHSAM IHTETPAIbHOT O3HAKHU ?

4.  Mikor konvergens a p-sor? / 3a sKux 3Ha4eHb p 30iraeTbcs p-psa’?

5. Hogyan becsiilheté az integralkritériummal egy konvergens sor maradéka? / fx 3a
IHTETPAIbHOIO 03HAKOIO OILIHUTH 3aJIHUIIOK 3015KHOTO PsiIy?

6. Miért nem befolyasolja a konvergenciat véges szamu kezdeti tag? / Homy ckiHueHHa

KUIBKICTH IIOYAaTKOBHUX WIECHIB HE BIUIMBAE HA 301KHICTE?

2.3. D’Alembert-, Cauchy- és Raabe-kritérium / O3naku /I’ Anamo6epa, Kouii Ta Paade
Faktorialisok €s exponencialis tényezok esetén rendszerint a D’ Alembert-kritérium, n-
edik hatvanyt tartalmazo tagoknal a Cauchy-féle gyokkritérium a leghatékonyabb. Ha a

hanyados hatarértéke 1, pozitiv tagli soroknal a Raabe-kritérium finomabb vizsgélatot adhat.
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Jnst uneHiB 13 (¢akropiajaMu Ta EKCIOHEHLIAJbHUMHU MHOXHHKAaMU 3a3BHYail
Hai3py4Hima o3Haka /[’ AnmamOepa, a 111 BUpa3iB y n-My CTENEeHI — pajuKaibHa o3Haka Komri.
SIK11o rpaHUIl BITHOIICHHSI TOPIBHIOE 1, I JOJATHUX PSAIB KOPUCHOIO MOKE OYTH TOUHIIIA
o3Haka Paabe.

Rovid elméleti dsszefoglalo / Koporkuii TeopeTuunmii orJisig
D’Alembert-kritérium (hanyadoskritérium) / O3naka JI’Anamobepa. Legyen a, # 0 ¢€s
1étezzen

An+1
a, |

q = lim

n—o0

* Hagq < 1, akkor ) a,, abszolut konvergens. / ko q < 1, psix 36iraeTbcst aOCOIIOTHO.

* Ha g >1 vagy q = oo, akkor a sor divergens. / flkmo q > 1 a6o q = oo, psn
po30iraerbcs.

. Ha g = 1, a kritérium nem dont. / SIkmo g = 1, o3Haka He Ja€ BiAMOBIII.

Cauchy-féle gyokkritérium / Pagukaabna o3Haka Komi. Legyen

q = limsup’y/|a,|.

n—-oo

Ha g < 1, a sor abszolut konvergens; ha g > 1, divergens; g = 1 esetén a kritérium nem dont.
Ha a kozonséges hatarérték létezik, a felsé hatarérték helyett ez a kozonséges hatarérték
hasznalhat6. / fIkmo q < 1, psi 36iraeTbest aOCOMIOTHO; AKIO q > 1, po30iraerbes; npu q = 1
O3HaKa He Jja€ BIAMOBiL. SIKIO 3BUYaifHa TPaHUIL 1ICHYE, 3aMICTh BEPXHbOIT IPAHUIIl MOKHA
BUKOPUCTOBYBATH 1[I0 3BUYANHHY T'PaHHIIIO.

Raabe-kritérium / O3naka Paa6e. Pozitiv tagl sor esetén tegyiik fel, hogy létezik

a
R = limn( L —1).

n-o . \lp4q
* HaR > 1, asor konvergens. / SIkimo R > 1, psin 30iraethcsl.
* HaR < 1,asordivergens. / fIkmo R < 1, psix po30iraeThcesi.

e HaR =1, akritérium nem dont. / SIkmo R = 1, o3HaKa He Ja€ BiAMOBIII.

Kidolgozott mintapéldak / Po3p’si3ani 3pazku

1. mintapélda / 3paszox 1

n n
Vizsgaljuk meg a Y.;7 % sort. / JIoCHiIuTH P Yoy %

Megoldas / Po3¢’azanns.
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A tagban faktorialis szerepel, ezért célszerli a D’Alembert-féle hanyadoskritériumot

. 2n . o . . .
alkalmazni. Legyen a, = — OCKUIbKM 3arajlbHUM 4JI€H MICTUTh (aKTopiai, IOIiIBHO

n

3actocyBatu o3Haky JI’Amambepa. Hexaii a,, = e

Felhasznaljuk, hogy / BukopucrtoByemo piBHicTb (n + 1)! = n!(n + 1)
2n+1 on 2n+1 n

2
"t miDl 2 oarr 0t
(

Apt1
an

A hényados hatarértéke g = 0 < 1./ I'panuns BigHowmeHHs qopiBHioe ¢ = 0 < 1.
Kovetkeztetés / BucnoBok. A D’Alembert-kritérium alapjan a sor konvergens. / 3a o3HaKo10
JI’Anambepa psn 36iraetses. (OpenStax, Calculus Volume 2, 5.6, Example 5.23 alapjan
atdolgozva / amantoBaHo.)

2. mintapélda / 3pazox 2

- )n sort. / JloCIHiuTH P Yom. ( = )n
2n+1 : AT AR Zin=1\%,771) -

Vizsgaljuk meg a Yo (
Megoldas / Po3B’si3aHHs.

Mivel az egész tort az n-edik hatvanyon 4ll, a Cauchy-féle gyokkritérium kozvetleniil
alkalmazhatd. / Ockinbku Bech Api0 MiJHECEHO A0 N-TO CTENEHs, 0€3M0CepeTHHO 3aCTOCOBYEMO

panukanbHy o3Haky Kormri.

n
Az n-edik gyok kiszamitasa / O6uucnenHs kopens n-ro crenens. Legyen a,, = (#) . Ekkor

n
2n+1

n
az n-edik gyok eltiinteti a kiilsd n-edik hatvanyt: / Hexaii a, = ( ) . Toxmi KopiHb n-ro

CTETICHsI YCYBA€ 30BHIIIHIN CTEIiHb N:
. n 1 1
Van = = - =<1
"o2n+1 1 2
2 +-ﬁ

Az atalakitas soran a szamlalot és a nevezot n-nel osztottuk, ebbol kozvetleniil lathatd a 5
hatarérték. / Ilim 9yac mepeTBOpEHHs YHCEIBHUK 1 3HAMECHHHK IOJIJICHO HAa M, 3BIAKH

1
0e31ocepeTHHO BUIHO TPAHUIIIO >

. 1 . 1 .
Mivel g = 5 < 1, a sor konvergens. / Ockinpku q = ;< 1, psin 36iraeTbes.

A Cauchy-féle gyokkritérium szerint a sor konvergens. / 3a pagukanbHor0 03HaKor0 Kol psif
30iraetbed. (bonnapenko H. B., Otpamesceka B. B. Yucnosi ma ¢gynxyionanvni psaou, 2024,
c. 20, atdolgozva / ananToBaHo.)

3. mintapélda / 3pazox 3

Vizsgaljuk meg a
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S (1-3:5-2n—1)\

> ()
sort Raabe-kritériummal. / [lochinuti 3a o3Hakoio PaabGe psn i3 HaBeleHUM 3arajibHUM
YJICHOM.

Megoldas / Po3é’azanns.

Jelolje a zarojelben 4llé szorzatot ¢, és legyen a,, = ¢3. Az egymast kdvetd szorzatok kozott

2n+1 . i
Cne1 = Cn E22+2§ kapcsolat all fenn. / I[To3HauumMo KOOYTOK y Ay’KKaxX 4yepes3 C, 1 MOKIAAEMO
3 .. . (2n+1)
a, = C;. JAnd cycigHIX JOOYTKIB MAEMO Cpyq = Cp @nt2)"

Ebbdl / 3Bincu
3

a, 2n + 2\° 1
= (1) =+ zr)
Ap+1 2n+1 2n+1
A binomidlis képletet teljesen kiirva / IloBHICTIO po3kpuemMo Ky0 3a popmyIioro 6iHOMA:

(IS R N —
2n+1 " 2n+1 @2n+1?2 2n+1D¥

Ezért / Tomy

1 3
R =1 (1 )—1
nggjll +-2n-+ 1 l

_ i <3n 4 3n 4 n )
Tabe\Zn+ 1 2n+ D2 @2n+1)?

—3+0+0—3>1
2 2 '

Mivel R = % > 1, a Raabe-kritérium alapjan a sor konvergens. / Ockinbku R = S >1, 3a

o3HaKkoro Paabe psn 36iraersces.
4. mintapélda / 3pazox 4

Vizsgaljuk meg ugyanennek a szorzatnak az elsé hatvanyabol képzett sort:

o

Zl~3-5---(2n—1)
2-4-6--2n

n=1

/ JIOCHIAATH Psil, Y AKOMY BiAIOBITHUI TOOYTOK ITiTHECEHO JI0 MEPIIOTO CTEIICHS.

Megoldas / Po3eé’azanns.
Most a, = ¢,. Az (n + 1)-edik tag az n-edik tagbdl az 1j % tényez6vel vald szorzassal

keletkezik: / Teniep a,, = c¢,,. 111006 oxepxxatu (n + 1)-ii wieH 3 n-ro, HOTPIOHO JOMHOXXUTH Ha

o 2n+1
HOBHUU MHO>XXHHK .
2n+2

2n+1
Int1 = Gno Ty
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Innen / 3Bigcu
an 2n+2 1
= =1+ ,
Apny1 2n+1 2n+1

Behelyettesitiink a Raabe-kifejezésbe: / ITincraBnsiemo y Bupas PaaGe:

1
==<1
2n+1 2<

R = lim
n—->oo
Mivel R = % < 1, a Raabe-kritérium alapjan a sor divergens. / Ockinbku R = % <1, 3a

o3Hakoro Paabe psi po3diraerTbes.

Gyakorléfeladatok / TpenyBaJibHi 3aB1aHHSA
Al. Vizsgéaljuk meg a Y57, %l sort. / JlocaimuTu pag Y-, ?;L—T

Valasz / Bionogiow: a,.1/a, = 3/(n + 1) - 0; konvergens / 301kHUM.

A2. Vizsgaljuk meg a Y7, (ﬁ)n sort. / Jlocmimury psaa Yo, (ﬂ)n

5n+2 5n+2

Valasz / Bionosios: '/ a,, - % < 1; konvergens / 301>KHUIA.

A3. Vizsgéljuk meg a Y7, :—,!1 sort. / JlocmiauTu pam Yo—q :—1!1.

Vilasz / Bionosiow: % = (nzl) — oo; divergens / po30iXKHHIL.

n

A4. Mit mond a D’ Alembert-kritériuma Y, n—lz sorrol? / o nae o3naka /I’ Anambepa nist psy

Zi?

n2’
Valasz / Bionogiow: A hanyados hatarértéke / I'panuns Bignomenss 1; a kritérium nem dont
/ 0O3HaKa He Jac BIAIOBII.

B1. Vizsgéljuk meg a Y;7- Ezn—rll); sort. / Jlocmiautu psag Y1

(nh?
(2n)!”

Vilasz / Bionogiob. ap4q1/a, = (n+ 1)?/[(2n+ 2)(2n + 1)] — 1/4; konvergens / 301KHHUIA.

B2. Vizsgaljuk meg a Y774 (ﬁ)nz sort. / JlocaiuTy psaa Yo q (ﬁ)nz.

Vilasz / Bionogiow: \[a, = (n/(n + 1))" = e~ < 1; konvergens / 36iKHuii.

B3. Vizsgéljuk meg a Yo Z—z sort. / JlocmiauTa psim Yo, :—z (OpenStax, Calculus Volume 2,
5.6, Checkpoint 5.21 alapjan atdolgozva / aganroBano.)

Vilasz / Bionogiov: an1/a, = ((n + 1)/n)3/3 — 1/3; konvergens / 36iKHuiA.

B4. Vizsgaljuk meg a };7- 7:[—7'1 sort. / JlocmiauTu psam Y o1 Z—T

Valasz / Bionogiov: aniq/a, = (1+1/n)" - e > 1; divergens / po36ixkumii. (OpenStax,
Calculus Volume 2, 5.6, Example 5.23 alapjan 4tdolgozva / anantoBaHo.)

Cl. Legyen a > 0, és
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1-3--2n-1D\"
a”=( 2 4-2n ) '
Allapitsuk meg, mit mond a Raabe-kritérium a Ya,, sorrol. / Hexait @ > 0. BusHauurn, sxuii
BUCHOBOK J1a€ o3Haka Paabe st psgy Y.a,.
Valasz / Bionosiob: R = a/2; konvergens, ha / 30iraeTbcst mpu a > 2; divergens, ha /
pos6iraerees pu 0 < a < 2; a = 2 esetén a Raabe-kritérium nem dont / nmpu @ = 2 o3Haka
Paa0Oe ue nae Bigmosimi.
C2. Mutassunk egy konvergens és egy divergens sort, amelyeknél a D’ Alembert-kritérium
hatarértéke egyarant 1. / HaBectu ouH 301KHHM 1 OMH PO3OLKHUN PSl, ATS SKUX TPAHUIIST
B o3Harli /[’ AnamOepa nopiBHioe 1
Valasz / Bionosiov: Példaul / Hanpuknan Z% konvergens / 301KHHIA, Z% divergens /

an+1
an

- 1.

po36ixuuit; mindkettdnél / B 000X Bumaakax

C3. Bizonyitsuk be, hogy ha a gyokkritériumban g < 1, akkor a sor abszolut konvergens. /

Hosectu, mo npu q < 1y panukansHiit o3Hami Ko psan 36iraetscs abCOMIOTHO.

Valasz / Bionogiow: Valasszunk q < r < 1 szamot; elegendéen nagy n-re \/|a,| < r, tehat
la,] <r™, majd alkalmazzuk a geometriai sorral valé Osszehasonlitast. /
Bubpatn q < r < 1; 1u1st 1OCTaTHBO BEIUKUX N MaeMoO |a, | < r™, micis 4oro 3acrocyBaTu

HOpiBHHHHH 3 TCOMCTPHUYIHHUM PAOOM.

Ellen6rzé kérdések / IlepeBipTre nuTaHHs

1. Milyen alaki tagok esetén célszerii a D’Alembert-kritérium? / [{ns skux 4ieHiB
JOLITEHO 3aCTOCOBYBaTU 03HaKy /[’ AmamGepa?

2. Mikor elényds a Cauchy-féle gyokkritérium? / Konu 3pyuna panukanbHa o3Haka Komi?

3.  Mit jelent, ha a vizsgalt hatarérték 1? / [llo o3Hayae, SIKIO BiAMOBiIHA TPAHHIIS
nopiBHIOE 1?7

4. Miben finomabb a Raabe-kritérium a hanyadoskritériumnal? / ¥V domy o3naka PaaGe
TOYHIIIA 3a o3HaKy I’ Amambepa?

5. Miért adnak ezek a kritériumok g < 1 esetén abszolut konvergenciat? / Homy npu q <
1 i 03HaKW Aar0Th a0COIOTHY 301KHICTH?

6. Milyen sorrendben érdemes kritériumot valasztani faktorialist, n-edik hatvanyt vagy
racionalis kifejezést tartalmazdé tag esetén? / V kit mocaiqoBHOCTI JOIUTFHO BUOUPATH

O3HaKYy JUIsl WIEHIB 13 (haKTopiajaoM, n-M CTeneHeM a0 parioHaILHUM BUpa3oM?
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2.4. Valtakozo sorok. Abszolut és feltételes konvergencia / 3nako3miHHi psigu.
AO0CO0JIIOTHA Ta YMOBHA 301KHICTD
Rovid elméleti 6sszefoglalo / Koporkuii TeopeTu4HuMit Orisig

El6jelvalté és valtakozo el6jelii sorok / 3naxo3minni Ta 3Hakono4eprosi psau. Eldjelvaltd
sornak nevezziik azt a szdmsort, amelyben pozitiv és negativ tagok egyarant el6fordulnak. A
valtakoz6 eldjelli sor ennél specidlisabb: barmely két szomszédos tagja ellentétes eldjelii. A
pozitiv taggal kezd6d6 valtakozo eldjelii sor alakja / 3Hak03MiHHUM Ha3WUBAIOTh YUCIOBHH P/,
y SIKOMY € SIK IOZIaTHi, TaK 1 BiJ’€MHI WieHH. 3HAKOTIOYEPTOBHUH P/l € HOTO OKPEMHM BHITaIKOM:
OyIb-sIKI J1Ba CYCIAHI YJ€HH MalOTh MPOTWIEKHI 3HAKU. 3HAKOMOYEProBUM psij, IO

IIOYHMHAETHCA 3 A0JaTHOI'O YJICHA, Ma€ BUI'JIA

Z(—l)”‘lun=u1—u2 + Uz — Uy + o0, u, > 0.
n=1

Ha a sor negativ taggal kezdddik, akkor / SIkmio psin mounmHa€eThCs 3 Bil’EMHOTO 4iieHa, TO

oo

Z(—l)"unz—u1+u2—u3 +uy — -, u, > 0.

n=1

Mindkét képletben u,, az n-edik tag pozitiv nagysaga; az eléjelet a (—1)™71, illetve a (—1)"
tényez0 adja meg. / B o6ox ¢opmynax u, — A0JaTHA BEIMYWHA N-TO YIEHA, & MHOXHHUK
(—=1)™ 1 a6o (—1)" BusHauae Horo 3HaK.

A konvergencia sziikséges feltétele / Heooxinna ymoBa 36ixnocti. Ha a valtakoz6 eldjeli
sor konvergens, akkor altalanos tagjanak nulldhoz kell tartania. Mivel u, > 0, ez azzal
egyenértékii, hogy a tagok nagysaga nulldhoz tart: / SIkmo 3HaKomo4YeproBuid psi 30iraeTbes,
TO WOT0 3arajJbHUN YICH IMOBUHEH MpsMyBaTH 10 HyJs. OCKiIbkH U, > 0, e piBHOCHIBEHO

TOMY, III0 MOZYJI1 WIEHIB NPAMYIOTb 10 HYJIS:

n—-oo

Z:(—l)"_1 u, konvergens = limu, = 0.
n=1

Ha ez a hatarérték nem nulla, vagy nem létezik, akkor a sor divergens. A tagok nagysaganak
nulldhoz tartdsa dnmagéban még nem elegendd a konvergencidhoz; tovabbi kritériumot is
alkalmazni kell. / SIkmio s rpaHuils HE NOPIBHIOE HYIJIO a00 HE ICHYE, psl po30iraerncs.
[IpssmyBaHHS MOJIyJIB 4JEHIB JO0 HyJsl camMe MO co0i Il HE € JOCTaTHIM Jyisl 301KHOCTI;
NOTPiOHO 3aCTOCYBATH JIOJIATKOBY O3HAKY.

Leibniz-kritérium / O3naka Jleiionina. Tekintsiik a / Po3ristHemMo 3HakonouyeproBuit psij

o)

DDy w0,

n=1
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valtakoz6 elgjelli sort. A sor konvergens, ha valamely indextdl kezdve egyszerre teljestil a
kovetkezd két feltétel:
Psin 36iraeTnces, AKIIO MOYMHAIOYY 3 IEIKOI0 HOMEpa OJHOYACHO BUKOHYIOTHCS JIBI YMOBH:

Ups1 < Uy és Tlll_r)gloun = 0.

Az elso feltétel azt jelenti, hogy a tagok pozitiv nagysaga nem ndvekszik; a méasodik azt, hogy
ezek a nagysagok nulldhoz tartanak. A valtakozo eldjel onmagéban nem biztosit konvergenciat.
Ha a mésodik feltétel nem teljesiil, a sor divergens. Ha csak a monotonitas nem igazolhato, a
Leibniz-kritérium 6nmagaban nem ad dontést.

[lepma ymoBa o3Hauae, IO JOAATHI BEJIWYWHHU WICHIB HE 3POCTAIOTh; JApPyra — IO BOHU
npsAMYIOTh 10 Hyss. CaMe yepryBaHHs 3HAaKIB HE TapaHTye 301KHOCTI. SIKIIO Apyra yMoBa He
BUKOHYETHCS, psAJ] po30iraeThcs. SIKII0 HE BAAETHCS BCTAHOBUTH JIMILIE MOHOTOHHICTh, O3HAKa
JleitOHia cama 1o co0i He 1a€ BUCHOBKY.

Abszoliit konvergencia / AGconoTHa 30ixkHicTb. A valtakozo eldjelll sor tagjainak abszolut
értékeibdl a pozitiv tagh sort kapjuk: / I3 Moy1iB uIeHIB 3HAKOIOYEPTOBOTO PAIY OJEPKYEMO

JOOATHUN PAJL:

[ee]

i|(—1)”-1un| =)

n=1
A Y (—1)"1u, sor abszolt konvergens, ha ¥, u,, konvergens. Minden abszolut konvergens
sor konvergens. / Pan Y (—1)" 1u,, 36iracTbcs abCOMOTHO, SKIIO 30iracThCs PAIL Yopeq Up.
AGcomoTHa 301KHICTb 3aBKIU TSATHE 3BUYAlHY 301KHICTb.

Feltételes konvergencia / YmoBHa 30ixknicTn. A Y (—1)" 1w, sor feltételesen konvergens, ha
maga a sor konvergens, de Y.;—; u,, divergens. / Psi 30iraetbCst yMOBHO, SIKIIIO BiH 30ira€Thcs,
aJie psAJ 3 MOAYJIIB HOro WIEHIB po30iraeThes.

Leibniz-féle hibabecslés / Ouinka noxu0xu 3a Jleiioninem. Legyen S a Leibniz-kritérium
feltételeit teljesitd végtelen sor 0sszege, Sy az elsd N tag Osszege, azaz / Hexait S — cyma
HECKIHUEHHOT'0 PsLy, 110 3a/I0BOJIbHSE YMOBHU 03HakH JIeiOHina, a Sy — cyma Horo nepumx

N 4iieHiB:

N
Su =) (D",
n=1

¢és legyen Ry = § — Sy a kozelités hibaja, vagyis a maradék. Ekkor / TTosmaunmo uepe3 Ry =
S — Sy noxubKy HaOIMKEHHs, TOOTO 3anumiok. Tomi

IRy = 1S — Syl < upy1.
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Ezért legfeljebb ¢ hiba eléréséhez olyan N-et vélasztunk, amelyre uy,q < €. / Omxe, ans
NOXUOKYU He OLTBINOT 3a € BUOMPAIOTh Take N, IS IKOTO Uy 41 < €.

(bormapenko H. B., OrpameBceka B. B. Yucnosi ma ¢pynxyionanvui psaou: koncnekm aekyi.
Kui: KHYBA, 2024, 24-29. o. / c. 24-29.; HamioHaJbHUI TEXHIYHUU YHIBEPCUTET

«XapKiBCbKUH MONITEXHIYHUNA ITHCTUTYT». 3Hako3minni uucnosi paou. 2022, 1-6. 0./ c. 1-6.)

Kidolgozott mintapéldak / Po3s’sizani 3pazku
1. mintapélda / 3pasox 1
Vizsgaljuk meg a valtakoz6 harmonikus sort: / Jlocaiautu 3HaKOMOYEproBUil TapMOHIYHUI
pan:

i(—nn—l_l 1,11,
. n B 2 3 4 '
n=

Megoldas / Po3p’si3anns. A tagok eldjele szabalyosan valtakozik, nagysaguk pedig u,, = 1/n.
El6szor az eredeti sor konvergenciajat vizsgaljuk. A tagok nagysaga csokken, mert
Mopyni uieHiB 10piBHIOWOTh U, = 1/n. CroyaTKy nepeBipumo JBi yMOBHU o3HakH JIeiOHina.

Jnst kosxkHoron = 1

1 <1
_:u,
n+1l n n

Un+1 =

¢és a hatarértékik nulla:

OTKEe MOJYJIi WIEHIB criagarTh. KpiM Toro,

1
limu, = lim (—) = 0.

n—-oo n—-oo \Nn
Mindkét feltétel teljesiil, ezért az eredeti sor konvergens. Az abszolut konvergencia
eldontéséhez elhagyjuk az eldjeleket:

OOuaBi yMOBU BUKOHYIOTBCS, TOMY MTOYaTKOBHUHU psint 30iraeTses. J[inst mepeBipku aGCOMIOTHOT

_il
-y

n=1

301KHOCTI PO3TIISTHEMO Psifl 13 MOAYJIIB:

o)

2.

n=1

(D"
n

Ez a harmonikus sor, amely divergens. Az eredeti sor tehat konvergens, de az abszolut
értekekbdl képzett sor divergens, ezért a valtakozo harmonikus sor feltételesen konvergens.
[le rapmoniuHUit psia, akuit po3oiraeTbes. OTKe, MOYATKOBUHN AT 301Ta€ThCs, a PAT 13 MOJTYJTIB
pO30IraeThCs, TOMY 3HAKOTIOYEPTOBUM TAPMOHIUYHUN Psifl 30ira€ThCcsi YMOBHO.

(bonnapenxo H. B., Otpamescoka B. B., 2024, 24-27. 0./ ¢. 24-27.; a levezetés részletesebben

kifejtve / po3B’si3aHHS J1eTaNi30BaHO.)
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2. mintapélda / 3pazox 2
Vizsgaljuk meg az alabbi valtakoz6 geometriai sort: / [locninntu HaBeAeHUI 3HAKOTTOYEPTOBHI

FCOMCTpI/I‘-IHI/Iﬁ paa:

n=1

Megoldas / Po3eé’azannsa. El0szor az abszolut értékekbdl képzett sort vizsgaljuk:

=1
53

n=1

Crovatky AOCTIAUMO PSJT i3 MOIYIIB:

[oe)

2.

n=1

(-nm?
271.

Ez geometriai sor, amelynek elso tagja 1/2, hanyadosa pedig 1/2. Mivel a hanyados abszolut
értéke kisebb egynél, a pozitiv tagu geometriai sor konvergens. Ezért az eredeti valtakozo6 sor
abszolut konvergens. A sor 0sszege is konnyen meghatarozhat6: az eredeti sor geometriai sor
q = —1/2 hanyadossal, igy

Ile reomerpuunuii psanx i3 mepmum uwieHoM 1/2 1 3HameHHUKOM 1/2. OCKUIBKH MOIYIh
3HaMEHHHMKA MCHIIWI 3a OJMHUINO, JOAATHUH TEOMETpHYHHHA psij 30iraetscs. Tomy
T10YaTKOBHH 3HAKOTIOUEPrOBHUiA Psifl 36iraeThesi a6¢oMI0THO. oro cyMy Takox JIerko 3HaiTH:

MOYATKOBUHU PAJl € TEOMETPUYHUM 31 3HAMEHHUKOM q = —1/2, oTxe

1
1

) ¢

S=—=——=

=

N| =

3. mintapélda / 3pasox 3

Vizsgaljuk meg az alabbi sort: / locninutu psia:

0]

n=1
Megoldas / Po3é’azannsn. A tagok pozitiv nagysaga u,, = n/(n + 1). El6szor a konvergencia
sziikséges feltételét ellendrizziik:

JlomaTHi BEIMYUHHU 4IICHIB TOPIBHIOIOTH U, = n/(n + 1). Cnouyatky nepeBipuMo HEOOXiqHy

YMOBY 301KHOCTI:

)= jim| = =1

limu, = lim (
1+=
n

n—-oo n—-oo

n+1

A tagok nagysaga nem nulldhoz, hanem egyhez tart. Emiatt az eredeti sor altaldnos tagja sem

tarthat nulldhoz: az eldjel ugyan valtakozik, de a tagok nagysaga egyhez kozelit. A
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konvergencia sziikséges feltétele nem teljesiil, ezért a sor divergens. Ebben az esetben a
Leibniz-kritérium tovabbi vizsgalatara nincs sziikség.

Moy uieHiB IpAMYIOTh HE JI0 HyJIs, a 10 OJMHHIIL. ToMy 3arajJbHHiA YieH NOYaTKOBOTO PAIY
TaKOX HE MOKE MPSAMYBATH J0 HYJS: HOTO 3HAK YEPTYETHCA, alieé MOJIYJb HAOIMKAETHCS 10
onuHuui. HeoOxiHa ymMoBa 301)KHOCTI HE BUKOHYETHCS, OTXKE psifi po3biraerbes. [lepepipsatu
1HI11 yMOBH 03Haku JIeiOHiIa Bxke He OTPIOHO.

4. mintapélda / 3pazox 4

Kozelitsiik az alabbi sor 6sszegét legfeljebb 0,01 hibaval: / 3naiiTn HabmkeHe 3HAYESHHS CyMH
psay 3 moxubkoro He 6inboro 3a 0,01:

Gk

n3
n=1

Megoldds / Po3e’azannsa. A tagok pozitiv nagysaga u,, = 1/n3. Mivel

JloaTHI BeIMYMHH WIEHIB JOPIBHIOWOTH U, = 1/n3. Ockinbku

1 1 _
e TG S S =0

a Leibniz-kritérium alkalmazhat6. Legyen S a sor pontos 0sszege, Sy pedig az elsé N tag
Osszege. Ekkor
MOYKHA 3aCTOCYBaTH 03HaKy JleiiOHia. Hexait S — To4yna cyma psiny, a Sy — cyma nepiux N

uirediB. Tomi

1

1S — Syl S uyyq = VT
Olyan N-et keresiink, amelyre

[ToTpiObHO BUOpaTH Take N, m00

m < 0,01.

Négy tag megtartasa elegendd, mert ekkor az els6 elhagyott tag az 6todik, és

JloCTaTHBO 3IMIIUTH YOTUPHU WICHH, OO MEPIIUM BIIKHHYTHUM Oy1e I’ ATUH WIEH 1

1 1

eI 0,008 < 0,01.

Az els6 négy tag Osszege / Cyma nepumx 4oTUPhOX YIEHIB JOPIBHIOE
1 1 1 1549

Sy = 1—§+ﬁ—6—4:mz 0,89641.

Ezért a sor dsszege 0,01 pontossaggal S = 0,89641. A Leibniz-féle becslés szerint a tényleges
hiba legfeljebb 0,008, tehat kisebb a megengedett 0,01 értéknél.
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Otxe, 3 Tounictio 0,01 maemo S = 0,89641. 3a omiakoro JleliOHINa GakTHYHA MOXUOKA HE
nepesuiye 0,008, To6To BoHa Menma 3a gomycrume 3HadeHns 0,01.
(bormapenxko H. B., OtpameBceka B. B., 2024, 25-26. 0./ c. 25-26.; a megoldas részletesebben

kifejtve / po3B’si3aHHS 1eTaTi30BaHO.)

Gyakorlofeladatok / TpeHyBanLHi 3aBJaHHA

(="
n+2’

Al. Vizsgéljuk meg a Y5 1 sort / NOCTIAATH PSIT Y e 1

Valasz / Bionogios. Feltételesen konvergens / 36iraeTbcs yMOBHO.
)Tl

3n

l)n—l
3n

A2. Vizsgaljuk meg a ;- 1 sort. / locmiautu psag Y- 1

Valasz / Bionosiob: Abszolit konvergens geometriai sor / AOCOMIOTHO 301KHUUN

o 1
TE€OMETPUYHUU PAL; S = T

A3. Vizsgéljuk meg a ¥, (— 1)” —— sort. / Jlocrimuta psia iy (—=1)" nzl

Valasz / Bionosiob: Divergens, mert az altalanos tag nem tart nullahoz. / Po30ixuuit,

OCKIJIbKH 3arajbHHUH YjIeH He IpsaMye€ 10 HYJIA.

n—-1

A4. Becsiiljik meg a Y_ 1 ) sor Sy részletosszegének hibajat. / OuiauTH MOXUOKY

- o (D"t
YACTUHHOI CYMHU S5 PAIY Dimeq —5

1

Valasz / Bionosiob: |Rs| < iz =1

1) (="

N

B1. Vizsgéljuk meg a Y5, sort. / Jocmiautu psag Yo,

Valasz / Bionogiow: Feltételesen konvergens / 30iraetbcs yMOBHO; Z\/% divergens /

po30iraeThes.

B2. Vizsgaljuk meg a 35y (1) —— sort. i Y G ) Lt

n2+1’

Valasz / Bionosiow: Feltételesen konvergens / 36iraerbcsi yMoBHO; a sorozat csokken és

, . . . ’ n 1
nulldhoz tart / mocnigoBHICTE ciafae i mpsMye 10 HyIsI, €S oD

B3. Hany tagot kell megtartani a Y, « > . sorbol, hogy a hiba kisebb legyen 1075-nél? /

(=pnt
=

CKUIbKY YICHIB PALY Yipeq Tpeba B3ATH, 100 oXMOKa OyJia MEHIIOoK 3a 10757

Valasz / Bionogiow:

< 1075; a legkisebb / maiimenme N = 316.
(N+ 1)2

(-"
nlnn

B4. Vizsgaljuk meg a Y- 2 sort / JoCIiauTu pag Y-,

Valasz / Bionosios: Feltételesen konvergens / 30iraeTbcss ymoBHO; Leibniz szerint
konvergens, a modulussor integralkritériummal divergens / 306iraetbcs 3a JleitOHineM, a psf

MOJYJIiB p030iraeThcs 3a iIHTErpAIbHOI0 03HAKOIO.
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Cl. Legyen p > 0. Osztalyozzuk a ;-

Knacudikysati 301KHICTD PALY Yopeq

(=pnt

nb

sor konvergencidjat. / Hexait p > 0.

(=pn
nb

Valasz / Bionosion: Abszolut konvergens / AOcomoTHo 30ikHUH, ha / sxmo p > 1;

feltételesen konvergens / ymoBHO 301kHHMH, ha / sxmo 0 < p < 1.

C2. Adjunk példat olyan valtakozé eldjelii sorra, amely divergens annak ellenére, hogy

tagjainak abszolut értéke csokken. / HaBectm mnpukiaz 3HAKO3MIHHOTO PsiTy, SKHMA

pO30iraeThbes, Xo4a MOy HOTo YIIeHIB CIIaAat0Th.

Vélasz / Bionoeiow: Ye—,(—1)""1 (1 + %), a modulus cs6kken, de nem tart a nullahoz /

MOJTYJIi CTIaAal0Th, ajie He MPSMYIOTh 710 HYJIS.

Ellenorzé kérdések / IlepeBipTe murtanus
Mely két feltételt kell ellendérizni a Leibniz-kritériumban? / fki nBi ymoBu Tpeba
nepeBipuTy B o3Haili Jleitbnina?
Mit jelent az abszolut konvergencia? / 1o o3Hadae abcoaroTHA 301KHICTH?
Mikor beszéliink feltételes konvergenciarol? / Konu 361kHICTh Ha3UBatOTh YMOBHOIO?
Hogyan becsiilhet6 egy Leibniz-tipusu sor maradéka? / SIk oIliHUTH 3aJIHIIIOK PSITY THITY
JleitOnina?
Miért nem elég az eldjelek valtakozasa a konvergencidhoz? / YoMy camoro uepryBaHHsI

3HAKIB HEJIOCTATHLO IS 3015KHOCTI?

_1)n—1
nb

Hogyan osztalyozzuk a ), ( sort a p paraméter szerint? / Sk kmacudikyBaTu psi

(-t

X

3aJIe)KHO BiJ] mapameTpa p?

2.5. Végtelen szorzatok / HeckiHueHHi 100yTKH

A végtelen szorzatot a végtelen sorhoz hasonléan hatarértékkel definialjuk, de itt a nem nulla

véges hatarérték a szokdsos konvergencia része. A hallgatok mindig ellendrizzék, hogy nincs-

e nulla tényez6. Az 1 + u,, alaku tényezdknél a logaritmus a szorzatot sorra alakitja; kis u,

esetén In(1 + u,) ~ u,.

Heckinuennuit n00yTOK, SIK 1 psAll, BU3HAYAETHCS 3a JOTIOMOTOK TPaHUIN, alie y

CTaHJApTHOMY O3HaueHHI 301KHOCTI rpaHUI Mae OyTH CKIHYEHHOIO 1 BIIMIHHOIO BiJ HYJIA.

CriouaTky c1iJl HepeBipUTH BiACYTHICTh HYJIBOBOTO MHOKHUKA. J[J1s1 MHOKHUKIB BUIy 1 + Uy,

norapudM mepeTBoproe J00yTOK Ha Psil; pH MatuX U, maemo In(1 + u,) ~ u,.

Rovid elméleti o6sszefoglalo / Koporkuii TeopeTH4HuMil OrJIsiq
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A végtelen szorzat fogalma / IlonsaTTs1 HeckiHyeHHOro A00yTKY. Végtelen szorzatnak

nevezziik az / HeckiHueHHUM TOOYTKOM HAa3WBaIOTh BUpa3

o
Ay =0y - Ay - Ag -+
n=1
alaku kifejezést. A szorzatot a részletszorzatok sorozata segitségével vizsgaljuk. Az elsé N

tényezd szorzata / JIoOyTOK TOCIHIIKYIOTh 32 JOIIOMOTOO TTOCITIIOBHOCTI YaCTUHHUX JTI00YTKIB.

JoGyTtok nepumnx N MHOXXHUKIB JOPIBHIOE

N

PN: | |an:a1a2"'aN.

n=1
Ha létezik a részletszorzatok véges és nem nulla hatarértéke,
SIK110 iCHY€ CKIHYEHHA HEHYJIbOBA MPAaHUIIsl YACTUHHUX J100YTKIB,

lim Py = P,

N—-oo

akkor a végtelen szorzatot konvergensnek nevezziik, a P szamot pedig a szorzat értékének. Ha
a részletszorzatok nem tartanak véges, nem nulla hatarértékhez, akkor a szorzat divergens. A
gyakorlati feladatokban kiilon meg szoktuk nevezni azt az esetet is, amikor Py — 0: ilyenkor a
szorzat nulldhoz tart.

TO HECKIHUYEHHUU JO0OYyTOK HA3MBalOTh 30DKHMM, a 4uCiIO P — #oro 3Ha4YeHHSIM. SIKIIO
YaCTUHHI JOOYTKM HE TNPSIMYIOTh JO CKIHUYEHHOI HEHYJIhOBOI TpaHUIll, TO JOO0YTOK
po30iraeTbcs. Y NMPaKTUYHUX 3aBJAHHAX OKPEMO 3a3HAa4aloTh BHUIMAIOK, Komu Py — 0: Tomi
KaXyTh, IO JJOOYTOK MPSIMY€E IO HYJIS.

A konvergencia sziikséges feltétele / Heooxinna ymoBa 30ixnocti. Ha a végtelen szorzat nem
nulla szdmhoz konvergal, akkor a tényezdknek egyhez kell tartaniuk:

Sk110 HecKiHYeHHUH T0OYTOK 301raeThCs 10 HEHYJIHOBOTO YMCJIA, TO HOTO MHOKHUKH TTOBUHHI

OpsIMyBaTH 0 OJUHUILL:

o

1_[ a, konvergensés P #0 = lima, =1.

n—-oo
n=1

Ez csak sziikséges feltétel. Abbol, hogy a, — 1, még nem kovetkezik a végtelen szorzat
konvergenciaja. Példaul a [[;-,(1 — 1/n) szorzat tényez6i egyhez tartanak, de maga a szorzat
nullahoz tart.

Ile iume HeoOxigHa ymoBa. I3 Toro, mo a, — 1, me He BUIUIMBA€E 301KHICTh HECKIHYEHHOTO
no6yTky. Hanpukinan, y 1o0yTky [[;=2(1 — 1/1n) MHOXHUKH MPSIMYIOTh 10 OJUHHII, ajie CaM

N00YTOK MPSIMYE€ A0 HYJIS.
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Kapcsolat a szamsorokkal / 3’5130k i3 unciioBumMu psizamu. A pozitiv tényez0jli végtelen
szorzatokat gyakran logaritmalassal vizsgaljuk. Ha a,, > 0, akkor a
JlonaTHi HECKIHYEHH] JOOYTKH 4acTO 3pYYHO JOCIHIKYBAaTH JorapugmyBaHHsIM. Skio a, >

0, To 100yTOK

oo

[ e

n=1
szorzatnak pontosan akkor van véges, nem nulla hatarértéke, ha a

Ma€ CKiHYCHHY HEHYJIbOBY TPAHUINIO TO1 W TIJTBKU TOJ, KOJU 301raeThCs Psil

(o]
Z Ina,
n=1

sor konvergens. Ha ) Ina, — —oo, akkor a részletszorzatok nulldhoz tartanak; ha Ylna, —
+ o0, akkor a részletszorzatok korlatlanul nének.

Sxmo )Ylna, —» —oo, To YacTHHHI MOOYTKHM MPSAMYIOTH 10 HYJS;, SIKIIO Y.lna, — +0o, TO
YaCTUHHI JOOYTKH HEOOMEKEHO 3pOCTAIOTh.

Az [1(1 + u,,) alaku szorzatok / {o6yrku Burasiny [[(1 + u,). A gyakorlatban a tényezdéket
tobbnyire a,, = 1 + u,, alakban irjuk fel. Ha u,, > 0, akkor a

Ha npaxTuii MHOXKHMKHM HalyacTillle 3alucyoTh Y BUMIIAAl a, = 1 + u,. Sxumo u, = 0, To

ﬁ(l + uy)

szorzat pontosan akkor konvergal nem nulla szdmhoz, ha a

T0OYyTOK

Ma€ CKIHYCHHY HEHYJIOBY TPAHUITIO TOA1 W TUTBKH TO1, KOJIH 301raeThbCst Pl

©o
un
n=1
sor konvergens. Ha ez a sor divergens, akkor a részletszorzatok végtelenhez tartanak. Ha 0 <

u, <1, akkora

Sxuio uew psin po30OiraeThesi, YaCTHHHI JOOYTKH HEoOMexkeHO 3pocTatoTh. Skmo 0 < u, < 1,

ﬁ(l ~ )

szorzat akkor konvergal nem nulla szdmhoz, ha Y u,, konvergens; ha Y u,, divergens, akkor a

TO T0OYTOK

szorzat nullahoz tart.
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Ma€ HEHYJbOBY T'PAaHUIIO TOJi, KOJIU 30IraeTbCs Psll YUy, SKIIO PII .U, po30iraerscs,
TO0OYTOK TIPSIMY€E IO HYJIS.
Abszolit konvergencia / A6cosroTHa 36i:kHicTh. Ha a tényezdk 1 + u,, alaktak, és teljesiil,
hogy / SIk1110 MHOKHUKH MatOTh BUTIIAN 1 + U, 1 BAKOHY€ETHCA

Yn=1lunl <0, 14+u, #0

akkor a / To 1o6yTox

71:1(1 +u,)

szorzat abszolut konvergens. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy a szorzat konvergenciajat
biztositani tudjuk az u,, tagok abszolut értékeibdl képzett sor konvergenciajaval.
30iraeThcst abcomoTHO. Ha mpakTuii 11e 03Havae, 1o 301KHICTh T00yTKY MOKHA OOTPYHTYBaTH

301KHICTIO PsITy, YTBOPEHOTO 3 MOAYJIIB YJICHIB Uy,.

Kidolgozott mintapéldak / Po3s’sizani 3pazku
1. mintapélda / 3pasox 1
Vizsgaljuk meg a kovetkezd végtelen szorzatot: / Jlocmianti HECKiIHUEHHUH JOOYTOK:
= 1
[ [(+3)
n
n=1
Megoldas / Po3é’sazanna. Tekintsiik az els6 N tényez6 szorzatat. Mivel

Posrasinemo no0yTok nepmux N MHOXKHUKIB. OCKUTBKH

1 n+1
1+—= ,
n n

ezért / To

, _ﬁn—i—l_Z 34 N+1
v n 123 N

n=1
Ebben a szorzatban minden kozbiilsd tényez6 kiesik: a szamlaloban allo 2 egyszeriisddik a
kovetkezd nevezdben allo 2-vel, a 3 a kovetkezd nevezdvel, €s igy tovabb. Ezért

Y upomy A00yTKy BCi MPOMI)KHI MHOXKHUKHU CKOpPOUYIOTBCS: YUCIO 2 Y YHCEJIbHUKY
CKOpPOYYETHCS 3 HACTYITHUM 3HAMEHHUKOM 2, YHCIO 3 — 3 HACTYIHHM 3HAMEHHHKOM 1 TaK
namni. Tomy

Py =N+ 1.
Ha N — oo, akkor Py — oo. A végtelen szorzatnak tehat nincs véges, nem nulla hatarértéke,

ezért divergens.
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Komu N — oo, To Py — 00. OTKe, HECKIHUEHHHH HOOYTOK HE Ma€ CKIHUEHHOI HEHYJbOBOI
IpaHuLll 1 € po301)KHUM.
A szorzat divergens, mert Py = N + 1 — 0./ JloOyTok po3biraetses, 60 Py = N + 1 — oo,
2. mintapélda / 3pazox 2
Szamitsuk ki a kovetkezd végtelen szorzatot: / OGuncaUTH HECKIHUCHHUHN 100yTOK:
oo
[1(:-3)
n2)’

n=2
Megoldas / Po3é’azanna. E16sz0r alakitsuk at az altalanos tényez6t: / CriouaTky nepeTBopuMo
3arajlbHUM MHOKHUK:

1 -1 (n-Dn+1) n-1n+1

n2 n2 n2 n n

Ezért az n = 2-t6l n = N-ig vett részletszorzat igy irhato: / Toni yacTuHHMIA 100YTOK Big n =

2 o n = N MO>)KHa 3al1caTH TakK:

N

N N

P = 1 1)_ n—1 n+1

N_II< nz_lln IIn
n=2 n=2

n=2

Az elso szorzat teleszkopikus: / Ilepmuii JOOYTOK € TEIECKOMIYHUM:

N

1—[11—1_1 2 3 N—1_1
n 23 4 N N

n=2

A masodik szorzatban is egyszertisodnek a kozbiilsé tényezOk: / Jlpyruit mo0yTOK Takoxk

CKOPOIYETHCA:

fgy / Orxe,

p 1 N+1 N+1
NN 2 T 2N
Hatarértéket véve: / [lepexonumo a0 rpaHmili:

o)

1 , N+1 1
[ [(1-52) = fmpw = pim =5 =5

n=2
sy 1 . . . 1
A szorzat konvergens, értéke > / 1oOyTOK 30ira€ThCsi, HOTO 3HAYEHHS JOPIBHIOE >

3. mintapélda / 3pazox 3

Vizsgaljuk meg a szorzatot: / Jlochigutu 100yTOK:

[o e}

[1(-3)

n=2
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Megoldds / Po3¢’nzanns. rjuk fel az N-edik részletszorzatot: / 3amumremo N-if yacTHHHUIA

0Oy TOK:

N

=[] (0-3) T

Az els6 néhany tényezOt kiirva: / Po3numemo nepiri MHOXKHUKH: / Y i MPOMiKHI MHOKHUKH

CKOPOUYIOTHCS, TOMY

Minden kozbiilsé tényezd egyszeriisodik, ezért / Yci mpomi>kHi MHOKHUKH CKOPOYYIOTBCS,

TOMY

Ha N — oo, akkor / Komu N — oo, MaeMo

lim Py = lim N 0.

N—-oo N—-oo
A részletszorzatok tehat nulldhoz tartanak. Ez a példa azt mutatja, hogy az a,, — 1 feltétel
Oonmagaban nem elég a végtelen szorzat nem nulla konvergencidjahoz.
OTxe, 9acTUHHI JOOYTKH MPSAMYIOTh 10 HyIs. Lleit mpukiman mokasye, 1o yMoBu a,, — 1 camoi

110 co01 HEZIOCTAaTHBO ISl HEHYIHOBO1 301KHOCTI HECKIHYEHHOTO TOOYTKY .

A szorzat nulldhoz tart: Py = % — 0./ JlobyTok npsimye 110 Hynst: Py = % - 0.

Gyakorlofeladatok / TpenyBa/ibHi 3aB1aHHs

Al. frjuk fel a [T, Z—:i szorzat Py részletszorzatat, és vizsgaljuk a konvergenciat. / 3anucatu

v o Nnt2 . . . .
YaCTKOBHUHA ,Z[OGYTOK PN I anl ey 1 J0CIIAUTHU 301KHICTb.

Valasz / Bionogios: Py = (N;rz) — oo; divergens / po30iKHU.

A2. Vizsgéljuk meg a [[;=4 ( 1+ %) szorzatot. / [locmiautu 1o0yToxK [[;-; (1 + %)

Valasz / Bionosiosn.: Konvergens / 301kHu#, mert / OCKITBKH Y, % konvergens / 36iraerbcs.
A3. Teljesiil-e a konvergencia sziikséges feltétele a [[n=; (2 + %) szorzatra? / Yum
BUKOHYEThCS HEOOXiTHAa yMOBa 301KHOCTI It TOOYTKY [ oy (2 + %)‘7

Valasz / Bionogiob: Nem / Hi, mert a tényezOk / ocKinbKy MHOXKHUKA 2 + 1/n — 2 # 1.

A4. Szamitsuk ki a H,’;’zlr(lﬁ;zz) részletszorzatot. / OOYHCTUTH YaCTKOBHHA JOOYTOK

N nn+2)
n=1 (p+1)2°
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N+2

Valasz / Bionogiowb: Py = D

nn+2)
(n+1)2

Valasz / Bionosiovb: P = 1/2.

nn+2)
(n+1)2°

B1. Hatarozzuk meg a [[5-4 szorzat értékét. / 3naliTu 3HaueHHs TOOYTKY [[n-1

B2. Vizsgéljuk meg a [, (1 - %) szorzatot. / locmigutu no0yTox [[;-, (1 — %)

, . . . o . 1 . ,
Valasz / Bionosios: Konvergens / 301xHuMiA, mert / OCKUTBKH Y, — konvergens / 30iraeTncs, és

a tényezok pozitivak / a MHO)KHMKY JTOATHI.

B3. Vizsgaljuk meg a [[;-, (1 + ﬁ) szorzatot. / [locmiautu no6yTtox [[5-, (1 +— )

nlnn

Valasz / Bionosios: Divergens / Po36ikumii; In(1+ u,) ~u,, €¢s / a Zﬁ divergens /

po30iraeTncs.

B4. Vizsgéljuk meg a [[;-, (1 - ﬁ) szorzatot. / [locmiautu 1o0yTtox [[5-, (1 - nlim).
Valasz / Bionogios: A részletszorzatok nulldhoz tartanak / YacTtkoBi 100yTKH NPSAMYIOTH 10
HyJ1s1, mert / ockinbku In(1 — uy,) ~ —u, és/ 1a Yu, divergens / po30iraeThcsi.

Cl. Legyen u, > —1 és u, — 0. Bizonyitsuk be, hogy ha }|u, | konvergens, akkor [(1 + u,)
konvergens. / Hexait u,, > —11iu, — 0. loBectu, 110 3i 301KHOCTI Y, |u,, | BUTUTHBAE 3015KHICTh
(1 + uy).

Valasz / Bionogiow: Kis |u| esetén / JIna manux |u| maemo [In(1 + u)| < Clul; ezért / Tomy

Y|In(1 + u,)| konvergens / 30iraethcsi, majd logaritmalassal kovetkezik a szorzat

konvergencidja / a micns torapuMyBaHHS BUIUIUBAE 301KHICTD JOOYTKY.

C2. Legyen ¢ > 0. Vizsgaljuk meg a [[5-; (1 +§) szorzatot. / Hexait ¢ > 0. locniautu

n00yTOK [[5=1 (1 + %)
Valasz / Bionosios: Divergens, €s a részletszorzatok végtelenhez tartanak / Po30ikuui,

X . . . c c
Y4aCTKOBI 10OYTKH MPSIMYIOTh 10 HECKIHUEHHOCT], mert / OCKUTbKH In (1 + Z) ~

Ellen6rzé kérdések / IlepeBipTre nuTaHHs
1. Hogyan definialjuk egy végtelen szorzat részletszorzatat? / Sk BuU3Ha4ar0Th YaCTKOBUI
N00yTOK HECKIHUEHHOTO TOOYTKY?
2. Mit jelent a végtelen szorzat konvergencidja? / LLllo o3Ha4yae 301HICTh HECKIHUEHHOTO
NO0yTKY?
3. Mia[](1 + u,) szorzat konvergenciajanak sziikséges feltétele? / SIka HeoOXxiqHa ymoBa

30ikHOCTI 100YTKY [J(1 + uy)?
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Hogyan kapcsolddik a [[p,, szorzat a Y Inp,, sorhoz? / SIx noB’s3anuii oOyToK [[p, 3
psaom Ylnp,,?

Miért hasznos a In(1 + u,) ~ u, ekvivalencia? / Yomy KOpHCHa €KBiBaJCHTHICThH
In(1+ u,) ~u,?

Milyen 1épésekbdl all egy teleszkopikus végtelen szorzat kiszamitasa? / 3 akux KpokiB

CKJIAJIA€ETHCSI OOUMCIICHHS TEIECKOMIYHOTO HECKIHUEHHOTO JOOYTKY?
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3.FUGGVENY- ES HATVANYSOROK /®YHKIIIOHAJIBHI TA CTEIIEHEBI PSIIHN
A fejezet a fliggvénysorozatok, fliggvénysorok, hatvanysorok, valamint Taylor- és Maclaurin-
sorok gyakorlati alkalmazasahoz sziikséges alapfogalmakat és modszereket foglalja 6ssze. Az
elméleti rész csak azokat a definicidkat, tételeket és képleteket tartalmazza, amelyek a
gyakorlati feladatok megoldasahoz sziikségesek.

Po3nin y3araiabpHIOE OCHOBHI MOHATTS Ta METOJH, HEOOXIAHI JUIS MPAKTUYHOTO 3aCTOCYBAaHHS
(GYHKIIOHATIBHUX MOCIIOBHOCTEH, (PYHKIIIOHANBHUX PSI/IiB, CTETIEHEBUX PAIIB, a TAKOXK PAIIB
Teitmopa i Makiopena. TeopeTuHa YacTMHA MICTUTH JIMIIE Ti O3HAYCHHS, TCOPEMH Ta

dbopMyiu, siKi TOTPIOHI JIJ1s1 pO3B’I3yBaHHS MIPAKTUYHUX 3aBIaHb.

3.1. Fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok / ®yHkuioHaJbHi NOCIiI0BHOCTI Ta
(pyHkuioHaabHI psau
Rovid elméleti 6sszefoglalé / Koporkuii TeopeTHYHMIH OTJIsA/
Fiiggvénysorozat / @®ynkunionanbHa nocjaigoBHicTh. Fliggvénysorozatnak nevezziik az olyan
sorozatot, amelynek tagjai fliggvények: / DyHKIIOHAIEHOIO IOCIIJOBHICTIO HA3UBAIOThH
MTOCJTIIOBHICTb, YIECHAMU K01 € (DYHKIIIT:
1), f2(5), oo, frn(X), ...
A fliggvénysorozat pontonként konvergal az f(x) fliggvényhez az A halmazon, ha minden x €
A esetén teljesiil, hogy / @yHKIIOHaTBHA MOCTIAOBHICTH 301Ta€ThCsl MOTOYKOBO 10 (PYHKITT
f(x) na MHOXWMHI A, AKIIO U KOKHOTO X € A BUKOHYETHCS
lim £,(x) = £ (2).
Ilyenkor minden rogzitett x értéknél szdmsorozatot vizsgalunk. A konvergencia lehetdsége és
a hatarfliggvény alakja fiigghet attol, hogy az x milyen értéket vesz fel.
Y mpoMy BUNAQAKY /IS KOXHOTO (DiKCOBAHOTO 3HAYCHHS X JOCTIKYIOTH YHCIOBY
MOCJTIIOBHICTh. MOXKIIMBICTh 301)KHOCTI Ta BUTJIS TPAHUYHOI (QYHKIIIT MOXKYTh 3ajekKaTH BiJl
3HAYCHHS X.
Fiiggvénysor / ®dyukuionaasunii psaa. Figgvénysornak nevezziik az / ®@yHKUIOHAIBHUM

PAIOM HA3UBAIOTh PSi BUTTISALY

oo

D U () = () + () + -+ () -+

n=1
alaku sort. A részletdsszeg-fliggvény / @yHKIIIS YACTUHHOT CYMH Ma€ BUTJIST

N

Su ) = )y (@),

n=1
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A sor pontonként konvergens az A halmazon, ha minden x € A esetén konvergens a hozza
tartoz6 szamsor. A konvergenciahalmaz azoknak az x értékeknek a halmaza, amelyeknél a
fliggvénysor konvergens. A sor 0sszege ezen a halmazon az /

Psan 30iraerncs MOTOYKOBO HAa MHOKHMHI A, SIKIIO TSI KOXKHOTO X € A 30ira€tbCs BiAMIOBIIHUN
yucioBuil psg. OOmactio 301KHOCTI HA3WBAIOTh MHOXKHMHY BCIX 3HAY€Hb X, I SIKUX

dyHKIioHaTBHUH psf 30iraeThes. CyMOro psily Ha L1 MHOKHUHI € QYHKITIS

o

S =)y (@)

n=1
figgvény.
Egyenletes konvergencia és Weierstrass-kritérium / PiBHomipHa 30i:kHicTh Ta 03HaKa
BeiiepmiTpacca. A fiiggvénysor egyenletes konvergencidja erdsebb tulajdonsag, mint a
pontonkénti konvergencia. Gyakorlati feladatokban gyakran a Weierstrass-kritériumot
hasznaljuk. Ha az A halmazon /
PiBHOMipHa 301KHICTh (DYHKI[IOHAIBHOTO PSITy € CHJIBHIIIOI BJIACTUBICTIO, HIK IMTOTOYKOBA
30DKHICTh. Y MPAaKTUYHHUX 3aBJaHHIX YacTO 3aCTOCOBYIOTh O3HaKy Belepmrpacca. Skmio Ha
MHO>KUH1 A

lun ()] < My

minden x € A és minden n esetén, tovabba a pozitiv tagl szamsor / 17st BCix x € A 1 Bcix n, a

DM

n=1

JIOAATHUN YUCTIOBUM PAJT

konvergens, akkor a / 36iraerscs, T0 GyHKIIIOHATLHUHN P

[oe)

D@

n=1
fliggvénysor abszolut és egyenletesen konvergens az A halmazon. / 36iraeTbcst aOCOMIOTHO 1
PIBHOMIPHO Ha MHOXHHI A.

(Lektsiya-1 05 2020.pdf, ,, @ynkmionansHi psaan’’; Tpycesuy, Tarmiit, Pagu.pdf, 2.1. fejezet /
po3min 2.1.)

Kidolgozott mintapéldak / Po3s’sizani 3pazku

1. mintapélda / 3paszox 1
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Hatarozzuk meg az f,(x) = x™ fliggvénysorozat pontonkénti hatarfiiggvényét a [0,1]
intervallumon. / 3HalTH MOTOYKOBY TrpaHWYHY (YHKIIO MOCTigoBHOCTI f,(x) = x™ Ha
Biapisky [0,1].

Megoldds / Poze¢’azanna. Rogzitsink egy x € [0,1] értéket. Ha 0 < x < 1, akkor az x™
hatvanysorozat nulldhoz tart, mert egy egynél kisebb nemnegativ szam egyre magasabb
hatvanyait vessziik. Ezért

limx™ =0 0<x<1.

n—oo

Ha viszont x = 1, akkor minden n esetén x™ = 1™ = 1, tehat

lim1™ = 1.

n—-oo

A hatarfiiggvény tehat nem egyetlen képlettel, hanem két esetben adhaté meg:

0, 0<x<1,
f(x)={1 x = 1.

Badikcyemo 3uauenns x € [0,1]. Sxmo 0 < x < 1, To MOCIAOBHICTH CTEMEHIB X™ TPsIMYE 10
HyJ151, 00 TIHOCUMO 0 Jie/1ali BUILIOTO CTETICHs HeBi/I' €MHE YUCIIO0, MEHIIIE 32 OTUHHII0. Tomy

limx™ =0 0<x<1.

n—->oo

Sxkmo x = 1, To i KoxHOro n Maemo x™ = 1" = 1, omxke

lim1" = 1.

n—->0oo
ToMy rpanuuHy QyHKIIIO 3aIIUCY€EMO 32 BUIIAIKaAMHU:

0, 0<x<1,
f(")={1 x =1,

A hatarfiiggvény f(x) =0ha0<x <1, ¢és f(1) = 1./ I'pannuna ¢pyskuis: f(x) = 0 npu
0<x<1,if(1)=1.
2. mintapélda / 3pazox 2
Hatdrozzuk meg a
oo

2"

n=0
figgvénysor konvergenciahalmazat és Osszegét. / 3HaliTu 00nacTh 301KHOCTI Ta Cymy
(YHKIIOHATIBHOTO PATY.
Megoldas / Pozeé’azannsn. Rogzitett x mellett a sor geometriai sor, amelynek elsé tagja 1,
hanyadosa pedig x. A geometriai sor pontosan akkor konvergens, ha a hanyados abszolut értéke
kisebb egynél:
Jliist hiKCOBAHOTO X 3aJIaHUH PsJ] € TCOMETPUIHHUM PSIJIOM 3 MIEPIIAM WICHOM 1 1 3HAMEHHUKOM
x. 'eomerpuunuii psaa 30ira€TbCst TOA1 M TIJIBKHA TOJ1, KOJIM MOJYJIb 3HAMCHHUKA MEHIITUH 3a

OIMHULIIO:

51



|x| < 1.
Ez azt jelenti, hogy a konvergenciahalmaz (—1,1). Ezen az intervallumon a geometriai sor
0sszege
Otxe, obnactpb 301kHOCTI HopiBHIOE (—1,1). Ha npoMy iHTepBalli CyMa reOMETPHYHOTO PSIy

Ma€ BUTIIA

o
4~ 1—x
A végpontokat kiilon ellendrizziik. Ha x = 1, akkor }'1 adodik, amely divergens. Ha x = —1,
akkor ' (—1)™ adodik, amelynek részletosszegei nem tartanak hatarértékhez. Ezért a végpontok
nem tartoznak a konvergenciahalmazhoz.

Kinui inTepBany nepeipsemo okpemo. Ilpu x = 1 oxepxxyemo psix ).1, skuif po30iraerscs.

IIpu x = —1 onepxyemo psan Y (—1)™, yacTUHHI CyMH SIKOrO HE MaroTh rpanumi. Tomy KiHIi
p Py p y p y

HE HAJIEXKAaTh 10 00J1acTi 301KHOCTI.

1
1-x)

A konvergenciahalmaz (—1,1), az 6sszeg S(x) = / Obnacts 36ixkHOCTI (—1,1), cyma

1
1-x)

S(x) =

3. mintapélda / 3pazok 3
Igazoljuk, hogy a

0 .
Z sinnx
n2
n=1
fliggvénysor egyenletesen konvergens a valdos szamok halmazan. / JloBectu, 110
(GYHKLIOHATBHUM PsIT PIBHOMIPHO 301raeThCsl HA MHOXKHMHI AIMCHUX YHCEN.

Megoldds / Po3e’azanns. Minden valds x és minden n esetén teljesiil, hogy |sinnx| < 1. Ezért

/ J1nist BCix AiHCHUX X 1 BCiX n BUKOHyeThes |sinnx| < 1. Tomy

1
_F'

sinnx

n2
A jobb oldalon 4116 majoral6 szamsor / MaxxopaHTHHI YUCIIOBUH PsIT

[o e}

1
n2
n=1
konvergens, mert p-sor p =2 kitevOvel. A Weierstrass-kritérium alapjan az eredeti
fliggvénysor abszolut és egyenletesen konvergens minden valos x esetén. /
30iraeThcs, 00 1€ p-psii 3 TOKAa3HUKOM p = 2. 3a o3Hakow BeiepmTpacca moyaTKOBHIA

dbyHKIIIOHATBHUH psif 30iraeThcst abCOMIOTHO 1 pIBHOMIPHO IS BCIX AIMCHUX X.

A sor egyenletesen konvergens R-en. / Psig piBHOMIpHO 30iraethes Ha R.
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Gyakorlofeladatok / TpenyBasibHi 3aB1anHs1

Al. Hatarozzuk meg az f,(x) =$ fliggvénysorozat pontonkénti hatarfiiggvényét a R

o . . . x .
halmazon. / 3HaliTi TOTOYKOBY 'paHUYHY (PYHKIIIO MOCTIAOBHOCTI fp, (x) = — Ha MHOXHHI R.

Vilasz / Bionogiow: f(x) = 0 minden x € R esetén. / f(x) = 0 anst Bcix x € R.

A2. Hatarozzuk meg az f,(x) = x™ fliggvénysorozat pontonkénti hatarfiiggvényét a (—1,1)
intervallumon. / 3HalTH MOTOYKOBY TpaHMYHY (QYHKIiO MocaimoBHOCTI f,,(x) = x™ Ha
inrepBani (—1,1).

Vilasz / Bionogiow: f(x) = 0 minden x € (—1,1) esetén. / f(x) = 0 mus Bcix x € (—1,1).
A3. Hatarozzuk meg a Y, x™ fliggvénysor konvergenciahalmazat és Osszegét. / 3uaiiTu

00J1acTh 301KHOCTI Ta CyMy (DYHKIIIOHAIBHOTO PAAY Ypeq X ™.

X

./ OOnactb
(1-x)

Vilasz / Bionosiob: A konvergenciahalmaz (—1,1), az Osszeg S(x) =

36ixuOCTI (—1,1), cyma S(x) = (1:6).

cosnx
n2

A4, Igazoljuk a Weierstrass-kritériummal, hogy Yo egyenletesen konvergens R-en. /

o w© cosnx . . .
JloBectu 3a o3Hakor0 Beliepitpacca, mo psim Yin—q —.z  PIBHOMIDHO 30iraetbcs Ha R.

cosnx 1,

1
< 68 > = konvergens, a sor egyenletesen konvergens. /

Valasz / Bionogiown: Mivel

n2

cosnx

CKUIbKH =2 a psa 2 301Ia€TbCA, pAA P1IBHOMIPHO 301I'a€ThCs.

n2
. x" . . . .
B1. Hatarozzuk meg a Zf=17 fiiggvénysor konvergenciahalmazat. / 3mnaiitu oGmacth
. . . o xm
301KHOCTI (PyHKIIOHATBHOTO PSTY Yip-1q -

Vilasz / Bionogion: [—1,1). A belsé pontokban |x| <1 miatt konvergens; x = 1-nél
harmonikus sor, x = —1-nél valtakoz6 harmonikus sor adodik. / [—1,1). Ycepemuni |x| < 1;

npu X = 1 MaeMO rapMOHIYHHH psl, TpH X = —1 — 3HAKOMOYEPTOBHI TapMOHIYHHH PSI.
. X" L. , . , o
B2. Hatarozzuk meg a Z;?:lﬁ fiiggvénysor konvergenciahalmazat. / 3mnaiitu oGnacth
6i . . o xm"
301KHOCTI (PyHKIIIOHATIBHOTO P Yipet —

Vilasz / Bionosios: [—1,1]. A belsé pontokban abszolut konvergens, a végpontokban Z%,

"
n2

illetve ) adodik, mindkett6 konvergens. / [—1,1]. Ycepeauni psix aGCOOTHO 36iraeThes;

(="

1
n2

. 1 .
y KIHIIIX Ma€EMO ). —Ta > , 00M1Ba psiid 301rar0ThCs.
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B3. Vizsgaljuk meg a Y., fliggvénysor egyenletes konvergenciajat a [0,1]

n2+x2

intervallumon. / JlocmianT piBHOMIpHY 301KHICTD PIIY Yipeq Ha Bigpizky [0,1].

n2+ 2
Valasz / Bionogiow: Egyenletesen konvergens, mert 0 < x < 1 esetén |m Z —
konvergens. / PiBHomipHO 30iraetbcs, 60 mpu 0 < x < 1 maemo |ﬁ a pan Z—

30iraeThCs.

B4. Hatarozzuk meg az f,,(x) = fliggvénysorozat pontonkénti hatarfiiggvényét a [0,1]

14n2x?
nr Ha
1+n2x2

intervallumon. / 3HaiiTH MOTOYKOBY TPaHUYHY (QYHKIIO MOCTIIOBHOCTI f,(Xx) =
Biapisky [0,1].

Valasz / Bionosiob: f(0) =0, és ha 0 < x < 1, akkor f,(x) = 0, tehat f(x) = 0 az egész
[0,1] intervallumon. / f(0) = 0, a sixkmo 0 < x < 1, o f,,(x) — 0, oxe f(x) = 0 Ha BcbOMY
Biapisky [0,1].

C1. Bizonyitsuk be, hogy ha |u,(x)| < M,, minden x € A esetén, és Y. M,, konvergens, akkor
Yu,, (x) minden x € A esetén abszolit konvergens. / JloBectr, mo skiio |u,(x)| < M, mis
BCiX X € A i psin Y. M,, 30iraetscsi, T0 .U, (X) aOCOTIOTHO 30Ira€ThCst sl KOKHOTO X € A.
Vilasz / Bionosiob: Rogzitett x mellett Y |u, (x)| < XM, ezért a kdzvetlen 6sszehasonlitasi
kritérium alapjan Y.|u,, (x)| konvergens. / [lys1 dikcoBaHoro x maemo Y. |u, (x)| < Y M,,, Tomy
3a TPSIMOIO O3HAKOIO TIOPIBHAHHS P Y. |u, (x)| 36iraeTnes.

C2. Adjunk példat olyan fiiggvénysorozatra, amely pontonként konvergens a [0,1]
intervallumon, de nem egyenletesen konvergens. / HaBectu mnpuknaa QyHKIIOHaIbHOT
TOCTiIOBHOCTI, SIKa MOTOYKOBO 36iraethest Ha [0,1], ane He 36iraeThest piBHOMIpHO.

Valasz / Bionogiow: Példaul f, (x) = x™. A hatarfiiggvény 0 ha0 < x < 1,és1hax = 1, ezért
a konvergencia nem egyenletes. / Hanpuknan, f,(x) = x™. I'pannuna ¢yHkiis qopisaioe 0

mpu 0 < x < 111 mpux = 1, ToMy 301KHICTh HE € PIBHOMIPHOIO.

Ellenorzo6 kérdések / IlepeBipTe nutanus
1. Mit neveziink fiiggvénysorozatnak? / Illo Ha3uBarOTh PyHKI[IOHATHLHOIO MOCIIJOBHICTIO?
Mit jelent a pontonkénti konvergencia? / I1lo o3Ha4a€e moToukoBa 301KHICTh?

Mit neveziink fiiggvénysornak? / I1lo Ha3uBarOTh PyHKIIOHATBHUM PAIOM?

D

Mit jelent a fliggvénysor konvergenciahalmaza? / Illo o3nHadae oGiacth 301KHOCTI
(GyHKIIOHATIBHOTO sy ?
5. Mire hasznalhaté a Weierstrass-kritérium? / Jljs d9oro 3acTOCOBYIOTH O3HaKy

Beiiepmrpacca?
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6. Miért nem ugyanaz a pontonkénti és az egyenletes konvergencia? / Yomy nmotoukosa 1

piBHOMipHa 301KHICTh HE € OJITHAKOBUMU?

3.2. Hatvanysorok és konvergenciasugar / Ctenenesi psiau Ta paaiyc 30ixHocTi
Rovid elméleti 6sszefoglalé / Koporkuii TeopeTHUHMI OTJIsA
Hatvanysor / CreneneBuii psia. Hatvanysornak nevezziik az / CteneHeBUM psiIoM Ha3UBaIOTh

(GYHKLIOHATBHUNA P BUTIISLILY

o)

z an (x — x)"

n=0
alaku fliggvénysort. Itt a, a sor egylitthatdja, x, a kozéppont, x pedig a valtoz6. Ha x, = 0,

akkor a sor alakja / Tyt a,, — xoedimieHT psixy, X, — HEHTp pAIy, a X — 3MiHHA. SIKII0 X( =

[ee]
z a, x".
n=0

Konvergenciasugar / Pagiyc 30ixnocti. A hatvanysor konvergencidja a kozéppont koriil

0, TO psAn Mae BUTIISA

alakul ki. Létezik egy R > 0 szam, amelyet konvergenciasugarnak neveziink. Ha |x — x¢| <
R, akkor a hatvanysor abszolut konvergens; ha |x — xy| > R, akkor divergens. A végpontokat,
vagyis az x = xo — R és x = xoq + R pontokat mindig kiilon kell vizsgalni.

301KHICTh CTETIEHEBOTO PsAY PO3IIIAAAI0Th HABKOJIO Horo neHTpa. Icnye ymncino R > 0, sike
Ha3WBaOTh pajiycoM 30DKHOCTI. SKkmo |x —xy| < R, TO cremeHeBU#l psia 30iraeThes
a0COIIIOTHO; SIKIIO |X — Xo| > R, TO po36iraerses. Kinmi iHTepBany, To0TO TOYKH X = Xy — R
1xX = xy + R, 3aB%11 OTPIOHO MEPEBIPATH OKPEMO.

A konvergenciasugar kiszamitasa / O6uucsienns paaiyca 36izknocTi. Ha létezik a kovetkezd
hatarérték, akkor gyakran hasznalhat6 a hdnyadosképlet: / SIkio icHye BianoBigHa IpaHUI,
4acTO 3aCTOCOBYIOTH (POPMYITY Yepe3 BITHOIICHHS KOS(III€HTIB:

an

R = lim

n—-oo

An+1
Masik gyakori alak a gyokképlet: / Inmmii nommpenwuii crocid — ¢opmyna yepe3 KOpiHb:
B 1
"~ lim™® la,|
n—oo
ha a nevezdben allo hatarérték 1étezik. A gyakorlati feladatokban eldszor a belsé intervallumot
hatarozzuk meg, majd kiilon megvizsgaljuk a végpontokat.

SAKIIO T'paHULS B 3HAMCHHUKY iCHy€. Yy MPAKTUYHUX 3aBAaHHAX CIIOYATKy BU3HAYANOTh

BHYTpIIIHIH iHTEpBaJ 301KHOCTI, a IOTIM OKPEMO MEPEBIPAIOTH KiHII.
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Kidolgozott mintapéldak / Po3B’si3aHi 3pa3ku
1. mintapélda / 3pazox 1

Hatéarozzuk meg a hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat. / 3naiitu pamiyc

(o]
S

n=1

Ta 00J1aCTh 301KHOCTI CTETIEHEBOTO PSIIY.

Megoldas / Po3zeé’azanna. Itt a, =n. A hanyadosképletet hasznaljuk: / Tyt a, =n.

3acrocyemo popmymy depe3 BiTHOIICHHS KOe(illi€HTIB:
) n
= lim =1.
n-on+ 1

R = lim

n—-oo

An+1

Ezért a sor biztosan abszolut konvergens, ha |x| < 1, és divergens, ha [x| > 1. A végpontokat
kiilon ellenérizziik. Ha x = 1, akkor / Omke, psn abcomroTHO 30iraerbes mpu x| < 1 i

posbiraerscs mpu |x| > 1. Kinni nepesipsemo okpemo. IIpu x = 1 maemo

o
n
n=1
adodik, amely divergens, mert az 4ltalanos tag nem tart nulldhoz. Ha x = —1, akkor / et psig
po3biraeTscs, 60 3araqpHUN WieH He npsamye 10 Hyns. [Ipu x = —1 maemo
o
Z n(=1"
n=1

adodik, amely szintén divergens, mert az altaldnos tag itt sem tart nulldhoz. igy a
konvergenciahalmaz (—1,1).

LeH psijl TAKOK po30iraeThesi, 00 3aralbHUM 4jieH He psMye 10 HyJs. ToMy 001acTh 301KHOCTI
nopisaroe (—1,1).

R =1, a konvergenciahalmaz (—1,1)./ R = 1, obnacts 36ikn0CTI (—1,1).

2. mintapélda / 3pazox 2

Hatarozzuk meg a hatvanysor konvergenciahalmazat. / 3naiitu o6nacth 301KHOCTI

;(x —nZ)“

Megoldas / Po3eé’azanna. A sor kozéppontja x, =2, az egyiitthaté a, =1/n. A

CTETIEHEBOIO Psy.

hanyadosképlet szerint / Llentp psany x, = 2, xoediuieHT a, = 1/n. 3a dbopmynor yepe3

BIJIHOIIICHHS KOE(IIIEHTIB
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1/n n+1
/ . _q

ST R SRS

n-0 [Ayyq

A bels6 konvergenciafeltétel: / Buytpimss ymoBa 301KHOCTI:
|x — 2] < 1.
Ebbdl 1 < x < 3. A végpontokat kiilon vizsgaljuk. Ha x = 1, akkor x — 2 = —1, tehat/ 3Biacu

1 < x < 3. Kinmi nepeBipsieMo okpemo. Skmo x = 1, To x — 2 = —1, ToMmy MaemMo

[oe)

Z (—i)”

n=1

adodik, amely a Leibniz-kritérium alapjan konvergens. Ha x = 3, akkor x — 2 = 1, tehat / neit

psin 36iraeThes 3a o3Hakoro Jleionima. SAxmo x = 3, To x — 2 = 1, Tomy Maemo

adodik, amely divergens. Ezért a konvergenciahalmaz [1,3).

e psin po3oiraerbes. Oke, 001acTh 301kHOCTI opiBHIOE [1,3).

A konvergenciahalmaz [1,3). / O6macts 30ixkHOCTI [1,3).

3. mintapélda / 3pazok 3

Hatarozzuk meg a hatvanysor konvergenciasugarat. / 3HaiiTu paziyc 301KHOCTI CTETIEHEBOTO

pany.
[ee] xn
2
n=0

Megoldas / Po3eé’azanna. Itt a, = % A hanyadosképletet alkalmazzuk: / Tyt a, = %

3actocyemo GopMyIty depe3 BiTHOIICHHS KOS(IIi€HTIB:

1
R = lim = lim —2— = lim(n + 1) = co.
n—oo an+1 n—oo 1 n—-oo
(n+1)!

Ez azt jelenti, hogy a hatvanysor minden valds x esetén konvergens. / lle o3nauae, mo
CTETNIEHEBU PsiJl 30ITA€THCS TSI BCIX MIHCHUX X.

R = oo, a konvergenciahalmaz R. / R = oo, o6mnacte 301%HOCTI R.

Gyakorlofeladatok / TpenyBanbHi 3aB1anHsI

n
Al. Hatarozzuk meg a Z,‘;"zlz—z hatvanysor konvergenciasugarat. / 3HaiiTu pazaiyc 301KHOCTI

o X"
CTETNICHEBOTO PAIY Ype1q —

Valasz / Bionogios: R = 1.
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A2. Hatarozzuk meg a Y.n—, 3™ x™ hatvanysor konvergenciasugarat. / 3uaiitu pajiyc 361’KHOCTI

CTEIECHEBOTO PAAY Yo 37+ X"

Valasz / Bionogiob: R = 1.

nr
A3. Hatarozzuk meg a Y,—; J; hatvanysor konvergenciahalmazat. / 3naiitu oGnacth

(x+1)™

301KHOCTI CTETIEHEBOTO PSIY Y1 ~

Valasz / Bionogios: [—2,0).

n
A4. Hatarozzuk meg a Z,‘fzofl—' hatvanysor konvergenciasugarat. / 3naiiTu paaiyc 301KHOCTI

o X"
CTENEHEBOTO PAIY Y yeo —

Valasz / Bionogiob: R = oo.

B1. Hatarozzuk meg a Yn—; n (x — 1)™ hatvanysor konvergenciahalmazat. / 3uaiiTu o6nacts
301KHOCTI CTETIEHEBOTO Py Yogeq 1 (X — 1)™.

Vilasz / Bionogiow: (0,2). A végpontokban az altalanos tag nem tart nullahoz. / (0,2). V xiHIsx

3araJbHUN WICH HE NPSIMY€E 10 HYJIS.

—_2\n
B2. Hatarozzuk meg a Z;’f;l(x 2)

— hatvanysor konvergenciahalmazat. / 3naiitu ob6nacTth

(x=2)"
nz

301KHOCTI CTETICHEBOTO PSIY Ype1

Valasz / Bionosiow: [1,3]. Mindkét végpontban abszoliit konvergens p-sor adodik. / [1,3]. B

000X KIHIISIX OTPUMY€EMO a0COTIOTHO 301KHUM p-psifl.

, w2 (x+3)" ; . ; .
B3. Hatarozzuk meg a anl% hatvanysor konvergenciahalmazat. / 3naiitn obnactb

2" (x+3)"

301KHOCTI CTETICHEBOTO PSIY Y peq ~

Valasz / Bionogiow: [— P —) A bal végpontban valtakoz6 harmonikus sor, a jobb végpontban

. , q- 7 5 . . . o . o
harmonikus sor adodik. / [— 5 5). VY niBoMy KiHIII Ma€EMO 3HAKOMIOYEPTOBUN TapMOHIYHHUHA
psin, y mpaBoMy — rapMOHquHﬁ psi.

B4. Hatarozzuk meg a Yo—q hatvanysor konvergenciahalmazat. / 3naiitu o0GnacTb

3112
n

X
301KHOCTI CTETIEHEBOTO PSIY Y1 prmes

Vélasz / Bionoeiob: [—3,3]. A végpontokban Z -, illetve Z(_l)n

n2

adodik, mindketto

konvergens. / [—3,3]. ¥V kiHIsIX MaeMo Z — Ta Z 061/1)113a psiIU 36iTar0ThCS.
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C1. Magyarazzuk meg, miért kell a hatvdnysor konvergenciaintervallumanak végpontjait kiilon
megvizsgalni. / [TossicHUTH, YoMy KiHIII 1HTEpBaTy 301KHOCTI CTENEHEBOTO PsAIy IMOTPiOHO
HepeBipsSITH OKPEMO.

Vilasz / Bionosios: A konvergenciasugar csak a |[x — x| < R és |x — x| > R esetekben dont.
A |x — xo| = R végpontokban kiilénb6z6 tipust szamsorok adddhatnak, ezért kiilon vizsgalat
sziikséges. / Paxmiyc 301KHOCTI Ja€ BHCHOBOK Jjmiie it |x — xo| < R i |x — xo| > R. Tlpu

|x — xo| = R MOXyTh BUHMKATH Pi3Hi YKCIIOBI PSAAM, TOMY MOTPiOHA OKpeMa IepeBipKa.

n
C2. Legyen p > 0. Osztalyozzuk a Z?f:lz_p hatvanysor végpontjainak viselkedését. / Hexaii
n
p > 0. Knacu¢ikyBaTu MOBEIiHKY CTEICHEBOTO PIIY Dope1 Z—p y KIHIISX 1HTepBaly 301)KHOCTI.

Valasz / Bionogiob: R = 1. x = 1-nél Znip adodik, amely p > 1 esetén konvergens. x = —1-
nél valtakozo sor adédik, amely minden p > 0 esetén konvergens, és p > 1 esetén abszolut
konvergens. / R = 1. Ilpu x = 1 maemo Znip, 1o 30iraetbest pu p > 1. [Ipu x = —1 maemo

3HAKOTIOUEPTOBUM Psil, IKU 30iraeThes s BCix p > 0 1 aOComoTHO 30iraeThes mpu p > 1.

Ellenorz6 kérdések / IlepeBipTe nutanus

7. Mit neveziink hatvanysornak? / I1lo Ha3uBarOTh cTENEHEBUM PAIOM?

8. Mit jelent a hatvanysor kdzéppontja? / [llo o3Ha4yae meHTp CTENIEHEBOTO PATY?

9. Mit neveziink konvergenciasugarnak? / I1{o Ha3uBarOTh paaiycom 301KHOCTI?

10. Miért kell kiilon vizsgéalni a végpontokat? / YoMy KiHIII iHTEpBaly MOTPIOHO MEPEBIPATH
OKpemMo?

11. Milyen képletekkel szamithaté a konvergenciasugéar? / 3a sskumu dhopmyiaMu MOXKHA
00UYHCIUTH pajiyc 301KHOCTI?

12. Mi a kiilonbség a konvergenciasugar €s a konvergenciahalmaz kozott? / YV womy pizHuLS

MK pajilycoM 301KHOCTI Ta 00J1acTIO 301KHOCTI?

3.3. Taylor- és Maclaurin-sorok / Psaau Teiisopa i Makiiopena

Rovid elméleti 6sszefoglalo / Koporkuii TeopeTu4HuMil Orisia
Taylor-sor / Psin Teiisiopa. Ha az f fiiggvénynek egy x, pont kornyezetében minden rendii
derivaltja 1étezik, akkor a hozza tartozé Taylor-sor alakja / fIkio ¢pyHkuis f mMae moxigHi Bcix

HOPSIZIKIB B OKOJII TOUKH X, TO 1i psin Telimopa Mae BUTIIsg

2, £
O

n=0
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Itt f ™ (x,) az n-edik derivalt értéke az x, pontban. A jeldlés arra figyelmeztet, hogy a Taylor-
sor felirasa 6nmagaban még nem mindig jelenti azt, hogy a sor valoban az f(x) fliggvényhez
konvergal. Gyakorlati feladatokban az ismert elemi fliggvényeknél ezt a feltételt altalaban
hasznalhatjuk.

Tyt f ™ (xy) — 3HAaUeHHS MOXiHOT N-r0 MOPSIKY B TOULI X,. 3aIKC HAraAye, mo GopMaIbHe
noOyyBaHHs psay Teinopa came 1o co0i 111e He 3aBXIU rapaHTye 301KHICTD sty A0 QyHKIT
f(x). V npakTHYHUX 3aBIaHHAX Ul OCHOBHHX €JIeMEHTApHUX (DYHKIIH 1[I0 BIAaCTUBICTH
3a3BM4Yall BUKOPUCTOBYIOTD.

Maclaurin-sor / Psa MaxkJjiopena. A Maclaurin-sor a Taylor-sor specidlis esete, amikor x, =

0: / Pssm MaknopeHa — 11e OKpeMHuii BUITaI0K psany Teinopa, komu xo = 0:

[oe)

Wra
f(x)~zf ( )x”.

n!

n=0
Gyakran hasznalt Maclaurin-sorok / Yacro BukopucroByBaHi psiau MakJjopeHa. A
gyakorlatban a kovetkezd alapsorokat hasznaljuk leggyakrabban: / Ha npaktuii Haifuacriie

BUKOPUCTOBYIOTH TaKi 0a30Bi psiu:

oo

le

eX = —, x € R.
n!
n=0

2n+1

X
. _ _ n
sinx = EO( 1) Znt DI’ x € R.
n=

xn
In(1 + x) = Z(—l)”‘l? 1<x<1.

n=1

Kidolgozott mintapéldak / Po3s’sizani 3pazku
1. mintapélda / 3pazox 1
frjuk fel az f (x) = e* fiiggvény Maclaurin-sorat. / 3armcatu psig Makinopena gyukmii f(x) =
e*.
Megoldas / Po3é’sizannsn. Az e* fliggvény minden derivaltja 6nmaga: ®yukiris e* mae moxiaHi

BCiX MOPSIKIB, 1 KOXKHA TIOX1/{HA TOPIBHIOE caMiil (PyHKII:
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f™(x) = e*.
Ezért az x = 0 helyen minden derivalt értéke / Tomy B Toutii x = 0 Maemo
™) =e%=1.
A Maclaurin-sor képletébe helyettesitve: / [lincraBmsiemo y dopmyny Maknopena:

. _ Zﬂ")(m N
n! n!’
n=0

n=0

Kiirva az elsé néhany tagot: / [lepuri unenu psay:
x? x3
=l+x+or+or+e
2. mintapélda / 3pazox 2
Fejtsilk Maclaurin-sorba a sin(3x) fiiggvényt. / Po3Bunytu B psag MakiopeHa (QyHKIIIO
sin(3x).
Megoldas / Po3é’azanna. Kiindulunk a sinx ismert Maclaurin-sordbdl: / Bukopucraemo

BiJoMHH psia MakiiopeHa A sinx:

2n+1

A sin(3x) fiiggvényhez az x helyére 3x-et irunk. fgy / Ina dynxuii sin(3x) 3amicts x
miacrasisieMo 3x. Tomi

(3x)2n+1

sin(3x) = Z( Dt —— Znt DI

Az elsé néhany tag: / Ilepui wienu psaay:

(Bx)*  (3x)°
3! 51

A sor minden valds x esetén konvergens, mert a szinusz Maclaurin-sora minden valds szdmon

sin(3x) = 3x —

konvergens. / Psn 30iraerbes ans Beix JicHMX x, 00 pan MakiopeHa ¢yHKuii cuHyca
30iraeThCst Ha BCiii MHOKMHI TIHCHHUX YHUCEI.
A keresett sor / Hlykanmii psin:

(3x)2n+1

sm(3x)—Z( T

3. mintapélda / 3pazox 3
frjuk fel az In(1 + x) Maclaurin-sorat, majd adjuk meg az elsé négy nem nulla tagot. /

Banmcaru psiaq Maknopena st In(1 + x) i mogaTu mepiii Y0THPH HEHYIbOBI WICHH.
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Megoldas / Po3é’azannsa. A geometriai sorbol indulunk ki: / Buxonumo 3 reoMeTpuvyHOTrO

pany-

——=1—t+t>—t3+-, lt] < 1.
1+¢

Integréaljuk tagonként 0-t6l x-ig: / Interpyemo nounenso Big 0 1o x:

X 1 X
f —dt=] (1—t+t?>—t3+-) dt.
o 1+t o

A bal oldal In(1+ x). A jobb oldalon tagonként integralva: / JliBa wacTiHa IOpiBHIOE

In(1 + x). V npagiii yacTHHI TICIIS TOYWIEHHOTO IHTETPYBaHHSI MAEMO

x? x3 x*
In(1 =x——+—=———+4 -
n(l+x)=x > + 3 2 +
Altalanos alakban: / Y 3arajJbHOMY BUTJISIL:
(o] xn
ln(1+x)=Z(—1)"‘1—, -1<x<1
n=1 n
A keresett sor elsé tagjai / [lepri uineHu IrykaHoTo psay:
2 X3 x4—
In(1 =x——+—=———++ -
n(l+x)=x > + 3 2 +

(Lektsiya-1 05 2020.pdf alapjan atdolgozva / aganToBaHO 3a MaTepiaioM.)

Gyakorlofeladatok / TpenyBaibHi 3aB1aHHs
Al. Irjuk fel a cosx Maclaurin-soranak elsé négy nem nulla tagjat. / 3anmcaTy neprui 4oTHpH
HEHYJIbOBI WICHHU psAy MakiiopeHa Juis COSX.

x*  x®

Valasz / Bionogios: 1 — x + = —=
21 4 6!

X

A2. Fejtsiik sorba az e ™ fiiggvényt. / Po3BunyTH B psia ¢pyHKuio e .
Vilasz / Bionogiob: e ™ = Y. »_(—=1)" %
A3. Fejtsiik sorba az e*’ fliggvényt. / Po3BUHYTH B psll QYHKITIO e’
, . . —x2 o m
Vilasz / Bionogiob: e ™" = Y2 (—1)" xn—[
A4. Trjuk fel a ﬁ fliggvény Maclaurin-sorat. / 3anucatu psig Makinopena juist GyHKITii ﬁ

Valasz / Bionogiow: :1)( =Y o(=D"x™, x| < 1.

B1. Irjuk fel a sin(2x) Maclaurin-soranak altalanos tagjat. / 3amucaTi 3araibHUil 4IeH psry
Maksopena uist sin(2x).

Valasz / Bionogiow:
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(Zx)2n+1

sin(2x) = Z( Nt —— 2nt DI

B2. rjuk fel az In(1 — x) Maclaurin-sorat. / 3ammucarn psix Maknopena s In(1 — x).

Valasz / Bionogiow:
[ee] xn
| —x)=— — .
n(1—x) E et x| <1
n=1

B3. Fejtsiik sorba a cos(x?) fiiggvényt. / POSBI/IHYTI/I B P QYHKIIIFO cos(xz).
2 n

(2 )| ) - Zn 0( 1) (Zn)'

B4. Fejtsiik sorba az e?* fiiggvényt. / Po3BunyTu B paz dyHkiio e~

Vélasz / Bionosios: e?* = Y o_, % /e =y« (Zx) .

Vélasz / Bionosiow: cos(x?) = Yo o(— 1)”

C1. Az e* Maclaurin-soranak elsé négy tagjaval kozelitsiik e®1 értékét. / 3a nepiumu yotupma
uneHamu psaxy Maknopena 1 e* Habnmxeno oouuciutu e

Valasz / Bionogiown: Az els6 négy taggal / 3a meprmmMu 40THpMa YICHAMH:
2 0 13

0. .

MakopeHa Juist arctanx iHTerpyBaHHIM PsILy JUIs s

Valasz / Bionogiow: A kiindul6 sor / Buxinuuit psn:

1
=1—x2+x4_...
1+ x?
Integralas utan / [Ticnst iHTETpyBaHHS:
x 2n+1
arctanx—x—?+—— Z(— )"

A sor |x| < 1 esetén konvergens, a végpontokban feltételesen. / Psix 30iraetsest ipu x| < 1,y

KIHLISIX YMOBHO.

Ellenorzé kérdések / IlepeBipTe nutanHus
1. Mit neveziink Taylor-sornak? / I1lo nazuBaroTh psiaom Teitnopa?
2. Mit neveziink Maclaurin-sornak? / 1o Ha3zuBaroTh psimom Maknopena?
3.  Miakiilonbség a Taylor- és a Maclaurin-sor kdzo6tt? / Y yoMy pi3HHUIISI MiX pSAOM

Teinopa 1 psnom Makiiopena?
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Melyik alapsorbol vezethet6 le a In(1 + x) sora? / 3 sikoro 6a30BOT0 psiy MOXHA BUBECTH
psn s In(1 + x)?

Miért hasznosak a Taylor- és Maclaurin-sorok kozelitd szdmitasokban? / Homy psam
Te#nopa 1 MakiiopeHa KOpUCHI B HAOIMKEHUX OOUUCIICHHSX ?

Mire kell figyelni, amikor ismert alapsorba x helyére 0Osszetettebb kifejezést
helyettesitiink? / Ha o tpe6a 3Bepratu yBary, KOJau B BiJOMHI 0a30BHH psl 3aMICTh X

MIJICTABIISIOTh CKIQIHIIIAN BUpa3?
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4. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK / ®YHKIIIi BATATbOX 3MIHHUX

A fejezet a tobbvaltozos fiiggvények vizsgalatahoz sziikséges alapfogalmakat ¢s modszereket
foglalja Ossze. A gyakorlati feladatokban a hallgatok hatarértéket, folytonossagot, parcialis
derivaltakat, teljes differencialt, magasabb rendi derivaltakat, Taylor-kozelitést,
sz¢lsdértekeket, implicit derivaltakat, valamint érintdket és normalisokat hataroznak meg.
Po3nin y3arajapHIOE OCHOBHI MOHATTS Ta METOAM, HEOOXIMHI JJIS JOCTIIKEHHS (YHKIIIH
0araThboX 3MIHHUX. Y MPAKTUYHUX 3aBIAAHHIX CTYJCHTH BU3HAYAIOTh TPAHUIIi, HENIEPEPBHICTH,
YaCTUHHI TOXiJIHI, TOBHUU audepeHmian, MOXiAHI BHUIIKUX TOPAIKIB, HAOIMKEHHS 3a

dbopmynoro Teitnopa, eKCTpeMyMH, HESIBHI TTOX1/1HI, a TAKOX JOTUYHI Ta HOpMAJI.

4.1. Tobbvaltozos hatarérték, folytonossag és parcialis derivalt / I'pannus, HenepepBHicTh
i yacTuHHi nmoxiaHi gyHkuiil 6araTb0xX 3MiHHHUX
Rovid elméleti 6sszefoglalé / Koporkuii TeopeTHYHMIH OTJIsA/

Tobbvaltozos fiiggvény / @ynkuisi 6aratbox 3minaux. Kétvaltozos fiiggvénynek nevezziik
az olyan hozzarendelést, amely az (x, y) szamparhoz egy valds szamot rendel:

f:DcR? >R, z = f(x,y).
A fliggvény értelmezési tartomdnya azoknak a pontoknak a halmaza, amelyekre a képlet
értelmezhetd.
DyHKINE ABOX 3MIHHUX HA3WBAIOTh BiIOBIAHICTb, KA KOXKHiM mapi uncen (X, y) CTaBUTh y
BIJIMOBIAHICTE OHE MiHiICHE YHCIO:

f:DcR? >R, z = f(x,y).
O6mnacTio BU3HaYeHHS PYHKIIIT € MHO’KHHA THX TOUYOK, Y IKUX (pOpMyJia Ma€ 3MICT.

Hatarérték és folytonossag / I'panuus i HenmepepBHicTh. Azt mondjuk, hogy

fl,y) =1L,

(%, J/)—>(a b)
ha az (x,y) pont az (a, b) ponthoz kozeledve a fliggvényértékek az L szamhoz kozelednek. A
hatarértéknek minden uton ugyanahhoz az értékhez kell tartania. A fiiggvény folytonos az

(a, b) pontban, ha értelmezve van ott, 1étezik a hatarértéke, és

f&x.y) = f(a,b).

(x, y)—>(a b)

KaxyTs, o

fx,y) =1L,

(x, y)—>(a b)
SIKIO TpU HaOmkeHHi Touku (x,y) mo touku (a,b) 3HadeHHs QYHKIII HAOIHKAIOTHCS 10
ymcna L. 'panuiis Mae OyTH OJHAKOBOIO JIJIS BCIX HUIAX1B HaOmkeHHs. DyHKIIIS HEnepepBHa

B Touli (a, b), AKIO BOHA TaM BU3HAYEHA, TPAHHUIII iICHYE 1
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lim f(x,y) = f(a,b).

(x,y)—(a,b)
Parcialis derivaltak / YacTunni moxigni. A parcialis derivalt azt mutatja meg, hogyan valtozik
a fliggvény az egyik valtozo szerint, mikozben a masik valtozot rogzitjiik:
YactrHHA MOX1HA TTOKA3YeE, K 3MIHIOETHCS (YHKIIIS 33 OJTHIEI0 3MIHHOKO, SIKIIO 1HITY 3MiHHY

dikcyemo:

f.(a,b) = }g%f(a + h,b) — f(a, b),

h
,b+h)— ,b
oty = tim L2 })l f(a,b)

A parcidlis derivaltak létezése onmagaban még nem jelenti azt, hogy a fliggvény folytonos vagy
differencidlhatd. Ezért a gyakorlati feladatokban mindig figyelni kell arra, pontosan melyik
tulajdonsagot kell igazolni.

Came iCHyBaHHS YaCTHHHHMX TOXITHUX I€ HE TrapaHTye HemepepBHOCTI  abo
mudepenuiiioBHocT (GyHKii. ToMy B MpakTHUHUX 3aBAaHHAX MOTPIOHO YBa)KHO MEPEBIPATH,

SIKy caMe BJIaCTUBICTH TpeOa J0BECTH.

Kidolgozott mintapéldak / Po3B’si3ani 3pazku
1. mintapélda / 3paszox 1
Hatarozzuk meg az fliggvény értelmezési tartomanyat, €s mondjuk meg, hol folytonos. / 3naiitu
o0nacTh BU3HaUCHHs (PyHKIIT 1 BKa3aTH, 1€ BOHA HENEpEPBHA.

flx,y) =In(4 - x* - y?)
Megoldas / Po3é’sizanns. A logaritmus csak pozitiv argumentum esetén értelmezett, ezért a
zargjelben 4llo kifejezésnek pozitivnak kell lennie:
JlorapudM BU3HAYECHUI JTUIIIE TO/1, KOJIU HOTO apTyMEHT IOAATHHI, TOMY BUpa3 y TyKKax Mae
OyTH TOAATHUM:
4 —x%—y2>0.
Ebbdl / 3Biacu orpumyemo
x2+y?<4

adodik. Ez a sikban a kozéppontl, 2 sugart kor belseje. A logaritmus és a polinomok a sajat
értelmezési tartomanyukon folytonosak, ezért az 9sszetett fliggvény is folytonos minden olyan
pontban, ahol x2 + y? < 4.
Ie BHYTpIIIHICTB KpyTa 3 IIEHTPOM y IIOYaTKy KOOpAMHAT 1 pajaiycoM 2. Jlorapudm i moniHomMu
HeTepepBHi y CBOiX 00JacTsAX BHU3HAYECHHS, TOMY CKJIaZeHa (YHKIisS HelepepBHa B yCiX

TouKax, 1e x2 + y? < 4.
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Az értelmezési tartomany D = {(x,y):x? + y? < 4}, és a fiiggvény ezen a tartoméanyon
folytonos. / O6nacts BuzHauenns D = {(x,y): x? + y? < 4}, i QyHKuis HenepepBHa Ha Wil
o0unacri.

2. mintapélda / 3pazox 2

Szamitsuk ki a kovetkezd hatarértéket: / OOUMCTUTH TPaHUIIIO:
. x’y
lim 1
(x,y)-(0,0) x“ + 7y
Megoldds / Po3é’azanns. A nevezd x? + y?, amely nemnegativ, és a (0,0) pont kivételével
pozitiv. A kifejezést becsléssel vizsgaljuk. Mivel
3uameHHUK x2 + y? HeBin emHuit i fogaTHUI y Beix Toukax, kpim (0,0). Jocmiaumo Bupas 3a

JIOIIOMOr OO OIIHKU. OCKUIBKHU

0< x* <1
_XZ +y2_ 4
ezért / To
2 2
x°y X
7 | = - < .
PR vl 52 S |yl

Ha (x,y) — (0,0), akkor |y| = 0. A rend6relv alapjan az eredeti kifejezés hatarértéke is 0.
Sxmo (x,y) — (0,0), To |y| — 0. 3a TeopeMoro MPO IBOX MiTIMIOHEPIB MOYATKOBA TPAHHIIS
TaKoX J10piBHIOE 0.
A hatarérték 0./ I'panuus nopistroe 0.
3. mintapélda / 3pazok 3
Hatarozzuk meg az fiiggvény parcialis derivaltjait, majd szamitsuk ki azokat az (1,0) pontban.
/ 3HAlTH YaCTUHHI TOXiaHI QYHKIIT a moTiM o04ucuTH iX y Toumi (1,0).
f(x,y) = x*y + sin(xy)
Megoldds / Po3e¢’nzanna. Az x szerinti derivalaskor y-t allandénak tekintjiik. igy / ITpu
nudepeHIlifoBaHHI 32 X 3MIHHY Y BBaKaeMO CTasion. Tomy
fx(x,y) = 2xy + ycos(xy).
Az y szerinti derivalaskor x allando, ezért / Ilpu qudepenIitoBanHi 3a y CTajJo0 € 3MiHHA X,
OTXKe
fy(x,y) = x* + xcos(xy).
Most behelyettesitjiik az (1,0) pontot. Mivel xy = 0, ezért cos(xy) = cos0 = 1. Igy /
[MincraBasiemo Touky (1,0). Ockinbku xy = 0, T0 cos(xy) = cos0 = 1. Maemo
£(1,00=2-1-040-1=0,
f(1,0) =124+1-1=2.
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fr(x,¥) = 2xy + ycos(xy), f,(x,y) = x* + xcos(xy); £,(1,0) = 0, £,,(1,0) = 2.

Gyakorlofeladatok / TpenyBaibHi 3aB1aHHs

Al. Hatarozzuk meg az f(x,y) = /9 — x? — y? fliggvény értelmezési tartomanyat. / 3naiitu

06macts BusHaueHHs QyHkii f(x,y) = /9 —x? — y2.
Vélasz / Bionosiob: x* + y? < 9./x? + y2 <o.
A2. Dontsiik el, 1étezik-e a limy y)-00,0) 5= 2y > hatarérték. / BusHauuty, 4M icHye IpaHHISA

xy
limy )00 2oz

x2+y?’

Valasz / Bionosios: Nem létezik; az y = 0 uton 0, az y = x Uton 1/2 addédik. / He icnye;
B3710BX ¥ = 0 maemo 0, a B310BX Yy = x maemo 1/2.

A3. Hatarozzuk meg az f(x,y) = x3 + y? parcialis derivaltjait. / 3HaiiTu yacTMHHI MOXiHi
dynkuii f(x,y) = x3 + y2.

Vélasz / Bionoeiow: f, = 3x2, fy = Zy.

A4. Hol folytonos az f(x,y) = fliggvény? / Jle nenepepHa ¢yukmis f(x,y) =

1+x2+ 2
x+y
1+x2+4y2°

Vélasz / Bionoeiob: Minden (x,y) € R? pontban, mert a nevezd mindig pozitiv. / ¥V Bcix Toukax
(x,y) € R?, 60 3HAMEHHHK 3aBXKIU JI0JATHHUIA.

Bl. Szamitsuk ki a limgy)(0,0y/X? +y? hatérértéket. / OOumcnuTH TpaHHUITO
lim )00V %% + Y2,

Valasz / Bionogiow. 0.

B2. Hatdrozzuk meg az f(x,y) = In(y — x?) értelmezési tartomanyat. / 3HaiiTu o0GnacTh
Bu3HaueHHs Qpynkuii f(x,y) = In(y — x2).

Vélasz / Bionosiob: y > x2.

B3. Hatarozzuk meg az f (x, y) = e parcialis derivaltjait. / 3naiiTi yacTHHHI MTOXiaHI QyHKIII
fx,y) =e*.
Valasz / Bionosiow: f,, = ye*”, f, = xe™”.
2
B4. Dontsiik el, létezik-e a limgy y)00) 53— s > hatarérték. / Busnauutu, um icHye rpaHuns

x2
limeey)-0,0) 257

Valasz / Bionogios: Nem létezik; az y = 0 uton 1, az x = 0 uton 0 adodik. / He icHye; B3m0oBxk

y = 0 maemo 1, a B3a0B% x = 0 maemo 0.
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C1. Fogalmazzuk meg, hogyan céafolhato egy kétvaltozos hatarérték létezése kiilonboz6 utak
segitségével. / ChopmynmroBaTu, SIK MOKHA CIIPOCTYBAaTH ICHYBaHHS TpaHuUIll (PYHKIIT JBOX
3MIHHHUX 32 JOINOMOTOO0 PI3HUX HUISAXIB.

Valasz / Bionosion: Ha két kiillonbozé uton mas hatarértéket kapunk, akkor a kétvaltozos
hatarérték nem létezik. / SIkmo B37OBX BOX PI3HUX HUISXIB OTPUMYEMO pi3HI IpaHMUIll, TO
rpaHuIs GyHKIII 1BOX 3MIHHUX HE ICHYE.

C2. Adjunk példat olyan fiiggvényre, amelynek az origdban l1éteznek a parcialis derivaltjai, de
nem folytonos ott. / HaBectn mpuxian ¢yHKii, Ska Ma€ YaCTUHHI TOXiIHI B IMOYATKY

KOOpAuHAT, aJI€ HE € HCIICPCPBHOIO TaM.

Vilasz / Bionosiow: Példaul £(0,0) = 0, és ha (x,y) # (0,0), akkor f(x,y) = —2—. Az

x24y2°

origoban a parcialis derivaltak l1éteznek, de az y = x uton a fiiggvény %—hez tart, ezért nem

xy
x2+y2’

folytonos. / Hanpuknan, £(0,0) = 0, a mpu (x,y) # (0,0) legyen f(x,y) = VY moyartky

. e . 1
KOOpAUHAT YaCTHHHI MOX14H1 1ICHYIOTb, aJI€ B3JOBXK Y = X CI)YHKLIIH MpaMye a0 E’ TOMY BOHA HC

€ HETIePEPBHOIO.

Ellenorz6 kérdések / IlepeBipTe nutanus

1.  Mit neveziink kétvaltozos fiiggvénynek? / 1o Ha3uBar0Th QYyHKIII€IO TBOX 3MIHHUX?

2. Mit jelent egy kétvaltozos fiiggvény értelmezési tartomanya? / Illo o3nagae o6macthb
BU3HAYCHHS (YHKIIII TBOX 3MIHHUX?

3. Miért kell tobb Uton is vizsgalni a kétvaltozos hatarértéket? / Uomy rpanumo QyHKii
JIBOX 3MIHHUX TpeOa MepeBipsATH B3A0BXK Pi3HUX HUISAXiB?

4.  Mikor folytonos egy kétvaltozos fliggvény egy pontban? / Konu yHKIist ABOX 3MIHHUX
HeTepepBHa B TOYIII?

5. Mit jelent a parcialis derivalt? / Ilo o3Hauae yacTuHHa noxigHa?

6. Miért nem elég a parcialis derivaltak 1étezése a folytonossag igazoldsdhoz? / Yomy

ICHYBaHHSI YaCTUHHUX TTOX1THUX HE JOCTATHE JJIS TOBEJCHHS HEIIEPEPBHOCTI?

4.2. Teljes differencial, magasabb derivaltak és Taylor-képlet / IloBunii 1udepenuia,
NOXiHi BUIIMX NopsaKiB i popmyaa Teilsiopa

Rovid elméleti 6sszefoglalé / Koporkuii TeopeTHyHMI OTJIsA/
Teljes differencial / [loBunii audepenuian. Ha az f(x,y) fliggvény differencialhato, akkor

kis valtozasok esetén a fliggvény megvaltozasa kozelithetd a teljes differenciallal:

af = fi(x,y) dx +fy(x’y) dy.
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Ez azt jelenti, hogy ha x és y kicsit valtozik, akkor az f értékének valtozasat elsé kozelitésben
a parcialis derivaltak segitségével becstiljiik.
Sko dyskuis f(x,y) nudepeHiiioBHa, TO IPH MAIKUX 3MiHAX 3MIHHUX 3MiHY QYHKIIIT MOXKHA
HAOJIMDKEHO OMKCATH TTOBHUM AUQEPEHITIaIoM:

df = fx(x,y) dx + f,(x,y) dy.
Lle o3Hauae, 1m0 Mpu MaauX 3MIHAX X 1y 3MIHY 3Hau€HHS QYHKUIl B MEepIIOMY HaOIMKEHH]
OINHIOIOTH 32 JIOMTOMOT'OF0 YaCTHHHHX TIOX1THHX.
Magasabb rendii derivaltak / Iloxinni Bumux nmopsiakiB. A masodik parcidlis derivaltak: /
Jlpyri yaCTHHHI MMOX1/IHI MAIOTh BUTIIA;

fxx' fxy' fyx' fYY'
Ha a vegyes masodik derivaltak folytonosak egy pont kornyezetében, akkor / fAxmro 3mimani
HOXI1/IHI IPYTOTr0 MOPSIIKY HETIEPEPBHI B OKOJII TOUKH, TO

fxy = fyx-

Taylor-képlet két valtozo esetén / ®opmyna Teiijopa aiast aBox 3minuHux. Az (a,b) pont
kornyezetében a masodrendii Taylor-kozelités alakja: / YV oxomi Touku (a,b) HaOIMKEHHS
Telnopa npyroro nNopsiaKy Ma€e BUTIISIAL

fla+hb+k)
~ f(a,b) + fi(a,b)h + f,(a,b)k

1
+5 (fex(a, D)h? + 2f,y(a, b)hk + £, (a, b)k?).

Kidolgozott mintapéldak / Po3p’si3ani 3pazku
1. mintapélda / 3paszox 1
Hatarozzuk meg az f(x,y) = x?y + e” fiiggvény teljes differencialjat az (1,0) pontban. /
3uaiiTu nouuit mudepenuian pynxuii f(x,y) = x%y + e¥ y Touni (1,0).
Megoldas / Po3eé’sazanna. Eloszor kiszamitjuk a parcidlis derivaltakat: / Cnouatky
00YHCITI0OEMO YaCTHHHI MOXI1/IHI:
fe(x,y) = 2xy,
f(x,y) =x*+e”.
Az (1,0) pontban / Y toumi (1,0) maemo
f(1,0) =0,
f,(L0)=1+1=2.
A teljes differencial képlete szerint / 3a ¢popmyroro moBHOTO AHpepeHItiaia

df = £,(1,0) dx + £,(1,0) dy = 2 dy.
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df = 2dy az (1,0) pontban. / df = 2 dy y toumi (1,0).
2. mintapélda / 3pazox 2
Hatarozzuk meg az f (x,y) = x2y + y3 fiiggvény masodik parciélis derivaltjait. / 3naiita gpyri
yacTuHHI noxigui Gyukuii f(x,y) = x%y + y3.
Megoldas / Po3é’sazannn. Eloszor az elsd parcidlis derivaltakat szamitjuk ki:/ CnouaTtky
3HANEMO TepIlli YaCTUHHI MOXIiTHi:
fe = 2xy,

fy = x* + 3y2.

Ezutan ezeket ismét derivaljuk. Az f, fiiggvényt x szerint derivalva: / IloTim 3HOBY

mudepenniroeMo i noxinni. Judepenuitroroun f, 3a x, Maemo

frx = 2.

Az f, fliggvényt y szerint derivalva: / ludepenuiroroun f, 3a y, MaeMo
fry = 2x.

Az f, fliggvényt x szerint derivalva: / [ludepenuiroroun f,, 3a x, MacMo
fyx = 2x.

Az f, fiiggvényt y szerint derivalva: / lndepenuiroroun f, 3a y, MaeMo
fyy = 6y

Lathato, hogy fyy = fyx. / baanmo, mo fiy, = fix.

fax = 2Y, fxy = 2%, fyx = 2%, fyy = 6Y.

3. mintapélda / 3pazox 3

frjuk fel az f(x,y) = e**Y fiiggvény masodrendii Taylor-kozelitését a (0,0) pont
kornyezetében. / 3anucaru HabmwKkeHHs Teimopa apyroro mopsaky st ¢yukiii f(x,y) =
e**Y B oxomni Touku (0,0).

Megoldas / Po3é’azanns. A figgvény és minden elsd, illetve méasodik parcidlis derivaltja az
(0,0) pontban 1, mert %% = 1. Ezért / OyHKIIis Ta BCl i1 mepiii i Apyri YacTUHHI MOXiTHI B

touwi (0,0) nopiBuiooTs 1, 60 %1% = 1. Tomy

f(0,0) =1,
£00) =1, £(0,0) =1,
fx(00) =1, f,(00)=1  £,(00)=1.
A masodrendii Taylor-képletbe a =0, b =0, h = x, k =y értékeket helyettesitiink: / Y

dopmyny Teitnopa apyroro nopsiaky miacrasissemo a = 0, b =0, h = x, k = y:
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1
flx,y) =~ 1+x+y+§(x2+2xy+y2).

etV ~ 1+x+y+%(x2+2xy+y2).

Gyakorlofeladatok / TpenyBanbHi 3aB1anHst
Al. Hatirozzuk meg az f(x,y) = x?>+y? teljes differencialjat. / 3uaiiTu nOBHMIA
nudepennian pyukuii f(x,y) = x? + y2.
Valasz / Bionogiow: df = 2x dx + 2y dy.
A2. Hatarozzuk meg az f(x,y) = In(xy) teljes differencialjat. / 3naiiti noBHui qrdepeHmian
dynxuii f(x,y) = In(xy).
Vilasz / Bionosiow: df =~ dx +§ dy, xy > 0.
A3. Hatérozzuk meg az f (x,y) = x2y> masodik parcialis derivaltjait. / 3uaiiTu pyri YacTUHHI
noximui gynkwii f(x,y) = x2y3.
Vélasz / Bionoeiow: fi, = 2y3, foy = 6xy?, fyx = 6xy2, fyy = 6x2y.
A4. Irjuk fel az f(x,y) = \/x_-l-y linearis kozelitését az (1,3) pont kdrnyezetében. / 3amucaru
miHiiHe HaOmmkeHHs Gynkmii f(x,y) = \/m B okoJi Touku (1,3).

Vilasz / Bionosioe: f(1,3) = 2, fr(1,3) = £,(1,3) = 1/4, ezért f(x,y) ~ 2+ (x—1) +

s -3).

B1. Hatarozzuk meg az f(x,y) = xe? teljes differencialjat a (2,0) pontban. / 3HaiiTi MOBHHIA
madepentian gpyuxmii f(x,y) = xe¥ y toumi (2,0).

Valasz / Bionogios: df = dx + 2dy.

B2. Teljes differencial segitségével kozelitsiik az f(x,y) = x2? + y? értékét az (1.02,1.98)
pontban az (1,2) pontbol kiindulva. / 3a gomomororw moBHOro audepeHiiana HabImKEHO
o6uncnuTy 3Hauenss f(x,y) = x% + y? y touni (1.02,1.98), Buxoasuu 3 Touxu (1,2).
Vilasz / Bionosion: f(1,2) =5, df =2-1-0.02+2-2-(—0.02) = —0.04, ezért
£(1.02,1.98) ~ 4.96.

B3. Igazoljuk, hogy az f(x,y) = x?y> + cos(x + y) fiiggvény esetén f,, = f,. / JloBecrn,
mo st yHkuii f(x,y) = x%y> 4 cos(x + y) BUKOHYETECS fyy = fx-

Vélasz / Bionoeion: Mindkét vegyes derivalt 6xy? — cos(x + y). / O6uasi 3Mimani noxiji

NOpiBHIOIOTL 6xY?% — cos(x + V).
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B4. irjuk fel az f(x,y) =In(1+x+y) masodrendii Taylor-kozelitését az origd
kornyezetében. / 3ammcat Habmmkenus Teimopa apyroro mopsaky mis f(x,y) =

In(1 + x + y) B OKOJIi MOYATKy KOOPAMHAT.

Vilasz / Bionogiov: In(1+x+y) = x+y — % (x + y)2.

Ellen6rzo kérdések / IlepeBipre nuTaHHs

1. Mit neveziink teljes differencialnak? / [l{o HazuBaroTh MOBHUM audepeHIriaiom?

2. Hogyan hasznalhato a teljes differencial kdzelitd szamitasban? / Sk moBHuUI qudepeHiian
BHUKOPUCTOBYIOTH Y HAOIMKEHUX OOUYUCITICHHSX?

3. Mitjelentenek a masodik parcidlis derivaltak? / [1]o o3Ha4arOTh qpyri YaCTUHHI MOXiAHI?

4. Milyen feltetel mellett egyezik meg fyy, €s fy,? / 3a gx01 yMOBH 30IratoThCs fyy 1 fyx?

5. Milyen tagokat tartalmaz a kétvaltozés masodrendii Taylor-képlet? / SIxi uneHu MICTHTD
dopmyna Teitnopa Ipyroro nopsaxky Juis ABOX 3MiHHUX?

6. Mire kell figyelni Taylor-kozelités alkalmazasakor? / Ha mjo notpibHo 3Bepratu yBary

TIPH 3aCTOCYBaHHI HaOmKkeHHs Telmopa?

4.3. Szélséértékek, implicit fiiggvények, érinté és normalis / Excrpemymu, HesiBHi
¢yHkuii, 10THYHA | HOPpMAJIb
Rovid elméleti 6sszefoglalé / Koporkuii TeopeTuuHuMii orJisig
Szélséérték / Excrpemym. Ha az f(x, y) differencialhat6 fliggvénynek bels6 pontban lokalis
sz¢lsdértéke van, akkor sziikséges feltétel, hogy
fx(a,b) =0, fy(a,b) = 0.
Az ilyen pontokat kritikus pontoknak nevezziik. A masodik derivaltak alapjan gyakran a Hess-

féle determinanst hasznaljuk:

D = fur(@b)fyy(@b) — (fiy(@b)) .
Ha D > 0 és f,x(a,b) > 0, akkor lokalis minimum van. Ha D > 0 és f,,(a,b) < 0, akkor
lokalis maximum van. Ha D < 0, akkor nyeregpont van. Ha D = 0, a proba nem dont.
Skmo nudepentiiioBHa Gynkiis f(x,y) Mae JIOKaTbHUN SKCTPEMYM y BHYTPIIIHIH TOYII, TO
HEOOXITHOIO YMOBOIO €

fx(a,b) =0, fy(a,b) = 0.

Taki TOUYKH HA3UBAIOTh KPUTHUYHUMH. J{JIs1 MOCIIPKEHHST YaCTO BUKOPHCTOBYIOTh BU3HAUYHUK
I'ecce:

2

D = fix(a, b)fyy(a: b) — (fxy(ar b))
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Skmo D > 01 fi(a, b) > 0, To Maemo nokansHuid MiHiMyM. Skmo D > 01 f,.(a,b) < 0, 10
MaeMo JIOKaIbHUH MakcumyM. Skmo D < 0, To maemo cianoBy Touky. Skmo D = 0, o3Haka
HE J1a€ BIAIOBII.
Implicit fiiggvény / HesiBna ¢pynkuisi. Ha egy gorbét az

F(x,y)=0
egyenlet ad meg, és F,,(a, b) # 0, akkor a gorbe kozelében y kifejezhetd x fiiggvényeként, és

SIKII0 KpHBa 3a/1aHa PiIBHSAHHIM
F(x,y) =0,

i F,(a,b) # 0, To n106nM3y i€l TOYKK Yy MOXKHA PO3IJISAATH K (YHKIIIIO BiJl X, IPUYOMY

Erinté és normilis / loruuna i Hopmaab. Az F(x,y) = 0 szintgdrbe érintdegyenlete az
(a, b) pontban:
F.(a,b)(x —a) + E,(a,b)(y — b) = 0.
A gradiensvektor a gorbe normalisanak iranyat adja. A z = f(x,y) feliilet érintésikja az
(a, b, f(a, b)) pontban:
z = f(a,b) + fy(a,b)(x — a) + f,,(a, b)(y — D).
A feliilet normalvektora vélaszthato igy:
i = (~fe(a,b), ~f(a,b),1).
Jotuuna no minii piBas F(x,y) = 0y touui (a, b) mae piBHSAHHS
F.(a,b)(x —a) + E,(a,b)(y — b) = 0.
BexTop rpanienta 3ajae HampsM HOpMalli 10 KpuBoi. JIOTWYHA MIIOIIKMHA 10 TOBEPXHI Z =
f(x,y) y Touri (a, b, f(a, b)) Mae€ BULIISL
z = f(a,b) + f(a,b)(x — a) + f,,(a,b)(y — D).
HopmanbHuit BeKTOp 10 MOBEPXHI MOXKHA BUOpATH TaK:

i = (—fx(a,b),—f,(a b),1).

Kidolgozott mintapéldak / Po3p’si3ani 3pazku
1. mintapélda / 3paszox 1
Hatarozzuk meg az fiiggvény lokalis szélséértékét. / 3naiitu nokanpHuil ekcrpeMym QyHKIT

flx,y) =x%+y2%—2x+4y.
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Megoldas / Po3zeé’azanns. ElOszor kiszamitjuk az elsd parcidlis derivaltakat: / Crmouarky
3HAIeMO TepI YaCTUHHI MOX1IHi:
fr =2x—2,
fy =2y +4.
A kritikus pont feltétele f, = 0 és f;, = 0. Innen /Y kputnaniii Touni f,, = 01 f;, = 0. 3Bigcu
2x—2=0=>x=1,
2y+4=0=>y=-2.
A masodik derivaltak: / JIpyri moximHi:
fix =2,  fiy=2,  fiy =0.
Ezért / Tomy
D=2-2—-02=4>0,
€s frx = 2 > 0, tehat lokdlis minimum van. A minimumérték: / a f,, = 2 > 0, omke MaeMo
JOKAIIbHUN MiHIMYM. 3HaUEHHS MIHIMYMY:
f(1,-2)=1+4—-2—8=—5.
A fuggvénynek lokalis minimuma van az (1,—2) pontban, értéke —5. / ®yHkuis mae
JOKanbHUI MiHIMYyM y Toutti (1, —2), fioro 3HaueHHs —5.
2. mintapélda / 3pazox 2
Az x? + y? = 25 kordn hatarozzuk meg az implicit derivaltat, majd szamitsuk ki az érint6
meredekségét a (3,4) pontban. / Jlis kona x2 + y? = 25 3HaiiTu HeABHY NOXiIHY i 00YUCIUTH
KyTOBHIA Koe(illieHT ToTH4HOI B Toulli (3,4).
Megoldis / Posze’azanns. Irjuk a gorbét F(x,y) = x? +y? — 25 =0 alakba. Ekkor /
3anumemo kpuBy y Buraazi F(x,y) = x? + y? — 25 = 0. Toxi
E, = 2x,
E, =2y.

Az implicit derivalas képlete szerint 3a GpopmyIi0r0 HEIBHOTO TU(EPEHIIIFOBaHHS

A (3,4) pontban / Y Toumi (3,4) Mmaemo

34) =~
y ) - 4

y' = —x/y, az érinté meredeksége a (3,4) pontban —3/4./y' = —x/y, KyroBuii Koe}pimieHT
notuuHoi B Touti (3,4) mopiButoe —3/4.

3. mintapélda / 3pazok 3
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frjuk fel a z = x? + y? feliilet érintésikjat és egy normalisanak iranyvektorat az (1,2,5)
pontban. / 3anmcaTd TOTHYHY IUIONIMHY JO TOBEpXHI z = x% + y? i HanpsMHHMII BEKTOp
HopmaJi B toutti (1,2,5).
Megoldds / Po3é’azannsa. A felilletet z = f(x, y) alakban adjuk meg, ahol / IToBepxHI0 mogano
y Burisini z = f(x,y), ne
flo,y) =x*+y2
A parcialis derivaltak: / YacTuHHI TOXiaHi:
fr = 2x,
fy = 2y.
Az (1,2) pontban / VY Toumi (1,2) maemo
f:(1,2) =2,
f,(1,2) = 4.
Az érintdsik képlete: / Dopmyna TOTUYHOT MIIOUIHHU:
z=f(12)+ (12D -1+ 1,2 - 2).
Mivel f(1,2) = 5, ezért / Ockinbku f(1,2) = 5, T0
z=54+2(x—-1)+ 4@y —2).
A normalis iranyvektora valaszthat6 igy: / HanpsiMHMiA BEeKTOp HOpMaJli MOYKHA BUOpaTH TaK:
n=(-2-41).
Az érintésik z = 5+ 2(x — 1) + 4(y — 2), egy normalis iranyvektora (—2, —4,1). / Jlornuna

mwiomuHa z = 5 + 2(x — 1) + 4(y — 2), HanpssMuuii Bektop Hopmaii (—2, —4,1).

Gyakorléfeladatok / TpenyBaJibHi 3aB1aHHsA
Al. Keressiik meg az f(x,y) = x? + y? fliggvény kritikus pontjat és tipusat. / 3uaiitu
KPMTHYHY TOUKY i THII ekcTpeMyMy Qynkmii f(x,y) = x? + y2.
Valasz / Bionosiow. Kritikus pont (0,0), lokalis minimum. / Kputuuna touka (0,0), 10KaapHuM
MIHIMYM.
A2. Osztalyozzuk az f (x,y) = x? — y? fiiggvény (0,0) pontjat. / Knacudikysatu Touxy (0,0)
s gynxuii f(x,y) = x? — y2.
Valasz / Bionogios: Nyeregpont, mert D < 0./ CigyoBa Touka, 60 D < 0.
A3. Hatarozzuk meg az implicit derivaltat az xy + y? = 3 egyenletbdl. / 3HaiiTu HesBHY

TOXiiHy 3 piBHAHHA Xy + Y2 = 3.

y
x+2y’

Vilasz / Bionogion.: y' = —
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A4, Irjuk fel az x? + y? = 1 kor érint6jét az (1,0) pontban. / 3anucati 10THYHY 10 Koja X2 +
y? =1y touui (1,0).

Valasz / Bionogiov: x = 1.

B1. Keressiik meg és osztalyozzuk az f(x,y) = x? + xy + y? fiiggvény kritikus pontjat. /
3HaiiTH ¥ K1acu(ikyBaTu KpuTHdHy Touky Qynkuii f(x,y) = x? + xy + y2.

Vilasz / Bionosios: Kritikus pont (0,0), lokalis minimum; D =3 >0, f,, =2>0. /
Kputnuna touka (0,0), nokanbuuii minimym; D = 3 > 0, f,, = 2 > 0.

B2. Hatarozzuk meg az f(x,y) = x? + y? + 2x — 4y + 1 fliggvény lokalis széls6értékét. /
3HaliTn NoKanbHuii exctpemyM QyHkuii f(x,y) = x% + y2 + 2x — 4y + 1.

Valasz / Bionogiow: Lokalis minimum az (—1,2) pontban, értéke —4. / JlokanabpHuUii MiHIMYM y
tourti (—1,2), 3HaueHHs —4.

B3. frjuk fel a z = xy feliilet érintdsikjat az (1,2,2) pontban. / 3amucati A0THYHY TUIOLIHHY 10
noBepxHi z = xy y touni (1,2,2).

Vilasz / Bionogiov: z = 2+ 2(x — 1) + (y — 2).

B4. Adjunk meg egy normalis iranyvektort a z = x2 + y? feliilethez az (1,1,2) pontban. /
[MoaaTy HAIPAMHHMI BEKTOP HOpMaJIi 10 MoBepxHi z = x% + y? y touni (1,1,2).

Valasz / Bionogiov: 1 = (—2,—2,1).

C1. Magyarazzuk meg, mit jelent, ha a Hess-féle determinans D = 0. / [Tosicautu, 1o o3Havae
BUIAJI0K, Koy Bu3HauHuK ['ecce D = 0.

Valasz / Bionosiob: A masodik derivaltak probaja ilyenkor nem dont; kiilon vizsgalat
sziikséges. / O3HaKa 3a IpyruMu TOX1THUMHU HE JIa€ BIATOBIAL; MOTPIOHE OKpEME TOCITIIKSHHS.
C2. Miért meréleges a gradiensvektor az F(x,y) = 0 szintgbrbe érintdjére? / Homy BeKkTOp
rpajieHTa MeprieHIuKyISIPHINA 10 JOTHYHOI JiHiT piBHs F (x,y) = 0?

Valasz / Bionogiob: A gorbe mentén F allando, ezért az érintdirdny szerinti derivalt nulla. Ez
azt jelenti, hogy a gradiens skalaris szorzata az érint6 irdnyvektoraval nulla, tehat merdlegesek.
/ Y31moBx KpuBOi1 QYyHKIlA F € CTajor0, TOMY MOXiJHA B HAMPsAMI JOTHYHOI JOPIBHIOE HYJIIO.
Le o3navae, mo CKalsApHUNA JOOYTOK Ipaji€eHTa i HANPSMHOTO BEKTOpa JTOTUYHOI JOPIBHIOE

HYJIIO, OT?K€ BOHU HCpHCHI{I/IKyJ'IﬂpHi.

Ellenorzé6 kérdések / IlepeBipTe nutanus

7. Mi a lokalis szélséérték sziikséges feltétele differencialhatd fiiggvény esetén? / Ska
HEOoOXiJJHa yMOBA JIOKAJILHOTO EKCTpeMyMYy JUIs JudepeHniioBHOT GyHKIIi?

8. Mit neveziink kritikus pontnak? / I1]o Ha3uBaIOTh KPUTHYHOIO TOUYKOIO?

9. Hogyan hasznaljuk a Hess-féle determindnst? / Ik BuxopuctoBytoTh BUu3HauHuk ['ecce?
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10. Mi az implicit derivalas alapképlete? / flka ocHoBHa hopmysia HEIBHOTO

11.

nudepeHiiroBaHHS ?

Hogyan irjuk fel egy szintgorbe érintdjét? / Sk 3anucyroTh JOTHYHY 10 JiHii piBHA?
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MODULZARO MINTAFELADATOK / 3PA3KH 3ABJAHb MOIYJbHOI'O
KOHTPOJIIO

A modulzaré mintafeladatok célja, hogy a hallgatdk attekintsék a félév gyakorlati anyaganak
legfontosabb feladattipusait. A feladatsorok a szamsorok, a fliggvény- €s hatvanysorok, a
Taylor- ¢és Maclaurin-sorok, valamint a tobbvaltozés fiiggvények alapvetd vizsgélati
modszereit kapcsoljdk Ossze. A mintafeladatok nem kizardlagos vizsgafeladatok, hanem
gyakorlasi és onellendrzési célt szolgalnak.

Merta 3pa3KiB 3aBJaHb MOAYJIBHOTO KOHTPOJIO TMOJISTAE B TOMY, 00 CTYJIEHTH y3aralbHUIN
HaWBa)UIMBIIII TUOHM MPAKTUYHUX 3aBJlaHb ceMecTpy. BapiaHTu MOeAHYIOTH YHMCIIOBI DSIIH,
byHKIIOHATBHI Ta CTeneHeBl psaau, psau Teinopa i MakiopeHa, a TaKOXX OCHOBHI METOJIH
nocmimkeHHss (yHKHIA 0aratboX 3MIHHMX. 3pa3kul 3aBJaHb HE € €JUHO MOXKIUBUMU

KOHTPOJBHUMH 3aBIAHHSMH, a IPU3HAYCHI JJIsl TPEHYBaHHS Ta CAMOIIEPEBIPKH.

1. feladat / 3aBnannsa 1. Vizsgaljuk meg a kovetkezo sor konvergencidjat hatarértékes

osszehasonlitasi kritériummal: / JlocainuTu 30ixkHIiCTh psigy 3a J0NOMOI0OK IPpaHUYHOL

i 1+n2\°
14+n3)°

n=1

O3HAKH HOpiBHﬂHHﬂ:

Révid megoldas / Koporke po3s’sizanns. Nagy n esetén a szamlalo {6 tagja n?, a nevezé 6

tagja n3, ezért a sor 4ltalanos tagja az 1/n? sor tagjahoz hasonlithato. A hatarérték:

1+ n2\’ 5
I 1+n3 — n+n’\"
nl—rgo i _nl—r)go 14 n3 -
nZ

Mivel a hatarérték pozitiv és véges, valamint a ), — sor konvergens, az adott sor is konvergens.

. . 1 . . . . .
/ OCKINbKY I'paHUIS JOJAaTHA 1 CKIHUCHHA, a s ), = 301KHUHN, TO TAHUH PSIIT TAKOXK 301KHHIA.

2. feladat / 3aBnanns 2. Vizsgaljuk meg D’ Alembert-kritériummal a kdvetkezo sort: /

OCJIiZUTH pAj 3a o3HaKkolo JI’Anamoepa:
P P

i nl 2n + 1)!
—
o] (3n)!
Rovid megoldas / Koporke po3B’sizanns. Jeloljiik az éltalanos tagot a,-nel. D’ Alembert-

kritériumhoz az a,,,,/a, hanyadost szamitjuk:
any1  (n+ D20+ 3)! Gl (n+1)(@2n+2)(2n+3)

a, Bn+3)! nCn+1)! Gn+1)GBn+2)Bn+3)
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A hatarérték:
(n+1)(@2n+2)2n+3) 4

=— <1
oo 3n+ D(3n +2)(3n+3) 27

Ezért a sor konvergens. / OTxe, 3a o3Hakoro /I’ AnamOepa psizt 301KHUI.
3. feladat / 3aBpanns 3. Vizsgaljuk meg az abszolut és feltételes konvergenciat: /

JocainnTu a6CoI0THY Ta YMOBHY 301KHICTh:

n
_1 n—-1 .
Z( ) nz+1
n:

Rovid megoldas / Koporke po3B’sizanHsi. A pozitiv tagokbol allo b,, = # sorozat nullahoz

tart, és n > 2 esetén csokkend. Ezért a Leibniz-kritérium alapjan az eredeti valtakozo sor

n
n2+1

n

konvergens. Az abszolut konvergencidhoz a sort kell vizsgalni. Mivel ~ %, ez a

n?+1
harmonikus sorral dsszehasonlitva divergens. gy az eredeti sor feltételesen konvergens. / 3a

o3Hakoro JleiiOHina 3HaKO3MIHHUN psii 301KHUHN, ane psn 3 MOIYJiB po30iraeThcs, 60 Horo
) .1 )
WICHH CKBIBATICHTHI —. OTmxe, psiz 30ira€ThCs YMOBHO.

4. feladat / 3aBnanns 4. Hatarozzuk meg a hatvanysor konvergenciatartomanyat és

osszegfiiggvényét: / 3naiiTu 00J1acTh 30IKHOCTI CTENEHEBOI0 PSAY Ta HOT0 CymMy:

X i +X5 X + e+ (=D L +
3 5 7 2n—1
Rovid megoldas / Koporke po3B’sa3anns. Ez az arctanx ismert Maclaurin-sora. A sor sugara

R = 1. A végpontokat kiilon kell ellendrizni. Ha x = 1, akkor a sor 1 — % + % — % + .-+, amely

Leibniz-kritériummal konvergens. Ha x = —1, akkor —1 + g — § + % —---, amely szintén

konvergens. Ezért a konvergenciatartomany [—1,1], és
S(x) = arctanx (x € [-1,1]).
Omxe, obnmacts 30ixkHOCTI [—1,1], @ cyma psmy qopiBHIOE arctanx.

5.feladat / 3aBnanns 5. irjuk fel az f (x) = Va3 = x3/2 fiiggvény Taylor-soranak elso négy

tagjat az x, = 1 pont kornyezetében. / 3anucaru nepwmi yotupu wienu psiay Teiiiopa
3
¢yukmii f(x) = Vx3 = x2 B okoui Toukm x, = 1.

3
Rovid megoldas / Koporke po3p’sizanns. Az x2 fliggvényt az x = 1 pont koriil binomidlis

alakban irhatjuk:

3 3
x2 =(1+ (x—1))>2

A binomidlis sor elsd tagjai alapjan:
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N| W

—1+3( 1)+3( 1)? 1( 1)3 +
X< = zx 8x 16x .

Ez a kért Taylor-kozelités elsé négy tagja. / Lle mepini yotupu wieHu po3kianay Teimopa.
6. feladat / 3apnanns 6. Szamitsuk ki a hatarértéket: / O0uncauTi rpaHuIIoO:

. x%y

lim ————.

(x¥)-(0,0) x2 + y2

Rovid megoldas / Koporke po3s’sizanns. Mivel x2 + y2 > 0 az origd kivételével, és x? <
x? + y?, ezért
x%y

7 | < .
152 < |yl

Ha (x,y) — (0,0), akkor |y| = 0, ezért a renddr-elv alapjan a keresett hatarérték 0. / 3a
TEOPEMOIO MPO IBOX MITIIIIOHEPiB IrpaHulls gopiBHIoe 0.
7. feladat / 3apnanmsi 7. Hatarozzuk meg az f(x,y) = x%y +eY fiiggvény teljes
differencialjat az (1,0) pontban, majd szamitsuk ki a masodrendii parcialis derivaltakat
ugyanebben a pontban. / 3naiiTn noBuuii (udepenumian gpynxkuii f(x,y) = x%y +e” y
Toumi (1,0), a TAKOXK 0GUHCIUTH YACTHHHI MOXI/IHI APYroro MopsiAKy B Wit ToUIi.
Rovid megoldas / KopoTke po3B’sizanns. El6szor kiszamitjuk az elsd parcidlis derivaltakat:
fr=2xy, fy=x*+¢e”.
Az (1,0) pontban £,(1,0) = 0, £,(1,0) = 2, ezért
df(1,0) =0dx +2dy = 2dy.
A masodrendii parcidlis derivaltak:
fox =2y, foy=2x frx=2x,  fy, =€
Az (1,0) pontban ezek értékei: fir = 0, fi, = 2, fyx = 2, f, = 1./ Y Toumi (1,0) maemo
fox =0, foy =2, fix =2, fyy = 1.
8. feladat / 3aBaannsa 8. Hatarozzuk meg az f (x,y) = x? + y? — 2x + 4y fiiggvény lokalis
széls6értékét. / 3maiiTu nokanbamii ekcrpemym pynkuii f(x,y) = x% + y? — 2x + 4y.
Rovid megoldas / KopoTke po3B’sizanns. Az els6 parcidlis derivaltak:
fx=2x—2, fy =2y +4.
A kritikus pont feltétele f, =0 €s f, =0, innen x = 1, y = —2. A masodrendii derivaltak:
fox =2, fyy = 2, fry = 0, ezért
D = fufyy = fiy =4>0,
€s frx > 0, tehat lokalis minimum van. Az érték:

f(1,-2)=1+4—-2—-8=—5,
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A fuggvénynek lokalis minimuma van az (1,—2) pontban, értéke —5. / ®yukuis mae

JOKaIbHHIA MiHIMyM y Toutti (1, —2), fioro 3Ha4eHHs JOpiBHIOE —5.

9. feladat / 3aBaannsa 9. Vizsgiljuk meg integralkritériummal a kovetkezdé sort: /

JocaiguTu psjg 3a iHTerpajbHOI0 03HAKOIO:

oo

2
nz+3

n=1

2
x2+43

Rovid megoldas / Koporke po3p’sizanns. A f(x) = fliggvény pozitiv, folytonos és

csokkend az [1, o) intervallumon. Az integral:

f‘” 2 p 2 . X
———— dx = —arctan—
243 T TN

Mivel az improprius integral konvergens, az adott pozitiv tagu sor is konvergens. / OckiTbku

o)

< 00,

HEBJIACHUH 1HTerpasl 301KHUM, TO TaHUH TOAATHHUH PAJT TAKOXK 301KHUH.
10. feladat / 3aBnanns 10. Vizsgaljuk meg a kovetkezo sor konvergenciajat hatarértékes
osszehasonlitassal: / JocaiguTu 30iKHiCTH psily 3a J0NOMOrON TPAHMYHOI O3HAKH

NOPiBHAHHSA:
Z(\/ﬁ —Vn-1).
n=1

Rovid megoldas / KopoTke po3B’sizanns. Racionalizaljuk az altalanos tagot:

1
i-Vi—i=—
Vyn+vn—-1
Ez nagy n esetén az % taggal ekvivalens. Mivel a )’ \/% p-sorp = % < 1 miatt divergens, ezért

o . . . . . 1.
az adott sor is divergens. / OCKUJIbKM JaHUN sl €KBIBAJICHTHUN PO3OIKHOMY DALY ). 7 BIH

po30iraeTnes.

11. feladat/ 3aBnanns 11. Vizsgaljuk meg a végtelen szorzat konvergenciajat: / locaiguru

[1(+2)

n=1

30i2KHiCTh HECKIHYEHHOT0 100YTKY:

Rovid megoldas / Koporke po3p’sizanHsa. A végtelen szorzat konvergencidjat a hozza

kapcsolodo sorral vizsgaljuk. Itt u, = n—lz, és
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konvergens. Mivel u,, >0 és a Yu, sor konvergens, a [[(1+ u,) végtelen szorzat is
. : PR . : 1 . .
konvergens, mégpedig pozitiv véges szamhoz tart. / Ockinbku psin Z; 301KHUH, TO

HECKiHUEHHHI JOOYTOK 30iraeThCsi 10 JOJATHOTO CKIHYEHHOTO YHUCIIA.
12. feladat / 3aBnanns 12. Igazoljuk, hogy a kovetkezd fiiggvénysor egyenletesen
konvergens az [—1,1] intervallumon: / loBecTH, mo (GpyHKUioHAJLHHI PsAI piBHOMipHO
30iskHuMil Ha Bigpizky [—1,1]:

oo o
Rovid megoldas / Koporke po3p’sizannsi. Ha x € [—1,1], akkor |[x™| < 1, ezért

| x" | 1 1
< <—.
nn+2) " n(n+2)  n?

A) n—lz sor konvergens. Igy a Weierstrass-kritérium alapjan az adott fiiggvénysor egyenletesen

konvergens az [—1,1] intervallumon. / 3a o3nakoro Beiiepiitpacca QyHKIIOHATEHHN P
piBHOMipHO 30ixHui Ha [—1,1].
13. feladat / 3apnanns 13. Irjuk fel az (1 + x)* fiiggvény Maclaurin-soranak elsé 6t nem
nulla tagjat. / 3anucatn nepmi N’ATHL HeHYJLOBUX 4WieHIB psiny Maxkiopena ¢yHkumii
(1 + x)*.
Rovid megoldas / KopoTke po3B’sizanns. A fiiggvényt exponencialis alakba irjuk:

(1 + x)x = XIn(1+x)
Mivel

3 x4 x5

xln(1+x):x2—7+?_z+...,

az exponencidlis sor elso sziikséges tagjait felhasznalva kapjuk:
x3 5x* 3x°

X — 2 _ 4
1+x) 1+x 2+ 6 2 +

Ez az els6 6t nem nulla tag. / Lle nepiri i’siTh HEHYJILOBUX WICHIB pO3KIaay MakiopeHa.
14. feladat / 3apnanns 14. Hatarozzuk meg az f (x, y) = x2y + sin(xy) fiiggvény parcialis
derivaltjait az (1,0) pontban. / 3uaiiTu wacrunmi moximmi Qymkuii f(x,vy) = x%y +
sin(xy) y Toumi (1,0).
Rovid megoldas / Koporke po3s’sizannsi. A parcialis derivaltak:

fr = 2xy + ycos(xy), fy = x* + xcos(xy).
Az (1,0) pontban f,.(1,0) = 0, mert mindkét tagban szerepel y, és f,(1,0) =1+1=2./V
Touui (1,0) maemo f,(1,0) = 0, £,(1,0) = 2.
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15. feladat / 3apnauns 15. irjuk fel az f(x,y) = e**¥ fiiggvény masodrendii Taylor-
kozelitését az (0,0) pont kornyezetében. / 3anucarn nadaumkennsi Teitiopa apyroro
nopsiaky st pyukuii £ (x,y) = e**Y B okoui Touku (0,0).

Rovid megoldas / Koporke po3s’sizanns. Az (0,0) pontban a fiiggvény értéke és az els6,

illetve masodik parcialis derivaltak értékei egyarant 1. Ezért a masodrendli Taylor-kozelités:
1
etV ~ 1+x+y+§(x2 + 2xy + y?).

Orxe, mykane HaOmmwkenus: 1+ x +y + % (x? + 2xy + y?).

16. feladat / 3aBnanns 16. Hatarozzuk meg az x2 + y? = 25 implicit gorbe érintéjének
egyenletét a (3,4) pontban. / 3naiiTi piBHAHHS JOTHYHOI 10 HeSIBHOI KPHBOi X2 + y? =
25 y Touui (3,4).

Rovid megoldas / Koporke po3s’s3anns. Legyen F(x,y) = x%2 + y? — 25. Ekkor F, = 2x,
F, = 2y, tehat

A (3,4) pontban y' = —3/4. Az érint6 egyenlete:

3
y—4=—Z(x—3).

: . 3
OTxe, pIBHSHHS JOTUYHOIL: Y — 4 = — " (x—3).
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MaTtemMaTH4HHI aHAJI3: METOIMYHI BKA31BKH /10 MPAKTUYHUX 3aHATH Ta CAMOCTIHHOT poOOTH
JUTs 37100yBaviB repioro (6akaaaBpChKOro) piBHS BUIOI OCBITH, Tay3b 3HaHb: «A OcBiTay,
cnenianbHicTh: «A4 CepeaHs ocBiTay, OcBITHS mporpama: «Cepenns ocBiTa (MaremaTuka)y.
Yacruna I. Po3po6nuk: Enike Ik00. beperose: 3akapnaTcbkuii yropcbkuii yHiBepcHuTeT iM. .

Pakoui II, 2026. — 88 c. (yropcbkoro Ta yKpaiHCbKOIO MOBaMHu).

HaBuanpHO-MeTOAMYHE BUAAHHS MiATOTOBIEHO HA OCHOBI OCBITHBOI MPOTPaMH MiATOTOBKHU
3100yBauiB mepioro (06akaaaBpChbKOT0) piBHS BHIOI OCBITH 3a raimy33io 3HaHb: «A OcBiTay,
crerianpHicTIO:  «A4 CepemHs OCBiTa», OCBITHBOIO mporpamoro: «CepenHs ocBiTa
(MatemaTtuka)». MeToro BHIaHHsS € 3a0e3MedeHHs] 3700yBadiB JCHHOI Ta 3a049HOi (opm
HaBYAaHHS 3aKapmaTrchbkoro yropcbkoro yHiBepcurery iMm. @. Pakomi II Merommunumun
MaTepiajJamMu J0 MPAKTUIHHUX 3aHITHh Ta CAMOCTIHHOT pOOOTH 3 JUCHHILTIHN «MaTeMaTuIHUHA
aHaJi3».

VY 1nociOHHMKY IMOoJaHO METOAMYHI MaTepiajad JI0 OIpalfoBaHHS TeM, nepeadadeHux mis [
YaCTUHHM KypCy: YHCIOBI psinu, (YHKIIOHANbHI Ta CTeNeHeBi psau, psau Teitnmopa i
Makiopena, a Takox (QyHKIli 0aratbox 3MIHHUX. BumaHHS MICTUTH KOPOTKI TEOPETHYHI
BIJIOMOCTI, PO3B’Si3aHiI 3pa3Ku, TPEHYBAJIbHI 3aBJaHHS 3 BIANOBIAIMHU, THUTAHHS IS
CaMOKOHTPOJIIO, 3pa3Ki 3aBJlaHb MOAYJIBHOTO KOHTPOIO, a TAKOX CIHMCOK PEKOMEHI0BAHOI

JiTepaTypu i eJIeKTPOHHUX PECYPCIB.
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MATEMATHUYHHUU AHAJII3 / MATEMATIKAI ANALIZIS
MeToan4Hi BKa3iBKHU 10 NPAKTHYHHUX 3aHATH Ta CAMOCTITHOI po0oTH

(01 ctyaeHTiB 2-10 Kypcey cnenianbHocTi A4.04 Cepeans ocsita (MaTtemaTunka))

YACTHUHA 1 /1. RESZ
2026 p.
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2026 poxy)
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3axapnamcwroeo yeopcvkoeo ynisepcumem im. . Paxoyi I (npomoxon Ne 8 6io 22 eepechs
2026 poxy)

Pexomenoosarno 0o euoanns 6 enexmponniii popmi (PDF)
piwennam Buenoi paou 3axapnamcokozo yeopcwvrozco yrigepcumem im. @. Paxoyi 11
(npomoxoa Ne 114 6io 24 eepecns 2026 poky)

1liocomoeneno 0o sudanus 6 enekmponniu gopmi (PDF) kagheoporo mamemamuxu ma
iHhopmamuxu
cninbHo 3 Buoasnuuum 6iodinom 3akapnamcbkoeo y2opcovkoeo ynigepcumemy imeni Pepenya
Paxouyi 11

P03poOHNKH METOAMYHHX BKA31BOK:
Enixke AKOb — crapmmii BUkiagau kapeapyu MaTeMaTHKU Ta 1HPOpMATHKU 3aKaprnaTchbKOro
yropcbkoro yHiBepcutetry iMmeHi ®epenma Paxomi II, moktop ¢imocodii (PhD) y ramysi
MPUPOTHUIHNX HAYK

PenensenTu:

Dr. Sipos Dora Fruysina — ctapmuii BUKJIaaad kadeapu KUIbKICHMX MeToAiB IHCTUTYTYy
METOJI0JIOTIi Ta g poBizalii Oi3Hecy (hakyIbTeTy eKOHOMIKH J{eOpereHChKOTO YHIBEPCUTETY,
noktop dinocodii (PhD).
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Cmamym «3axapnamcvkozo y2opcbkoeo yHiBepcutery imeni @epenya Paxoyi 11y (Ilputinamo
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8. sz. melléklet
NYILATKOZAT a mesterséges intelligencia eszkozeinek alkalmazasarol

Alulirott, Jakab Eniko,
(a hallgato / oktaté-kutatd neve)
kijelentem, hogy a(z)

Matematikai analizis. Mddszertani utmutat6 gyakorlati foglalkozasokhoz és 6nallé munkéhoz. I.
rész / MaremaTuyHuii aHani3 MeroauuHi BKa3iBKM /10 IPAKTHYHMX 3aHSATH Ta caMOCTiiHOT poboTH

yacTHHa |
(a szakdolgozat / diplomamunka / cikk / monografia / egyéb munka cime)

elkészitése soran mesterséges intelligencia alapu eszk6zdket alkalmaztam, nevezetesen:

ChatGPT
(az eszkozok felsorolasa: pl. ChatGPT, Gemini, Claude, Grok, egyéb)

Az alkalmazott generalasi modszertan rovid leirasa: a tartalom strukturalasa, a kétnyelvii (magyar-
ukran) szakforditds, valamint a gyakorlofeladatok és mintapéldak vazlatainak kidolgozasa
celjabol.
A mesterséges intelligencia (MI) alkalmazasa kiegészitd jellegii volt, és az akadémiai integritds
elveinek betartasaval tortént. Ez(iton megerdsitem, hogy:

e amunka tartalma sajat szerzoi alkotasom;

o az eredmények, a kovetkeztetések és a szerkezeti megoldasok sajat 6nallé dontéseim

eredményei;
e az Ml-eszkdzok hasznalata nem helyettesitette sajat szellemi munkamat;

» az MI segitségével generalt minden anyagot ellendriztem, szerkesztettem, és sziikség

esetén megfelelden atfogalmaztam;
» akozzétett forrasok felhasznalasa soran betartottam a hivatkozasi szabalyokat.
Az Ml-eszkozoket az aliabbi kiegészit6 feladatokhoz haszniltam (a lista kiegészitheto):
» egyes mondatok és bekezdések megfogalmazasanak pontositasa;
» aszdveg nyelvtani €s stilisztikai ellenorzése;
o amagyar—ukran forditas és a matematikai szakterminologia egységesitése;
» feladatotletek, megoldasvazlatok és ellenérzo kérdések eldzetes megtervezéséhez;
» afelhasznalt forrasanyagok relevans részeinek dsszegzése késdbbi 6nallo elemzés céljabol.

Jelen nyilatkozat a fent emlitett munka elkészitése soran alkalmazott MI-eszk6zok hasznélatanak

%f{!ﬂ /

Datum erzd alairasa

hivatalos elismeréséiil szolgal.
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    ∑  n = 1 ∞    3 n + 2  5 n − 1


    ∑  n = 1 ∞    3 n + 2  5 n − 1


    a  n →  3 5 ≠ 0
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  ∑  1    n 2


    ∑  n = 1 ∞    3 n + 1    n 3 + 2


    ∑  n = 1 ∞    3 n + 1    n 3 + 2


  1


  3


    a  n


   1    n 2


    b  n =  1    n 2


  1


  3


    a  n


   1    n 2


    b  n =  1    n 2


      a  n    b  n


      a  n    b  n
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  f


  f


  u = ln x


  d u =   d x  x


  u = ln x


  d u =   d x  x
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    ∑  n = 1 ∞      n 3   3  n
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